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Resumen

El Lema de Hensel es una herramienta utilizada en la teoría de números, geo-
metría y topología algebraica, siendo la factorización de polinomios el objetivo
principal de su uso. Desarrollado por Kurt Hensel quien introdujo los núme-
ros p-ádicos, nos muestra un método para hallar factorizaciones de polinomios
mónicos, factorizándolos sobre un campo finito de característica un primo p
y después “levantando” dicha factorización sobre un anillo de clases residuales
módulo una potencia de ese primo. Recientemente esta herramienta y el le-
vantamiento de Hensel se han empleado en la Teoría de Códigos Algebraicos.
En este trabajo se exhibe la demostración del Lema de Hensel para polinomios
mónicos sobre el anillo Zps , así como del levantamiento de Hensel.

1 Introducción

En 1904 Kurt Hensel introdujo los números p-ádicos y el lema de Hensel en el
artículo Neue Grundlagen der Arithmetik (cf. [6]). Cuatro años más tarde, en su
libro Theorie der algebraischen Zahlen, Hensel mostró una versión más general de su
lema. Recientemente, en los años 90 del siglo pasado, esta herramienta ha sido muy
útil en el estudio de la caracterización de la estructura algebraica de los códigos
cíclicos lineales sobre anillos finitos, por ejemplo; sobre anillos de Galois (cf. [5],
[14], [7]) y sobre anillos finitos de cadena (cf. [3], [13], [11]). El levantamiento de
Hensel está relacionado con la representación p-ádica de los elementos de un anillo
de Galois ó de un anillo finito de cadena y tal representación es imprescindible en
la definición de la función de Gray en esta clase de anillos finitos ([4], [1], [2], [17],
[9], [10]). Se demostró en [5] a través de Hammons, et. al., que el código de Kerdock
es la imagen de Gray de un código cíclico lineal extendido sobre Z4. Ellos usan este
hecho para resolver un problema “viejo” dando la explicación de la dualidad formal
entre dos códigos no lineales binarios, los famosos códigos de Kerdock y Preparata.

Definiciones y conceptos fundamentales sobre el anillo Zps , propiedades de los
polinomios y de la divisibilidad en Zps [x] son dados en la sección 2, la demostración
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del Lema de Hensel se encuentra desarrollada en la sección 3 y finalmente la de-
mostración del Levantamiento de Hensel se exhibe en la sección 4. Cabe mencionar
que este capítulo de libro está inspirado en la lectura de la obra de Wan ([16]).

2 El anillo de polinomios Zps[x]

Sea p cualquier número primo, s ∈ N y Zps el anillo de enteros módulo ps, i.e.,

Zps =
Z
psZ

=
�
0, 1, . . . , ps − 1

�

con la suma y multiplicación usual de clases:

r1 + r2 = r1 + r2

r1 r2 = r1r2
(1)

para cada r1, r2 ∈ Zps .

Observación 2.1. Por la construcción del anillo cociente Zps tenemos que ab = c
sí y sólo si ab ≡ c mód ps.

Considérese el conjunto S = {0, 1, . . . , ps − 1} ⊆ N ∪ {0} y la función:

φ : Zps −→ S

r �→ r

Es claro que φ es biyectiva, entonces podemos inducir la estructura de anillo en el
conjunto S definiendo las operaciones ⊕ y � en S de la manera siguiente:

s1 ⊕ s2 := φ (r1 + r2)

s1 � s2 := φ(r1 · r2)

para cada s1, s2 ∈ S siempre que s1 = φ(r1) y s2 = φ(r2) para algunos r1 y r2 en
Zps .

Dadas estas operaciones, φ es un isomorfismo y, con esta identificación, usaremos
cuando sea conveniente que:

Zps = {0, 1, . . . , ps − 1} . (2)

Recordar que: (a, b) denota al máximo común divisor de a y b, i.e., (a, b) =
mcd(a, b).

El siguiente lema nos será muy útil más adelante.
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Lema 2.2. Sean a ∈ N y p un número primo. Si (a, p) = 1 y s ∈ N, entonces
ca ≡ 1 (mód ps) para algún c ∈ Z.

Demostración. Haremos inducción sobre s. Veamos que el resultado es válido para
s = 1. Como (a, p) = 1, entonces existen c, d ∈ Z tales que ca + dp = 1. Así
ca− 1 = −dp es decir, p| (ca− 1), por lo tanto,

ca ≡ 1 (mód p1).

Supóngase que el resultado se cumple para s y demostremos que se cumple para
s+ 1. Por hipótesis, existen k1, k2, l1, l2 ∈ Z tales que:

k1a+ k2p = 1,

l1a+ l2p
s = 1.

Multiplicando las igualdades anteriores tenemos que:

1 = k1l1a
2 − k1l2ap

s + k2l1pa− k2l2p
s+1

= (k1l1a− k1l2p
s + k2l1p) a+ (−k2l2) p

s+1

= ca+ dps+1

donde c = k1l1a− k1l2p
s + k2l1p y d = −k2l2. Entonces ca− 1 = −dps+1, es decir,

ca ≡ 1 (mód ps+1),

lo cual concluye la prueba.

Corolario 2.3. En Zps se satisface:

i) Si a ∈ Zps y (a, p) = 1, entonces a es una unidad en Zps .

ii) Para todo x ∈ Zps con x �= 0, existen a ∈ Zps e i ∈ N∪{0} tales que (a, p) = 1

y x = api.

Demostración. Sea a ∈ Zps con (a, p) = 1, por el Lema 2.2 existe c ∈ N tal que
ca ≡ 1 (mód ps) entonces c · a = 1, debido a la Observación 2.1. Por lo tanto,
a es una unidad de Zps . Ahora bien, considérese x ∈ Zps con x �= 0, usando la
identificación anterior se sigue que x ∈ N. Se tienen dos casos:

• Si (x, p) = 1 entonces sea a = x, de ahí que, x = ap0, lo cual prueba el
resultado.
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• Si (x, p) = p entonces p|x. Además si q es un primo tal que q|x entonces
q ≤ ps − 1 pues x ≤ ps − 1. Por el teorema fundamental de la aritmética,
existen q1, q2, . . . , qk ∈ N números primos y n1, n2, . . . , nk ∈ N tales que:

x = qn1
1 qn2

2 . . . qnk
k

como p|x entonces p = qj para algún j ∈ {1, 2, . . . , k}. Sea

i = máx {nj | (x, pnj ) = pnj} .

Como (x, p) = p entonces nj ≥ 1 y por consiguiente este conjunto es no vacío,
entonces:

x = qn1
1 qn2

2 . . . q
nj−1

j−1 piq
nj+1

j+1 . . . qnk
k

=
Ä
qn1
1 qn2

2 . . . q
nj−1

j−1 q
nj+1

j+1 . . . qnk
k

ä
pi

donde a = qn1
1 qn2

2 . . . q
nj−1

j−1 q
nj+1

j+1 . . . qnk
k , entonces x = api y, por lo tanto,

x = api.

Ejemplo 2.4. Sean p = 3, s = 2 entonces Z32 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, si de-
finimos el conjunto A := {a ∈ Zps : (a, p) = 1}; en este caso tenemos que A =
{1, 2, 4, 5, 7, 8} luego:

1� 1 = 1

2� 5 = 1

4� 7 = 1

8� 8 = 1

(3)

como se afirma en el Corolario 2.3. Así Z∗
ps = A, donde Z∗

ps denota el grupo de
unidades del anillo Zps .

El siguiente teorema caracteriza a los ideales en el anillo Zps .

Teorema 2.5. Los ideales principales �1�, �p�, . . . , �ps−1�, �0�, son todos los ideales
de Zps . �p� es el único ideal maximal de Zps y Zps

�p� � Fp.

Demostración. Sea I un ideal de Zps . Suponga que I �= �0�. Sea m el natural más
pequeño que es representante de las clases de I, veamos que I = �m�. Sea i ∈ I
entonces i ∈ Zps . Por el algoritmo euclidiano de la división, existen q, r ∈ Z : i =
qm + r con 0 ≤ r < m, entonces r = i − qm, de ahí que, r = i − q m ∈ I, por
consiguiente, r ∈ I y r < m lo cual contradice la minimalidad de m, así r = 0, en
otras palabras, i = q m, entonces i ∈ �m�, en consecuencia, I ⊆ �m�. Es claro que
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m ∈ I, por consiguiente �m� ⊆ I, entonces I = �m�, como queríamos. Dado que
m ∈ I ⊆ Zps , por el Corolario 2.3, existe a ∈ Z, tal que:

m = api para algún i ∈ {0, . . . , s− 1}. (4)

Como (a, p) = 1 tenemos que ca ≡ 1 (mód ps) para algún c ∈ Z, así, ca− 1 = dps

con d ∈ Z, entonces capi − pi = dpspi, de ahí que, capi − pi = dpspi, por lo que

0 = capi − pi

= cm− pi

de manera que, cm = pi. Entonces pi ∈ �m� luego �pi� ⊆ �m�, y por (4), �m� ⊆ �pi�,
de ahí que, �m� = �pi�. Por consiguiente, queda demostrado que todo ideal I de Zps

es de la forma I = �pi� para algún i ∈ {0, 1, . . . s− 1}. Además, como pi ∈ �pi� y
p ∈ Zps entonces pi · p = pi+1 ∈ �pi�, así, �pi+1� ⊂ �pi�, por lo tanto,

�0� ⊆ �ps−1� ⊆ . . . ⊆ �p2� ⊆ �p� ⊆ �1� = Zps . (5)

Ahora veamos que �p� es un ideal maximal. Sea J un ideal de Zps tal que:

�p� ⊆ J ⊆ Zps , (6)

luego, existe algún i con i ∈ {0, 1, . . . , s− 1} tal que J = �pi�. Tenemos que: si i = 1
entonces J = �pi� = �p�, o bien, si 1 < i ≤ s− 1 entonces J = �pi� ⊆ �p� debido
a (5), entonces, por (6), J = �p�, o bien, si i = 0 entonces J = �p0� = �1� = Zps .
En cualquier caso, se concluye que J = �p� o J = Zps . Por lo tanto, �p� es un ideal
maximal, y por (5), es el único ideal maximal de Zps , en consecuencia, Zps

�p� es un
campo.

Recordemos que:

i) Zps

�p� = {x+ �p� : x ∈ Zps}

ii) �p� = {c p : c ∈ Zps}

Sea y ∈ Zps

�p� entonces existe x ∈ Zps tal que y = x + �p�, dividiendo a x por p
tenemos que existen r, s ∈ Z tales que x = sp+ r con 0 ≤ r ≤ p− 1 entonces

y = sp+ r + �p�
= r + s p+ �p�
= r + �p�
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es decir:
Zps

�p� = {r + �p�|r ∈ {0, 1 . . . , p− 1}}

así, Zps

�p� es un campo finito con p elementos, por lo tanto, Zps

�p� � Fp.

Lema 2.6. Sean b ∈ Z con b > 1 y a ∈ N. Entonces existen d0, d1 . . . , dn−1, t ∈ Z
con 0 ≤ di ≤ b− 1 para cada i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} tales que:

a = d0b
0 + d1b

1 + · · ·+ dn−1b
n−1 + tbn

Demostración. Dividiendo a por b tenemos que, existen d0, s0 ∈ Z tales que a =
s0b + d0 con 0 ≤ d0 ≤ b − 1. Si dividimos ahora, s0 por b, obtenemos d1, s1 ∈ Z
tales que s0 = s1b+ d1 entonces:

a = (s1b+ d1) b+ d0

= s1b
2 + d1b+ d0

con 0 ≤ d1 ≤ b− 1. Procediendo de esta manera n− 1 veces, tenemos:

a = sn−1b
n + dn−1b

n−1 + dn−2b
n−2 + · · ·+ d1b+ d0

con di ∈ {0, 1 . . . , b− 1} para i ∈ {0, 1 . . . , n− 1}, observese que la sucesión de
cocientes satisface:

a > s0 > s1 > . . . ≥ 0

debido a que la sucesión s0, s1, . . . es una sucesión decreciente de enteros no nega-
tivos. Tomando, t = sn−1 se concluye que:

a = d0b
0 + d1b

1 + · · ·+ dn−1b
n−1 + tbn

como queríamos.

Por el Lema 2.6, dado x ∈ {0, 1, . . . , ps − 1} tenemos que:

x = c0p
0 + c1p

1 + · · ·+ cs−1p
s−1 + tps

con ci ∈ {0, 1 . . . , p− 1} para cada i ∈ {0, 1 . . . , s− 1} entonces

x = c0p0 + c1p1 + · · ·+ cs−1ps−1 + tps (7)

= c0p0 + c1p+ · · ·+ cs−1ps−1 + tps

= c0p0 + c1p+ · · ·+ cs−1ps−1,

puesto que ps = 0 ∈ Zps . Definamos ahora la función:

µ : Zps −→ Fp (8)

dada por µ (x) = µ
Ä
c0p0 + c1p+ · · ·+ cs−1ps−1

ä
= c0, para cada x ∈ Zps .
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Lema 2.7. La función µ es un homomorfismo de anillos con Ker µ = �p�.

Demostración. Sean x =
�s−1

i=0 cip
i, y =

�s−1
i=0 di p

i ∈ Zps , entonces

x+ y =
s−1�

i=0

Ä
ci + di

ä
pi =

s−1�

i=0

Ä
ci + di

ä
pi,

de ahí que,

µ (x+ y) = µ

�
s−1�

i=0

Ä
ci + di

ä
pi

�
= c0 + d0

= µ

�
s−1�

i=0

ci pi

�
+ µ

�
s−1�

i=0

dipi

�
= µ (x) + µ (y) ,

esto es, µ (x+ y) = µ (x) + µ (y) para toda x, y ∈ Zps . Por otro lado,

µ (x y) = µ

�Ä
c0 + c1 p+ c2p2 + . . .+ cs−1ps−1

ä s−1�

i=0

di pi

�

= µ

�
c0

�
s−1�

i=0

di pi

�
+ . . .+ cs−1

�
s−1�

i=0

di pi

�
ps−1

�

= µ

�
c0 d0 + c0

�
s−1�

i=1

di pi

�
+ . . .+ cs−1

�
s−1�

i=0

di pi

�
ps−1

�

= µ

�
c0d0 + c0

�
s−1�

i=1

di pi

�
+ . . .+ cs−1

�
s−1�

i=0

di pi

�
ps−1

�

= c0d0 = µ

�
s−1�

i=0

cipi

�
µ

�
s−1�

i=0

di pi

�
= µ (x)µ (y)

esto es, µ (xy) = µ (x)µ (y) para toda x, y ∈ Zps . Por lo tanto, µ es un homomor-
fismo.

Sea x ∈ �p�, entonces existe c ∈ Zps tal que x = c p. Entonces x = 0 p0 + c p +
· · · + 0 ps−1, luego µ (x) = 0, por lo tanto x ∈ Ker µ, de ahí que, �p� ⊆ Ker µ.
Ahora bien, sea x ∈ Ker µ entonces µ (x) = 0, luego x = 0 + c1 p+ . . .+ cs−1ps−1.
Como cipi ∈ �pi� ⊆ �p�, por (5), para cada i ∈ {1, . . . , s − 1}, esto es, cipi ∈ �p�
para cada i ∈ {1, 2, . . . , s− 1}, así, x ∈ �p� entonces Ker µ ⊆ �p�. Por lo tanto,
Ker µ = �p�.
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R[x] denota el anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficientes en el
anillo R, esto es, el conjunto

R[x] =

�
f(x) =

n�

i=0

cix
i : ci ∈ R, i ∈ {0, . . . , n} para algún n ∈ N

�
(9)

es un anillo con las operaciones habituales de suma y multiplicación de polinomios.

Podemos extender el homomorfismo definido en (8) de la manera siguiente: sea la
función

·̄ : Zps [x] −→ Fp[x] (10)

dada por −(f(x)) =
�n

i=0 µ (ci)x
i para cada f(x) ∈ Zps [x] y denotamos por f(x)

la imagen de f(x) bajo “ − ”.

Como una consecuencia directa del lema anterior tenemos:

Corolario 2.8. La función − es un homomorfismo de anillos.

Demostración. Recordemos que si ci ∈ Zps , por (7) tenemos que:

ci = di0 + di1p+ . . .+ di(s−1)p
s−1 con dik ∈ {0, 1, . . . , p− 1}

Sean f(x), g(x) ∈ Zps [x] entonces f(x) =
�n

i=0 cix
i y g(x) =

�m
i=0 dix

i, con
ci, di ∈ Zps para cada i. Sin pérdida de generalidad, supóngase que m > n entonces
f(x) + g(x) =

�m
i=0 (ci + di)x

i con ci = 0 para cada n < i ≤ m. Entonces

f + g(x) =
m�

i=0

µ (ci + di)x
i

=
m�

i=0

(ci0 + di0)x
i

=
m�

i=0

ci0x
i +

m�

i=0

di0x
i

=
n�

i=0

ci0x
i +

m�

i=0

di0x
i

=
n�

i=0

µ (ci)x
i +

m�

i=0

µ (di)x
i

= f(x) + g(x).
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Sabemos que f(x)g(x) =
�l

k=0 ekx
k donde ek = c0dk + c1dk−1 + . . . + ckd0 y

0 ≤ l ≤ m+ n, entonces

µ (ek) = µ (c0dk + c1dk−1 + . . .+ ckd0)

= µ(c0)µ(dk) + µ(c1)µ(dk−1) + . . .+ µ(ck)µ(d0).

Por otro lado, tenemos que:

f(x)g(x) =

�
n�

i=0

µ(ci)x
i

��
m�

i=0

µ(di)x
i

�

= (µ(c0) + µ(c1)x+ . . .+ µ(cn)x
n) (µ(d0) + µ(d1)x+ . . .+ µ(dm)xm) ,

pero esto lo podemos expresar como
�l

k=0 µ(uk)x
k con

µ(uk) = (µ(c0)µ(dk) + . . .+ µ(ck)µ(d0)) = µ(ek),

de esto se sigue:

fg(x) =
l�

k=0

µ(ek)x
k =

l�

k=0

µ(uk)x
k = f(x)g(x),

por lo tanto, “−” es un homomorfismo.

Definición 2.9. Sea p ∈ Zps ⊆ Zps [x], el ideal generado por p ∈ Zps [x] se denota
por � p � y se define como:

� p �:= {f(x)p : f(x) ∈ Zps [x]} .

Lema 2.10. Ker − =� p �.

Demostración. Sea h(x) =
�n

i=0 cix
i. Si h(x) ∈ Ker− entonces h(x) = 0 ∈ Zps .

Pero h(x) =
�n

i=0 µ(ci)x
i, es decir µ(ci) = 0 con i ∈ {0, 1, . . . , n}, entonces ci ∈

Ker µ = �p�, por el Lema 2.8. Así, existen m0,m1, . . . ,mn ∈ Zps tales que ci = mi p,
de ahí que:

h(x) =
n�

i=0

cix
i =

n�

i=0

(mi p)x
i =

�
n�

i=0

mix
i

�
p = g(x)p

con g(x) =
�n

i=0mix
i, luego h(x) ∈� p �, por consiguiente, Ker− ⊆� p �.

Ahora bien, si h(x) ∈� p � entonces existe g(x) ∈ Zps [x] tal que h(x) = g(x)p,
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sea g(x) =
�n

i=0 aix
i entonces

h(x) =
n�

i=0

aipx
i

=
n�

i=0

cix
i con ci = aip ∈ �p�

aplicando “−” obtenemos:

h(x) =
n�

i=0

µ(ci)x
i =

n�

i=0

0xi = 0

luego, h(x) ∈ Ker−, de ahí que, � p �⊆ Ker−, por lo tanto, Ker− =� p �.

Algunas veces denotaremos a f(x) en Zps [x] o Fp[x] simplemente por f .

Teorema 2.11. El ideal � p � es un ideal primo de Zps [x], todo ideal primo de
Zps [x] contiene a � p �, más aún, si un ideal primo contiene a � p � propia-
mente, entonces dicho ideal es maximal.

Demostración. Sean f(x), h(x) ∈ Zps [x] tales que f(x) =
�n

i=0 aix
i y h(x) =�m

i=0 bix
i con an �= 0 �= bm, de ahí que, los grados de f(x) y g(x) son n y m

respectivamente, lo cual denotamos por grad(f(x)) = n y grad(h(x)) = m, enton-
ces se tiene que f(x)h(x) =

�l
k=0 ckx

k donde ck =
�k

s=0 asbk−s y si f(x)h(x) �= 0
entonces grad(f(x)h(x)) = l con 0 ≤ l ≤ m+n. Supóngase, sin pérdida de genera-
lidad, que m > n y además, supóngase que f(x)h(x) ∈� p � entonces

f(x)h(x) = 0 (11)

dado que Ker− =� p �, pero f(x)h(x) =
�l

k=0 µ(ck)x
k entonces µ(ck) = 0

para cada k ∈ {0, 1, . . . , l}. Como µ(ck) = µ(a0)µ(bk) + . . . + µ(ak)µ(b0) ∈ Fp

para cada k ∈ {0, 1, . . . , l} tenemos que para k = 0, 0 = µ(c0) = µ(a0)µ(b0),
pero Fp es un dominio entero, así µ(a0) = 0 o µ(b0) = 0. Supóngase que µ(a0) �=
0, entonces µ(b0) = 0. Ahora bien, cuando k = 1, 0 = µ(c1) = µ(a1)µ(b0) +
µ(a0)µ(b1) = µ(a0)µ(b1) puesto que µ(b0) = 0 y como µ(a0) �= 0 tenemos que
µ(b1) = 0, procediendo de esta manera, establecemos que µ(bk) = 0 para cada
k ∈ {0, 1, . . . ,m} de ahí que h(x) = 0, por consiguiente, h(x) ∈� p �. Por otro
lado, supóngase que µ(b0) �= 0 entonces µ(a0) = 0 y de manera análoga se tiene
que f(x) = 0, en consecuencia, f(x) ∈� p �, de ahí que, si f(x)h(x) ∈� p �
entonces f(x) ∈� p � o bien h(x) ∈� p �. Por lo tanto, � p � es un ideal
primo de Zps [x]. Sea P un ideal primo de Zps . Como p ·ps−1 = ps = 0 ∈ P, entonces

Matemáticas y sus aplicaciones 7, Capítulo 2, páginas 53-81



El lema de Hensel y el levantamiento de Hensel 63

p ∈ P o ps−1 ∈ P, ya que P es un ideal primo. Si p ∈ P entonces � p �⊆ P, ahora
bien, si ps−1 ∈ P, entonces ps−2 · p = ps−1 ∈ P, de ahí que, p ∈ P o ps−2 ∈ P,
una vez más, si p ∈ P concluimos que � p �⊆ P, o bien, si ps−2 ∈ P se procede
como antes, y continuando de esta manera se concluye que p ∈ P, por lo tanto,
� p �⊆ P. Ahora probaremos que si P es un ideal primo y � p �� P entonces P es
maximal. Veamos primero que − es un epimorfismo. Sean g(x) =

�n
i=0 aix

i ∈ Fp[x]
y f(x) =

�n
i=0 bix

i ∈ Zps [x], se establecio en (7) que para cada i ∈ {0, 1, . . . , n},
bi = ci0+ci1p+ci2p

2+ . . .+ci(s−1)p
s−1 donde cij ∈ Fp para cada i ∈ {0, . . . , n} , j ∈

{1, 2, . . . , s− 1}. Sean los bi’s de tal forma que ci0 = ai para cada i ∈ {0, 1 . . . , n}
entonces

f(x) =
n�

i=0

µ(bi)x
i =

n�

i=0

ci0x
i =

n�

i=0

aix
i = g(x)

así, − es sobre y por tanto epimorfismo. Si denotamos por P a la imagen de P bajo
− y a −−1(P) como la imagen inversa de P bajo − entonces −−1(P) = P y por un
teorema de isomorfismos (ver [16, Theorem 12.7, iii)]) la función:

ψ :
Zps [x]

P
−→ Fp[x]

P

es un isomorfismo de anillos. Por lo tanto
Zps [x]

P
� Fp[x]

P
.

Como P es un ideal primo entonces P �= Zps [x]. Si P = Fp[x], por lo anterior,
se tiene que: −−1(P) = −−1(Fp[x]) = Zps [x], la última igualdad debido a que − es
sobreyectiva, de ahí que, P = Zps [x], lo cual es una contradicción, por consiguiente,
P �= Fp[x]. Sean f0(x), g0(x) ∈ Fp[x] tales que f0(x)g0(x) ∈ P entonces existen
f(x), g(x) ∈ Zps [x] con f(x) = f0(x) y g(x) = g0(x), luego f(x)g(x) ∈ P, de ahí
que, f(x)g(x) ∈ P, pero P es un ideal primo por lo que f(x) ∈ P o g(x) ∈ P. Si
f(x) ∈ P entonces f0(x) = f(x) ∈ P o bien, si g(x) ∈ P entonces g0(x) = g(x) ∈ P,
por consiguiente, P es un ideal primo de Fp[x]. Sin embargo, P �= �0�, debido a que,
� p �� P, ya que, existe h(x) ∈ Zps [x] tal que h(x) ∈ P pero h(x) /∈� p �,
entonces h(x) ∈ P y h(x) �= 0, por lo tanto, P �= �0�, en consecuencia, por [16,

Theorem 12.27], P es maximal, así
Fp[x]

P
es un campo y como

Zps [x]

P
� Fp[x]

P
se

concluye que P es maximal.

A continuación estudiaremos otro tipo de ideales, estos son los ideales primarios
de Zps [x], para este propósito se enuncia la definición siguiente:

Definición 2.12. Sean R un anillo, I ⊆ R un ideal y r, s ∈ R. Diremos que:

• I es un ideal primario si y sólo si rs ∈ I implica que r ∈ I o existe un n ∈ N
tal que sn ∈ I.
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• El radical de I se denota por
√
I y es el conjunto:

√
I := {r ∈ R | ∃n ∈ N : rn ∈ I} .

Lema 2.13. Sea R un anillo con unidad, e I un ideal tal que
√
I es un ideal primo.

Entonces I �= R.

Demostración. Es claro
√
I �= R, puesto que

√
I es un ideal primo. Si I = R, se

sigue que, 1 ∈ I, luego dado n = 1 ∈ N, se tiene que, 1n = 1 ∈ I, de ahí que, 1 ∈
√
I

entonces
√
I = R, lo cual es una contradicción.

Teorema 2.14. Sea Q un ideal de Zps [x].

i) Si Q es un ideal primario de Zps [x] entonces
√
Q es un ideal primo.

ii) � p �⊆ √
Q

iii) Si
√
Q es un ideal primo y � p ��

√
Q entonces Q es un ideal primario.

Demostración. Sea Q un ideal de Zps [x].

i) Supongamos que Q es primario, entonces Q �= Zps [x]. Sean f(x), g(x) ∈ Zps [x]
tales que f(x)g(x) ∈ √

Q, entonces existe un n ∈ N tal que (f(x)g(x))n ∈ Q,
i.e., (f(x))n · (g(x))n ∈ Q. Como Q es primario, se sigue que (f(x))n ∈ Q
o existe m ∈ N de manera que ((g(x))nm ∈ Q. Si (f(x))n ∈ Q entonces
f(x) ∈ √

Q, o bien, (g(x))nm ∈ Q entonces g(x) ∈ √
Q, pues nm ∈ N. Por lo

tanto,
√
Q es un ideal primo.

ii) Como ps = 0 y Q es un ideal, entonces ps ∈ Q, pero (p)s = ps ∈ Q, es decir.,
existe s ∈ N tal que ((p)s ∈ Q), por lo tanto, p ∈ √

Q y, en consecuencia,
� p �⊆ √

Q.

iii) Suponga que
√
Q es un ideal primo y además que � p ��

√
Q. Por el

Teorema 2.11,
√
Q es maximal y como

√
Q �= Zps [x], se sigue del Lema 2.13

que Q �= Zps [x]. Sean f(x), g(x) ∈ Zps [x] tales que f(x)g(x) ∈ Q. Suponga
ahora que para todo m ∈ N se cumple que ((g(x))m /∈ Q) entonces g(x) /∈ √

Q.

Definimos J (g(x)) :=
�
t(x)g(x) + q(x) | t(x) ∈ Zps [x] y q(x) ∈ √

Q
�

y sean
l(x), k(x) ∈ J (g(x)), entonces existen t1(x), t2(x) ∈ Zps [x] y q1(x), q2(x) ∈

√
Q

tales que l(x) = t1(x)g(x) +q1(x) y k(x) = t2(x)g(x) + q2(x), de ahí que,

l(x)− k(x) = t1(x)g(x) + q1(x)− t2(x)g(x)− q2(x)

= (t1(x)− t2(x)) g(x) + (q1(x)− q2(x))

= t(x)g(x) + r(x)
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con t(x) = t1(x) − t2(x) ∈ Zps [x] y r(x) = q1(x) − q2(x) ∈ √
Q entonces

l(x) − k(x) ∈ J (g(x)), por lo tanto, (J (g(x)) ,+) < (Zps [x],+). Ahora, si
h(x) ∈ J (g(x)) y k(x) ∈ Zps [x], entonces existen q(x) ∈ √

Q y t(x) ∈ Zps [x]
tales que h(x) = t(x)g(x) + q(x), así k(x)h(x) = k(x)t(x)g(x) + k(x)q(x) =
s(x)g(x) + r(x) con s(x) = k(x)t(x) ∈ Zps [x] y r(x) = k(x)q(x) ∈ √

Q,
por consiguiente, k(x)h(x) ∈ J (g(x)), en consecuencia, J (g(x)) es un ideal.
Sea q(x) ∈ √

Q, es claro que q(x) = t(x)g(x) + q(x) con t(x) = 0 entonces
q(x) ∈ J (g(x)), así,

√
Q ⊆ J (g(x)), también tenemos que si t(x) ∈ Zps [x] con

t(x) �= 0 y t(x) /∈ √
Q entonces t(x)g(x) + q(x) /∈ √

Q, pues de lo contrario,
t(x)g(x) + q(x) − q(x) = t(x)g(x) ∈ √

Q y
√
Q es un ideal primo pero ni

t(x) ni g(x) pertenecen a sqrtQ. Así, J (g(x)) �= √
Q y como

√
Q es maximal,

entonces J (g(x)) = Zps [x]. Por lo anterior, 1 ∈ J (g(x)), entonces existen
t(x) ∈ Zps [x] y q(x) ∈ √

Q tales que 1 = t(x)g(x) + q(x) y como q(x) ∈ √
Q

entonces existe n ∈ N tal que (q(x))n ∈ Q entonces

1n = (t(x)g(x) + q(x))n

=
n�

i=0

Ç
n

i

å
(t(x))n−i (g(x))n−i (q(x))i

= g(x)
n�

i=0

Ç
n

i

å
(t(x))n−i (g(x))n−i−1 (q(x))i

= g(x)
n−1�

i=0

Ç
n

i

å
(t(x))n−i (g(x))n−i−1 (q(x))i

� �� �
T (x)

+(q(x))n ,

esto es, 1 = T (x)g(x)+(q(x))n, multiplicando por f(x) obtenemos que f(x) =
T (x)f(x)g(x) + f(x) (q(x))n, luego, como f(x)g(x) ∈ Q, (q(x))n ∈ Q y Q es
un ideal, se sigue que f(x) ∈ Q. Por lo tanto, Q es un ideal primario.

Definición 2.15. Sea h(x) ∈ Zps . Diremos que h(x) es un polinomio primario si
y sólo si �h(x)� es un ideal primario de Zps .

Lema 2.16. Sea f(x) un polinomio de Zps [x], supóngase que f(x) = (g(x))m donde
g(x) es un polinomio irreducible en Fp[x] y m ∈ N. Entonces f(x) es un polinomio
primario.

Demostración. Como �f(x)� es un ideal de Zps [x], por ii) del Teorema 2.14, se
tiene que � p �⊆

»
�f(x)�. Dado que (f(x))1 ∈ �f(x)� entonces f(x) ∈

»
�f(x)� y

f(x) �= 0, entonces � p ��
»
�f(x)�. Veamos que

»
�f(x)� es un ideal primo. Si 1 ∈

�f(x)� entonces existe h(x) ∈ Zps [x] de tal manera que 1 = h(x)f(x) entonces 1 =
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h(x)f(x) = h(x) (g(x))m = g(x)
Ä
h(x) (g(x))m−1

ä
pero esto implica que g(x) es una

unidad, lo cual es una contradicción ya que g(x) es irreducible, entonces 1 /∈ �f(x)�,
se sigue que, �f(x)� �= Zps [x] y así

»
�f(x)� �= Zps [x]. Sean ahora a(x), b(x) ∈ Zps [x]

y suponga que a(x)b(x) ∈
»
�f(x)�, entonces existe n ∈ N tal que (a(x)b(x))n ∈

�f(x)�, es decir, existe q(x) ∈ Zps tal que (a(x)b(x))n = (a(x))n (b(x))n = q(x)f(x).
Aplicando el epimorfismo (10) tenemos que (a(x))n (b(x))n = q(x)f(x), i.e.,

a(x)nb(x)n = q(x)f(x)

= q(x) (g(x))m

de la última igualdad se tiene que g(x) divide al producto a(x)nb(x)n y, como
g(x) es irreducible entonces divide a a(x) o bien a b(x). Supóngase que g(x)|a(x)
entonces (g(x))m = f(x) divide a (a(x))m, es decir, existe c(x) ∈ Fp[x] tal que
(a(x))m = c(x)f(x), entonces (a(x))m − c(x)f(x) = 0 y como (10) es epimorfismo
tenemos que (a(x))m − c(x)f(x) = 0, de ahí que, (a(x))m − c(x)f(x) ∈ Ker− =�
p �. Entonces existe d(x) ∈ Zps [x] tal que (a(x))m − c(x)f(x) = d(x)p, por lo
tanto, (a(x))m = c(x)f(x) + d(x)p. Como ps ≥ 2, elevando la igualdad anterior a
ps obtenemos que ((a(x))m)p

s

= (c(x)f(x) + d(x)p)p
s

y, aplicando el teorema del
binomio tenemos:

(a(x))mps =
ps�

i=0

Ç
ps

i

å
(c(x)f(x))p

s−i (d(x)p)i

=



ps−1�

i=0

Ç
ps

i

å
(c(x))p

s−i (f(x))p
s−i−1 (d(x)p)i




� �� �
k(x)

f(x) + (d(x)p)p
s

es decir, (a(x))mps = k(x)f(x)+(d(x))p
s

(p)p
s

pero s < ps entonces existe t ∈ N tal
que ps = s + t, luego (a(x))mps = k(x)f(x) + pspt = k(x)f(x) puesto que ps = 0,
de ahí que, a(x) ∈

»
f(x). Análogamente si g(x) divide a b(x) se concluye que

b(x) ∈
»
�f(x)�. Por lo tanto

»
�f(x)� es un ideal primo. Luego, por la parte iii)

del Teorema 2.14, �f(x)� es un ideal primario y, por la Definición 2.15, f(x) es un
polinomio primario.

3 El Lema de Hensel

Definición 3.1. Sean f1, f2 ∈ Zps [x]. Diremos que f1 y f2 son coprimos en Zps [x]
si existen λ1,λ2 ∈ Zps [x] tales que

λ1f1 + λ2f2 = 1.
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Cabe mencionar que en la Definción 3.1, Zps [x] puede ser reemplazado por Fp[x].

Lema 3.2. Sean f1, f2 ∈ Zps [x]. Entonces f1 y f2 son coprimos en Zps [x] si y sólo
si f1, f2 son coprimos en Fp[x].

Demostración. Sean f1 y f2 polinomios coprimos en Zps [x], entonces por la Defini-
ción 3.1 existen λ1,λ2 ∈ Zps [x] tales que λ1f1+λ2f2 = 1 y, aplicando (10) tenemos
que λ1f1 + λ2f2 = 1, es decir, λ1 f1+λ2 f2 = 1, una vez más, por la Definición 3.1, se
concluye que f1 y f2 son coprimos en Fp[x]. Recíprocamente, sean f1 y f2 coprimos
en Fp[x], luego por la Definición 3.1, existen µ1, µ1 ∈ Fp[x] tales que µ1f1+µ2f2 = 1,
pero (10) es un epimorfismo, entonces existen λ1,λ2 ∈ Zps [x] con µ1 = λ1 y µ2 = λ2

tales que λ1f1 + λ2f2 = 1, es decir, λ1f1 + λ2f2 = 1, luego λ1f1 + λ2f2 − 1 = 0,
de la última igualdad, se sigue que, λ1f1 + λ2f2 − 1 ∈ Ker− =� p �, entonces
existe k ∈ Zps [x] tal que λ1f1 + λ2f2 − 1 = kp, de ahí que, λ1f1 + λ2f2 = 1 + kp.
Definimos σ =

�s−1
i=0

Ä
−kpi

ä
, luego tenemos que, σ (λ1f1 + λ2f2) = σ (1 + kp), es

decir,

(σλ1) f1 + (σλ2) f2 = σ + σkp

= σ +

�
s−1�

i=0

(−kp)i
�
kp

= σ +
Ä
(−kp)0 + (−kp)1 + · · ·+ (−kp)s−1

ä
kp

= σ +
Ä
1− kp+ · · ·+ (−1)s−1 ks−1ps−1

ä
kp

= σ + kp− k2p2 + . . .+ (−1)s−2 ks−1ps−1 + (−1)s−1 ksps

= 1− kp+ k2p2 + · · ·+ (−1)s−1 ks−1ps−1

+ kp− k2p2 + . . .+ (−1)s−2 ks−1ps−1 + (−1)s−1 ksps

= 1

ya que ps = 0, de ahí que, (σλ1) f1+(σλ2) f2 = 1, por lo tanto, f1 y f2 son coprimos
en Zps [x].

Lema 3.3. Sea f ∈ Zps [x] un polinomio mónico, supóngase que f = g1g2 ∈ Fp[x],
donde g1, g2 ∈ Fp[x] son polinomios mónicos coprimos. Entonces existen f1, f2 ∈
Zps [x] polinomios mónicos coprimos tales que

i) f = f1f2 ∈ Zps [x],

ii) f i = gi para i ∈ {1, 2}.
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Demostración. Sea f ∈ Zps [x] un polinomio mónico, tal que f = g1g2, donde
(g1, g2) = 1 en Fp[x], entonces f − g1g2 = 0. Como (10) es un epimorfismo, exis-
ten h1, h2 ∈ Zps [x] tales que h1 = g1 y h2 = g2, así f − h1h2 = f − h1h2 = 0;
por el Lema 2.10 tenemos que f − h1h2 ∈� p �, es decir existe k ∈ Zps tal que
f − h1h2 = kp. Por consiguiente, f = h1h2 + kp. Como g1 y g2 son coprimos en
Fp[x], se sigue del Lema 3.2 que h1 y h2 son coprimos en Zps [x] luego, por la Defi-
nición 3.1, existen λ1λ2 ∈ Zps [x] tales que λ1h1 + λ2h2 = 1. Denotando por v a kp
tenemos:

f = h1h2 + v. (12)

Definimos en Zps [x] los polinomios siguientes:

h11 = h1 + λ2v

h21 = h2 + λ1v

Como v ∈� p � entonces v = 0; aplicando (10) a cada polinomio, tenemos que
h11 = h1 = g1 y h21 = h2 = g2 además, al multiplicar estos polinomios obtenemos:

h11h21 = h1h2 + λ1h1v + λ2h2v + λ1λ2v
2

= h1h2 + (λ1h1 + λ2h2) v + λ1λ2v
2

= h1h2 + v + λ1λ2v
2,

puesto que λ1h1 + λ2h2 = 1 y, usando (12) en la última igualdad se obtiene que
h11h21 = f + λ1λ2v

2, de ahí que, f − h11h21 = −λ1λ2v
2, de manera que:

f ≡ h11h21 (mód v2).1 (13)

Como (g1, g2) = 1, h11 = g1 y h21 = g2, se sigue del Lema 3.2 que h11 y h21 son
coprimos, es decir existen λ11, λ21 tales que λ11h11 + λ21h21 = 1. Por (13) tenemos
que f = h11h21+k1v

2 para algún k1 ∈ Zps [x], entonces repitiendo el proceso t veces
definiendo en cada paso a los polinomios:

h1t = h1t−1 + λ2t−1kt−1v
2(t−1)

h2t = h2t−1 + λ1t−1kt−1v
2(t−1)

donde h1t = g1, h2t = g2, λ1t−1h1t−1+λ2t−1h2t−1 = 1 y f = h1t−1h2t−1+kt−1v
2(t−1).

Es fácil ver que para t = s al multiplicar los polinomios definidos arriba se tiene:

f ≡ h1sh2s (mód v2s).

1Usamos la notación de congruencia modular ya que v2|f − h11h21.
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Observe que v2s = (kp)2s = k2spsps = 0, es decir, f ≡ h1sh2s (mód ps), en otras
palabras, f − h1sh2s = 0 y, por lo tanto, f = h1sh2s. Finalmente, renombrando
f1 = h1s y f2 = h2s tenemos que: f = f1f2, f1 = g1, f2 = g2 y (f1, f2) = 1, con lo
cual queda demostrado el lema.

A continuación mostraremos un resultado que nos será muy útil en la generali-
zación del Lema 3.3.

Lema 3.4. Sea R un anillo euclidiano y sean p1, p2, . . . , pr ∈ R coprimos por pares.
Entonces, si r ≥ 3 se tiene que

Ä�r−1
i=1 pi, pr

ä
= 1.

Demostración. Haremos inducción sobre r. Supongamos que r = 3. Sean p1, p2, p3 ∈
R tales que (pi, pj) = 1 para i �= j con i, j ∈ {1, 2, 3} entonces, por la Definición 3.1,
tenemos que existen a1, a2, b1, b2 ∈ R tales que a1p1 + a2p3 = 1 y b1p2 + b2p3 = 1.
Multipicando estas igualdades tenemos:

1 = (a1p1 + a2p3)(b1p2 + b2p3)

= a1b1p1p2 + a1b2p1p3 + a2b1p2p3 + a2b2p
2
3

= (a1b1) p1p2 + (a1b2p1 + a2b1p2 + a2b2p3) p3

= λ1p1p2 + λ2p3

donde λ1 = a1b1,λ2 = a1b2p1 + a2b1p2 + a2b2p3 ∈ R, por lo tanto, (p1p2, p3) = 1.
Supóngase que este resultado se cumple para r, veamos que es válido para r+1. Sean
p1, p2, . . . , pr, pr+1 ∈ R tales que (pi, pj) = 1 para i �= j con i, j ∈ {1, 2, . . . , r + 1},
en particular tenemos que (pr, pr+1) = 1 y, por la hipótesis inductiva, tenemos queÄ�r−1

i=1 pi, pr+1

ä
= 1 así, por la Definición 3.1 se tiene que existen c1, c2, d1, d2 ∈ R

tales que:

c1pr + c2pr+1 = 1,

d1p1p2 · · · pr−1 + d2pr+1 = 1,

multiplicando las igualdades obtenemos:

1 = c1d1

r−1�

i=1

pipr + c1d2prpr+1 + c2d1

r−1�

i=1

pipr+1 + c2d2p
2
r+1

= (c1d1)
r�

i=1

pi +

�
c1d2pr + c2d1

r−1�

i=1

pi + c2d2pr+1

�
pr+1

= µ1

r�

i=1

pi + µ2pr+1
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donde µ1 = c1d1, µ2 = c1d2pr+c2d1
�r−1

i=1 pi+c2d2pr+1 ∈ R, de ahí que, µ1
�r

i=1 pi+
µ2pr+1 = 1, por lo tanto, (

�r
i=1 pi, pr+1) = 1, lo cual queríamos demostrar.

Ahora demostraremos uno de los resultados más importantes de este trabajo, el
famoso Lema de Hensel.

Lema 3.5 (Lema de Hensel). Sea f un polinomio mónico en Zps [x] y supóngase
que f = g1g2 · · · gr ∈ Fp[x] donde g1, g2, . . . , gr son polinomios mónicos y copri-
mos por pares sobre Fp. Entonces existen polinomios mónicos y coprimos por pares
f1, f2, . . . , fr sobre Zps tales que:

i) f = f1f2 · · · fr ∈ Zps [x]

ii) f i = gi para cada i ∈ {1, 2, . . . , r}

Demostración. Haremos inducción sobre el número de factores, r. Para el caso
r = 2, ver la demostración del Lema 3.3. Ahora, supóngase que el resultado es
válido para r − 1 factores y veamos que es válido para r factores. Sea f ∈ Zps [x]
un polinomio mónico tal que f = g1g2 · · · gr, donde g1, g2, . . . , gr son polinomios
mónicos y coprimos por pares sobre Fp. Denotemos por h = g1g2 · · · gr−1, es cla-
ro que, h ∈ Fp[x] y f = hgr. Por el Lema 3.4, tenemos que (h, gr) = 1 además,
por el Lema 3.3, tenemos que existen �h, fr ∈ Zps [x] polinomios mónicos coprimos
tales que f = �hfr, donde �h = h y f r = gr. Pero �h = h =

�r−1
i=1 gi, por la hi-

pótesis inductiva existen f1, f2 . . . , fr−1 ∈ Zps [x] polinomios mónicos coprimos por
pares tales que �h = f1f2 · · · fr−1 y f i = gi con i ∈ (1, 2, . . . , r − 1), de ahí que,
f = f1f2 · · · fr−1fr ∈ Zps [x] y f i = gi para cada i ∈ {1, 2, . . . , r}, con lo cual queda
demostrado el lema de Hensel.

Concluimos esta sección mencionando que el lector interesado puede consultar
el libro de McDonald ([12]) para revisar el Lema de Hensel en su versión general
sobre anillos conmutativos finitos locales y los artículos [3] y [13] para ver un par
de aplicaciones del Lema de Hensel sobre la clase de anillos conmutativos finitos de
cadena.

4 Polinomios Básicos irreducibles y el levantamiento de
Hensel

A continuación, se demostrará un teorema de factorización “única” para polinomios
con coeficientes en el anillo Zps .

Teorema 4.1. Sea f un polinomio mónico en Zps [x] con grad(f) ≥ 1 . Entonces:
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i) f puede ser factorizado de la manera siguiente:

f = f1f2 · · · fr

donde f1, f2, . . . , fr son polinomios mónicos, primarios y coprimos por pares
en Zps [x], más aún, para cada i ∈ {1, 2, . . . , r}, f i es una potencia de algún
polinomio mónico irreducible en Fp[x].

ii) Esta factorización es única salvo el orden.

Demostración. Sea f ∈ Zps [x] entonces f ∈ Fp[x], como Fp[x] es un dominio de
factorización única existen g1, g2, . . . , gr ∈ Fp[x] polinomios mónicos irreducibles
coprimos por parejas tales que

f = ge11 ge22 · · · gerr , (14)

para algunos e1, e2, . . . , er ∈ N, por el Lema 3.4 tenemos que si i �= j entoncesÄ
geii , g

ej
j

ä
= 1 para i, j ∈ {1, 2, . . . , r}, además, debido al Lema de Hensel, tenemos

que existen polinomios mónicos, coprimos por pares f1, f2, . . . , fr ∈ Zps [x] tales que
f = f1f2 · · · fr y fi = geii para cada i ∈ {1, 2, . . . r}, y por el Lema 2.16 se sigue que
para cada i, fi es un polinomio primario en Zps [x], con lo cual queda demostrada
la primera afirmación. Ahora bien, supóngase que:

f1f2 · · · fr = h1h2 · · ·ht (15)

son dos factorizaciones de f como producto de polinomios primarios, mónicos co-
primos por pares en Zps [x]. Se sigue de (15) que f1f2 · · · fr ∈ �hi� para cada
i ∈ {1, 2, . . . , t} y como �hi� es un ideal primario, existen ki ∈ Z con 1 ≤ ki ≤ r
y ni ∈ N tales que fni

ki
∈ �hi�. Veamos que ki es único para cada i ∈ {1, 2, . . . , t}.

Sean k�i �= ki y n�
i ∈ N tales que f

n�
i

k�i
, fni

ki
∈ �hi�, es claro que

Ä
fk�i , fki

ä
= 1 entonces

existen a, b ∈ Zps [x] tales que afki+bfk�i = 1, como 1ni+n�
i−1 =

Ä
afki + bfk�i

äni+n�
i−1

tenemos que:

1 =

ni+n�
i−1�

j=0

Ç
ni + n�

i − 1

j

å
ajf j

ki
bni+n�

i−1−jf
ni+n�

i−1−j

k�i

al desarrollar la sumatoria siempre tendremos presentes a los factores fni
ki

y f
n�
i

k�i
los cuales son elementos del ideal �hi�, entonces 1 ∈ �hi� lo cual es una contra-
dicción pues hi es primario, por lo tanto ki = k�i. De manera similar, para cada
j ∈ {1, 2 . . . , r} existe un único lj con lj ∈ {1, 2, . . . , t} tal que h

mj

lj
∈ �fj�, así,
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para cada ki ∈ {1, 2, . . . , r} tenemos que h
mj

lj
= cfj . Si j = ki entonces h

mki
lki

= cfki

así h
mki

ni

lki
= cnifni

ki
∈ �hi�, es decir, h

mki
ni

lki
∈ �hi� luego existe un λ ∈ Zps [x] tal

que h
mki

ni

lki
= λhi, aplicando el epimorfismo (10) tenemos que h

mki
ni

lki
= λhi, en

otras palabras, h
mki

ni

lki
∈ �hi�. Así tenemos que lki = i para cada i ∈ {1, 2, . . . r}

pues de lo contrario dado lki existirían j0, i0 distintos tales que j0 = lki = i0 pero
(hj0 , hi0) = hj0 �= 1 en contradicción con el Lema 3.2. Usando lo anterior, definimos
las siguiente funciones:

{1, 2, . . . , t} −→ {1, 2, . . . , r}
i �−→ ki

{1, 2, . . . , r} −→ {1, 2, . . . , t}
j �−→ lj

las cuales son inyectivas, de ahí que r ≤ t y también t ≤ r así, r = t y re-
enumerando ki = i para cada i ∈ {1, 2, . . . , r} tenemos que lj = ki = i entonces
fni
i ∈ �hi� y hmi

i ∈ �fi�. Si j �= 1 tenemos que (f1, fj) = 1 entonces
Ä
f1, f j

ä
= 1,

luego f2f3 · · · f r y f
n1

1 son coprimos y por el Lema 3.4 (f2f3 · · · fr, fn1
1 ) = 1. Como

fn1
1 ∈ �h1� existe algun c ∈ Zps [x] tal que fn1

1 = ch1. Veamos que el producto
f2f3 · · · fr y h1 son coprimos. Dado que (f2, f3 · · · fr, fn1

1 ) = 1 existen α,β ∈ Zps [x]
tales que 1 = αf2f3 · · · fr + βfn1

1 = αf2f3 · · · fr + β(ch1), sea γ = cβ entonces

αf2f3 · · · fr + γh1 = 1, (16)

de ahí que, (f2f3 · · · fr, h1) = 1. Multiplicando (16) por f1 se obtiene que αf1f2 · · · fr+
γh1f1 = f1, es decir, αh1h2 · · ·hr + γh1f1 = f1, usando (15), entonces f1 =
h1 (αh2h3 · · ·hr + γf1), por lo anterior, se tiene que h1 divide a f1. Procediendo de
manera similar con hm1

1 , se establece que f1 divide a h1 y como (f1, h1) = 1 se sigue
que f1 = h1, análogamente se concluye que fi = hi para toda i ∈ {1, 2, . . . , r}.

Definición 4.2. Sea f(x) un polinomio mónico de grado m ≥ 1 en Zps [x]. Si f(x) ∈
Fp[x] es irreducible (o primitivo), diremos que f(x) es un polinomio mónico
básico irreducible(o mónico básico primitivo) en Zps [x].

Los siguientes lemas, serán de suma importancia en la demostración de los
resultados más relevantes de esta sección.

Lema 4.3. Si Fq es un campo finito con q elementos, entonces todo polinomio
irreducible h(x) ∈ Fq[x] de grado m divide a xq

m − x.
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Demostración. Como h(x) es irreducible con grad (h) = m, entonces el conjunto:

F =
Fq[x]

�h(x)� := {[f(x)] = f(x) + �h(x)�|f(x) ∈ Fp[x]}

es un campo finito con qm elementos y por [8, Lemma 2.3] se tiene que, [x] ∈ F
implica que [x]q

m
= [x], entonces [0] = [x]q

m − [x] = [xq
m − x], es decir, xqm − x ∈

�h(x)�, por lo tanto, h(x)|xqm − x.

Lema 4.4. Sea f un polinomio no nulo de grado positivo sobre un campo finito F.
Si (f, f �) = 1 entonces f no tiene factores múltiples.

Demostración. Suponga que f tiene al menos un factor múltiple, dígamos g con
grad(g) ≥ 1, es decir, f = g2h para algún h ∈ F[x]. Entonces f � = 2gg�h + h�g2

factorizando a g tenemos que f � = g (2g�h+ h�g), de manera que, g divide a f y f �.
Sea d = (f, f �) entonces g|d, de ahí que, d �= 1.

Lema 4.5. Sean F un campo con característica p, i.e., Car (F) = p y n ∈ N. Si
p � n entonces el polinomio xn − 1 ∈ Fp[x] no tiene raíces múltiples.

Demostración. Sea r una raíz múltiple de h(x) = xn−1 en Fp[x]. Es claro que r �= 0
y, por [8, Theorem 1.68], también es raíz de h�(x) = nxn−1. Entonces nrn−1 = 0,
esto es, (nr)rn−2 = 0 pero Fp es un dominio entero y r �= 0, de ahí que, nr = 0,
por lo tanto, p|n.

Teorema 4.6. Para cualquier entero m ≥ 1 existe un polinomio mónico básico
irreducible de grado m sobre Zps el cual divide a xp

m−1 − 1 en Zps [x].

Demostración. Sea Fp un campo finito con p elementos. En [8, Corollary 2.11] se
muestra que para m ≥ 1 existe f0(x) un polinomio irreducible de grado m sobre
Fp. Si f0(x) = amxm + am−1x

m−1 + · · · + a1x + a0 entonces f1(x) = a−1
m f0(x)

es un polinomio mónico irreducible de grado m en Fp[x]. Por el Lema 4.3, f1(x)
divide a xp

m − x en Fp[x]. Como f1(x) es irreducible y xp
m − x = x

Ä
xp

m−1 − 1
ä

entonces f1(x)|x ó f1(x)|xpm−1 − 1. Supongamos que m = 1 y sea f(x) = x − 1 ∈
Zps [x] tal que f(x) = f1(x) entonces f1(x)|

Ä
xp

m−1 − 1
ä

en Fp[x] ya que f(x) =

f1(x) = x− 1, así que f(x) = x− 1 en Fp[x] es un polinomio mónico e irreducible
tal que f(x)|

Ä
xp

m−1 − 1
ä

en Zps [x], como deseabamos. Por otro lado, si m > 1

entonces f1(x) no puede dividir a x entonces f1(x) divide a xp
m−1 − 1 en Fp[x].

Así, existe g1(x) ∈ Fp[x] tal que xp
m−1 − 1 = f1(x)g1(x), observe que la derivada

de xp
m−1 − 1 es el polinomio pmxp

m−2 − xp
m−2 y como Car (F) = p entonces

pmxp
m−2 − xp

m−2 = −xp
m−2. Ahora bien, si consideramos los polinomios λ1 = −1

y λ2 = −x se sigue que λ1

Ä
xp

m−1 − 1
ä
+ λ2

Ä
−xp

m−2
ä
= −xp

m−1 +1+ xp
m−1 = 1,
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así, por la Definición 3.1 y el Lema 4.4, xp
m−1 − 1 no tiene factores múltiples.

Supongamos que (f1(x), g1(x)) = d(x) y grad(d) ≥ 1 entonces f1(x) = k1(x)d(x) y
g1(x) = k2(x)d(x) para algunos k1(x), k2(x) ∈ Fp[x], entonces como xp

m−1 − 1 =
f1(x)g1(x) = k1(x)k2(x) (d(x))

2, tenemos que, xpm−1 − 1 tiene a d(x) como factor
múltiple, lo cual es una contradicción, por consiguiente, (f1(x), g1(x)) = d(x) con
grad(d) = 1 pero f1(x) es mónico, de ahí que, (f1(x), g1(x)) = 1, entonces por
el Lema de Hensel existen polinomios mónicos y coprimos f2(x) y g2(x) en Zps [x]
tales que xp

m−1 − 1 = f2(x)g2(x) en Zps [x] con f2(x) = f1(x) y g2(x) = g1(x).
Si escogemos f(x) = f2(x) se satisface que f(x) = f1(x) un polinomio mónico e
irreducible en Fp[x] y por la Definición 4.2 f(x) es un polinomio mónico básico
irreducible con grad(f) = grad(f1) = m y que divide a xp

m−1 − 1 en Zps como
queríamos demostrar.

Definición 4.7. Sea g(x) un polinomio mónico sobre Fp. Un polinomio mónico
f(x) en Zps [x] con f(x) = g(x) es llamado un Levantamiento de Hensel para
g(x) si y sólo si existe n ∈ N tal que si p � n entonces f(x)| (xn − 1) en Zps [x].

En el Teorema 4.6, tenemos que f(x) = f1(x) y si p|pm − 1 entonces existirá un
k ∈ N tal que pm − 1 = kp entonces pm − kp = 1, en otras palabras, (p, pm) = 1 lo
cual es absurdo, así existe n = pm − 1 ∈ N tal que p � n y f(x)| (xn − 1) en Zps [x].
por lo tanto, f(x) es el levantamiento de Hensel de f1(x).

Sin embargo, no todo polinomio mónico básico irreducible es un levantamiento
de Hensel. Por ejemplo, para el polinomio x+ 2 ∈ Z4[x] se tiene x+ 2 = x ∈ F2[x].
Veamos que x + 2 no es un levantamiento de Hensel para x. Sea n ∈ N, si 2 � n
entonces existe k ∈ N tal que n = 2k+1, como x2k+1−1 = (x2k−2x2k−1)(x+2)−1
tenemos que el residuo de la división de x2k+1−1 por x+2 es −1, esto es, x2k+1 − 1 ≡
−1 (mód x+ 2), por lo tanto, x+ 2 � xn − 1, lo cual contradice la Definición 4.7.

Teorema 4.8. Sea s ∈ N. Un polinomio mónico g(x) ∈ Fp[x] tiene un levanta-
miento de Hensel f(x) ∈ Zps si y sólo si g(x) no tiene raíces múltiples y x � g(x)
en Fp[x].

Demostración. Supóngase que f(x) es un levantamiento de Hensel para g(x) sobre
Zps , entonces f(x) = g(x) y existe n ∈ N tal que p � n y f(x)|xn − 1, así, tenemos
que, xn − 1 = f(x)h(x) para algún h(x) ∈ Fp[x] entonces

xn − 1 = xn − 1 = f(x)h(x) = g(x)h(x). (17)

Como p � n, xn − 1 no tiene raíces múltiples en Fp[x], por el Lema 4.5, y de
(17) se sigue que g(x) no tiene raíces múltiples pues de tenerlas entonces serían
tambien raíces de xn − 1, lo cual no puede ocurrir. Más aún, si x|g(x) tenemos que
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x|xn − 1, por (17), es decir, 0 es raíz de xn − 1 lo cual tampoco puede ocurrir. Por
lo tanto, x � g(x). Recíprocamente, supongamos que g(x) no tiene raíces múltiples
y que x � g(x) en Fp[x], entonces g(0) �= 0. Por [8, Lemma 3.1], existe n ∈ N tal
que g(x)|xn − 1 con n ≤ pgrad(g)−1. Tenemos que (n, p) = 1 o bien p|n, entonces
existen m ∈ N y e ∈ N ∪ {0} con (m, p) = 1 tales que n = mpe. Como p|�pei

�
para

i ∈ {1, 2, . . . , pe − 1} y Car(Fp) = p entonces
�pe
i

�
= 0 para i ∈ {1, 2, . . . , pe − 1} en

Fp, aplicando el teorema del binomio para a, b ∈ Fp se tiene que:

(a+ b)p
e

=
pe�

i=0

Ç
pe

i

å
ap

e−ibi

= ap
e
+

pe−1�

i=1

Ç
pe

i

å
ap

e−ibi + bp
e

= ap
e
+ bp

e
.

Por lo anterior, (xm)p
e
= ((xm−1)+1)p

e
= (xm−1)p

e
+1, i.e., (xm)p

e
= (xm−1)p

e
+

1, de ahí que, (xm − 1)p
e
= (xm)p

e − 1 = xmpe − 1 = xn − 1. Como g(x)| (xn − 1)
entonces g(x)h(x) = (xm − 1)p

e

para algún h(x) ∈ Fp[x] y grad (g) + grad (h) =
n = mpe ≥ 1. Si grad (g) = 1 entonces g(x) = x− 1, ya que g(x) es mónico y 1 es
raíz común de g(x) y xn−1, además x−1|xm−1, por consiguiente, g(x)|xm−1. Por
otro lado, como g(x)h(x) = (xm − 1) (xm − 1)p

e−1 y g(x) no tiene raíces múltiples,
si grad (g) = l > 1 entonces g(x)|xm − 1, ya que de lo contrario, tendría a 1 como
raíz múltiple. En ambos casos tenemos que existe m ∈ N tal que p � n y g(x)|xm−1
en Fp[x], es decir, existe g0(x) ∈ Fp[x] de tal manera que xm − 1 = g(x)g0(x) y
como p � m, xm − 1 no tiene factores múltiples, así (g(x), g0(x)) = 1 en Fp[x], por
el Lema de Hensel, existen f(x), f0(x) ∈ Zps [x] polinomios mónicos, coprimos entre
si tales que

xm − 1 = f(x)f0(x) (18)

en Zps [x] con f(x) = g(x) y f0(x) = g0(x). Por (18) se deduce que f(x)|xm − 1 en
Zps [x] con p � m, por lo tanto, f es el levantamiento de Hensel de g(x).

Este teorema y el siguiente lema son fundamentales en la demostración de la
unicidad del levantamiento de Hensel.

Lema 4.9. Sean m,n ∈ N. xm − 1|xn − 1 si y sólo si m|n.

Demostración. Por el algoritmo de la división, existen s, r ∈ Z tales que n = sm+r
con 0 ≤ r < m. Es faćil verificar, mediante la división larga de xn − 1 por xm − 1,
que:

xn − 1 =
Ä
x(s−1)m+r + x(s−2)m+r + · · ·+ xr

ä
(xm − 1) + xr − 1,
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dado que n = sm+ r con grad(xr − 1) < grad(xm − 1), por consiguiente, xn − 1 ≡
xr − 1 (mód xm − 1). Si m|n entonces r = 0, luego, xr − 1 = 0 y de lo anterior se
sigue que xm − 1|xn − 1. Por otro lado, si xm − 1|xn − 1 tenemos que xr − 1 = 0,
es decir, xr = 1 entonces r = 0, por lo tanto. m|n, como queríamos demostrar.

Teorema 4.10. Sea s ∈ N y g(x) un polinomio mónico en Fp[x] sin raíces múltiples
tal que x � g(x) en Fp[x]. Entonces g(x) tiene un único levantamiento de Hensel en
Zps [x].

Demostración. Por el Teorema 4.8, g(x) tiene un levantemiento de Hensel en Zps [x],
así que sólo probaremos la unicidad. Sean f (1)(x) y f (2)(x) dos levantamientos de
Hensel de g(x) en Zps [x] entonces

i) f (1) y f (2) son polinomios mónicos.

ii) f (1)(x) = g(x) = f (2)(x).

iii) Existen n1, n2 ∈ N tales que p � n1, p � n2 con f (1)(x)|xn1 −1 y f (2)(x)|xn2 −1
en Zps [x].

De ii) y iii) se sigue que g(x)|xn1−1 y g(x)|xn2−1 en Fp[x]. Así, tenemos dos casos:
n1 = n2 y n1 �= n2 . Supóngase que n = n1 = n2, como Fp[x] es un dominio de
factorización única tenemos que existen h1(x), h2(x), . . . , hr(x) polinomios mónicos
e irreducibles en Fp[x] y e1, e2 . . . , er ∈ N tales que xn−1 = he11 (x)he22 (x) · · ·herr (x).
Sea gi(x) = heii (x) para cada i ∈ {1, 2, . . . , r} entonces

xn − 1 = g1(x)g2(x) · · · gr(x) (19)

en Fp[x] con (gi, gj) = 1 para cada i �= j, luego, por el Lema de Hensel, existen
f1(x), f2(x), . . . , fr(x) ∈ Zps [x] tales que xn−1 = f1(x)f2(x) · · · fr(x) en Zps [x] con
fi(x) mónico, (fi(x), fj(x)) = 1 si i �= j, y fi(x) = gi(x) = hi(x)

ei ∈ Fp[x] para cada
i ∈ {1, 2, . . . , r}. Por el Lema 2.16, fi es un polinomio primario sobre Zps [x] para
cada i. Como g(x)|xn− 1, (gi(x), gj(x)) = 1 si i �= j y por (19) tenemos que g(x) =
g1(x)g2(x) · · · gt(x) para algún 1 ≤ t ≤ r, salvo el orden de g1(x), g2(x), . . . , gr(x)
en (19). Finalmente, nombrando a f(x) = f1(x)f2(x) · · · ft(x), f(x) es el único
polinomio tal que f(x) = f (1)(x) = f (2)(x) = g(x) y f(x)|xn − 1, por el Teorema
4.1, en otras palabras, f (1)(x) = f (2)(x). Por otro lado, si n1 �= n2, sea n = [n1, n2]

2,
entonces n1|n y n2|n, de ahí que, existen k1, k2 ∈ N tales que n = k1n1 y n = k2n2.
Nuevamente ocurre que (p, k1) = 1 o k1 = kpe y (p, k2) = 1 o k2 = k�pe

� con
(p, k) = (p, k�) = 1 y e, e� ∈ N. Sea t = kk�n1n2 entonces p � t pero n1|t y n2|t

2El mínimo común múltiplo de n1 y n2

Matemáticas y sus aplicaciones 7, Capítulo 2, páginas 53-81



El lema de Hensel y el levantamiento de Hensel 77

entonces xn1 − 1|xt − 1 y xn2 − 1|xt − 1 en Zps [x], por el Lema 4.9, y por el
primer caso, debemos concluir que f (1)(x) = f (2)(x). Esto prueba la unicidad del
levantamiento de Hensel.

Algoritmo 1 Hensel’s Step [15, Algorithm 15.10]

Entrada: p un número primo, polinomios f ∈ Zp2 [x] y g, h, s, t ∈ Fp[x] tales
que: f = gh, g, h mónicos, grad(f) = grad(g) + grad(h), grad(t) < grad(g),
grad(s) < grad(h) y sg + th = 1 en Fp[x].

Salida: Polinomios g∗, h∗, s∗, t∗ ∈ Zp2 [x] tales que: f = g∗h∗ con g∗, h∗ mónicos,
g∗ = g, h∗ = h, s∗ = s y t∗ = t.

1: Calcule el polinomio e = f − gh en Zp2 .
2: Hallar polinomios q, r ∈ Zp2 [x] tales que se = qh+ r.
3: Defina los polinomios g0 = g(q + 1) + te, h0 = h+ r y u = sg0 + th0 − 1.
4: Hallar polinomios v.w ∈ Zp2 [x] tales que: su = vh0 + w.
5: Obtener g∗ = g0, h∗ = h0, s∗ = s− w y t∗ = t(1− u)− vg0.

En el siguiente ejemplo aplicamos el Algoritmo 1 para factorizar el polinomio
dado.

Ejemplo 4.11. Factorizar el polinomio f = x3 + 4x+ 8 ∈ Z32 [x].

Es claro que f = x3 + x + 2 ∈ F3[x] y además 2 es una raíz de f , entonces x − 2
divide a f en F3[x], realizando la división se obtiene que f = (x− 2)(x2 + 2x+ 2),
de ahí que, g = x−2 y h = x2+2x+2. Aplicando el algoritmo de Euclides se tiene
que

(2x+ 2)(x− 2) + (1)(x2 + 2x+ 2) = 1

así s = 2x + 2 y t = 1. Calculamos en Z9[x] el polinomio e = f − gh = x3 + 4x +
8− �

x3 − 2x− 4
�
= 6x+3. Entonces se = 3x2+6 y, al dividir por h se obtiene que

se = 3
Ä
x2 + x+ 2

ä
− 6x,

de ahí, se sigue que q = 3 y r = −6x ∈ Z9. Luego se calculan los polinomios
g0 = x−5 y h0 = x2−4x+2 y definimos u = sg0+ th0−1 = 3x2−3x. Nuevamente
al dividir su por h0 tenemos que

su = (6x+ 6)(x2 − 4x+ 2) + (6x− 3)

Finalmente, se concluye que v = 6x + 6 y w = 6x − 3. Realizando los últimos
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calculos se obtiene que

g∗ = x− 5 g∗ = x− 2

h∗ = x2 − 4x+ 2 h∗ = x2 − x+ 2 = x2 + 2x+ 2

s∗ = −4x+ 5 s∗ = −x+ 2 = 2x+ 2

t∗ = 4 t∗ = 1

Además,

s∗g∗ + t∗h∗ = (−4x+ 5)(x− 5) + (4)(x2 − 4x+ 2)

= −4x2 + 7x− 7 + 4x2 − 7x+ 8

= 1

como esperabamos.

Algoritmo 2 Método de Graeffe [16, Theorem 13.12]

Entrada: Un polinomio f2(x) ∈ F2[x] de grado n sin raíces múltiples y tal que
f2(0) �= 0.

Salida: Un polinomio f(x) el levantamiento de Hensel de f2(x).
1: Escriba f2(x) = e(x)− d(x) donde e(x) sólo contiene términos de f2 con expo-

nenete par y d(x) con los de exponenete impar.
2: Calcule en Z4[x] el polinomio

f(x2) =

�
+
î
(e(x))2 − (d(x))2

ó
si grad(e) > grad(d)

−
î
(e(x))2 − (d(x))2

ó
si grad(e) < grad(d)

3: Cambie x2 por x en f(x2).

En los siguientes dos ejemplos se emplea el Algoritmo 2 para realizar el levan-
tamiento de Hensel del polinomio dado.

Ejemplo 4.12. Calcular el levantamiento de Hensel para el polinomio f2(x) =
x3 + x+ 1 ∈ F2[x]. Obsérvese que e(x) = 1 y d(x) = x3 + x entonces tenemos que
grad(d) > grad(e), así

f(x2) = −
�
(1)2 −

Ä
x3 + x

ä2�

= −
î
−x6 − 2x4 − x2 + 1

ó

= x6 + 2x4 + x2 − 1.
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Luego, haciendo el cambio de x2 por x en f(x2) tenemos que f(x) = x3+2x2+x−1.
Veamos que es el levantamiento de Hensel de f2.

f(x) = x3 + 2x2 + x− 1 = x3 + x− 1 = x3 + x+ 1 = f2(x).

Además, se tiene tras hacer la división larga que

x3 + 2x2 + x− 1 ≡ 0 (mód x7 − 1)

como queríamos probar.

Ejemplo 4.13. Calcular el levantamiento de Hensel para g2(x) = x4+x3+x2+x+1.
Tenemos pues que e(x) = x4+x2+1 y d(x) = x3+x así grad(e) > grad(d) entonces

g(x2) =
�Ä
x4 + x2 + 1

ä2 −
Ä
x3 + x

ä2�

=
î
x8 + 2x6 + x4 + 2x4 + 2x2 + 1− x6 − 2x4 − x2

ó

= x8 + x6 + x4 + x2 + 1

de ahí que g(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1. Tenemos que

g(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1 = x4 + x3 + x2 + x+ 1 = g2(x)

Además, se tiene tras hacer la división larga que

x4 + x3 + x2 + x+ 1 ≡ 0 (mód x5 − 1)

por lo tanto, g es el levantamiento de Hensel de g2.

Concluimos esta sección invitando al lector interesado a consultar el artículo
[13, Definición 3.4]) para ver una aplicación del Levantamiento de Hensel sobre la
clase de anillos conmutativos finitos de cadena.
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