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Resumen

El Lema de Hensel es una herramienta utilizada en la teoria de niimeros, geo-
metria y topologia algebraica, siendo la factorizacion de polinomios el objetivo
principal de su uso. Desarrollado por Kurt Hensel quien introdujo los ntme-
ros p-adicos, nos muestra un método para hallar factorizaciones de polinomios
monicos, factorizdndolos sobre un campo finito de caracteristica un primo p
y después “levantando” dicha factorizacién sobre un anillo de clases residuales
modulo una potencia de ese primo. Recientemente esta herramienta y el le-
vantamiento de Hensel se han empleado en la Teoria de Codigos Algebraicos.
En este trabajo se exhibe la demostracién del Lema de Hensel para polinomios
monicos sobre el anillo Z,s, asi como del levantamiento de Hensel.

1 Introducciéon

En 1904 Kurt Hensel introdujo los ntimeros p-adicos y el lema de Hensel en el
articulo Neue Grundlagen der Arithmetik (cf. [6]). Cuatro anos mas tarde, en su
libro Theorie der algebraischen Zahlen, Hensel mostr6 una version més general de su
lema. Recientemente, en los anos 90 del siglo pasado, esta herramienta ha sido muy
util en el estudio de la caracterizacion de la estructura algebraica de los cédigos
ciclicos lineales sobre anillos finitos, por ejemplo; sobre anillos de Galois (cf. [5],
[14], [7]) v sobre anillos finitos de cadena (cf. [3], [13], [11]). El levantamiento de
Hensel esta relacionado con la representacién p-adica de los elementos de un anillo
de Galois 6 de un anillo finito de cadena y tal representacion es imprescindible en
la definicion de la funciéon de Gray en esta clase de anillos finitos ([4], [1], [2], [17],
[9], [10]). Se demostrod en [5] a través de Hammons, et. al., que el codigo de Kerdock
es la imagen de Gray de un codigo ciclico lineal extendido sobre Z,4. Ellos usan este
hecho para resolver un problema “viejo” dando la explicacién de la dualidad formal
entre dos codigos no lineales binarios, los famosos codigos de Kerdock y Preparata.

Definiciones y conceptos fundamentales sobre el anillo Z,s, propiedades de los
polinomios y de la divisibilidad en Zs[z] son dados en la seccion 2, la demostracion
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del Lema de Hensel se encuentra desarrollada en la seccion 3 y finalmente la de-
mostraciéon del Levantamiento de Hensel se exhibe en la seccion 4. Cabe mencionar
que este capitulo de libro estd inspirado en la lectura de la obra de Wan ([16]).

2 El anillo de polinomios Z,:|z]

Sea p cualquier nimero primo, s € Ny Z,s el anillo de enteros modulo p?, i.e.,

con la suma y multiplicacién usual de clases:

T1+Ty=r1+7r2

T1 T2 =T1T2
para cada 71,72 € Zps.
Observacion 2.1. Por la construcciéon del anillo cociente Zps tenemos que ab=¢
s{ y s6lo si ab = ¢ mod p®.
Considérese el conjunto 8 = {0,1,...,p* —1} C NU {0} y la funcion:
¢ Lps — 8

r =T

Es claro que ¢ es biyectiva, entonces podemos inducir la estructura de anillo en el
conjunto & definiendo las operaciones & y © en 8 de la manera siguiente:

$1® s 1= ¢ (T1 +T2)
510 S92 1= ¢(T1 - T2)

para cada si,s9 € 8 siempre que s1 = ¢(T1) y S2 = ¢(T2) para algunos 71 y T2 en
Zops.

Dadas estas operaciones, ¢ es un isomorfismo y, con esta identificacion, usaremos
cuando sea conveniente que:

Zpe =1{0,1,...,p° — 1}. 2)

Recordar que: (a,b) denota al maximo comun divisor de a y b, i.e., (a,b) =

med(a,b).

El siguiente lema nos serd muy util més adelante.
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Lema 2.2. Sean a € N y p un nimero primo. Si (a,p) = 1 y s € N, entonces
ca =1 (méd p*) para algin c € Z.

Demostracion. Haremos induccién sobre s. Veamos que el resultado es valido para
s = 1. Como (a,p) = 1, entonces existen ¢,d € Z tales que ca + dp = 1. Asi
ca — 1 = —dp es decir, p| (ca — 1), por lo tanto,

ca=1 (méd p').

Supoéngase que el resultado se cumple para s y demostremos que se cumple para
s+ 1. Por hipotesis, existen ki, ko, l1, 13 € Z tales que:

kia+ kop =1,
lla—i-lzps = 1.

Multiplicando las igualdades anteriores tenemos que:

1= k1l1a2 — kllgaps + kolipa — k2l2p8+1
= (kllla — k‘llgps + k‘gllp) a—+ (—k‘2l2)ps+1
= ca + dps—‘rl
donde ¢ = kilia — kilop® + kolip v d = —kals. Entonces ca — 1 = —dp*+!, es decir,
ca=1 (méd p*th),
lo cual concluye la prueba. O
Corolario 2.3. En Zy,s se satisface:

i) Sia € Zps y (a,p) =1, entonces @ es una unidad en Zys.

i) Para todo T € Zps conT # 0, existen @ € Zys e i € NU{0} tales que (a,p) =1
y T = ap'.

Demostracion. Sea @ € Zys con (a,p) = 1, por el Lema 2.2 existe ¢ € N tal que
ca = 1 (méd p®) entonces ¢ -a = 1, debido a la Observacion 2.1. Por lo tanto,
@ es una unidad de Zps. Ahora bien, considérese T € Zys con T # 0, usando la
identificacion anterior se sigue que € N. Se tienen dos casos:

e Si (z,p) = 1 entonces sea a = x, de ahi que, T = apY, lo cual prueba el
resultado.
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e Si (z,p) = p entonces p|lr. Ademas si ¢ es un primo tal que g|x entonces
g < p®—1pues x < p* — 1. Por el teorema fundamental de la aritmética,
existen q1,q2, - .., qr € N nameros primos y ni,no,...,ni € N tales que:

r=q7'qy? . .t
como p|x entonces p = ¢; para algin j € {1,2,...,k}. Sea

i = mazx {n;| (z,p"") = p"} .

Como (x,p) = p entonces nj > 1y por consiguiente este conjunto es no vacio,

entonces:

. n1 _n2 Nj—1 4 Njt1 ni

T=q1qy" 41 PGy -Gy,
_ ni n2 j—1 MNj+1 s )
—(Ch 427 ---4;-1 9531 -~ -4 )p
_ N1, N2 Tj—1 Tj+1 ng _ i

dondeﬁa = q1'q%" ... ¢;’7 ¢;11 ---q", entonces x = ap’ y, por lo tanto,
T = ap'. O

Ejemplo 2.4. Sean p = 3, s = 2 entonces Zs» = {0,1,2,3,4,5,6,7,8}, si de-
finimos el conjunto A := {a € Zps : (a,p) = 1}; en este caso tenemos que A =
{1,2,4,5,7,8} luego:

1o1=1
205 =1

_ (3)
107=1
808 =1

como se afirma en el Corolario 2.3. Asi Z;. = A, donde Z: denota el grupo de
unidades del anillo Z,s.

El siguiente teorema caracteriza a los ideales en el anillo Zjs.

Teorema 2.5. Los ideales principales (1), (D), ..., (p*~1),(0), son todos los ideales

ZLoys
w =

de Zys. (p) es el unico ideal maximal de Zps y

Demostracion. Sea I un ideal de Zys. Suponga que I # (0). Sea m el natural mas
pequeiio que es representante de las clases de I, veamos que I = (m). Sea i €
entonces i € Zys. Por el algoritmo euclidiano de la division, existen ¢, 7 € Z : i =
gm +rcon 0 < r < m, entonces r = i — qgm, de ahi que, 7 = i — qgm € I, por
consiguiente, T € I y » < m lo cual contradice la minimalidad de m, asi 7 = 0, en
otras palabras, i = gm, entonces i € (), en consecuencia, I C (m). Es claro que
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m € I, por consiguiente () C I, entonces I = (m), como queriamos. Dado que
m € I C Zys, por el Corolario 2.3, existe a € Z, tal que:

7 = ap’ para algin i € {0,...,s5 —1}. (4)

Como (a,p) = 1 tenemos que ca =1 (méd p°) para algtin ¢ € Z, asi, ca — 1 = dp®
con d € Z, entonces cap’ — p' = dp®p’, de ahi que, cap’ — p* = dpspt, por lo que

0=rcap’ — p'
¥

I
Ql

I
ol
3

de manera que, ¢ = pi. Entonces p¢ € (mm) luego (pi) C (m), y por (4), (m) C (pi),
de ahi que, (i) = (pf). Por consiguiente, queda demostrado que todo ideal I de Zs
es de la forma I = (p
D € Zys entonces F 7

‘) para algtn 4 € {0,1,...s — 1}. Ademas, como Pl e (}?> y
= pitl € (pt), asi, (p+1) C (p), por lo tanto,

.

=)
=
N

(=) ... C(p?) C(p) (1) = Zpe. (5)
Ahora veamos que (p) es un ideal maximal. Sea J un ideal de Z,s tal que:
(P) CJ C Ly, (6)

luego, existe algin i coni € {0,1,...,s — 1} tal que J = (]?> Tenemos que: sii =1
entonces J = (pi) = (P), o bien, si 1 < i < s — 1 entonces J = (p’) C (p) debido
a (5), entonces, por (6), J = (p), o bien, si i = 0 entonces J = (p0) = (1) = Zs.
En cualquier caso, se concluye que J = (p) o J = Zyps. Por lo tanto, (p) es un ideal
maximal, y por (5), es el tnico ideal maximal de Zys, en consecuencia, % es un
campo.

Recordemos que:

o Zps -

i) & ={T+ (D) : T €Ly}
ii) (p) ={cp:C€Zpy}

Sea y € Zq’;; entonces existe T € Zps tal que y = T + (p), dividiendo a z por p
tenemos que existen r,s € Z tales que £ = sp+r con 0 <7 < p — 1 entonces

5D+ (D)
(p)
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es decir: 7
S ={T+®ref{o,1....p-1}}
(p)
asi, % es un campo finito con p elementos, por lo tanto, % ~ [F,,. O

Lema 2.6. Sean b € Z con b > 1 y a € N. Entonces existen dy,dy ...,dp_1,t € Z
con 0 <d; <b—1 para cada i € {0,1,...,n — 1} tales que:

a=doh® + dib* + -+ dy DV 41D

Demostracion. Dividiendo a por b tenemos que, existen dg, sg € Z tales que a =
sob + dg con 0 < dyg < b — 1. Si dividimos ahora, sy por b, obtenemos di,s1 € Z
tales que sg = s1b + di entonces:

a=(s1b+d1)b+dp
= 510° + dib+ do
con 0 < d; <b—1. Procediendo de esta manera n — 1 veces, tenemos:
a=Sp_ 10" +dp_ 10"+ dpy_ob" 2+ +dib+ do

con d; € {0,1...,6—1} parai € {0,1...,n— 1}, observese que la sucesion de
cocientes satisface:
a>sy>s1>...>0

debido a que la sucesién s, s1,... es una sucesiéon decreciente de enteros no nega-
tivos. Tomando, t = s, 1 se concluye que:

a = dobo -+ dlbl 4+ .+ dnilbn—l T b

como queriamos. -
Por el Lema 2.6, dado = € {0,1,...,p® — 1} tenemos que:
z=cop’ +ep' + - +ee1p® 1

con ¢; € {0,1...,p— 1} paracadai € {0,1...,s— 1} entonces

T =cop! +cipt + -+ + co1p* L+ tp? (7)
=’ +ep+ -+ P
=cop’ + P+ - + Gop® L,

puesto que p* = 0 € Zys. Definamos ahora la funcion:
p: Ly — Fp (8)

dada por p(Z) = p (@E +cp+--+ cs,lp5*1> = ¢p, para cada T € Zyps.
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Lema 2.7. La funcion p es un homomorfismo de anillos con Ker p = (D).

Demostracion. Sean T = 3320 Gpl,J = 32520 d; p' € Zyps, entonces

[asy

s—1 s—

T+5=Y (@ +T) =3 (@ T d) 7,

de ahi que,

esto es, i (Ty) = p(T) 1 (y) para toda T,y € Zys. Por lo tanto, o es un homomor-
fismo.

Sea T € (p), entonces existe ¢ € Z,s tal que T = ¢p. Entonces T = 0p0 +2p +
<-4+ 0ps71 luego p (T) = 0, por lo tanto T € Ker u, de ahi que, (p) C Ker p.
Ahora bien, sea T € Ker p entonces p () =0, luego T =0+ p+ ... +c_p5~ L
Como Gp' € (pi) C (p), por (5), para cada i € {1,...,5 — 1}, esto es, Gp' € (p)
para cada i € {1,2,...,s — 1}, asi, T € (p) entonces Ker u C (p). Por lo tanto,
Ker u = (p). O

Matemdticas y sus aplicaciones 7, Capitulo 2, paginas 53-81



60 Angel Raul Garcia Ramirez, Carlos Alberto Lopez Andrade

R[z] denota el anillo de polinomios en la indeterminada x con coeficientes en el
anillo R, esto es, el conjunto

Rlx] = {f(a:) :zn:cixi i € Ry €40,...,n} para algin n € N} (9)

es un anillo con las operaciones habituales de suma y multiplicacién de polinomios.

Podemos extender el homomorfismo definido en (8) de la manera siguiente: sea la
funcién

T Lps[z] — Fplz] (10)

dada por —(f(x)) = "% o p(c;) x° para cada f(z) € Zys[r] y denotamos por f(x)
la imagen de f(x) bajo “ — ”.

Como una consecuencia directa del lema anterior tenemos:
Corolario 2.8. La funcion — es un homomorfismo de anillos.
Demostracion. Recordemos que si ¢; € Zys, por (7) tenemos que:
¢ =dip+dap+...+ di(s,l)psfl con dj, € {0,1,...,p—1}
Sean f(x),g(x) € Zps[z] entonces f(z) = Y7 ycat y g(x) = Y, dia?, con

ci,d; € Zyps para cada . Sin pérdida de generalidad, supéngase que m > n entonces
flz)+g(x) =" (c; +d;) z* con ¢; =0 para cada n < i < m. Entonces

:Z,u(ci—i—di)xl

(cio + dip) ©

'tnﬂs

=0
m

=3 cor' + 3 dor’
1=0 =0

I
M:

ciox’ + Zdzox
=0
m

ple)a' +3 p(d)a’

=0
(z) +9(x).

s
Il
=)

I
'M3

i
o

Il
x\

Matemdticas y sus aplicaciones 7, Capitulo 2, paginas 53-81



El lema de Hensel y el levantamiento de Hensel 61

Sabemos que f(z)g(z) = 22:0 ez’ donde e, = cody + cidi—1 + ... + cxdy ¥
0 <1 <m+n, entonces

1% (ek) = u (Codk + Cldk—l + ...+ deo)
= p(eo)pldy) + pler)p(di—1) + - - + p(ex) p(do)-

Por otro lado, tenemos que:

Fa)ate) = (Z u(a)mi) (i u(d@-)ﬂ)

pero esto lo podemos expresar como Y4 _ p(ug)z* con

pu(ur) = (plco)p(dr) + - .- + pler)u(do)) = pler),
de esto se sigue:
l l
Fg(a) = plen)a® =" plup)z® = f(2)g(=),

k=0 k=0

por lo tanto, “—" es un homomorfismo. ]

Definicion 2.9. Sea p € Zys C Zps|x], el ideal generado por p € Zys[z]| se denota
por < p >y se define como:

Lp>={f(x)p: f(x) € Lps[x]}.
Lema 2.10. Ker — =< p>.
Demostracion. Sea h(z) = Y1, cix’. Si h(z) € Ker — entonces h(z) = 0 € Zys.
Pero h(z) = S o u(c;)xt, es decir pu(c;) = 0 con i € {0,1,...,n}, entonces ¢; €

Ker p= (p), por el Lema 2.8. Asi, existen Mg, My, . .., My, € Zys tales que ¢; = m; P,
de ahi que:

con g(z) = Y0 mat, luego h(z) €K P >, por consiguiente, Ker — C<K P >>.
Ahora bien, si h(x) €< P > entonces existe g(x) € Zps[z] tal que h(z) = g(z)p,
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sea g(z) = 1" a;x" entonces
n .
h(z) = Z a;px’
=0

n
= Zcixi con ¢; = @;p € (p)
i=0

aplicando “—” obtenemos:

h(z) = ple)a’ = i()mi =0
=0

i=0
luego, h(x) € Ker —, de ahi que, < p >C Ker —, por lo tanto, Ker — =< p>. [
Algunas veces denotaremos a f(z) en Zps[x] o Fplx] simplemente por f.

Teorema 2.11. El ideal < p > es un ideal primo de Zys[z], todo ideal primo de
Zps|x] contiene a < P >, mds ain, si un ideal primo contiene a < P > propia-
mente, entonces dicho ideal es mazimal.

Demostracion. Sean f(z),h(z) € Zpys[z] tales que f(z) = P ja;a’ y h(z) =
Sm o bt con an, # 0 # by, de ahi que, los grados de f(z) y g(z) son n y m
respectivamente, lo cual denotamos por grad(f(x)) =n y grad(h(z)) = m, enton-
ces se tiene que f(x)h(x) = Yb_, cxa® donde ¢ = YK asbp_s v si f(x)h(x) #0
entonces grad(f(z)h(x)) =1 con 0 <1 < m+n. Supongase, sin pérdida de genera-
lidad, que m > n y ademaés, supéngase que f(z)h(x) €< P > entonces

f(@)h(z) =0 (11)

dado que Ker — =< p >, pero f(z)h(z) = Y4_, p(cr)x® entonces p(c) = 0
para cada k € {0,1,...,l}. Como pu(cy) = plao)p(br) + ... + plar)p(bo) € Fp
para cada k € {0,1,...,l} tenemos que para k = 0, 0 = pu(co) = p(ao)u(by),
pero [, es un dominio entero, asi p(ag) = 0 o pu(bg) = 0. Supéngase que p(ag) #
0, entonces p(bg) = 0. Ahora bien, cuando k¥ = 1, 0 = pu(c1) = p(ar)pu(bo) +
wlap)p(br) = w(ap)p(by) puesto que u(bg) = 0y como p(ag) # 0 tenemos que
wu(b1) = 0, procediendo de esta manera, establecemos que p(by) = 0 para cada
k € {0,1,...,m} de ahi que h(z) = 0, por consiguiente, h(x) €< P >. Por otro
lado, supongase que u(by) # 0 entonces p(ap) = 0 y de manera analoga se tiene
que f(xz) = 0, en consecuencia, f(z) €K p >, de ahi que, si f(x)h(x) e p >
entonces f(r) €< p > o bien h(z) €< p >. Por lo tanto, < p > es un ideal
primo de Zys[x]. Sea P un ideal primo de Z,s. Como p-p*~t = p* = 0 € P, entonces
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pePops—TeP, yaque P es un ideal primo. Si p € P entonces < p >C P, ahora
bien, si p*~! € P, entonces p*=2 -p = p>~L € P, de ahi que, p € P o p°—2 € P,
una vez mas, si p € P concluimos que < p >C P, o bien, si p~2 € P se procede
como antes, y continuando de esta manera se concluye que p € P, por lo tanto,
< p >C P. Ahora probaremos que si P es un ideal primo y < p >C P entonces P es
maximal. Veamos primero que — es un epimorfismo. Sean g(z) = 3. a;z° € Fp[x]
y f(x) = N0 o biz’ € Zps[x], se establecio en (7) que para cada i € {0,1,...,n},
b; = cip+ciip+ciop’+. . .+ci(s_1)p3*1 donde ¢;j € F) paracadai € {0,...,n}, j €
{1,2,...,5s—1}. Sean los b;’s de tal forma que ¢;o = a; para cada i € {0,1...,n}
entonces

n n n
f(z) = Z,u(bi)ﬂ =) cox' = Zaia:l = g(z)
=0 =0 =0
asi, — es sobre y por tanto epimorfismo. Si denotamos por PP a la imagen de P bajo
— vy a —P) como la imagen inversa de P bajo — entonces —1(P) = P y por un
teorema de isomorfismos (ver |16, Theorem 12.7, iii)|) la funcion:

. L[] Fp[a]
(U P — P
Doy F
es un isomorfismo de anillos. Por lo tanto —2 P[m] o~ FI’P[:T] .
Como P es un ideal primo entonces P # Zy,s[z]. Si P = F,[z], por lo anterior,
se tiene que: —~H(P) = —~L(F,[z]) = Zps[z], la tltima igualdad debido a que — es

sobreyectiva, de ahi que, P = Zps[z], lo cual es una contradiccion, por consiguiente,
P +# Fplz]. Sean fo(x),go(x) € Fplz] tales que fo(z)go(z) € P entonces existen
f(@),9(x) € Zps[z] con f(z) = fo(z) y g(x) = go(x), luego f(x)g(x) € P, de ahi
que, f(x)g(z) € P, pero P es un ideal primo por lo que f(z) € P o g(x) € P. Si
f(x) € P entonces fo(x) = f(x) € P o bien, si g(x) € P entonces go(z) = g(r) € P,
por consiguiente, P es un ideal primo de F,[z]. Sin embargo, P # (0), debido a que,
< P >C P, ya que, existe h(z) € Zps[x] tal que h(xz) € P pero h(z) ¢< p >,
entonces h(z) € Py h(z) # 0, por lo tanto, P # (0), en consecuencia, por |16,
5 , Fypla] Lypsla]  Fpla]
Theorem 12.27|, P es maximal, asi T €s un campo y como ——— ~ ——=— se

P P
concluye que PP es maximal. O

A continuacién estudiaremos otro tipo de ideales, estos son los ideales primarios
de Zys|x], para este propoésito se enuncia la definicion siguiente:

Definicion 2.12. Sean R un anillo, I € R un ideal y r, s € R. Diremos que:

e [ es un ideal primario si y sélo si rs € I implica que r € [ o existe unn € N
tal que s™ € I.
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e El radical de I se denota por VI y es el conjunto:
VIi={reR|IneN:rmecl}.

Lema 2.13. Sea R un anillo con unidad, e I un ideal tal que /I es un ideal primo.
Entonces I # R.

Demostracion. Es claro /T # R, puesto que v/T es un ideal primo. Si I = R, se
sigue que, 1 € I, luego dadon = 1 € N, se tiene que, 1" = 1 € I, de ahi que, 1 € /T
entonces v I = R, lo cual es una contradiccion. ]

Teorema 2.14. Sea Q) un ideal de Zys|x].
i) Si Q es un ideal primario de Zys|x] entonces \/Q es un ideal primo.
ii) <p>C/Q
i11) Si /Q es un ideal primo y < p>>C /Q entonces Q es un ideal primario.
Demostracion. Sea @ un ideal de Zys [x].

i) Supongamos que () es primario, entonces Q) # Zys[z]. Sean f(z), g(z) € Zps[z]
tales que f(z)g(z) € /Q, entonces existe un n € N tal que (f(x)g(z))" G Q,
Le, (f(z)" - (9(z))" € Q. Como @ es primario, se sigue que (f(z))"

o existe m € N de manera que ((g(x))"™ € Q. Si (f(z))" € Q entonces

f(z) € /@, o bien, (g(x))"™ € Q entonces g(x) € v/Q, pues nm € N. Por lo
tanto, 1/@Q es un ideal primo.

1) Como p® = 0y @ es un ideal, entonces p5 € Q, pero (p)° = p° € Q, es decir.,
existe s € N tal que ((p)° € Q), por lo tanto, p € /@ y, en consecuencia,
< p>CV/Q.

i11) Suponga que /@ es un ideal primo y ademéas que < p >C /Q. Por el
Teorema 2.11, /@ es maximal y como /Q # Zps[z], se sigue del Lema 2.13
que Q # Zps[x]. Sean f(x),g(z) € Zps[x] tales que f(z)g(z) € Q. Suponga
ahora que para todo m € N se cumple que ((g(z))™ ¢ Q) entonces g(z) ¢ Q.
Definimos J (g = {t(z) +q(x) | t(x) € Zps[x] y q(z) € VQ} y sean

l(x), k(z) € 3( ( )) entonces ex1sten t1(x), ta(x) € Zps[z] y q1(x), q2(x) € VQ
tales que I(z) = t1(2)g(z) +1(2) ¥ k() = t2(2)g(x) + galz), do abi que,

l(z) = k(z) = t1(2)g(x) + qu(2) — t2(2)g(2) — g2(2)
= (t1(2) — t2(2)) g(2) + (01 (2) — ¢2())
= t(x)g(x) + ()
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con t(x)

= t1(x
l(z) — k(z) € J(g9(x)), por lo tanto, (J (g9(x)),+) < (Zps|x],+). Ahora, si
h(z) € J(g(z)) y k(z) € Zps[x], entonces existen q(z) € /Q y t(x) € Zps[z]
tales que h(z) = t(x)g(x) + q(z), asf k(z )h( ) = k(x)t(z)g(z) + k(x)q(z) =
s(z)g(z) + r(x 08()—‘?@() Lpslz] y r(z) = IE(CI()G\f,

n ) )
por consiguiente, k(x)h(z) € J(g(z)), en consecuencia, J (g(x)) es un ideal
Sea q(z) € VQ, es claro que q(z) = t(z)g(x) + q(z) con t(z) = 0 entonces

() € J(g(x)), asi, vV/Q C J (g9(x)), también tenemos que si t(z) € Zyps[x] con
(33) #0yt(x)¢ \/@ entonces t(z)g(z) + ¢(x) ¢ /Q, pues de lo contrario,
t(x)g(z) + q(z) — q(z) = t(z)g(z) € VQ y v/Q es un ideal primo pero ni
t(z) ni g(x) pertenecen a sqrt@. Asi, J (g(x)) # +/Q y como /Q es maximal,
entonces J (g(z)) = Zps[x]. Por lo anterior, 1 € J(g(x)), entonces existen
t(x) € Zps[z] y q(z) € V/Q tales que 1 = t(x)g(x) + g(z) y como ¢(z) € /Q

entonces existe n € N tal que (¢(z))" € Q entonces

1" = (t(z)g(x) + q(x))"

)(— 2(x) € Zps[z] y r(z) = qi(x) — q2(z) € /Q entonces
y
)

)

s
Il
=)

T(x)

estoes, 1 = T'(x)g(x)+(g(z))", multiplicando por f(z) obtenemos que f(x) =
T(z)f(2)g(z) + f(z) (a())", luego, como f(z)g(z) € Q, (¢(z))" € Qy Q es

un ideal, se sigue que f(z) € Q. Por lo tanto, @) es un ideal primario. O

Definicion 2.15. Sea h(z) € Zys. Diremos que h(x) es un polinomio primario si
y solo si (h(z)) es un ideal primario de Zps.

Lema 2.16. Sea f(z) un polinomio de Zys|x], supongase que f(z) = (g(z))™ donde
g(z) es un polinomio irreducible en F,[x] y m € N. Entonces f(x) es un polinomio

primario.

Demostracion. Como (f(x)) es un ideal de Zps[x], por ii) del Teorema 2.14, se
tiene que < p>C +/(f(2)). Dado que (f(x))" € (f(x)) entonces f(x) € \/(f(x))y

f(z) # 0, entonces < p >C +/(f(x)). Veamos que /(f(x)) es un ideal primo. Si 1 €
(f(x)) entonces existe h(x) € Zys[z] de tal manera que 1 = h(z)f(x) entonces 1 =
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h(z)f(x) = h(z) (g(x))™ = g(z) (E(aj) (g(x))m_l) pero esto implica que g(x) es una
unidad, lo cual es una contradiccion ya que g(x) es irreducible entonces 1 ¢ (f ( ))s

se sigue que, (f(x)) # x| y asi \/7 )) # Zyps[x]. Sean ahora a(x), Lps|x ]

b(x) €
y suponga que a(x)b(x) € /(f(x)), entonces existe n € N tal que (a(x)b(z ))
= q(x

(f(x)), es decir, existe g(x) € Zps tal que (a(z)b(x))" = (a(x))" (b(x))" = q(z )f( )
Aplicando el epimorfismo (10) tenemos que (a(x))" (b(x))" = q(z) f(x), i

a(z)"b(z)" = q(z)f(x)
=q(z) (9(x))"

de la ultima igualdad se tiene que g(z) divide al producto @(x)"b(x)" y, como
g(z) es irreducible entonces divide a @(z) o bien a b(x). Supéngase que g(z)|a(x)
entonces (g(z))™ = f(x) divide a (a(z))™, es decir, existe ¢(z) € F,[z] tal que
(a(z))™ = ¢(x) f(z), entonces (a(z))™ — c(z)f(x) =0y como (10) es epimorfismo
tenemos que (a(z))™ — c¢(z) f(z) = 0, de ahi que, (a(x))™ —c(z)f(x) € Ker— =<
p >. Entonces existe d(z) € Zps[z] tal que (a(z))™ — c(z)f(x) = d(x)p, por lo
tanto, (a(x))™ = c(z)f(z) + d(z)p. Como p® > 2, elevando la igualdad anterior a
p* obtenemos que ((a(x))™)? = (c(z)f(z) 4+ d(z)p)?" y, aplicando el teorema del
binomio tenemos:

()™ =Y

es decir, (a(x))™ = k(z)f(x)+ (d(z))”" (p)*" pero s < p® entonces existe t € N tal
que p* = s+ t, luego (a(z))™ = k(z)f(z) + p°p' = k(z)f(x) puesto que p* = 0,
de ahi que, a(z) € /f(x). Analogamente si g(z) divide a b(x) se concluye que
b(x) € \/(f(x)). Por lo tanto 1/(f(x)) es un ideal primo. Luego, por la parte ii7)
del Teorema 2.14, (f(x)) es un ideal primario y, por la Definicion 2.15, f(z) es un
polinomio primario. O

3 El Lema de Hensel

Definicion 3.1. Sean fi, fo € Zps[x]. Diremos que f1 y f2 son coprimos en Zys|x]
si existen A1, Ay € Zps|[x] tales que

Afi 4+ Aafo =1
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Cabe mencionar que en la Defincion 3.1, Zys[z] puede ser reemplazado por F[z].

Lema 3.2. Sean fi, fa € Zps[x]. Entonces fi y fa son coprimos en Zys[z] si y solo
si f1, fo son coprimos en Fy[z].

Demostracion. Sean fi y fo polinomios coprimos en Zps|[x], entonces por la Defini-
cion 3.1 existen A1, Ay € Zys[z] tales que A\ fi + Ao fo = 1y, aplicando (10) tenemos
que A\ fi + Ao fo =1, es decir, A1 fi+X2 fo = 1, una vez maés, por la Definicién 3.1, se
concluye que fi y fa son coprimos en F,[z]. Reciprocamente, sean f; y fo coprimos
en [F,[z], luego por la Definicion 3.1, existen p1, 1 € Fp[z] tales que py f1+pafs =1,
pero (10) es un epimorfismo, entonces existen Ay, Ay € Lps [x] con py = MY f2 = Ao
tales que A\1f; + dofy = 1, es decir, A1 f1 + Aafo = 1, luego A1 f1 + dafo — 1 = 0,
de la ultima igualdad, se sigue que, A1 f1 + Aofo — 1 € Ker — =< p >, entonces
existe k € Zyps[z] tal que A fi + Aafo — 1 = kp, de ahi que, A1 f1 + Aofo = 1+ kD.
Definimos o = Ef;& (—kﬁi), luego tenemos que, o (A1 f1 + Aaf2) = o (1 + kD), es
decir,

(U/\l) f1 =+ (O’/\Q) f2 = U—i—UkT)

s—1
=0t (Z(:) (—/ﬁp)z) kp
=0+ ((—kﬁ)O +(=kp) + -+ (kD)) kp
—ot (1=kp+-+ (1) ) kp
=0+ kp— k‘QTQQ +..+ (_1)3—2 k:s_lps—l n (_1)3—1 -
=1 —kp+ kP + -+ (1) gt

FEP— KPR 4 .+ (1) 2 4 (1) ke
=1

ya que p® = 0, de ahi que, (c\1) fi+(oX2) fa = 1, por lo tanto, f1 y f2 son coprimos
en Zps [I] O

Lema 3.3. Sea f € Zys[z] un polinomio monico, supdngase que f = g1go € Fplz],

donde g1,g2 € Fplz] son polinomios monicos coprimos. Entonces existen fi, fa €
Lpps [x] polinomios mdnicos coprimos tales que

i) f=fife € Lps[x],

i) f; =¢g; para i€ {1,2}.
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Demostracion. Sea f € Zps[z] un polinomio monico, tal que f = g1g2, donde
(g1,92) = 1 en F[z], entonces f — g1g2 = 0. Como (10) es un epimorfismo, exis-
ten hy, hy € Zps[x] tales que hi=qg1y ha = go, asi f — hiho = f — hihy = 0;
por el Lema 2.10 tenemos que f — hihy €K D >, es decir existe k € Zps tal que
f — hiho = kp. Por consiguiente, f = hiho 4+ kp. Como ¢; y g2 son coprimos en
[F,[z], se sigue del Lema 3.2 que hy y hg son coprimos en Zys|x] luego, por la Defi-
nicién 3.1, existen A\jAg € Zys[z] tales que A\hqy + Aghg = 1. Denotando por v a kp
tenemos:

[ = hiha +v. (12)
Definimos en Zys[x] los polinomios siguientes:

hi1 = h1 + Agv
ho1 = ha + Ao

Como v €K p > entonces v = 0; aplicando (10) a cada polinomio, tenemos que
h11 = h1 = g1 v ho1 = ho = g2 ademas, al multiplicar estos polinomios obtenemos:
hithor = hihg + Athiv + Aahov + A Agv?
= hiha + (A1h1 + Aah2) v + M Agv?

= hihe + v + A\ Aav?,

puesto que Ajhy + Aghe = 1y, usando (12) en la ultima igualdad se obtiene que
hithot = f + M A2v?, de ahi que, f — hi1hor = —A1\2v?, de manera que:

f=hithy  (méd v?).! (13)

Como (g1,92) = 1, hi1 = g1 y ho1 = go, se sigue del Lema 3.2 que hi; y hoy son
coprimos, es decir existen A11, Aoj tales que Aj11h11 + Aa1he; = 1. Por (13) tenemos
que f = hi1ho1 + kiv? para algtin k1 € Zps [x], entonces repitiendo el proceso t veces
definiendo en cada paso a los polinomios:

hie = hie—1 + dag—1ke—q0?Y

hat = hat—1 + Aig_1ke 02D

donde hiyy = g1, har = g2, Mu—1hie—1+Aa—1hor—1 = 1y f = hy—1ho—1+ki—v?.
Es facil ver que para t = s al multiplicar los polinomios definidos arriba se tiene:

f = hishos (méd v).

1Usamos la notacion de congruencia modular ya que 1)2|f — hi1ho1.
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Observe que v = (kp)** = k2p°p° = 0, es decir, f = hishas (méd p°), en otras
palabras, f — hishos = 0 y, por lo tanto, f = hishgs. Finalmente, renombrando

J1 = his ¥y fo = has tenemos que: f = fifa, fi = g1, f2 = g2y (f1,/2) =1, con lo
cual queda demostrado el lema. ]

A continuacién mostraremos un resultado que nos serd muy tutil en la generali-
zacion del Lema 3.3.

Lema 3.4. Sea R un anillo euclidiano y sean p1,p2,...,pr € R coprimos por pares.
Entonces, st v > 3 se tiene que (H:;ll pi,pr) =1

Demostracion. Haremos induccion sobre r. Supongamos que r = 3. Sean p1, ps, p3 €
R tales que (p;,pj) = 1 parai # j coni,j € {1,2,3} entonces, por la Definicion 3.1,
tenemos que existen ay,ag,b1,bo € R tales que ai1p; + asops =1y bips + bops = 1.
Multipicando estas igualdades tenemos:

1 = (a1p1 + azp3)(bip2 + baps)
= arbip1p2 + a1bop1ps + azbipaps + azbapy
= (a1b1) p1p2 + (arbap1 + azbi1ps + azbaps) p3
= A\1p1p2 + A2p3

donde A\ = a1by, Ao = aibapy + agbip2 + a2baps € R, por lo tanto, (pi1p2,ps) = 1.
Supoéngase que este resultado se cumple para r, veamos que es valido para r+1. Sean

P1,P2s -, PryPry1 € R tales que (ps,pj) =1 parai# jconi,je {1,2,...,r+ 1},
en particular tenemos que (p,,pr+1) = 1y, por la hipotesis inductiva, tenemos que
(H:z_ll pi,er) = 1 asi, por la Definicién 3.1 se tiene que existen ci,co,d1,ds € R
tales que:

cipr + copri1 =1,
dip1p2 -+ pr—1 + dopry1 = 1,
multiplicando las igualdades obtenemos:

r—1 r—1

1= crdy [ pipr + crdoprprsa + c2di [ [ piprs1 + cadapiyy
i=1 i=1

T r—1
= (erdy) [[ i + <Cld2pr + cody [ pi + 02d2pr+1> Pr+1
i=1 i=1

,
= sz' + H2Pry1

i=1
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donde py = c1dy, pa = c1dop,+cady H;:ll pi+cadapri1 € R, de ahi que, py [[i—; pi+
tapr+1 = 1, por lo tanto, ([Ti—; pi, Pr+1) = 1, lo cual querfamos demostrar. O

Ahora demostraremos uno de los resultados méas importantes de este trabajo, el
famoso Lema de Hensel.

Lema 3.5 (Lema de Hensel). Sea f un polinomio mdnico en Zys[x] y supdngase
que [ = gig2---gr € Fplx] donde g1,g2,...,gr son polinomios mdnicos y copri-
mos por pares sobre IF,,. Entonces existen polinomios monicos y coprimos por pares
f1s fas- o, fr sobre Zps tales que:

i) [=fife - fr € ZLps[a]
ii) f; = g; para cada i € {1,2,...,7}

Demostracion. Haremos induccion sobre el ntimero de factores, r. Para el caso
r = 2, ver la demostracion del Lema 3.3. Ahora, supongase que el resultado es
vélido para r — 1 factores y veamos que es valido para r factores. Sea f € Zps|x]
un polinomio ménico tal que f = g1g2--- g, donde g1, go, ..., g, son polinomios
monicos y coprimos por pares sobre IF,. Denotemos por h = ¢1g2---gr—1, es cla-
ro que, h € Fy[z] y f = hg,. Por el Lema 3.4, tenemos que (h,g,) = 1 ademaés,
por el Lema 3.3, tenemos que existen h, fr € Zys[z] polinomios moénicos coprimos
tales que f = Efr, donde h = h y f, = gr. Pero h=h-= H:;ll gi, por la hi-
potesis inductiva existen fi, fa..., fr—1 € Zps[z] polinomios moénicos coprimos por
pares tales que h = fifor froiy fi = giconi € (1,2,...,7 — 1), de ahi que,
f=fifer fro1fr € Zps[x] y f; = gi para cadai € {1,2,...,7}, con lo cual queda
demostrado el lema de Hensel. O

Concluimos esta seccién mencionando que el lector interesado puede consultar
el libro de McDonald ([12]) para revisar el Lema de Hensel en su version general
sobre anillos conmutativos finitos locales y los articulos [3| y [13] para ver un par
de aplicaciones del Lema de Hensel sobre la clase de anillos conmutativos finitos de
cadena.

4 Polinomios Basicos irreducibles y el levantamiento de
Hensel

A continuacién, se demostraré un teorema de factorizacion “Gnica” para polinomios
con coeficientes en el anillo Zs.

Teorema 4.1. Sea f un polinomio monico en Zys[z] con grad(f) > 1 . Entonces:
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i) f puede ser factorizado de la manera siguiente:

f=hfafr
donde f1, fa,..., fr son polinomios mdnicos, primarios y coprimos por pares
en Zps[x], mds ain, para cada i € {1,2,...,r}, f; es una potencia de algin

polinomio monico irreducible en Fpx].
i1) Esta factorizacion es unica salvo el orden.

Demostracion. Sea f € Zps|z] entonces f € Fplz], como Fplz] es un dominio de
factorizacion tnica existen g1,¢2,...,9, € Fplx] polinomios moénicos irreducibles
coprimos por parejas tales que

f=97'95 g, (14)

para algunos ej,es,...,e. € N, por el Lema 3.4 tenemos que si i # j entonces
(giei,g;j) = 1parai,j€{1,2,...,r}, ademas, debido al Lema de Hensel, tenemos
que existen polinomios moénicos, coprimos por pares fi, fo, ..., fr € Zps|x] tales que
f=fiferfry fi=g{ paracadai€ {1,2,...7}, y por el Lema 2.16 se sigue que
para cada i, f; es un polinomio primario en Zps[x], con lo cual queda demostrada
la primera afirmacion. Ahora bien, supéngase que:

fifo - fr="hiha--- Iy (15)

son dos factorizaciones de f como producto de polinomios primarios, monicos co-
primos por pares en Zps[z]. Se sigue de (15) que fifa---f, € (h;) para cada
i€ {1,2,...,t} y como (h;) es un ideal primario, existen k; € Z con 1 < k; <r
y n; € N tales que f,?: € (h;). Veamos que k; es tnico para cada i € {1,2,...,t}.
Sean k] # k; y n, € N tales que f,?;, fr € (hi), es claro que (fkg, sz-) = 1 entonces

/ i /—1
existen a, b € Zys[z] tales que afy, +bf = 1, como 17T~ = (afki + bfk<)n e

tenemos que:

. , .
J£J pni+ni—1—j pnitn;—1—j
)“ Te b
J=0

/

. . . mn.

al desarrollar la sumatoria siempre tendremos presentes a los factores f'' y I
v 7

los cuales son elementos del ideal (h;), entonces 1 € (h;) lo cual es una contra-
diccion pues h; es primario, por lo tanto k; = kj. De manera similar, para cada
j € {1,2...,r} existe un tnico l; con I; € {1,2,...,t} tal que hZ,Zj € (f;), asi,
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para cada k; € {1,2,...,7} tenemos que h?;j = cfj. Si j = k; entonces h?:kl = cf,
asi h;:fini = c"ifit € (hi), es decir, h
que by " = Ah;, aplicando el epimorfismo (10) tenemos que h, " = Ah;, en

T, T -

otras palabras, h € (hi). Asi tenemos que l, = i para cada i € {1,2,...r}

M, MG

w, € (hi) luego existe un A € Zys[z] tal

Ik,
pues de lo contrario dado I, existirian jo, i distintos tales que jo = I, = ip pero
(hjo, hig) = hj, # 1 en contradiccion con el Lema 3.2. Usando lo anterior, definimos
las siguiente funciones:

(1,2,...,t) — {1,2,....7}

{1,2,...,r} — {1,2,...,t}
j — l]’
las cuales son inyectivas, de ahi que r < ¢t y también ¢t < r asi, » = t y re-
enumerando k; = ¢ para cada ¢ € {1,2,...,r} tenemos que [; = k; = i entonces

i e (hi) y hj" € (fi). Si j # 1 tenemos que (f1, fj) = 1 entonces (?1,?j) =1,
luego fofs - fr v f1  son coprimos y por el Lema 3.4 (fofs--- fr, 1) = 1. Como
it € (h1) existe algun ¢ € Zps[z] tal que f;"* = chi. Veamos que el producto
fafs -+ fr y h1 son coprimos. Dado que (fa, f3--- fr, f1') = 1 existen o, § € Zps|x]
tales que 1 = afafs - fr + Bf1" = afofs - fr + B(ch1), sea v = ¢f8 entonces

afefs--- fr+yh =1, (16)

de ahi que, (fafs - fr, h1) = 1. Multiplicando (16) por f; se obtiene que afy fo - - - fr+
vhifi = fi, es decir, ahiho---h, + vh1fi = f1, usando (15), entonces f; =
hi (ahghs - - - hy + 7 f1), por lo anterior, se tiene que hy divide a f;. Procediendo de
manera similar con hi", se establece que f; divide a hq y como (f1,h1) = 1 se sigue
que f1 = h1, andlogamente se concluye que f; = h; para toda ¢ € {1,2,...,r}. O
Definicién 4.2. Sea f(z) un polinomio ménico de grado m > 1 en Zys[z]. Si f(z) €
F,[x] es irreducible (o primitivo), diremos que f(z) es un polinomio moénico
basico irreducible(o moénico bésico primitivo) en Zys[x].

Los siguientes lemas, serdn de suma importancia en la demostraciéon de los
resultados més relevantes de esta seccion.

Lema 4.3. St F; es un campo finito con q elementos, entonces todo polinomio
irreducible h(z) € Fy[z] de grado m divide a 29" — .
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Demostracion. Como h(x) es irreducible con grad (h) = m, entonces el conjunto:

F = = {[/(2)] = f(2) + (h())|f(2) € Fyla]}

es un campo finito con ¢™ elementos y por [8, Lemma 2.3] se tiene que, [z] € F
implica que [z]¢" = [z], entonces [0] = [x]?" — [z] = [¢7" — ], es decir, 27" —x €
(h(z)), por lo tanto, h(x)|z?" — x. O

Lema 4.4. Sea f un polinomio no nulo de grado positivo sobre un campo finito .
Si (f, f") =1 entonces f no tiene factores mailtiples.

Demostracion. Suponga que f tiene al menos un factor miltiple, digamos g con
grad(g) > 1, es decir, f = g*h para algtin h € F[z]. Entonces f’ = 2g¢’h + h'g?
factorizando a g tenemos que ' = g (2¢’h + h'g), de manera que, g divide a f y f’.
Sea d = (f, f') entonces g|d, de ahi que, d # 1. O

Lema 4.5. Sean F un campo con caracteristica p, i.e., Car (F) =p yn € N. Si
p1n entonces el polinomio ™ — 1 € F[x] no tiene raices mailtiples.

Demostracion. Sea r una raiz multiple de h(x) = 2™ —1 en Fp[z]. Es claro que r # 0
y, por [8, Theorem 1.68], también es raiz de h'(x) = nz" !. Entonces nr"~! = 0,
esto es, (nr)r"~2 = 0 pero F), es un dominio entero y r # 0, de ahi que, nr = 0,
por lo tanto, p|n. O

Teorema 4.6. Para cualquier entero m > 1 existe un polinomio mdnico bdsico
irreducible de grado m sobre Zys el cual divide a 2P — 1 en Lps[x].

Demostracion. Sea Fp, un campo finito con p elementos. En [8, Corollary 2.11| se
muestra que para m > 1 existe fo(z) un polinomio irreducible de grado m sobre
F,. Si fo(z) = ama™ + am—_12™ "t + -+ + a1 + ag entonces fi(z) = a;,! fo(x)
es un polinomio monico irreducible de grado m en F,[z]. Por el Lema 4.3, fi(z)
divide a 2P" — x en Fpy[z]. Como fi(z) es irreducible y 2" — 2 = z (2P"~1 — 1

entonces f1(z)|z 6 fi(x)|zP" 1 — 1. Supongamos que m = 1 y sea f(z) =z — 1€
Zyps|x] tal que f(z) = fi(z) entonces fi(x)| (xpm_l - 1) en Fylz] ya que f(z) =
fi(z) =2 —1, asf que f(x) =z — 1 en Fp[z] es un polinomio moénico e irreducible
tal que f(z)] (xpm_l - 1) en Zps[z], como deseabamos. Por otro lado, si m > 1
entonces f1(x) no puede dividir a = entonces fi(z) divide a 27" ~! — 1 en F,[z].
Asi, existe g1(z) € Fplz] tal que 2P" 1 — 1 = fi(z)g1(x), observe que la derivada
de P! — 1 es el polinomio p™aP" =2 — 2P =2 y como Car (F) = p entonces
pMaP" =2 — xP" =2 = — 4P =2 Ahora bien, si consideramos los polinomios A; = —1
y A9 = —x se sigue que A\p (mpm_l — 1) + Ao (—$pm_2> N
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asi, por la Definicion 3.1 y el Lema 4.4, 2P ~! — 1 no tiene factores multiples.
Supongamos que (fi(z),g1(x)) = d(z) y grad(d) > 1 entonces fi(x) = ki(z)d(z) y
g1(z) = ko(z)d(z) para algunos ki (), ka(x) € Fp[z], entonces como xP" 1 — 1 =
fi(@)g1(z) = ky(2)ka(z) (d(x))?, tenemos que, 22"~ — 1 tiene a d(z) como factor
miultiple, lo cual es una contradiccion, por consiguiente, (fi(x), g1(z)) = d(z) con
grad(d) = 1 pero fi(z) es moénico, de ahi que, (fi(x),g1(z)) = 1, entonces por
el Lema de Hensel existen polinomios moénicos y coprimos fa(z) y g2(x) en Zps|x]
tales que 22"~ — 1 = fo(z)ga(z) en Zupla] con o(z) = fi(z) ¥ Ga(@) = 01(2).
Si escogemos f(x) = fa(x) se satisface que f(z) = fi(z) un polinomio ménico e
irreducible en Fy[z] y por la Definicion 4.2 f(x) es un polinomio moénico bésico
irreducible con grad(f) = grad(fi) = m y que divide a #P"~! — 1 en Z,s como
queriamos demostrar. O

Definicién 4.7. Sea g(z) un polinomio moénico sobre F,. Un polinomio moénico
f(z) en Zys[x] con f(x) = g(z) es llamado un Levantamiento de Hensel para
g(x) siy solo si existe n € N tal que si p t n entonces f(x)| (2" — 1) en Zys[z].

En el Teorema 4.6, tenemos que f(z) = f1(x) y si p|p™ — 1 entonces existird un
k € N tal que p™ — 1 = kp entonces p™ — kp = 1, en otras palabras, (p,p") =1 lo
cual es absurdo, asi existe n =p™ —1 € Ntal que pfny f(z)| (2" — 1) en Zps|[x].
por lo tanto, f(x) es el levantamiento de Hensel de fi(z).

Sin embargo, no todo polinomio moénico bésico irreducible es un levantamiento
de Hensel. Por ejemplo, para el polinomio x + 2 € Z4[z] se tiene z + 2 = x € Fy[x].
Veamos que x + 2 no es un levantamiento de Hensel para x. Sean € N, si 2{n
entonces existe & € N tal que n = 2k+1, como 22! —1 = (22 —222F1)(24+-2) —1
tenemos que el residuo de la division de z2*T1—1 por z+2 es —1, esto es, 22+ — 1 =
—1 (méd x + 2), por lo tanto, x + 2 { 2™ — 1, lo cual contradice la Definicion 4.7.

Teorema 4.8. Sea s € N. Un polinomio monico g(x) € Fplx] tiene un levanta-
miento de Hensel f(x) € Zps si y solo si g(x) no tiene raices mailtiples y x 1 g(x)
en Fpx].

Demostracion. Supéngase que f(z) es un levantamiento de Hensel para g(x) sobre
Zys, entonces f(x) = g(z) y existe n € N tal que pfn y f(x)[z"™ — 1, asi, tenemos
que, " — 1 = f(z)h(x) para algun h(z) € F,[z] entonces

2" —1=2"—1= f(x)h(x) = g(x)h(x). (17)
Como p { n, 2" — 1 no tiene raices multiples en Fplz], por el Lema 4.5, y de

(17) se sigue que g(x) no tiene raices multiples pues de tenerlas entonces serian
tambien raices de ™ — 1, lo cual no puede ocurrir. Mas aun, si z|g(z) tenemos que
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z|z™ — 1, por (17), es decir, 0 es raiz de ™ — 1 lo cual tampoco puede ocurrir. Por
lo tanto, = { g(x). Reciprocamente, supongamos que g(x) no tiene raices multiples
y que x { g(x) en Fplz], entonces g(0) # 0. Por [8, Lemma 3.1|, existe n € N tal
que g(z)|z™ — 1 con n < p97ad9)=1 Tenemos que (n,p) = 1 o bien p|n, entonces
existen m € Ny e € NU{0} con (m,p) = 1 tales que n = mp®. Como p|(p;) para
ie{1,2,...,p° =1} y Car(F,) = p entonces (p;) =0 paraie€ {1,2,...,p°—1} en
[Fp, aplicando el teorema del binomio para a,b € [F), se tiene que:

p e o
(a + b)pe = Z (pZ )ape_’bZ

1, de ahi que, (z™ — 1)?" = (2™)P" — 1 = 2™ — 1 = z" — 1. Como g(z)| (z"
entonces g(z)h(z) = (™ —1)”" para algin h(z) € Fylz] y grad(g) + grad(h)

n =mp® > 1. Si grad (g) = 1 entonces g(z) = = — 1, ya que g(x) es moénico y 1 es
raiz comin de g(x) y 2" —1, ademéas x — 1|2" — 1, por consiguiente, g(x)|z™ —1. Por
otro lado, como g(z)h(z) = (™ — 1) (z™ — 1)? "' y g(x) no tiene raices miltiples,
si grad(g) =1 > 1 entonces g(z)|z™ — 1, ya que de lo contrario, tendria a 1 como
raiz multiple. En ambos casos tenemos que existe m € N tal que pfny g(x)jz™ —1
en [F,[x], es decir, existe go(z) € Fplz] de tal manera que 2™ — 1 = g(z)go(z) y
como p {m, 2™ — 1 no tiene factores multiples, asi (g(z), go(x)) = 1 en Fp[z], por
el Lema de Hensel, existen f(z), fo(x) € Zps[x] polinomios moénicos, coprimos entre
si tales que

Por lo anterior, ()P = ((a™—1)+1)P" = (2™ —1)P" +1, i.e., (z™)P" = (a™ 1) +
1)

a™ —1= f(z)fo(z) (18)
en Zps[z] con f(z) = g(x) y folx) = go(z). Por (18) se deduce que f(z)[z™ — 1 en
Zys[x] con p t m, por lo tanto, f es el levantamiento de Hensel de g(z). O

Este teorema y el siguiente lema son fundamentales en la demostracion de la
unicidad del levantamiento de Hensel.

Lema 4.9. Sean m,n € N. 2™ — 1|z" — 1 si y sdlo si m|n.

Demostracion. Por el algoritmo de la divisiéon, existen s,r € Z tales que n = sm—+r
con 0 < r < m. Es faéil verificar, mediante la divisién larga de ™ — 1 por 2™ — 1,
que:

n_ 1= (x(s—l)m—l-r + x(s—Q)m—l—r 44 $7’> (xm _ 1) 4+ — 1,
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dado que n = sm+r con grad(z” —1) < grad(z™ — 1), por consiguiente, " — 1 =
2" —1 (méd =™ — 1). Si m|n entonces r = 0, luego, 2" —1 = 0 y de lo anterior se
sigue que ™ — 1|z™ — 1. Por otro lado, si ™ — 1]z — 1 tenemos que z" — 1 = 0,
es decir, " = 1 entonces r = 0, por lo tanto. m|n, como queriamos demostrar. []

Teorema 4.10. Sea s € N y g(x) un polinomio mdnico en Fp[z| sin raices mailtiples
tal que x t g(x) en Fy[z]. Entonces g(x) tiene un dnico levantamiento de Hensel en
Zps [x] .

Demostracion. Por el Teorema 4.8, g(x) tiene un levantemiento de Hensel en Zys ],
asi que solo probaremos la unicidad. Sean f()(z) y f®)(z) dos levantamientos de
Hensel de g(z) en Z,s[z] entonces

i) f1 y f® son polinomios ménicos.

i) 70 (2) = g(z) = O (a).

iii) Existen ni,no € N tales que p{ni,ptng con fM(z)z™ —1y fO(x)z"2 —1
en Zys|x].

De i1) y #ii) se sigue que g(x)|z™ —1y g(z)|z" —1 en F,[z]. Asi, tenemos dos casos:
ny = ng y ni1 # ng . Supdngase que n = nj = Ng, COMO Fp[w] es un dominio de
factorizacion unica tenemos que existen hi(x), ho(x), ..., hy(x) polinomios moénicos
e irreducibles en Fp[z] y e, ez .., e, € N tales que 2™ — 1 = hi* (z)h5?(z) - - - he7 ().
Sea g;(z) = h{*(x) para cada i € {1,2,...,r} entonces

a" — 1= gi(2)g2(2) - - g, () (19)

en Fpz] con (g;,9;) = 1 para cada i # j, luego, por el Lema de Hensel, existen
fi(@), fo(@), ..., fr(x) € Zps[7] tales que 2" —1 = f1(x) f2(x) - - - fr(x) en Zps[] con
fi(z) monico, (fi(x), fj(x)) =1sii# 4,y filx) = gi(x) = hi(x)% € Fp[z] para cada
i €{1,2,...,r}. Por el Lema 2.16, f; es un polinomio primario sobre Z,s[z] para
cada i. Como g(z)|z" —1, (gi(x), g;(x)) = 1sii # j y por (19) tenemos que g(x) =
g1(x)g2(x) -+ gi(x) para algin 1 < ¢ < r, salvo el orden de gi(x), g2(x), ..., g-(2)
en (19). Finalmente, nombrando a f(z) = fi(x)fa(x)--- fi(x), f(x) es el tnico
polinomio tal que f(z) = fM(x) = f@(z) = g(z) y f(x)|z™ — 1, por el Teorema
4.1, en otras palabras, f1)(z) = f®(x). Por otro lado, si ny # ng, sean = [ny, na?,
entonces ni|n y ne|n, de ahi que, existen k1, k2 € N tales que n = kin; y n = kano.
Nuevamente ocurre que (p,k1) = 1 0 ki = kp® vy (p,ks) = 1 0 ky = k/p¢ con
(p,k) = (p,k') = 1y e e € N Seat = kk'ning entonces p 1 t pero ni|t y nalt

2El minimo comtn miltiplo de n1 y n2
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entonces ™ — 1|zt — 1y 2™ — 1|z' — 1 en Zys[z], por el Lema 4.9, y por el
primer caso, debemos concluir que f(M(x) = f)(x). Esto prueba la unicidad del
levantamiento de Hensel. ]

Algoritmo 1 Hensel’s Step [15, Algorithm 15.10]

Entrada: p un ntmero primo, polinomios f € Zy[z] y g,h,s,t € Fplz] tales
que: f = gh, g,h moénicos, grad(f) = grad(g) + grad(h), grad(t) < grad(g),
grad(s) < grad(h) y sg+th =1 en F,[xz].

Salida: Polinomios g*, h*,s*,t* € Z,:[z] tales que: f = g*h* con g*,h* moénicos,

g*=g,h*=h,s*=sytr=t.

Calcule el polinomio e = f — gh en Z,..

Hallar polinomios q,r € Z,[z] tales que se = qh + 7.

Defina los polinomios gg = g(q¢ + 1) +te, ho = h+ 1y u = sgy + thy — 1.

Hallar polinomios v.w € Z[z] tales que: su = vhg + w.

Obtener g* = go, h* = hg, s* =s—w y t* =t(1 —u) — vgo.

ANl

En el siguiente ejemplo aplicamos el Algoritmo 1 para factorizar el polinomio
dado.

Ejemplo 4.11. Factorizar el polinomio f = 23 4 4z + 8 € Zg2[x].

Es claro que f =234+ 2+2 ¢c Fslz] y ademas 2 es una rafz de f, entonces z — 2
divide a f en F3[x], realizando la divisién se obtiene que f = (x — 2)(2? + 2z + 2),
de ahi que, g = 2 —2 y h = 22 + 22+ 2. Aplicando el algoritmo de Euclides se tiene
que

(22 +2)(x —2) + (1) (2? + 22 +2) =1

asi s = 22 +2 y t = 1. Calculamos en Zg[z] el polinomio e = f — gh = 2% + 42 +
8 — (ZL‘3 — 22 — 4) = 6z + 3. Entonces se = 322 +6 v, al dividir por h se obtiene que

5623(x2—|—93+2) — bz,
de ahi, se sigue que ¢ = 3 y r = —6x € Zg. Luego se calculan los polinomios
go=x—5y hy =x?>—4x+2 y definimos u = sgg + tho — 1 = 32> — 3z. Nuevamente
al dividir su por hy tenemos que

su = (6z + 6)(z? — 4z + 2) + (62 — 3)

Finalmente, se concluye que v = 6x + 6 y w = 6z — 3. Realizando los ultimos
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calculos se obtiene que

g-=x-5 gF=x—2

h* = 2% — 4z + 2 =22 —2+2=2?42x+2
s* = —4x +5 s =—x+2 =2x+2

t" =4 t* =1

Ademés,

s*g* +t*h* = (—4x +5)(x — 5) + (4)(2? — 4z + 2)
= —42? + T —T+42> — Tz +8
=1

como esperabamos.

Algoritmo 2 Método de Graeffe [16, Theorem 13.12]

Entrada: Un polinomio fo(z) € Fa[x] de grado n sin raices multiples y tal que
f2(0) # 0.
Salida: Un polinomio f(x) el levantamiento de Hensel de fa(z).
1. Escriba fo(z) = e(x) — d(z) donde e(z) solo contiene términos de f con expo-
nenete par y d(z) con los de exponenete impar.
2: Calcule en Zy4x] el polinomio

{+ [(e(2))? = (d(z))?]  si grad(e) > grad(d)
— [(e(x))? = (d(x))?] si grad(e) < grad(d)

3: Cambie x2 por z en f(z?).

En los siguientes dos ejemplos se emplea el Algoritmo 2 para realizar el levan-
tamiento de Hensel del polinomio dado.

Ejemplo 4.12. Calcular el levantamiento de Hensel para el polinomio fa(x) =
23+ 2 + 1 € Falx]. Obsérvese que e(x) = 1y d(x) = 23 + x entonces tenemos que
grad(d) > grad(e), asi
2
f@?) =—[(1)? = (+* +2)7]
= — [fx672x47x2+1]
=25 4227 427 — 1.
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Luego, haciendo el cambio de 22 por z en f(z?) tenemos que f(z) = 23 +22%4+2—1.
Veamos que es el levantamiento de Hensel de fo.

fay=a34+222+z—-1=a3+rx—-1=2>+2+1= fo(z).
Ademas, se tiene tras hacer la division larga que
P42+ -1=0 (médz’ —1)
como queriamos probar.

Ejemplo 4.13. Calcular el levantamiento de Hensel para gs(z) = x*+a3+22 +2+1.
Tenemos pues que e(x) = vt +22+1y d(x) = 23+ asi grad(e) > grad(d) entonces

g(ZL‘Q) _ {(334-}-:62—}-1)2— ($3+Jj)2}
= [m8+2x6+m4+2m4+2:ﬂ2+1—1‘6—21‘4—332]
=¥ +2%+at+ 22 +1

de ahi que g(z) = 2* + 2% + 22 + 2 + 1. Tenemos que

ga)=at+ B3+ 22+ 1= 423422 42+ 1 =g(x)
Ademas, se tiene tras hacer la division larga que
et 4t r4+1=0 (méd 2’ —1)

por lo tanto, g es el levantamiento de Hensel de go.

Concluimos esta seccion invitando al lector interesado a consultar el articulo
[13, Definicion 3.4]) para ver una aplicacion del Levantamiento de Hensel sobre la
clase de anillos conmutativos finitos de cadena.
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