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Editor

Fernando Maćıas Romero
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Rodŕıguez
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Presentación

La felicidad que propone este libro por su divulgación, investigación e intercambio de ideas se debe

a la audacia de much́ısimos matemáticos que participaron en la denominada Novena Gran Semana

Nacional de la Matemática (9GSNM), un esfuerzo profesional, consolidado que ha permitido la

participación de personajes de diversas universidades nacionales y extranjeras tanto en el desarrollo

de la 9GSNM como en su memoria escrita, que es el presente libro.

La base ha sido un comité organizador vigoroso emanado de la Academia de Matemáticas de la

Facultad de Ciencias F́ısico Matemáticas trabajando con tanto entusiasmo (semejante a los niños

con golosinas), este resultado no es ni siquiera sietemesino, es normal, de por lo menos nueve meses

de trabajo constante, todo por el amor a la matemática es que ha nacido un ejemplar que nos

brida la sabiduŕıa necesaria para mostrarles parte de nuestros quehaceres cotidianos.

Los caṕıtulos de este libro están agrupados por secciones de acuerdo al área de inspiración en

la 9GSNM, dichos caṕıtulos fueron sometidos a arbitraje riguroso. Agradecemos, con toda el alma,

a todos los árbitros su amabilidad, gentileza, dedicación y trabajo cient́ıfico.

Fernando Maćıas Romero

Editor
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Álgebra

3



4
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Caṕıtulo 1

Códigos de Hamming

Carlos Alberto López Andrade

FCFM, BUAP

Resumen

Los códigos detectores-correctores de errores son el medio por el cual los errores que

pueden ser introducidos en los datos digitales, como resultado de la transmisión a

través de un canal de comunicación, pueden ser corregidos en base a los datos reci-

bidos. Los códigos de Hamming son probablemente entre los códigos correctores de

errores los más famosos. Fueron descubiertos de forma independiente por Marcel Go-

lay en 1949 y Richard Hamming en 1950. Son códigos correctores de un sólo error,

muy fáciles de codificar y decodificar. En este trabajo, a través de un código binario

de Hamming, se introducen los conceptos básicos de la Teoŕıa de Códigos Lineales

Detectores-Correctores de Errores y posteriormente se describen los códigos de Ham-

ming, cabe señalar que este es un caṕıtulo de libro de divulgación, enfocado a introducir

en el tema, de una manera sencilla, a los alumnos de los primeros semestres de las licen-

ciaturas en Matemáticas, Matemáticas Aplicadas, F́ısica, F́ısica Aplicada y Ciencias

de la Computación, entre otros. Este no es un material nuevo, se puede consultar en

los diversos textos citados en las referencias, más śı la forma en que se divulga.

1. Introducción

Todo dispositivo de lectura o grabación de CD’s o DVD’s o unidad de disco duro, emplea

códigos detectores-correctores de errores para proteger los datos grabados, cada llamada telefónica

hecha a través del teléfono móvil los emplea, aśı como cada fotograf́ıa transmitida desde una nave

espacial a la Tierra. Cada paquete transmitido a través de internet tiene una envoltura protectora

de codificación utilizada para determinar si el paquete ha sido recibido correctamente. Incluso en

el comercio cotidiano están presentes los códigos detectores-correctores de errores; por ejemplo,

los códigos de barras que identifican los distintos productos en los supermercados y el ISBN

(International Standard Book Number) para la catalogación de libros.

Varias familias de códigos lineales fueron construidas en los años 50’s y principios de los años

60’s del siglo XX, entre las cuales se encuentran los códigos de Hamming, Golay, Reed-Muller y

los códigos ćıclicos, entre otros.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones.html 5
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6 Carlos Alberto López Andrade

La leyenda dice que Richard Hamming estaba tan frustrado de que la computadora se parara

cada vez que detectaba un error, que se ensimismó en una pila de tarjetas perforadas, pensó en

una forma en la que la computadora fuera capaz no sólo de detectar el error sino también de

corregirlo automáticamente y volvió con su hoy en d́ıa famoso código de Hamming.

La idea en los códigos correctores de errores consiste en añadir información redundante de tal

manera que es posible detectar o incluso corregir errores después de la transmisión. La adición de

un śımbolo de chequeo de paridad permite detectar un error tal como sucede con el código ISBN

para los libros, y el Código Universal de Producto (UPC) para los productos.

En esta sección introductoria ilustramos las ideas centrales de la teoŕıa de la información (cf.

[3]) por medio de un par espećıfico de modelos matemáticos, la fuente simétrica binaria y el canal

śımetrico binario.

La fuente simétrica binaria (la fuente, para abreviar) es un objeto que emite uno de dos posibles

śımbolos, los cuales tomamos como “ 0 ” y “ 1 ”, a una tasa de R śımbolos por unidad de tiempo.

Llamaremos a estos śımbolos bits, una abreviación de d́ıgitos binarios. Los bits emitidos por la

fuente son aleatorios, y un “ 0 ” es igualmente probable de ser emitido que un “ 1 ”.

El canal simétrico binario (CSB para abreviar) es un objeto a través del cual es posible trans-

mitir un bit por unidad de tiempo. Sin embargo el canal no es completamente fiable; hay una

probabilidad fija p (llamada la probabilidad de errores de bits en bruto), 0 ≤ p < 1
2
, de que el bit

de salida no sea el mismo bit de entrada Figura 1.

�� ��
�� ��0

p
❖❖❖

❖❖❖
❖

''❖
❖❖❖

❖❖❖

1−p
//�� ��
�� ��0

�� ��
�� ��1

♣♣♣♣♣♣♣

77♣♣♣♣♣♣♣

1−p
//�� ��
�� ��1

76 5401 23Enviado
�� ��
�� ��Recibido

Figura 1: Canal simétrico binario (CBS)

Ahora imaginemos a dos individuos, el remitente (emisor) y el receptor. El remitente debe

tratar de transmitir al receptor con la mayor precisión posible la salida de la fuente, y el único

v́ınculo de comunicación permitido entre los dos es el CSB descrito arriba.

Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Capı́tulo 1, páginas 5-33



Códigos de Hamming 7

2. Codificación

Los códigos detectores correctores de errores fueron inventados para detectar y corregir errores

producidos por el ruido en los canales de comunicación (cf. [2]). Vamos a codificar mensajes para

darles alguna protección contra errores en el canal. En la Figura 2 se muestra un sistema general

de transmisión de información.

�� ��
�� ��u = u1 . . . uk // C //

�� ��
�� ��x = x1 . . . xn // Canal //

�� ��
�� ��y = x+ e // D //

�� ��
�� ��ū

�� ��
�� ��e = e1 . . . en (ruido)
OO

Figura 2: Sistema general de transmisión de información

Un campo es una estructura algebraica en donde se puede sumar, restar, multiplicar y dividir.

Formalmente un campo es un conjunto F junto con dos operaciones binarias, “ + ” y “ · ”, tales
que

1. F es un grupo abeliano bajo “ + ”, cuyo elemento neutro es 0.

2. Los elementos distintos de cero de F forman un grupo abeliano bajo “ · ”, cuyo elemento

neutro es 1.

3. La ley distributiva a · (b+ c) = a · b+ a · c se cumple.

Un campo es llamado finito o infinito dependiendo de si el conjunto es finito o infinito. Como

ejemplos de campos infinitos tenemos al campo de los números reales, al campo de los números

racionales, al campo de los números complejos y al campo de las funciones racionales definidas

sobre un campo.

Un campo finito extremadamente interesante en todas las aplicaciones digitales es F2 = {0, 1},
definido a través de las operaciones binarias “ + ” y “ · ” dadas por las Tablas de Cayley,

+ 0 1

0 0 1

1 1 0

y

· 0 1

0 0 0

1 0 1

,

es decir, en F2, realizamos aritmética módulo 2.

Sea Fn2 el conjunto de n-adas de elementos de F2, Fn2 es un espacio vectorial sobre F2. Se dice

que C es un código de longitud n sobre F2 o que C es un código binario de longitud n si C es un

Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Capı́tulo 1, páginas 5-33



8 Carlos Alberto López Andrade

subconjunto de Fn2 . Un (n,M)-código C sobre F2 es un código de longitud n y tamaño M . A los

elementos de un código C se les llama palabras-código.

Un bloque de mensaje de k śımbolos u = u1u2 . . . uk (ui ∈ F2) será codificado en una palabra-

código x = x1x2 . . . xn (xi ∈ F2) donde n ≥ k.

Si utilizamos un método de codificación sistemático la primera parte de la palabra-código

consistirá del mensaje mismo x1 = u1, x2 = u2, . . . , xk = uk, seguida por n− k śımbolos compro-

badores o checadores de paridad -bits de redundancia- xk+1, . . . , xn. Los śımbolos comprobadores

son escogidos de manera que las palabras-código x satisfagan

Hxt = 0 (1)

dondeH ∈M(n−k)×n es la matriz comprobadora de paridad estándar omatriz de chequeo de paridad

estándar del código, dada por

H = [A|In−k], (2)

donde A ∈M(n−k)×k(F2) fija e In−k ∈M(n−k)×(n−k)(F2) es la matriz identidad, la aritmética en la

ecuación (1) es realizada módulo 2.

Podemos usar la ecuación (1) como nuestra definición general de código lineal binario.

Definición 2.1. Sea H ∈ M(n−k)×n(F2) arbitraria. Llamamos código lineal binario C con matriz

de chequeo de paridad H al conjunto que consiste de todos los vectores x ∈ Fn2 tales que Hxt = 0,

i.e.,

C = {x ∈ Fn2 : Hxt = 0}.

Es conveniente, pero no esencial, que H tenga la forma mostrada en (2). A lo largo de este

trabajo desarrollamos un ejemplo que nos será útil para ilustrar los distintos conceptos que se

presentarán.

Ejemplo 2.2. Sea

H =




1 1 0 1 1 0 0

1 0 1 1 0 1 0

0 1 1 1 0 0 1


 (3)

en M3×7(F2) la matriz de chequeo de paridad del código lineal H dada como en (2) donde

A =



1 1 0 1

1 0 1 1

0 1 1 1


 , (4)

Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Capı́tulo 1, páginas 5-33



Códigos de Hamming 9

n = 7 y k = 4. Cada palabra-código contiene cuatro śımbolos de mensaje x1, x2, x3, x4 y tres

śımbolos checadores x5, x6, x7 tales que satisfacen las ecuaciones

x1 + x2 + x4 + x5 = 0

x1 + x3 + x4 + x6 = 0 (5)

x2 + x3 + x4 + x7 = 0.

Las ecuaciones (5) son llamadas las ecuaciones de chequeo de paridad, o simplemente chequeos

de paridad del código lineal H. Observemos que la suma de las componentes de toda palabra-

código involucradas en cada una de las ecuaciones debe ser igual a un número par, es decir, debe

sumar 0 módulo 2.

Si el mensaje es u = 0110 entonces los śımbolos de mensaje son x1 = 0, x2 = 1, x3 = 1, x4 = 0

y los śımbolos checadores son x5 = 1, x6 = 1, x7 = 0, aśı, el mensaje u = 0110 está codificado

en la palabra-código x = 0110110, como se puede apreciar la palabra-código comienza con el

mensaje. Como cada uno de los 4 śımbolos de mensaje es 0 o 1, hay 24 mensajes y por ende 24

palabras-códigos.

En la siguiente tabla se exhiben todos y cada uno de los posibles mensajes con su palabra-

código correspondiente y el peso de cada palabra-código, el cual se define como el número de

componentes de x distintas de cero, del código lineal H.

u = u1u2u3u4 x = x1x2x3x4x5x6x7 wt(x) u = u1u2u3u4 x = x1x2x3x4x5x6x7 wt(x)

0000 0000000 0 1000 1000110 3

0001 0001111 4 1001 1001001 3

0010 0010011 3 1010 1010101 4

0011 0011100 3 1011 1011010 4

0100 0100101 3 1100 1100011 4

0101 0101010 3 1101 1101100 4

0110 0110110 4 1110 1110000 3

0111 0111001 4 1111 1111111 7

�

De la Definición 2.1 se desprende que C es un subespacio vectorial de Fn2 ya que si x,y ∈ C

y λ ∈ F2 entonces H(x + y)t = Hxt + Hyt = 0 + 0 = 0 y H(λx)t = Hλxt = λHxt = λ0 = 0,

i.e., H(x + y)t = 0 y H(λx)t = 0 para cada x,y ∈ C y λ ∈ F2, por consiguiente, si x,y ∈ C y

λ ∈ F2 entonces x + y ∈ C y λx ∈ C. De hecho, C es el espacio vectorial de las soluciones de la

ecuación matricial Hxt = 0 o equivalentemente es el espacio vectorial de las soluciones del sistema

de ecuaciones lineales homogéneas que tiene a la matriz de chequeo de paridad H como la matriz

asociada al sistema de ecuaciones lineales homogéneas o equivalentemente es el espacio nulo de la

matriz H .

Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Capı́tulo 1, páginas 5-33



10 Carlos Alberto López Andrade

Ejemplo 2.3. Continuación del Ejemplo 2.2. Sea H la matriz del Ejemplo 2.2, dicha matriz es

equivalente a la matriz escalonada reducida por filas



1 0 1 0 1 0 1

0 1 1 0 1 1 0

0 0 0 1 1 1 1


 . (6)

Deseamos resolver el sistema de ecuaciones lineales homogéneas cuya matriz asociada al sistema

es (6), para ello, tenemos que x3, x5, x6 y x7 son variables libres entonces el sistema de ecuaciones

lineales homogéneas (5) es equivalente a

x1 = x3 + x5 + x7

x2 = x3 + x5 + x6 (7)

x4 = x5 + x6 + x7

cuyo espacio vectorial de soluciones tiene al conjunto

B = {(1, 1, 1, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 1, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 1, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1, 0, 0, 1)}

como una base, tomemos a estos vectores como los vectores fila de la matriz




1 1 1 0 0 0 0

1 1 0 1 1 0 0

0 1 0 1 0 1 0

1 0 0 1 0 0 1


 (8)

la matriz (8) es equivalente a la matriz escalonada reducida por filas

G =




1 0 0 0 1 1 0

0 1 0 0 1 0 1

0 0 1 0 0 1 1

0 0 0 1 1 1 1


 (9)

luego la matriz (9) genera al espacio de soluciones de la ecuación matricial Hxt = 0 donde H es

la matriz dada por (3). Tal espacio de soluciones es el código lineal H cuyas palabras-código están

enlistadas en la Tabla del Ejemplo 2.2, luego la matriz G es una matriz generadora del código lineal

H, la matriz dada por (8) también es una matriz generadora del mismo código lineal. Obsérvese

que la matriz G tiene la forma [I4| −At], i.e.,

G = [I4| − At] (10)

donde A es la matriz dada por (4) y toda x ∈ H es tal que x = uG.

Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Capı́tulo 1, páginas 5-33
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�

Si un código lineal C, usando el método de codificación sistemático, tiene como matriz genera-

dora a G = [Ik| −At] donde A ∈M(n−k)×k(F2) se dice que G es la matriz generadora estándar del

código lineal C.

Proposición 2.4. Si C es un código lineal binario con matriz de chequeo de paridad H =

[A|In−k] ∈ M(n−k)×n(F2), entonces su matriz generadora está dada por G = [Ik| − At] y vice-

versa.

Demostración. Si el mensaje es u = u1 · · ·uk, entonces x = x1 · · ·xn ∈ C es tal que x1 =

u1, . . . , xk = uk, de ah́ı que,



x1
...

xk


 = Ik



u1
...

uk


 .

A partir de (1) y (2), tenemos que

[A|In−k]



x1
...

xn


 = 0

entonces

0 = A



x1
...

xk


+ In−k



xk+1

...

xn




esto implica que,



xk+1

...

xn


 = −A



x1
...

xk


 = −A



u1
...

uk




por consiguiente,




x1
...

xk
xk+1

...

xn




=




Ik



u1
...

uk




−A



u1
...

uk







=

(
Ik
−A

)


u1
...

uk


 , i.e.,



x1
...

xn


 =

(
Ik
−A

)


u1
...

uk


 ,

Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Capı́tulo 1, páginas 5-33



12 Carlos Alberto López Andrade

trasponiendo la última ecuación, obtenemos x = [x1x2 . . . xn] = [u1 . . . uk][Ik| − At] = uG, donde

G = [Ik| −At].
Por lo tanto,

x = uG, (11)

“ u ” es el mensaje y “ x ” la palabra-código correspondiente.

De (11) se sigue que un código lineal binario C es el espacio fila de su matriz generadora.

Proposición 2.5. Si C es un código lineal binario con matriz de chequeo de paridad H =

[A|In−k] ∈M(n−k)×n(F2), entonces dim C = k y |C| = 2k.

Demostración. Como rango(H) = n−k entonces nulidad(H) = n−(n−k) = k, por consiguiente,

dim C = k y toda palabra-código se puede escribir como combinación lineal de k vectores en C,

i.e., x =
∑k

i=1 αixi donde αi ∈ F2 y xi ∈ C, i = 1, . . . , k. Hay 2k de tales combinaciones lineales,

por lo tanto, |C| = 2k.

Definición 2.6. Un [n, k]-código lineal sobre F2 es un subespacio k-dimensional del espacio vec-

torial n-dimensional Fn2 ; n es llamado la longitud del código y k la dimensión.

Usualmente la matriz de chequeo de paridad H de un [n, k]-código lineal C es una matriz de

tamaño (n− k)× n de la forma H = [A|In−k], sin embargo, H no necesariamente debe tener esta

forma ya que si H es equivalente a una matriz escalonada reducida por filas H ′, entonces el espacio

nulo de H ′ es igual al espacio nulo de H , a saber, C. Aśı H ′ también es una matriz de chequeo de

paridad del [n, k]-código lineal C.

Un chequeo de paridad en un [n, k]-código lineal C es cualquier vector fila h tal que hxt = 0 para

cada palabra-código x ∈ C. Cualquier conjunto maximal de n− r chequeos de paridad linealmente

independientes pueden ser usados como las filas de una matriz de chequeo de paridad H de C. Por

otro lado, cualquier conjunto maximal de k palabras-código linealmente independientes tomadas

de un código dado C pueden ser usadas como las filas de una matriz generadora para ese código.

Definición 2.7. Sea C un [n, k]-código lineal sobre F2. Una matriz G cuyo espacio fila es igual a

C es llamada una matriz generadora para C. Rećıprocamente, si G es una matriz con entradas en

F2, su espacio fila es llamado el código lineal generado por G.

Hay una estrecha relación entre la matriz de chequeo de paridad y la matriz generadora de un

código lineal como se puede observar a través de la siguiente proposición.

Proposición 2.8. Si C es un [n, k]-código lineal sobre F2 con matriz de chequeo de paridad H y

matriz generadora G entonces HGt = 0 o GH t = 0.

Demostración. Como x = uG para cada x ∈ C y u ∈ Fk2 entonces xt = Gtut, pero Hxt = 0, de

ah́ı que, 0 = Hxt = HGtut, i.e., 0 = HGtut para cada u ∈ Fk2, por consiguiente, HGt = 0 o bien,

GH t = 0.
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3. Decodificación

Supóngase que el mensaje u = u1 . . . uk es codificado en la palabra-código x = x1 . . . xn la

cual es enviada por el canal, debido al ruido del canal, el vector recibido y = y1 . . . yn quizá sea

diferente de x. Definimos el vector error

e = y − x = e1 . . . en. (12)

Si al recibir la palabra codificada después del env́ıo por el canal de comunicación el i-ésimo

śımbolo es correcto, ei = 0 y tiene probabilidad 1 − p, por otro lado, si el i-ésimo śımbolo es

equivocado ei = 1 con probabilidad p donde p es tal que 0 ≤ p < 1
2
. Aśı, describimos la acción del

canal diciendo que distorsiona la palabra-código x al sumarle el vector error e.

La decodificación Figura 2 debe decidir a partir de y que mensaje u o (usualmente más simple)

que palabra-código x fue transmitida. Por supuesto es suficiente si la decodificacción encuentra e,

pues x = y−e. Ahora bien, la decodificación nunca puede ser positiva si no sabemos lo que e fue.

Por consiguiente, la estrategia será escoger el vector error e más probable dado que y fue recibido.

Dadas las palabras-código todas son igualmente probables, esta estrategia es óptima en el sentido

de que minimiza la probabilidad de que la decodificación hecha sea equivocada, y es llamada

decodificación probabiĺıstica máxima. Para describir cómo funciona el decodificador, necesitamos

las siguientes definiciones y sus derivados.

Definición 3.1. La distancia de Hamming entre dos vectores x = (x1, . . . , xn) y y = (y1, . . . , yn)

en Fn2 , lo cual denotamos por d(x,y), se define como

d(x,y) = |{i|1 ≤ i ≤ n, xi 6= yi}| (13)

Definición 3.2. El peso de Hamming de un vector x = (x1, . . . , xn) ∈ Fn2 , lo cual denotamos por

wt(x), se define como

wt(x) = |{i|1 ≤ i ≤ n, xi 6= 0}| (14)

De las definiciones 3.1 y 3.2 se sigue que d(x,y) = wt(x− y), ya que si s = d(x,y), entonces

hay s coordenadas en las que x y y difieren y n− s coordenadas en las que x y y coinciden luego

en la diferencia x− y hay n− s ceros y s coordenas distintas de cero, aśı wt(x− y) = s.

Definición 3.3. Definimos la intersección de vectores binarios x = (x1, . . . , xn) y y = (y1, . . . , yn)

como el vector x ∗ y = (x1y1, . . . , xnyn), el cual tiene 1’s sólo donde x y y los tienen.

Lema 3.4. Si x = (x1, . . . , xn),y = (y1, . . . , yn) ∈ Fn2 entonces

wt(x+ y) = wt(x) + wt(y)− 2wt(x ∗ y).
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14 Carlos Alberto López Andrade

Demostración. Sean wt(x) = p y wt(y) = q, supóngase, sin pérdida de generalidad que 0 ≤ p ≤
q ≤ n. Si 0 = p = q entonces x = 0 = y y el resultado es trivialmente cierto. Si 0 = p < q entonces

x = 0 y x+y = y, de ah́ı que, wt(x+y) = q, además x∗y = 0 y wt(x∗y) = 0, por consiguiente,

wt(x+y) = q = 0+q−2·0 = wt(x)+wt(y)−2wt(x∗y), i.e., wt(x+y) = wt(x)+wt(y)−2wt(x∗y).
Si 0 < p ≤ q y r = wt(x ∗ y) entonces x y y coinciden en r coordenadas, de ah́ı que, r ≤ p ≤ q.

Hay p − r coordenadas con 1’s en x ninguna de las cuales coincide con q − r coordenadas con

1’s en y. Entonces, al sumar x y y se obtienen r coordenadas con 0’s y hay (p − r) + (q − r)

coordenadas con 1’s, las coordenadas restantes tienen 0’s, aśı, wt(x + y) = p + q − 2r, por otro

lado, wt(x)+wt(y)−2wt(x∗y) = p+q−2r, por lo tanto, wt(x+y) = wt(x)+wt(y)−2wt(x∗y),
con lo cual queda establecido el resultado.

Teorema 3.5. La función d : F2 × F2 → N ∪ {0} dada por d(x,y) satisface las siguientes propie-

dades para toda x,y, z en Fn2 .

1. d(x,y) ≥ 0 y d(x,y) = 0 śı y sólo si x = y,

2. d(x,y) = d(y,x),

3. d(x,y) ≤ d(x, z) + d(z,y).

Por lo tanto, (Fn2 , d) es un espacio métrico.

Demostración. Sean x,y en Fn2 , si x = y entonces d(x,y) = 0. Si x 6= y entonces x y y difieren

en al menos una coordenada, de ah́ı que, d(x,y) ≥ 1 > 0. De cualquier forma, para cualquier x,y

en Fn2 , d(x,y) ≥ 0. Ahora bien, si d(x,y) = 0, esto significa que hay cero coordenadas en las que

x y y difieren, es decir, x = y. Por consiguiente, d(x,y) = 0 śı y sólo si x = y. Por otro lado,

d(x,y) = |{i|1 ≤ i ≤ n, xi 6= yi}| = |{i|1 ≤ i ≤ n, yi 6= xi}| = d(y,x), i.e., d(x,y) = d(y,x).

Finalmente, como wt(x− y) = wt(x+ y) y 2z = 0 tenemos que:

d(x,y) = wt(x− y)

= wt(x+ y)

= wt(x+ 2z+ y)

= wt((x+ z) + (z+ y))

= wt(x+ z) + wt(z+ y)− 2wt((x+ z) ∗ (z+ y))

≤ wt(x+ z) + wt(z+ y)

= wt(x− z) + wt(z− y)

= d(x, z) + d(z,y)
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de ah́ı que, d(x,y) ≤ d(x, z) + d(z,y). Por lo tanto, d es una distancia, llamada distancia de

Hamming y (Fn2 , d) resulta un espacio métrico.

Los errores en cada coordenada ocurren con probabilidad p, si consideramos las palabras-código

x del [7, 4]-código lineal H del Ejemplo 2.2 y si v es algún vector fijo de peso a, 0 ≤ a ≤ 7, entonces

la probabilidad de que e = v es pa(1− p)7−a, i.e.,

Prob{e = v} = pa(1− p)7−a (15)

por ejemplo;

Prob{e = 0000000} = (1− p)7 (0 errores o 7 éxitos en los siete śımbolos),

Prob{e = 0100000} = p(1− p)6 (1 error o 6 éxitos en los siete śımbolos),

Prob{e = 0110000} = p2(1− p)5 (2 errores o 5 éxitos en los siete śımbolos).

Como p < 1
2
, tenemos 2p < 1, i.e., p < 1−p, o bien, 1−p > p, de donde, (1−p)7 = (1−p)6(1−

p) > (1−p)6p, i.e., (1−p)7 > p(1−p)6 pero p(1−p)6 = p(1−p)5(1−p) > p(1−p)5p = p2(1−p)5
entonces p(1− p)6 > p2(1− p)5, etc.

De ah́ı que, (1− p)7 > p(1− p)6 > p2(1− p)5 > . . . Por consiguiente, un vector error particular

de peso 1 es más probable que un vector error particular de peso 2, y aśı sucesivamente.

Aśı, la estrategia de decodificación consiste en decodificar y como la palabra-código x más

cercana (más cercana con respecto a la distancia de Hamming), esto es, escoger el vector error e que

tiene peso más pequeño, esto es llamado decodificación de vecino más cercano. Por consiguiente,

en un CSB, decodificación probabiĺıstica máxima y decodificación de vecino más cercano son

equivalentes.

Un esquema de decodificación de fuerza bruta para un [n, k]-código lineal binario C consiste en

comparar y con todas las 2k palabras-código y escoger la más cercana, esto es viable para códigos

pequeños pero si k es grande ¡esto es imposible!

El tercer parámetro importante de un código C, además de la longitud y dimensión, es la

distancia mı́nima de Hamming entre sus palabras-código.

Definición 3.6. La distancia mı́nima de Hamming (ó distancia mı́nima) de C, lo cual denotamos

por d (ó dmı́n(C)), se define como

d = mı́n{d(u,v) : u,v ∈ C,u 6= v}, (16)

o bien,

d = mı́n{wt(u− v) : u,v ∈ C,u 6= v} (17)
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16 Carlos Alberto López Andrade

Un código lineal C de longitud n, dimensión k y distancia mı́nima d será llamado un [n, k, d]-

código lineal.

Teorema 3.7. La distancia mı́nima de un código lineal C es el peso mı́nimo de cada palabra-código

diferente de cero.

Demostración. Sea d la distancia mı́nima de un código lineal C, i.e., d = mı́n{d(u,v) : u,v ∈
C,u 6= v} = mı́n{wt(u− v) : u,v ∈ C,u 6= v}, como u,v ∈ C y u 6= v entonces w := u−v ∈ C y

w 6= 0, de ah́ı que, mı́n{wt(u−v) : u,v ∈ C,u 6= v} = mı́n{wt(w) : w ∈ C,w 6= 0}, por lo tanto,

d = mı́n{wt(w) : w ∈ C,w 6= 0}.

La distancia mı́nima del código lineal H de los Ejemplos 2.2 y 2.3 es d = 3, por consiguiente,

el código lineal H es un [7, 4, 3]-código lineal.

La distancia mı́nima del código juega un papel esencial en la respuesta a la pregunta ¿cuántos

errores puede corregir un código?, pero antes de responder dicha pregunta damos la siguiente

definición.

Definición 3.8. La esfera (ó esfera de Hamming) de radio r y centro u, lo cual denotamos por

Br(u), se define como

Br(u) = {v ∈ Fn2 : d(u,v) ≤ r}. (18)

Teorema 3.9. Un código C con distancia mı́nima d (o peso mı́nimo d) puede corregir [1
2
(d− 1)]

o menos errores.

Demostración. Sea t = [1
2
(d− 1)] (t es el mayor entero menor o igual a 1

2
(d− 1)), si una palabra-

código x es transmitida y ocurren t o menos errores, la palabra recibida y se encontrará en la

esfera de radio t alrededor de la palabra-código transmitida x, para que el código pueda corregir

t errores o menos verifiquemos que las esferas de radio t con centro en las palabras-código son

disjuntas. Sean x1,x2 ∈ C y supóngase que Bt(x1) ∩ Bt(x2) 6= ∅, entonces existe v ∈ F tal que

v ∈ Bt(x1) y v ∈ Bt(x2), por consiguiente,

d(x1,x2) ≤ d(x1,v) + d(v,x2) ≤ t+ t = 2t,

i.e., d(x1,x2) ≤ 2t pero d ≤ d(x1,x2) ≤ 2t entonces d ≤ 2t. Dado que t ≤ 1
2
(d − 1), puesto que

t = [1
2
(d − 1)], tenemos que 2t ≤ d − 1 luego d ≤ 2t ≤ d − 1, de ah́ı que, d ≤ d − 1, lo cual es

absurdo. En consecuencia, las esferas de radio t con centro en las palabras-código son disjuntas.

De manera que, la palabra recibida y está más cerca de x que de cualquier otra palabra-código u.

Aśı, la decodificación de vecino más cercano corregirá estos errores.
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El código lineal H es un [7, 4, 3]-código lineal corrector de un único error.

La matriz de chequeo de paridad H de un [n, k]-código lineal C resulta ser una herramienta

útil para la decodificación. Si x es transmitida, x es una palabra código luego Hxt = 0. Si el canal

provoca algunos errores, esto es, si e 6= 0 entonces es muy probable que Hyt 6= 0 donde y es la

palabra recibida. El vector s = Hyt es llamado el śındrome. El śındrome depende sólo del vector

error e y no de la palabra código transmitida ya que si s = Hyt = H(x+e)t = Hxt+Het = Het,

i.e., s = Het. El śındrome proporciona cierta información sobre e, pero no la suficiente. Esto es

debido a que para un s ∈ Fn2 fijo, el conjunto de soluciones de Het = s forma una clase del código

C.

Definición 3.10. Sea C un [n, k]-código lineal sobre F2, para cualquier vector a ∈ Fn2 , el conjunto

a+ C = {a+ x : x ∈ C} (19)

es llamado una clase de C

Proposición 3.11. Sea C un [n, k]-código lineal binario. Entonces

1. Todo vector b ∈ Fn2 está en alguna clase.

2. Dos vectores a y b están en la misma clase śı y sólo si a− b ∈ C

3. Cada clase contiene 2k vectores.

Demostración. Sea b ∈ Fn2 , b = b + 0 ∈ b + C, ya que 0 ∈ C, i.e., b ∈ b + C. Aśı, todo vector

b ∈ Fn2 está en alguna clase. Supóngase que a,b ∈ u+C para algún u ∈ Fn2 entonces a = u+x1 y

b = u+x2 para algunos x1,x2 ∈ C luego a−b = (u+x1)− (u+x2) = x1−x2 ∈ C, i.e., a−b ∈ C.

Rećıprocamente, si a− b ∈ C entonces a− b = x para algún x ∈ C, luego a = b+ x ∈ b+ C, de

ah́ı que, a ∈ b+ C pero b ∈ b + C, por consiguiente, a,b ∈ b + C. Finalmente, como C tiene 2k

palabras-código distintas entonces a+C tiene 2k vectores distintos, ya que si a+x1 = a+x2 para

x1 6= x2 en C entonces x1 = x2, lo cual es absurdo.

Definición 3.12. Sea C un [n, k]-código lineal binario, se define la relación ∼ en Fn2 , de la siguiente
manera, a ∼ b śı y sólo si a− b ∈ C.

Proposición 3.13. La relación ∼ en Fn2 es una relación de equivalencia.

Demostración. Veamos que:

1. Para cada a ∈ Fn2 , a ∼ a.

2. a ∼ b implica que b ∼ a
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18 Carlos Alberto López Andrade

3. a ∼ b y b ∼ c implica a ∼ c

Para cada a ∈ Fn2 , a−a = 0 ∈ C entonces a−a ∈ C, por consiguiente, a ∼ a. Supóngase que a ∼ b

entonces a−b ∈ C, esto implica que, −(a−b) ∈ C luego b−a ∈ C, de ah́ı que, b ∼ a. Finalmente,

supóngase que a ∼ b y b ∼ c entonces a − b ∈ C y b − c ∈ C luego (a − b) + (b − c) ∈ C,

i.e., a− c ∈ C, por consiguiente, a ∼ c ∈ C, en consecuencia, la relación ∼ en Fn2 es una relación

reflexiva,simétrica y transitiva. Por lo tanto, ∼ es una relación de equivalencia.

Definición 3.14. La clase de equivalencia de a para la relación de equivalencia ∼ en Fn2 , lo cual

se denota por [a], se define como

[a] = {v ∈ Fn2 : v ∼ a}

Proposición 3.15. Para cada a ∈ Fn2 , [a] = a+ C

Demostración.

v ∈ [a] ⇔ v ∼ a

⇔ v − a ∈ C

⇔ v − a = x para algún x ∈ C

⇔ v = a+ x para algún x ∈ C

⇔ v ∈ a+ C

La relación de equivalencia ∼ en Fn2 induce una partición de Fn2 en clases de equivalencia no

vaćıas y disjuntas por parejas.

Como |Fn2 | = 2n, |a + C| = 2k y Fn2 = ∪{a + C : a ∈ Fn2}, tenemos que, 2n = | ∪ {a + C :

a ∈ Fn2}| = r2k donde r es el número de clases de equivalencia en Fn2 , luego 2n = r2k, de ah́ı que,

r = 2n−k. Hay 2n−k clases de C, correspondientes a los 2n−k posibles śındromes s. Aśı, una vez que

el receptor calcula s, reduce su búsqueda para e de 2n a 2k posibilidades, a saber, los elementos

de la clase correspondiente a s.

El Algoritmo 1 muestra cómo funciona el śındrome en el decodificador, al menos en principio.

Por supuesto el paso 2 en este algoritmo representa una gran cantidad de trabajo. Sin embargo,

si k y n − k son relativamente pequeños, es posible implementar el paso 2 v́ıa un procedimiento

de una tabla de búsqueda, el cual describimos abajo.

Aśı la estrategia del decodificador es, dado y, escoger un vector de peso mı́nimo ê en la clase

que contiene a s, y decodificar a y como x̂ = y − ê. El vector de peso mı́nimo en una clase es
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Algoritmo 1 Algoritmo de la función del śındrome en la decodificación para un CBS

Input: Palabra recibida y

Output: Estimado de la palabra-código transmitida x̂

1: Calcular el śındrome s = Hyt

2: Encontrar el vector de peso mı́nimo en la clase que contiene a s y lo denotamos por ê

3: Calcular el estimado de la palabra-código transmitida x̂ = y − ê

llamado ĺıder de clase. (Si hay más de un vector de peso mı́nimo en la clase se escoge uno de

manera aleatoria y se le llama ĺıder de clase.)

La tabla de búsqueda o también llamada arreglo estándar se construye de la siguiente manera;

la primera fila consiste del código C (la clase 0 + C), con la palabra código 0 en la izquierda:

x(1) = 0, x(2), . . . , x(j) (j = 2k)

y las otras filas son las 2n−k − 1 clases ai + C, arregladas en el mismo orden y con el ĺıder de clase

en la izquierda:

ai + x(1), ai + x(2), . . . , ai + x(j) (i = 1, . . . , 2n−k − 1)

El decodificador usa la tabla de búsqueda de la siguiente manera: cuando y es recibido su

posición en la tabla es ubicada, entonces el decodificador decide que el vector error ê es el ĺıder

de la clase encontrada en el extremo izquierdo de y, y y es decodificada como la palabra-código

x̂ = y − ê encontrada en la cima de la columna que contiene a y

Teorema 3.16. (Propiedades del śındrome) Para un [n, k]-código lineal binario C con matriz de

chequeo de paridad H ∈M(n−k)×n, sea s = Hyt el śındrome de la palabra recibida y. Entonces

1. s es un vector columna de longitud n− k.

2. Si e = (e1, e2, . . . , en) ∈ Fn2 y eij = 1 para ij ∈ {1, 2, . . . , n}, j = 1, . . . , t, es tal que y = x+e

entonces

s =
t∑

j=1

Hij (20)

donde (Hij es la ij-ésima columna de H), i.e., el śındrome s es igual a la suma de las

columnas de H en donde los errores ocurren.

3. Dos vectores están en la misma clase de C śı y sólo si ellos tienen el mismo śındrome.

4. Hay una correspondencia uno a uno entre los śındromes y las clases.
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Demostración. La primera propiedad es inmediata a partir de la definición del śındrome. Sea

{vi}ni=1 la base canónica de Fn2 , dado e ∈ Fn2 tenemos que e =
∑n

i=1 eivi donde ei ∈ F2. Entonces

s = Hyt

= Het

= H(
n∑

i=1

eivi)
t

= H(
t∑

j=1

eijvij )
t

= H(

t∑

j=1

eijv
t
ij
)

=

t∑

j=1

eijHvtij

=
t∑

j=1

Hij

donde Hij es la ij-ésima columna de H. Sean u1 y u2 dos vectores en Fn2 denotamos syn(u1) y

syn(u2) los śındromes de u1 y u2 respectivamente.

u1,u2 ∈ u1 + C ⇔ u1 − u2 ∈ C

⇔ H(u1 − u2)
t = 0

⇔ Hut1 = Hut2

⇔ syn(u1) = syn(u2).

La última propiedad se sigue de que como hay 2n−k clases distintas hay 2n−k śındromes distintos.

Observación 3.17. De la segunda propiedad del Teorema 3.16 tenemos que s es llamado el

śındrome debido a que da los śıntomas de los errores.

Ejemplo 3.18. Continuación del Ejemplo 2.3. En la Figura 3 exhibimos la tabla de búsqueda del

[7, 4, 3]-código lineal binario H de nuestro Ejemplo (2.2 y 2.3). Cuando y = 1111100 es recibido

el decodificador decide que el vector error ĺıder de la clase ê es el vector 0010000 que se encuentra

en la segunda columna de la fila que contiene a y, i.e., ê = 0010000, aśı, y es decodificada como

x̂ = y − ê = 1111100 − 0010000 = 1101100 que está ubicada en la segunda fila de la columna

que contiene a y, de ah́ı que, el estimado del mensaje correspondiente a esa palabra-código es

û = 1101.

Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Capı́tulo 1, páginas 5-33
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Figura 3: Tabla de búsqueda del [7, 4, 3]-código lineal binario H
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Definición 3.19. Se dice que dos códigos C1 y C2 son equivalentes si uno se obtiene a partir del

otro por una permutación de sus coordenadas.

Ejemplo 3.20. Continuación del Ejemplo 2.3. Las columnas de la matriz de chequeo de paridad

H =




1 1 0 1 1 0 0

1 0 1 1 0 1 0

0 1 1 1 0 0 1




del [7, 4, 3]-código lineal binario H son los vectores columna (śındromes) que aparecen en la Figura

3, excepto el primero, tomados siguiendo el orden de arriba hacia abajo, estas columnas corres-

ponden a todos los vectores distintos de cero en F3
2. Consideremos los números 1, 2, . . . , 7 en su

representación binaria, i.e.,

1 = 1 · 20 + 0 · 21 + 0 · 22

2 = 0 · 20 + 1 · 21 + 0 · 22

3 = 1 · 20 + 1 · 21 + 0 · 22

4 = 0 · 20 + 0 · 21 + 1 · 22

5 = 1 · 20 + 0 · 21 + 1 · 22

6 = 0 · 20 + 1 · 21 + 1 · 22

7 = 1 · 20 + 1 · 21 + 1 · 22

tomando los bits de las representaciones binarias de estos números vamos a construir los vectores

columna de una matriz de chequeo de paridad

H3 =



0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1


 . (21)

Las matrices H y H3 dadas arriba generan el mismo código (salvo equivalencia), a saber, el famoso

[7, 4, 3]-código lineal binario de Hamming H3. En la Figura 4 exhibimos las palabras-código de los

códigos lineales H y H3 asociados a las matrices de chequeo de paridad H y H3 respectivamente,

H3 se puede obtener a partir de H permutando en H la quinta coordenada por la séptima.

�
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H

0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 1 1 0

1 1 0 0 0 1 1

0 1 0 0 1 0 1

0 1 1 0 1 1 0

1 1 1 0 0 0 0

1 0 1 0 1 0 1

0 0 1 0 0 1 1

0 0 1 1 1 0 0

1 0 1 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 0 0 1

0 1 0 1 0 1 0

1 1 0 1 1 0 0

1 0 0 1 0 0 1

0 0 0 1 1 1 1

H3

0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 1 1

1 1 0 0 1 1 0

0 1 0 0 1 0 1

0 1 1 0 0 1 1

1 1 1 0 0 0 0

1 0 1 0 1 0 1

0 0 1 0 1 1 0

0 0 1 1 0 0 1

1 0 1 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1

0 1 1 1 1 0 0

0 1 0 1 0 1 0

1 1 0 1 0 0 1

1 0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 1 1 1

Figura 4: Los códigos lineales H y H3 son equivalentes

4. Códigos binarios de Hamming

A continuación se definen los códigos binarios de Hamming. Sean r ≥ 2, n = 2r−1 y Fr2, como

|Fr2 \ {0}| = 2r − 1, hay 2r − 1 r-tuples binarios distintos de cero.

Definición 4.1. Definimos la r × (2r − 1) matriz de chequeo de paridad Hr cuyas columnas,

en orden, son los bits de las representaciones binarias de los números 1, 2, . . . , 2r − 1 (i.e., Hr

está formada por el conjunto de todos los r-tuples binarios distintos de cero como sus columnas).

El código lineal binario de Hamming Hr de longitud n = 2r− 1 (r ≥ 2) es el espacio de soluciones

del sistema lineal homogéneo dado por la matriz Hr.

Teorema 4.2. Hr es un [n = 2r − 1, k = 2r − 1− r, 3]-código lineal binario.

Demostración. Sabemos que el rango(H) ≤ r pero hay r columnas linealmente independientes,

entonces rango(H) = r, por consiguiente, dim(nulidad(H)) = n− r = 2r − 1 − r. Ahora veamos

que Hr tiene peso mı́nimo mayor o igual a 3. Sea {vi}ni=1 la base canónica de Fn2 donde n =

2r − 1 y sea y ∈ Fn2 . Si wt(y) = 1 tenemos que y = vi para algún i ∈ {1, 2, . . . , n} entonces

syn(y) = Hyt = Hi, por (20), donde Hi es alguna columna de H , en consecuencia, Hi 6= 0 ya que

Hi ∈ Fn2 \ {0}, de ah́ı que, syn(y) 6= 0. Por lo tanto, si wt(y) = 1 entonces y /∈ Hr. Si wt(y) = 2
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entonces y = vi+vj con i 6= j luego syn(y) = Hyt = Hi+Hj, otra vez por (20), donde Hi,Hj son

columnas distintas de H . Supongamos que syn(y) = 0 entonces Hi + Hj = 0, por consiguiente,

Hi = Hj, lo cual es absurdo, en consecuencia, syn(y) 6= 0. Por lo tanto, si wt(y) = 2 entonces

y /∈ Hr. Sólo resta demostrar que para cada x ∈ Hr, wt(x) ≥ 3, para esto vamos a exhibir que

Hr tiene una palabra-código de peso 3. Sean H1 y H2 las dos primeras columnas de la matriz de

chequeo de paridad H . Como H1 6= H2 tenemos que H1 +H2 6= 0 entonces H1 +H2 = Hi para

alguna i ∈ {3, . . . , n}. Si x = v1+v2+vi entonces wt(x) = 3 y syn(x) = Hxt = H1+H2+Hi, una

vez más por (20), i.e., wt(x) = 3 y syn(x) = 0, por consiguiente, x ∈ Hr y wt(x) = 3. Aśı para

cada x ∈ Hr, wt(x) ≥ 3 y existe una palabra-código de peso 3. En consecuencia, dmı́n(Hr) = 3.

Por lo tanto, Hr es un [n = 2r − 1, k = 2r − 1− r, 3]-código lineal binario.

Cualquier reordenamiento de las columnas de Hr da un código equivalente, y por lo tanto uno

cualquiera de estos códigos equivalentes será llamado el código binario de Hamming de longitud

n = 2r − 1 y denotado por Hr o H2(r).

Los códigos lineales binarios de Hamming pertenecen a una clase de códigos extremadamente

exclusiva, los códigos perfectos. Los únicos otros códigos lineales binarios perfectos son los códigos

de repetición y el [23, 12, 7] código de Golay G23 (cf. [3],[2],[4],[1]).

Definición 4.3. Sea C = {x1, . . . ,xM} un código de longitud n sobre F2, se dice que C es un

código perfecto si existe un entero positivo t tal que las esferas de Hamming de radio t y centro

en las palabras-código cubren a Fn2 sin traslaparse, i.e., si existe t ∈ N tal que Fn2 = ∪Mi=1Bt(xi) y

Bt(xi) ∩ Bt(xj) = ∅ siempre que i 6= j.

Teorema 4.4. Los códigos lineales binarios de Hamming Hr son códigos perfectos.

Demostración. Como la dim(Hr) = n− r = 2r− 1− r tenemos que |Hr| = 2n−r = 22
r−1−r y dado

que dmı́n(Hr) = 3 entonces el código lineal binario de Hamming Hr puede corregir t = 1 error, de

la demostración del teorema 3.9 se sigue que Bt(xi) ∩ Bt(xj) = ∅ siempre que i 6= j. Ahora bien,

|Bt(0)| = n+ 1 = 2r − 1 + 1 = 2r, de ah́ı que, |Bt(xi)| = 2r para cada i ∈ {1, . . . , 2n−r}. Entonces

| ∪2n−r

i=1 Bt(xi)| =

2n−r∑

i=1

|Bt(xi)|

=
2n−r∑

i=1

2r

= 2n−r · 2r

= 2n

= |Fn2 |.

Aśı, ∪2n−r

i=1 Bt(xi) = Fn2 , con lo cual queda demostrado el teorema.
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Hr es un código lineal binario corrector de error-único y es único salvo equivalencia, fácil de

codificar y decodificar.

5. Códigos de Hamming sobre Fq

De manera similar, los códigos de Hamming Hq,k (ó Hq(k)) pueden ser definidos sobre un

campo finito arbitrario Fq, donde q = pn, p-primo y n ∈ N.
Para construir los códigos de Hamming sobre Fq se dan algunas definiciones básicas.

Definición 5.1. Sea H ∈ M(n−k)×n(Fq) arbitraria. Llamamos código lineal de longitud n sobre

Fq con matriz de chequeo de paridad H al conjunto C que consiste de todos los vectores x ∈ Fnq
tales que Hxt = 0, i.e.,

C = {x ∈ Fnq : Hxt = 0}.

Definición 5.2. Sea C un código lineal sobre Fq. Una matriz G cuyo espacio fila es igual a C es

llamada una matriz generadora para C. Rećıprocamente, si G es una matriz con entradas en Fq,
su espacio fila es llamado el código lineal sobre Fq generado por G.

Se enuncian sin demostración las siguientes proposiciones ya que sus pruebas son análogas a

las dadas en la Sección 1

Proposición 5.3. Si C es un código lineal sobre Fq con matriz de chequeo de paridad estándar

H = [A|In−k] ∈M(n−k)×n(Fq), entonces su matriz generadora estándar está dada por G = [Ik|−At]
y viceversa.

Proposición 5.4. Si C es un código lineal con matriz de chequeo de paridad H = [A|In−k] ∈
M(n−k)×n(Fq), entonces dim C = k y |C| = qk.

Definición 5.5. Un [n, k]-código lineal sobre Fq es un subespacio k-dimensional del espacio vec-

torial Fnq ; n es llamado la longitud del código y k la dimensión.

Los conceptos de distancia de Hamming, peso de Hamming, distancia mı́nima de Hamming,

esfera de Hamming se pueden definir de manera análoga reemplazando el campo F2 por el campo

Fq.

Teorema 5.6. Sea C un [n, k, d]-código lineal sobre el campo finito Fq con matriz de chequeo

de paridad H. Entonces d es el entero más pequeño r para el cual hay r columnas linealmente

dependientes en H. (Aśı, H tiene d columnas linealmente dependientes, pero cualesquiera d − 1

columnas son linealmente independientes.)
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Demostración. SeanH1,H2, . . . ,Hn las columnas de H y supóngase que una elección particular de

w de tales columnas son linealmente dependientes. Entonces existen coeficientes x1, x2, . . . , xn ∈ Fq
con exactamente w de ellos distintos de cero para los cuales x1H1 + x2H2 + · · · + xnHn = 0,

esto es equivalente a xH t = 0 donde x = (x1, x2, . . . , xn), i.e., Hxt = 0 entonces x ∈ C, por

consiguiente, x tiene peso w y dmin(C) = wt(C) ≤ w. Rećıprocamente, si x es una palabra-código

de peso w, entonces, Hxt = 0, i.e., xH t = 0 y por consiguiente w columnas de H son linealmente

dependientes.

De acuerdo al Teorema 5.6 la distancia mı́nima de un [n, k] código lineal sobre Fq con matriz

de chequeo de paridad H es el entero positivo d para el cual existen d columnas linealmente

dependientes en H . Por consiguiente, la matriz de chequeo de paridad de un [n, k, 3] código lineal

sobre Fq tiene la propiedad de que ningun par de sus columnas son linealmente dependientes, esto

es, ninguna columna es un múltiplo escalar de cualquier otra columna, sin embargo algún conjunto

de tres columnas es linealmente dependiente.

Vamos a construir una matriz de chequeo de paridad con estas propiedades. Primero escogemos

cualquier columna diferente de cero H1 en V1 = Fkq , después escogemos cualquier columna diferente

de cero H2 ∈ V2 = V1 − {αH1 : α 6= 0}, enseguida escogemos cualquier columna diferente de cero

H3 ∈ V3 = V1 − {αH1 : α 6= 0} ∪ {αH2 : α 6= 0}, continuamos escogiendo columnas diferentes

de cero y descartamos todos los múltiplos escalares diferentes de cero de la columna escogida

hasta que todas las columnas hayan sido descartadas, esto se realiza en un número finito de pasos,

digamos n. Como hay qk − 1 k-tuples distintos de cero en Fkq y |{αHi : α 6= 0}| = q − 1 entonces

n(q − 1) = qk − 1, de ah́ı que, n = (qk − 1)/(q − 1). Por otro lado, todo par de columnas Hi

y Hj , i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j son linealmente independientes pero para cada α, β ∈ Fq \ {0},
αHi 6= βHj entonces αHi − βHj 6= 0, de ah́ı que, αHi − βHj = γHk para algún γ ∈ Fq \ {0}
y Hk, k 6= i, j, k ∈ {1, . . . , n}, por consiguiente, αHi − βHj − γHk = 0, esto es, Hi,Hj,Hk son

columnas linealmente dependientes.

En resumen, construimos una matriz de chequeo de paridad con n = (qk−1)/(q−1) columnas,

para las cuales ningún par de columnas son linealmente dependientes, pero algún conjunto de tres

columnas es linealmente dependiente. La matriz resultante, conocida como matriz de Hamming de

orden k es la matriz de chequeo de paridad de un [n, n−k, 3] código lineal sobre Fq con parámetros

n = (qk − 1)/(q− 1), n− k = (qk − 1)/(q− 1)− k y d = 3, que es conocido como un código q-ario

de Hamming de orden k y es denotado por Hq(k).

Obsérvese que la elección de las columnas no es única, y aśı, hay muchas matrices de Hamming

diferentes y códigos de Hamming con el mismo conjunto de parámetros. Sin embargo, cualquier

matriz de Hamming puede ser obtenida de cualquier otra (con los mismos parámetros) permutando

las columnas y multiplicando algunas columnas por escalares diferentes de cero. Por consiguiente,

cualesquiera dos códigos de Hamming del mismo tamaño son múltiplos escalares equivalentes.

Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Capı́tulo 1, páginas 5-33
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El Teorema 3.9 se establece de manera análoga para códigos sobre Fq, usando este hecho

demostramos el siguiente teorema.

Teorema 5.7. Los [n, n− k, 3] códigos lineales q-arios de Hamming Hq(k) son perfectos.

Demostración. Como d = 3 es la distancia mı́nima del código de Hamming Hq(k) entonces Hq(k)

puede corregir t = 1 o menos errores. Luego B1(x) ∩B1(y) = ∅ siempre que x,y ∈ Hq(k), x 6= y.

Hay un total de qn−k esferas del tipo B1(x), x ∈ Hq(k) (una por cada palabra-código). Por otro

lado, la esfera de radio 1 alrededor de la palabra-código cero contiene a este vector y a los n vectores

de peso 1 y sus múltiplos diferentes de cero, es decir, q − 1, hay un total de n(q − 1) + 1 vectores

en B1(0), esto es, |B1(0)| = n(q − 1) + 1 = [(qk − 1)/(q − 1)](q − 1) + 1 = qk. Para cualquier otra

palabra-código x ∈ Hq(k), |B1(x)| = qk ya que cada vector en la esfera B1(x), puede ser obtenido

sumando x a un vector en la esfera B1(0). Aśı, para cada x ∈ Hq(k), |B1(x)| = qk. Por lo que,

|
⋃

x∈Hq(k)

B1(x)| =
∑

x∈Hq(k)

|B1(x)|

=
∑

x∈Hq(k)

qk

=

qn−k∑

i=1

qk

= qn−kqk

= qn

esto es, |⋃x∈Hq(k)
B1(x)| = qn, en consecuencia, las esferas de Hamming de radio 1 y con centro

en las palabras-código cubren el espacio. Por lo tanto, los [n, n − k, 3] códigos lineales q-arios de
Hamming Hq(k) son perfectos.

Veamos algunos ejemplos de códigos lineales q-arios de Hamming.

Ejemplo 5.8. Sea F3 = {0, 1, 2} el campo ternario cuyas Tablas de Cayley son:

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

y

· 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1

La caracteŕıstica del campo F3 es 3, esto es, 3 es el menor entero positivo tal que 3a = 0 para

cada a ∈ F3. Sea k = 2 y tenemos que q = 3 entonces n = (qk − 1)/(q− 1) = (32− 1)/(3− 1) = 4,
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de ah́ı que, |Fn3 | = |F4
3| = 34 Sean V1 = F2

3,

c1 =

(
1

0

)
∈ V1,

c2 =

(
0

1

)
∈ V1 \ {

(
1

0

)
,

(
2

0

)
},

c3 =

(
1

1

)
∈ V1 \ {

(
1

0

)
,

(
2

0

)
∪ {
(
0

1

)
,

(
0

2

)
},

c4 =

(
1

2

)
∈ V1 \ {

(
1

0

)
,

(
2

0

)
∪ {
(
0

1

)
,

(
0

2

)
∪ {
(
1

1

)
,

(
2

2

)
}.

Tomamos a las columnas ci’s en el orden c3, c4, c1, c2 para formar la matriz de chequeo de

paridad estándar

H =

(
1 1 1 0

1 2 0 1

)

de un [4, 2, 3] código lineal ternario de Hamming H3(2), cuya matriz generadora estándar es:

G =

(
1 0 −1 −1
0 1 −1 −2

)
=

(
1 0 2 2

0 1 2 1

)
.

De manera que toda palabra-código x ∈ H3(2) se puede escribir como combinación lineal de

las filas de la matriz generadora, esto es, para cada x ∈ H3(2),

x = uG = u1(1022) + u2(0121)

donde ui ∈ F3, i ∈ {1, 2, 3}, hay 32 de tales combinaciones lineales, de ah́ı que, |H2(2)| = 9. En la

Figura 5 enlistamos todas las palabras-código del código lineal ternario de Hamming H3(2) con

su peso respectivo.

x wt(x) x wt(x) x wt(x)

0000 0 0121 3 0212 3

1022 3 2011 3 1110 3

2220 3 1201 3 2102 3

Figura 5: Palabras-código del código lineal ternario de Hamming H3(2)

�
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Ejemplo 5.9. Sea F22 = {0, 1, α, α2 = 1+ α} un campo cuaternario cuyas Tablas de Cayley son:

+ 0 1 α α2

0 0 1 α α2

1 1 0 α2 α

α α α2 0 1

α2 α2 α 1 0

y

· 0 1 α α2

0 0 0 0 0

1 0 1 α α2

α 0 α α2 1

α2 0 α2 1 α

Obsérvese que la caracteŕıstica del campo F22 es 2 y que se satisface la relación α2+α+1 = 0.

Además, sea k = 2, y tenemos que q = 22 entonces n = (qk − 1)/(q − 1) = (24 − 1)/(22 − 1) = 5,

de ah́ı que, |F n
22 | = |F 5

22 | = 45. Sean V1 = F2
22 ,

c1 =

(
1

0

)
∈ V1,

c2 =

(
0

1

)
∈ V1 \ {

(
1

0

)
,

(
α

0

)
,

(
α2

0

)
},

c3 =

(
1

1

)
∈ V1 \ {

(
1

0

)
,

(
α

0

)
,

(
α2

0

)
} ∪ {

(
0

1

)
,

(
0

α

)
,

(
0

α2

)
},

c4 =

(
1

α

)
∈ V1 \ {

(
1

0

)
,

(
α

0

)
,

(
α2

0

)
} ∪ {

(
0

1

)
,

(
0

α

)
,

(
0

α2

)
} ∪ {

(
1

1

)
,

(
α

α

)
,

(
α2

α2

)
},

c5 =

(
α

1

)
∈ V1 \ {

(
1

0

)
,

(
α

0

)
,

(
α2

0

)
} ∪ {

(
0

1

)
,

(
0

α

)
,

(
0

α2

)
} ∪ {

(
1

1

)
,

(
α

α

)
,

(
α2

α2

)
} ∪

{
(
1

α

)
,

(
α

α2

)
,

(
α2

1

)
}.

Tomamos a las columnas ci’s en el orden c3, c4, c5, c1, c2 para formar la matriz de chequeo de

paridad estándar

H =

(
1 1 α 1 0

1 α 1 0 1

)

de un [5, 3, 3] código lineal cuaternario de Hamming H4(2), cuya matriz generadora estándar

es:

G =



1 0 0 −1 −1
0 1 0 −1 −α
0 0 1 −α −1


 =



1 0 0 1 1

0 1 0 1 α

0 0 1 α 1


 .
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De manera que toda palabra-código x ∈ H4(2) se puede escribir como combinación lineal de las

filas de la matriz generadora, esto es, para cada x ∈ H4(2),

x = uG = u1(10011) + u2(0101α) + u3(001α1)

donde ui ∈ F22 , i ∈ {1, 2, 3}, hay 43 de tales combinaciones lineales, de ah́ı que, |H4(2)| = 64. En

la Figura 6 enlistamos todas las palabras-código del código lineal cuaternario de Hamming H4(2)

con su respectivo peso.

x wt(x) x wt(x) x wt(x) x wt(x)

00000 0 001α1 3 0101α 3 10011 3

00αα2α 3 0α0αα2 3 α00αα 3 00α21α2 3

0α20α21 3 α200α2α2 3 0α10α 3 01αα0 3

10ααα2 4 α010α2 3 1α0α2α 4 α10α20 3

0α2110 3 01α201 3 10α20α 3 α2011α 4

1α20α0 3 α210α1 4 011α2α2 4 101α20 3

1100α2 3 0αα11 4 α0α10 3 αα001 3

0α2α2αα 4 α20α2α0 3 α2α200α 3 111αα 5

αααα2α2 5 α2α2α211 5 α1111 5 1α11α2 5

11αα21 5 α21100 3 1α2101 4 11α210 4

1αα00 3 α1α0α 4 αα1α0 4 α2αααα 5

αα2αα1 5 ααα21α 5 1αα2α1 5 1α2α1α 5

α1α2αα2 5 αα21α2α 5 α21α1α2 5 α2α1α21 5

0αα2α20 3 0α2α0α2 3 α0α2α21 4 αα201α2 4

α20α01 3 α2α010 3 1α2α2α2α2 5 α21α2α2α 5

α2α21αα2 5 αα2α200 3 α2αα20α2 4 α2α2αα20 4

Figura 6: Palabras-código del código lineal cuaternario de Hamming H4(2)

�

6. Códigos simplex

A continuación se define el concepto de código dual C⊥ de un código C, los duales de los códigos

de Hamming Hq(k) son llamados códigos simplex q-arios.

Definición 6.1. Sean u = (u1, u2, . . . , un) y v = (v1, v2, . . . , vn) vectores en Fnq . El producto
escalar de u y v, se denota por u · v y está definido por u · v = u1v1 + u2v2 + · · · + unvn. Dos

palabras-código u y v son ortogonales si u · v = 0.
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Definición 6.2. Si C es un Fq-código lineal su código dual u ortogonal C⊥ puede ser definido como

el conjunto de vectores que son ortogonales a todas las palabras-código de C, es decir,

C
⊥ =

{
u ∈ Fnq : u · v = 0 para todo v ∈ C

}
.

Un Fq-código lineal C es auto-dual si C = C⊥

Teorema 6.3. Si C es un [n, k] código lineal sobre Fq que tiene matriz generadora G y matriz de

chequeo de paridad H entonces C⊥ tiene matriz generadora H y matriz de chequeo de paridad G,

además, C⊥ es un [n, n− k] código lineal sobre Fq.

Demostración. Sea G la matriz generadora de C entonces para cada v ∈ C, v =
∑k

i=1 αiGi, donde

αi ∈ Fq, Gi es la i-ésima fila de G y además, Gi ∈ C, para i ∈ {1, . . . , k}. Supóngase que u ∈ Fnq
es tal que uGt = 0 entonces 0 = uGt = [u · G1 . . . u · Gk], de ah́ı que, u · Gi = 0 para cada

i ∈ {1, . . . , k}. Como

u · v = u · (
k∑

i=1

αiGi) =
k∑

i=1

αi(u ·Gi) = 0

i.e., u·v = 0, tenemos que, u ∈ C⊥. Ahora bien, supóngase que u ∈ C⊥ entonces u·Gi = 0 para cada

i ∈ {1, . . . , k} ya que Gi ∈ C pero Gt = [Gt
1 . . . G

t
k], por consiguiente, uG

t = [u ·G1 . . . u ·Gk] =

[0 . . . 0] = 0, i.e., uGt = 0. Por lo tanto, C⊥ = {u ∈ Fnq : uGt = 0} = {u ∈ Fnq : Gut = 0}.
Aśı, la matriz generadora G del código lineal C es la matriz de chequeo de paridad del código dual

C⊥. Como C⊥ es el espacio de soluciones de un sistema lineal homogéneo de k ecuaciones con n

indeterminadas cuya matriz asociada al sistema tiene rango k entonces C⊥ es generado por n− k
vectores en Fnq linealmente independientes, por consiguiente, C⊥ es un [n, n−k] código lineal sobre

Fq. Por otro lado, como GH t = 0 tenemos que 0 = G[H t
1 . . . H

t
n−k] entonces GH

t
i = 0 para cada

i ∈ {1, . . . n−k}, de ah́ı que, Hi ∈ C⊥ para cada i ∈ {1, . . . n−k}, pero rango(H) = n−k = dimC⊥,

por consiguiente, las filas de H forman una base para C⊥, esto es, H es una matriz generadora de

C⊥. Aśı la matriz de chequeo de paridad H del código lineal C es la matriz generadora del código

dual C⊥, con lo cual queda demostrado el teorema.

Definición 6.4. El código dual del código lineal q-ario de Hamming Hq(k) es llamado un código

simplex q-ario.

Por el Teorema anterior, el código simplex q-ario del [n, n−k, 3] código lineal q-ario de Hamming

Hq(k) es un [n, n− (n− k)] = [n, k] código lineal.

Ejemplo 6.5. El código binario de Hamming H2(r) es un [2r − 1, 2r − 1 − r, 3] código lineal

entonces el código simplex binario H2(r)
⊥ es un [2r − 1, r] código lineal, cuya matriz generadora

es la matriz de chequeo de paridad Hr del código H2(r) dada en la Definición 4.1.
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Ejemplo 6.6. El código binario simplex H⊥3 del [7, 4, 3] código binario de Hamming H3 del

Ejemplo 3.20 es un [7, 3] código lineal cuya matriz generadora es la matriz de chequeo de paridad

H3 dada por (21).

En la Figura 7 enlistamos las palabras-código del código H⊥3 con su peso respectivo.

x wt(x) x wt(x) x wt(x) x wt(x)

0000000 0 1010101 4 0110011 4 1100110 4

0001111 4 1011010 4 0111100 4 1101001 4

Figura 7: Palabras-código del código simplex binario del código de Hamming H3

�

Ejemplo 6.7. Sea el [4, 2, 3] código lineal de Hamming ternario H3(2) del Ejemplo 5.8, el [4, 2]

código simplex ternario H3(2)
⊥ del código H3(2) tiene como matriz generadora a la matriz de

chequeo de paridad de H3(2), a saber,

H =

(
1 1 1 0

1 2 0 1

)
.

En la Figura 8 enlistamos las palabras-código del código H3(2)
⊥ con su peso respectivo.

x wt(x) x wt(x) x wt(x)

0000 0 1201 3 2102 3

1110 3 2011 3 0212 3

2220 3 0121 3 1022 3

Figura 8: Palabras-código del código simplex ternario del código de Hamming H3(2)

�

Ejemplo 6.8. Sea el [5, 3, 3] código lineal de Hamming cuaternario H4(2) del Ejemplo 5.9, el [5, 2]

código simplex cuaternario H4(2)
⊥ del código H4(2) tiene como matriz generadora a la matriz de

chequeo de paridad de H4(2), a saber,

H =

(
1 1 α 1 0

1 α 1 0 1

)
.

En la Figura 9 enlistamos las palabras-código del código H4(2)
⊥ con su peso respectivo.
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Los pesos de las palabras-código distintas de cero de los códigos simplex q-arios de los Ejemplos

6.6, 6.7 y 6.8 son 4 = 2k−1, (k = 3), 3 = 3k−1, (k = 2) y 4 = 4k−1, (k = 2), respectivamente.

x wt(x) x wt(x) x wt(x) x wt(x)

00000 0 1α101 4 11α10 4 αα2α0α 4

ααα2α0 4 α21α20α2 4 α2α21α20 4 0α2α211 4

α2α01α 4 α20αα1 4 011αα 4 1α20αα2 4

10α2α2α 4 α011α2 4 α10α21 4 0ααα2α2 4

Figura 9: Palabras-código del código simplex cuaternario del código de Hamming H4(2)

�

7. Conclusiones

En este caṕıtulo de libro de divulgación se introducen los conceptos básicos de la Teoŕıa de

Códigos Lineales Detectores-Correctores de Errores a través del código binario de Hamming H3,

se definen los códigos binarios de Hamming y se describen sus parámetros, posteriormente se

construyen los códigos q-arios de Hamming perfectos y se describen sus códigos duales llamados

códigos simplex q-arios.
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Relaciones Canónicas de Conmutación en el Cálculo

Estocástico Cuántico
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Garduño Castañeda2

FCFM, BUAP1, Departamento de Matemáticas, UAM-Iztapalapa2

Resumen

En el estudio del Cálculo Estocástico Cuántico existe una relación canónica de con-

mutación (RCC) que satisfacen los procesos de Creación y Aniquilación. Esta relación

tiene dos formas equivalentes, conocidas como forma infinitesimal y de Weyl, y están

presentes en muchos modelos de la f́ısica-matemática.

En este documento presentamos una caracterización de estas RCC, proponiendo condi-

ciones necesarias y suficientes en el espacio de Hilbert donde actúan. Como consecuen-

cia, obtenemos las representaciones expĺıcitas de las relaciones canónicas concernientes

a los procesos de creación y aniquilación.

1. Introducción

A principios del siglo pasado, las teoŕıas recientes de la F́ısica Moderna demostraron que las

ideas de la Mecánica Clásica eran insuficientes para modelar fenómenos subatómicos. Estas mis-

mas insuficiencias se presentaron con las ideas tradicionales de la Teoŕıa de la Probabilidad. Es

aśı como a mediados de los 50, J. Von Neumann establece los principios de la Teoŕıa de la Proba-

bilidad Cuántica.

Siguiendo las ĺıneas de desarrollo de la Probabilidad Clásica, en esta nueva teoria matemática

se constituyeron ideas de un Cálculo Estocástico. En 1984, en [3], R. L. Hudson y K. R. Partha-

sarathy publican el trabajo considerado la obra seminal del Cálculo Estocástico Cuántico, dando

impulso al estudio de los procesos de Markov cuánticos, y exponen una generalización de la Fórmu-

la de Ito, conocida como Fórmula de Ito Cuántica, que tuvo pronto enormes aplicaciones en F́ısica,

y especialmente en Óptica Cuántica.
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Desde entonces se ha escrito diversa bibliograf́ıa sobre el tema. Por ejemplo, en [1], A. M.

Cheboratev presenta la Probabilidad Cuántica desde un punto de vista moderno; por su parte, en

[2], R. L. Hudson desarrolla la teoŕıa de Integración Estocástica Cuántica, mientras que, en [6],

K. R. Parthasarathy hace un estudio exhaustivo del Cálculo Estocástico Cuántico.

Este caṕıtulo está fuertemente basado en estas últimas dos obras. En la Sección 2 brindamos

algunos resultados generales del Análisis Funcional y la Teoŕıa de Operadores, de los cuales omi-

timos las demostraciones por tratarse de resultados conocidos, y definimos el Espacio de Fock,

que es el espacio de Hilbert donde se trabajará. En la Sección 3 se presentan los operadores de

Creación y Aniquilación, los cuales constituyen las transformaciones fundamentales en el Cálculo

Estocástico Cuántico. En las Secciones 4 y 5 se estudian las Relaciones Canónicas de Conmutación

del Cálculo Estocástico Cuántico, estableciendo condiciones para garantizar su unicidad. Final-

mente, en la Sección 6 deducimos la Isometŕıa de Ito como una aplicación original de las relaciones

canónicas de conmutación, y presentamos una generalización de un resultado relacionado con el

proceso cuántico de posición.

El trabajo es casi autocontenido y, por cuestiones de espacio, los únicos temas que no hemos

desarrollado son productos tensoriales de espacios de Hilbert e integración estocástica clásica, dan-

do las referencias que consideramos convenientes.

2. El Espacio de Fock

En esta sección construiremos el espacio de Fock, F(H), asociado a un espacio de Hilbert H .

Este espacio es el universo donde trabajaremos a lo largo del caṕıtulo. Para ello, es necesario

comenzar con conceptos del Análisis Funcional.

Sea H un espacio de Hilbert. Un operador en H es una pareja (T,D(T )) donde D(T ) es un

subespacio vectorial de H llamado dominio de T y T : D(T ) → H es una transformación lineal.

Se dice que (T,D(T )) es densamente definido si D(T ) es denso en H . La gráfica del operador

(T,D(T )) es el conjunto G(T ) = {(u, Tu) : u ∈ D(T )}. Es claro que G(T ) es un subespacio

vectorial de H
⊕

H .

(T,D(T )) es cerrado si su gráfica es un subconjunto cerrado de H
⊕

H , y cerrable si existe

un operador (T ,D(T )) en H tal que G(T ) = G(T ). Este último es único y es llamado operador

cerradura de (T,D(T )).
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Si (T1, D(T1)) y (T2, D(T2)) son dos operadores en H , se define su suma como D(T1 + T2) =

D(T1) ∩ D(T2) y (T1 + T2)φ = T1φ + T2φ para cualquier φ ∈ D(T1 + T2). Si D(T1) ⊆ D(T2) y

T1φ = T2φ para todo φ ∈ D(T1), se dice que (T2, D(T2)) es una extensión de (T1, D(T1)) o que

(T1, D(T1)) es una restricción de (T2, D(T2)). Esta relación se denota como T1 ⊆ T2 o T2 ⊇ T1.

T1 ⊆ T2 si y sólo si G(T1) ⊆ G(T2), de donde si T es cerrable, entonces T ⊆ T .

Si (T,D(T )) es densamente definido, definimos el conjunto D(T ∗) como

D(T ∗) = {v ∈ H : sup
u∈D(T ),‖u‖=1

|〈v, Tu〉| <∞}.

En otras palabras, v ∈ D(T ∗) si y sólo si el mapeo u 7→ 〈v, Tu〉, con dominio D(T ), es continuo.

Como D(T ) es denso, una aplicación del Teorema de Riesz muestra que existe un único v∗ ∈ H tal

que 〈v, Tu〉 = 〈v∗, u〉 para todo u ∈ D(T ). Denotemos por T ∗v a v∗. D(T ∗) es un espacio vectorial

y T ∗ : D(T ∗) → H es lineal. Se define el operador adjunto de (T,D(T )) como (T ∗, D(T ∗)). Si

(T,D(T )) es densamente definido, se dice que es autoadjunto si T = T ∗ y D(T ) = D(T ∗).

En adelante haremos un abuso de lenguaje y nos referiremos al operador (T,D(T )) simple-

mente como T , enfatizando su dominio cuando sea necesario. No es dif́ıcil demostrar el siguiente

Teorema 2.1. Sea T densamente definido. Entonces T es cerrable si y sólo si T ∗ es densamente de-

finido. En este caso, (T ∗)∗ es el operador tal que G((T ∗)∗) = G(T ), o en otras palabras, T = (T ∗)∗.

El siguiente resultado es el más importante que usaremos del Análisis Funcional. Debemos

mencionar que Parthasarathy lo considera uno de los dos más importantes dentro de su obra [6].

Su demostración puede consultarse en dicho texto, págs. 92-93.

Teorema 2.2. Sean S1 y S2 conjuntos totales en los espacios de Hilbert H1 y H2 respectiva-

mente. Supongamos que U0 : S1 → S2 es un mapeo que preserva el producto interno. Es de-

cir, 〈U0u, U0v〉 = 〈u, v〉 para cualesquiera u, v ∈ H1. Entonces existe una única isometŕıa lineal

U : H1 → H2 que extiende a U0. Si además U0 es sobreyectiva, entonces U es un isomorfismo

unitario de H1 sobre H2.

Por otra parte, sea H un conjunto diferente del vaćıo. Un mapeo K : H ×H→ C tal que

∑

i,j

αiαjK(xi, xj) ≥ 0
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para cualesquiera αi ∈ C y xi ∈ H, i = 1, 2, · · · , n, es llamado kernel semidefinido positivo en H,

o simplemente kernel en H.

Si H es un conjunto finito, digamos H = {x1, x2, · · · , xn}, un kernel K en H es una matriz

semidefinida positiva, la cual viene dada por (K(xi, xj))i,j. Por lo tanto, si H es infinito, entonces

K es un kernel en H si y sólo si para cualquier subconjunto finito {x1, x2, · · · , xn} ⊆ H, la matriz

((ai,j))i,j, donde ai,j = K(xi, xj), es semidefinida positiva. Si H es un espacio de Hilbert con pro-

ducto interno 〈·, ·〉, entonces K : H ×H→ C dado por K(x, y) = 〈x, y〉 es un kernel en H.

Teorema 2.3 (Existencia de Parejas de Gelfand). Sea H cualquier conjunto no vaćıo y K un

kernel en H. Entonces existen un espacio de Hilbert H, no necesariamente separable, y un mapeo

λ : H→ H tales que

(i) El conjunto {λ(x) : x ∈ H} es total en H y

(ii) K(x, y) = 〈λ(x), λ(y)〉 para todos x, y ∈ H.

Si H ′ es otro espacio de Hilbert y λ′ : H→ H ′ es un mapeo que satisfacen (I) y (II), entonces

existe un isomorfismo unitario U : H → H ′ tal que Uλ(x) = λ′(x) para todo x ∈ H.

Una demostración de este resultado puede encontrarse en [6], págs. 92-93. La pareja (H, λ)

determinada únicamente, salvo isomorfismo unitario, por el kernel K en H es llamada pareja de

Gelfand asociada a K y H.

Sea H un espacio de Hilbert. El mapeo K : H×H → C dado por K(f, g) = e〈f,g〉 es un kernel.

Al espacio de Hilbert determinado por K en H y al mapeo λ asociado según el Teorema 2.3 se

les denota por Fs(H) y e respectivamente y, si f ∈ H , se dirá que e(f) es el vector exponencial1

asociado a f , o bien, que es el vector exponencial de f . En particular, e(0) es llamado vector vaćıo.

Al mapeo e se le llama mapeo exponencial. Al conjunto E(H) := span{e(f) : f ∈ H} se le conoce

como dominio exponencial, y también es denotado por E. Por el mismo Teorema 2.3, el conjunto

{e(h) : h ∈ H} es total en Fs(H). Fs(H) es llamado Espacio de Fock Simétrico o Espacio de Boso-

nes de H . Por brevedad, en este trabajo dicho espacio será denotado por F(H) y lo nombraremos

simplemente Espacio de Fock asociado a H , o espacio de Fock cuando no haya peligro de confusión.

Notemos además que si f, g ∈ H , entonces, por definición de vectores exponenciales, 〈e(f), e(g)〉
= e〈f,g〉. De lo anterior se deduce que ‖e(f)‖ = e‖f‖

2/2 y, por lo tanto, el mapeo exponencial es

1O también llamado vector coherente
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continuo y no hay dos vectores exponenciales que sean ortogonales entre śı. Más aún, ningún vector

exponencial es el vector nulo de F(H) y e(0) es el único vector exponencial de norma 1.

Una propiedad interesante del mapeo exponencial es la capacidad de transformar a cualquier

espacio de Hilbert en un espacio con una cantidad no numerable de vectores linealmente indepen-

dientes sin ser ortogonales.

Teorema 2.4. Sea F(H) el espacio de Fock asociado a un espacio de Hilbert H. Los elementos

del conjunto {e(h) : h ∈ H} ⊆ F(H) son linealmente independientes.

Otra propiedad del mapeo exponencial, y quizá la más importante dentro de la Integración

Estocástica Cuántica, es el rompimiento que hace de sumas directas a productos tensoriales, co-

nocida como propiedad exponencial. Esto es:

Teorema 2.5 (Propiedad Exponencial). Sea H un espacio de Hilbert tal que H = H1

⊕
H2,

donde H1 y H2 son dos subespacios cerrados de H. Entonces F(H) = F(H1)
⊗

F(H2). Más aún,

E(H) = E(H1)
⊗

E(H2)

Algunas pruebas de los dos resultados anteriores pueden encontrarse en [6], págs. 126-127. De

esta manera, si h1 y h2 son elementos de H ortogonales entre śı, entonces e(h1+h2) = e(h1)⊗e(h2),
o bien, en notación de coordenadas, e(h1, h2) = e(h1)⊗ e(h2).

Para el lector que desconozca sobre productos tensoriales, una buena introducción puede ser

[6], en donde las construcciones que se dan van encaminadas precisamente al estudio posterior del

Cálculo Estocástico Cuántico.

Por otra parte, en la misma obra, Parthasarathy desarrolla el estudio del espacio de Fock

simétrico a través de los espacios de vectores con un número finito de part́ıculas H⊗n, el cual es

un espacio de Hilbert. En este sentido, considera el mapeo ẽ : H →⊕∞
n=0H

⊗n dado por

ẽ(f) =
∞⊕

n=0

f⊗n√
n!
,

y el Espacio de Fock (simétrico) puede ser definido como la cerradura del espacio vectorial ge-

nerado por {ẽ(f) : f ∈ H}. Aqúı, H⊗n denota el producto tensorial H ⊗ · · · ⊗H︸ ︷︷ ︸
nveces

, y f⊗n tiene

un significado análogo. Es importante señalar que este enfoque y el que aqúı presentamos son
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equivalentes. De esta manera, dada f ∈ H , tenemos tres formas de entender al vector exponencial

asociado a f :

• Como la imagen de f en el sentido de las parejas de Gelfand.

• Como e(f) =
⊕∞

n=0 f
⊗n/
√
n!.

• En forma de coordenadas e(f) =
(
1, f, f⊗2/

√
2!, · · · , f⊗n/

√
n!, · · ·

)
.

Nótese que es fácil reconocer si un vector es exponencial o no, ya que su primer coordenada

siempre es el escalar 1. Además e(0) = (1, 0, 0, · · · ).

Luego, si H = C, es fácil ver que F(C) = ℓ2 con e(z) =
(
1, z, z2/

√
2!, · · ·

)
.

Para terminar esta sección, veamos una primera aplicación del Teorema 2.2.

Proposición 2.6. Sean H1 y H2 dos espacios de Hilbert isomorfos. Entonces existe un isomorfismo

unitario U : F(H1) → F(H2). Más aún, si T : H1 → H2 es un isomorfimo y e y ẽ son los

mapeos exponenciales asociados a H1 y H2, respectivamente, podemos escoger U de tal manera

que Ue(h) = ẽ(Th) para toda h ∈ H1.

Demostración. Sean S1 = {e(h) : h ∈ H1}, el cual es total en F(H1), y S2 = {ẽ(Th) : h ∈ H1}.
Como T (H1) = H2, entonces S2 es el conjunto de vectores exponenciales asociados a H2 y, por

tanto, es total en F(H2).

Tomemos U0 : S1 → S2 dado por U0e(h) = ẽ(Th). Por la independencia lineal de los vectores

exponenciales y la inyectividad de T se tiene que U0 está bien definido. Luego, si f, h,∈ H1,

entonces

〈U0e(f), U0e(h)〉 = 〈ẽ(Tf), ẽ(Th)〉
= e〈Tf,Th〉

= e〈f,h〉

= 〈e(f), e(h)〉.

Por lo tanto, U0 es un mapeo sobreyectivo entre los conjuntos totales S1 y S2, de modo que

puede extenderse a un isomorfismo unitario U : F(H1) → F(H2) tal que Ue(h) = ẽ(Th) para
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cualquier h ∈ H1.

3. Operadores de Creación y Aniquilación en el Espacio

de Fock

Sea F(H) un espacio de Fock fijo. Dado que los elementos de e(H) son linealmente independien-

tes y E(H) = span{e(f) : f ∈ H}, podemos definir operadores en e(H) y extenderlos linealmente

a todo E(H) para obtener operadores densamente definidos. De esta forma, sea u ∈ H . Definamos

los operadores ea(u) y ea
†(u) como

ea(u)e(f) = exp 〈u, f〉e(f) y ea†(u)e(f) = e(f + u).

Extendamos de manera lineal estos mapeos a E(H). Con abuso de notación, denotemos de la

misma forma a los operadores obtenidos.

Teorema 3.1. Los operadores ea(u) y ea
†(u) son acotados si y sólo si u = 0.

Demostración. Es claro que si u = 0, entonces ea(0) = I = ea
†(0) y, por tanto, hay acotamiento.

Afirmamos que ea(u) no es acotado para u 6= 0. En efecto, supongamos lo contrario. Entonces ea(u)

se puede extender de manera única y continua a todo el espacio de Fock F(H). Denotemos de la

misma forma la extensión. Notemos que todo vector exponencial e(f) es eigenvector de ea(u) con

eigenvalor asociado e〈u,f〉. Luego, si f = λu, con λ ∈ R, tendremos eigenvalores tan grandes como

deseemos (ya que eλ〈u,u〉 es la exponencial real con variable λ).

Como ea(u) es acotado, su espectro es compacto y, por tanto, acotado. En particular, su conjun-

to de eigenvalores lo es. Pero hemos mostrado que podemos tener eigenvalores tan grandes como

queramos. Esto muestra que dicho operador no es acotado.

Veamos que ea
†(u) no es acotado para u 6= 0. Supongamos lo contrario. Entonces existe un

M > 0 tal que para todo f ∈ H se tiene ‖ea†(u)e(f)‖ ≤ M‖e(f)‖ = eke‖f‖
2/2, donde ek = M (k

existe por ser M > 0).

Por otra parte,

‖ea†(u)e(f)‖ = ‖e(f + u)‖ = e‖f+u‖
2/2 = e‖f‖

2/2+‖u‖2/2−Re〈u,f〉.

De todo lo anterior se desprende que existe k tal que, para toda f ∈ H ,

e‖f‖
2/2+‖u‖2/2−Re〈u,f〉 ≤ ek+‖f‖

2/2.
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Es decir, existe k cumpliendo ‖u‖2/2− Re〈u, f〉 ≤ k, para toda f ∈ H .

Sean λ = 1/2− (k + 1)/‖u‖2 y f = λu. Entonces

k ≥ ‖u‖2
2
− Re〈u, f〉

=
‖u‖2
2
− Re〈u, λu〉

=
‖u‖2
2
− λ‖u‖2

=

(
1

2
− λ
)
‖u‖2

=

(
1

2
− 1

2
+
k + 1

‖u‖2
)
‖u‖2

= k + 1.

Esta contradicción muestra que ea
†(u) no es acotado para u 6= 0.

Para u ∈ H , definamos un operador a(u) en un dominio D que contenga al dominio exponen-

cial y tal que a(u)e(f) = 〈u, f〉e(f). Este operador es llamado operador de aniquilación con vector

de prueba u. Notemos que a(u) y ea(u) comparten los mismos eigenvectores, y los eigenvalores del

primero son las exponenciales de los eigenvalores del segundo. De ah́ı la notación.

Veamos, primero con un ejemplo particular y luego un teorema, que el mapeo f 7→ e(f) es

derivable en 0.

Ejemplo 3.2. Sabemos que F(C) = ℓ2 y e(z) =
(
1, z, z2/

√
2!, z3/

√
3!, · · ·

)
para cada z ∈ C.

Entonces

e(z + h)− e(z)
h

=
1

h

[(
1, z + h, (z+h)

2

√
2!
, (z+h)

3

√
3!
, · · ·

)
−
(
1, z, z2√

2!
, z3√

3!
, · · ·

)]

=
1

h

(
0, h, (z+h)

2−z2√
2!

, (z+h)
3−z3√
3!

, · · ·
)

=
(
0, 1, 1√

2!

(z+h)2−z2
h

, 1√
3!

(z+h)3−z3
h

, · · ·
)
.

Como la convergencia débil en ℓ2 es la convergencia entrada a entrada, haciendo h→ 0, tenemos
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ĺım
h→0

e(z + h)− e(z)
h

=

(
0, 1,

2z√
2!
,
3z2√
3!
, · · ·

)
.

Llamemos e′(z) al lado derecho de esta igualdad. Hemos probado que, cuando h → 0, la red

{(e(z + h)− e(z)) /h}h∈C converge débilmente a e′(z).

Un cálculo análogo muestra que ‖(e(z + h)− e(z)) /h‖ → ‖e′(z)‖ cuando h tiende a 0. Por

tanto, {(e(z + h)− e(z)) /h}h∈C converge fuertemente a e′(z) cuando h→ 0.

Podemos generalizar este ejemplo para cualquier espacio de Fock:

Teorema 3.3. Sean u, f ∈ H. Entonces la red {[e(f + zu)− e(f)]/z}z∈C es convergente en F(H)

cuando z → 0.

Demostración. Si u = 0 ya terminamos. Supongamos lo contrario. Sea f ∈ H = span{u}⊥⊕ span{u},
con f = f1 ⊕ tu = (f1, tu). Aśı, f + zu = (f1, (t + z)u) y, por la propiedad exponencial,

e(f) = e(f1)⊗ e(tu) y e(f + zu) = e(f1)⊗ e((t+ z)u). Por lo tanto:

e(f + zu)− e(f)
z

=
e(f1)⊗ e ((t+ z)u)− e(f1)⊗ e(tu)

z

= e(f1)⊗
e ((t+ z)u)− e(tu)

z
.

Luego,

ĺım
z→0

e(f + zu)− e(f)
z

= ĺım
z→0

e(f1)⊗ ĺım
z→0

e ((t + z)u)− e(tu)
z

= e(f1)⊗ ĺım
z→0

e ((t + z)u)− e(tu)
z

. (1)

Como C y span{u} son espacios vectoriales de dimensión 1, existe un isomorfismo unita-

rio T : span{u} → C entre ellos. Por la Proposición 2.6, existe un isomorfismo unitario U :

F(span{u})→ F(C) tal que Ue(f) = e(Tf) para cualquier f ∈ span{u}2. Luego,

ĺım
z→0

e ((t+ z)u)− e(tu)
z

= ĺım
z→0

U−1e (T (t+ z)u)− U−1e (T tu)
z

2Obsérvese que estamos haciendo un abuso de notación, ya que e(Tf) hace referencia al vector exponencial

asociado al complejo Tf . Mantendremos este abuso a lo largo de esta demostración.
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= ĺım
z→0

U−1
e ((t+ z)Tu)− e (tTu)

z

= U−1 ĺım
z→0

e ((t + z)Tu)− e (tTu)
z

.

Como Tu ∈ C, aplicando un poco de álgebra y el ejemplo previo, se observa que el ĺımite en la

última ĺınea de la igualdad anterior existe, por lo cual ĺım
z→0

[e((t+ z)u)− e(tu)] /z es un elemento

de F(span{u}). Aśı, los ĺımites en la ecuación (1) existen.

Para cada u ∈ H definamos un operador a†(u) en un dominio D que contenga a los vectores

exponenciales como

a†(u)e(f) = ĺım
z→0

e(f + zu)− e(f)
z

.

Este operador es llamado creación con vector de prueba u. Notemos que no env́ıa al dominio

exponencial en śı mismo.

Teorema 3.4. Si u ∈ H y w ∈ C, entonces a†(wu) = wa†(u) y a(wu) = wa(u). Más aún, el

mapeo u 7→ a†(u) es lineal.

Demostración. El resultado es claro con w = 0, aśı que supongamos w 6= 0.

Para ver que a†(wu) = wa†(u), basta con notar que, si z ∈ C no es 0, entonces

e(f + zwu)− e(f)
z

= w
e(f + zwu)− e(f)

wz

y hacemos z → 0.

Para ver que a(wu) = wa(u), obsérvese que a(wu)e(f) = 〈wu, f〉e(f) = w〈u, f〉e(f) =

wa(u)e(f) para cualquier vector exponencial e(f). En ambos casos, los resultados propuestos

se siguen por extensión lineal.

La aditividad del mapeo u 7→ a†(u) se demuestra de manera análoga.

En particular, a†(iu) = ia†(u) y a(iu) = −ia(u).
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Teorema 3.5. Para cualesquiera u, f, g ∈ H se cumple:

〈e(f), a(u)e(g)〉 = 〈u, g〉〈e(f), e(g)〉
〈e(f), a†(u)e(g)〉 = 〈f, u〉〈e(f), e(g)〉.

Demostración. La primera relación es clara, ya que a(u)e(g) = 〈u, g〉e(g). Para la segunda, sea

z ∈ C, con z 6= 0. Entonces:
〈
e(f),

e(g + zu)− e(g)
z

〉
=

1

z
〈e(f), e(g + zu)− e(g)〉

=
1

z
(〈e(f), e(g + zu)〉 − 〈e(f), e(g)〉)

=
e〈f,g+zu〉 − e〈f,g〉

z

= e〈f,g〉
ez〈f,u〉 − 1

z
.

Al ser el producto interno y e funciones continuas, y notando que en el lado derecho de la igual-

dad anterior tenemos la exponencial compleja, hacemos z → 0 para obtener 〈e(f), a†(u)e(g)〉 =
e〈f,g〉〈f, u〉. Como e〈f,g〉 = 〈e(f), e(g)〉, se tiene la segunda igualdad pedida.

Corolario 3.6. Para cualquier u ∈ H, los operadores a†(u) y a(u) son cerrables.

Demostración. Se sigue de los Teoremas 3.5 y 2.1.

Observación 3.7. Por definición, este corolario significa que existen a†(u) y a(u).

Observación 3.8. Nótese que el Teorema 3.5 y el corolario anterior implican que (a†(u))∗ ⊃ a(u)

y (a(u))∗ ⊃ a†(u). Como a(u) ⊆ a(u) y a†(u) ⊆ a†(u), concluimos que (a†(u))∗e(f) = a(u)e(f) y

(a(u))∗e(f) = a†(u)e(f) para cualquier e(f) ∈ E.

Corolario 3.9. Para cualesquiera u, v, f, g ∈ H se tiene:

〈a(u)e(f), a(v)e(g)〉 = 〈u, f〉〈v, g〉〈e(f), e(g)〉
〈a(u)e(f), a†(v)e(g)〉 = 〈u, f〉〈f, v〉〈e(f), e(g)〉
〈a†(u)e(f), a(v)e(g)〉 = 〈v, g〉〈u, g〉〈e(f), e(g)〉
〈a†(u)e(f), a†(v)e(g)〉 = {〈u, g〉〈f, v〉+ 〈u, v〉}〈e(f), e(g)〉
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y por lo tanto se cumplen las relaciones de conmutación:

〈a†(f)φ1, a(g)φ2〉 − 〈a†(g)φ1, a(f)φ2〉 = 0

〈a(f)φ1, a
†(g)φ2〉 − 〈a(g)φ1, a

†(f)φ2〉 = 0

〈a†(f)φ1, a
†(g)φ2〉 − 〈a(g)φ1, a(f)φ2〉 = 〈f, g〉〈φ1, φ2〉

para cualesquiera φi ∈ E(H).

Un ejercicio bastante sencillo es demostrar que el conjunto C∗ ×H ×H (donde C∗ es el grupo
de complejos sin el cero) es un grupo con la multiplicación dada por

(z, f, u)(w, g, v) = (zw exp〈u, g〉, f + g, u+ v). (2)

Denotemos por A a este grupo. Definamos la función Φ que a cada terna (z, u, v) ∈ A le

asigna el operador Φ(z, u, v) = zea
†(u)ea(u). Se verifica rápidamente que Φ(z, u, v) es un operador

invertible en E(H). Más aún, Φ es una representación del grupo A. Es decir, Φ es un homo-

morfismo de A al grupo de operadores invertibles en el dominio exponencial: Para cada h ∈ H ,

Φ((z, u, v)(w, f, g))e(h) = Φ(z, u, v)Φ(w, f, g)e(h).

Lema 3.10. Φ(z, u, v) es una isometŕıa en el dominio exponencial cuando |z|2 = e−‖u‖
2

y u+v = 0.

Demostración.
〈Φ(z, u, v)e(f),Φ(z, u, v)e(g)〉

= 〈zea†(u)ea(v)e(f), zea†(u)ea(v)e(g)〉
= |z|2〈ea†(u)e〈v,f〉e(f), ea†(u)e〈v,g〉e(g)〉
= |z|2e〈v,f〉+〈v,g〉〈ea†(u)e(f), ea†(u)e(g)〉
= |z|2e〈f,v〉+〈v,g〉〈ea†(u)e(f), ea†(u)e(g)〉
= |z|2e〈f,v〉+〈v,g〉〈e(f + u), e(g + u)〉
= |z|2e〈f,v〉+〈v,g〉e〈f+u,g+u〉
= |z|2e〈f,v〉+〈v,g〉+〈f+u,g+u〉
= |z|2e〈f,v〉+〈v,g〉+〈f,g〉+〈f,u〉+〈u,g〉+‖u‖2 .

Pero 〈f, v〉 = 〈f,−u〉 = −〈f, u〉 y, análogamente, 〈v, g〉 = −〈u, g〉, de donde

〈Φ(z, u, v)e(f),Φ(z, u, v)e(g)〉 = |z|2e〈f,g〉+‖u‖2

y, al ser |z|2 = e−‖u‖
2

, se tiene lo pedido.

Observación 3.11. En otras palabras, el lema anterior nos dice que si f, g ∈ H , entonces

〈Φ(z, u, v)e(f),Φ(z, u, v)e(g)〉 = 〈e(f), e(g)〉.
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Observación 3.12. Recordemos que toda isometŕıa lineal en un espacio de Hilbert puede ex-

tenderse de manera única y lineal a un operador unitario. Aśı, para la isometŕıa Φ(z, u, v) del

lema anterior, denotemos de la misma manera a su extensión unitaria. Nótese que la igualdad

Φ((z, u, v)(w, f, g)) = Φ(z, u, v)Φ(w, f, g) sigue siendo válida para estas extensiones unitarias y

ahora en todo F(H).

Un grupo unitario de un sólo parámetro, o grupo unitario uniparamétrico, es un homomorfismo

de la recta real al grupo de operadores unitarios de un espacio de Hilbert. Abusando de lenguaje,

nosotros nos referiremos por grupo unitario de un sólo parámetro a la imagen de este homomor-

fismo. Con esta definición y tomando en cuenta el Lema 3.10 y la Observación 3.12, obtenemos

Teorema 3.13. Sea u ∈ H fijo. Entonces la familia W(u) = {Wt(u) : t ∈ R}, donde Wt(u) :=

Φ(e−‖tu‖
2/2, tu,−tu), define un grupo unitario de un sólo parámetro.

Demostración. Sean s, t ∈ R. Como Φ es una representación de A, entonces

Wt(u)Ws(u) = Φ(e−‖tu‖
2/2, tu,−tu)Φ(e−‖su‖2/2, su,−su)

= Φ[(e−‖tu‖
2/2, tu,−tu)(e−‖su‖2/2, su,−su)]

= Φ(e−‖tu‖
2/2e−‖su‖

2/2e〈−tu,su〉, tu+ su,−tu− su)
= Φ(e−t

2‖u‖2/2−s2‖u‖2/2−ts‖u‖2 , (t+ s)u,−(t+ s)u)

= Φ(e−(t+s)
2‖u‖2/2, (t+ s)u,−(t+ s)u)

= Φ(e−‖(t+s)u‖
2/2, (t+ s)u,−(t+ s)u)

= Wt+s(u).

Esto muestra que W(u) es cerrado bajo multiplicación y Wt(u)Ws(u) =Wt+s(u), por lo que el

producto es conmutativo. Si tomamos s = 0, vemos que hay neutro dado porW0(u) = Φ(1, 0, 0) =

I y, si hacemos s = −t, vemos que hay inversos multiplicativos dados por Wt(u)
−1 = W−t(u) =

Φ(e−‖−tu‖
2/2,−tu, tu). Esto prueba que W(u) es un grupo abeliano.

Teorema 3.14. Wt(u) mapea a los vectores exponenciales en E y, por tanto, E es invariante para

este operador.

Demostración. Es inmediata de la definición de Wt(u).

Una familia uniparamétrica {Ut : t ∈ R} de operadores unitarios en un espacio de Hilbert H

se dice fuertemente continua si, para todos t0 ∈ R y φ ∈ H , se tiene

ĺım
t→t0

Utφ = Ut0φ,
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y además, UtUs = Ut+s para cualesquiera s, t ∈ R. Es de notar que, por la última condición,

U0 = U2
0 y, como Ut es unitario, entonces U0 = I.

El estudio de los grupos unitarios a un sólo parámetro pertenece a la Teoŕıa de Semigrupos

Cuánticos. Un resultado clásico sobre ellos, que usaremos más adelante, establece una correspon-

dencia biyectiva entre los grupos uniparamétricos fuertemente continuos de operadores unitarios y

los operadores autoadjuntos. Es decir, a cada grupo unitario uniparamétrico fuertemente continuo

{Ut : t ∈ R} se le puede asociar de manera única un operador autoadjunto S.

Teorema 3.15. [Versión diferencial de los generadores de Stone] Sea {Ut : t ∈ R} una familia

uniparamétrica fuertemente continua de operadores unitarios en un espacio de Hilbert H. Enton-

ces existe un operador autoadjunto S con dominio D ⊆ H, no necesariamente acotado, tal que

Ut = eitS para todo t ∈ R.

Rećıprocamente, sea S autoadjunto no necesariamente acotado con dominio D ⊆ H. Entonces,

la familia Ut = eitS es un grupo unitario uniparamétrico fuertemente continuo.

En estas condiciones, para cualquier φ ∈ D, se cumple

Sφ = −i ĺım
t→0

Utφ− φ
t

.

Esta igualdad se denota por

Sφ = −i d
dt
Utφ

∣∣∣∣
t=0

,

o bien, Sφ = −iDtUtφ|t=0.

Como siempre, para una demostración remitimos al lector a [6], pág. 73.

4. Relaciones Canónicas de Conmutación en forma Infini-

tesimal

Dados dos espacios de Hilbert H y H̃ con dos familias de operadores no acotados A = {a(f) :
f ∈ H} y A† = {a†(f) : f ∈ H} densamente definidos en H̃, con el mismo dominio D, cumpliendo:

• Para cualesquiera φ1, φ2 ∈ D se tiene

〈a†(f)φ1, a
†(g)φ2〉 − 〈a(g)φ1, a(f)φ2〉 = 〈f, g〉〈φ1, φ2〉,
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• para cualquier f ∈ H , a†(f) = a(f)∗|D y a(f) = a†(f)∗|D, y

• el mapeo f 7→ a†(f) es lineal,

diremos que A y A† son una representación de la forma infinitesimal de las Relaciones Canónicas

de Conmutación sobre (H, H̃), abreviado como RCC-I sobre (H, H̃). En este sentido, por el Teore-

ma 3.4, la Observación 3.8 y el Corolario 3.9, las familias de operadores de creación y aniquilación

satisfacen la RCC-I en (H,F(H)).

Analicemos algunas propiedades de la RCC-I sobre (H,F(H)) tomando a las familias de crea-

ción y aniquilación.

Teorema 4.1. Los dominios de los operadores a(f), a†(f), f ∈ H, contienen a todos los vectores

de la forma {(0, · · · , 0, v⊗n, 0, · · · ) : n ≥ 0, v ∈ H} (donde el producto tensorial se encuentra en la

posición n) y, con abuso de notación:

a(f)v⊗n =
√
n〈f, v〉v⊗n−1 si n ≥ 1.

a†(f)v⊗n = (n+ 1)−1/2(f ⊗ v⊗n + v ⊗ f ⊗ v⊗n−1 + v⊗2 ⊗ f ⊗ v⊗n−2 + · · ·+ v⊗n ⊗ f).

Citamos [6], pág. 146, para una prueba de este resultado.

Corolario 4.2. El vector vaćıo e(0) está en el dominio de a†(f1)a
†(f2) · · ·a†(fn) para cualesquiera

fi ∈ H. Más aún, a†(f)ne(0) =
(
0, 0, · · · , 0,

√
n!f⊗n, 0, · · ·

)
.

Demostración. Es inmediato del teorema anterior.

Corolario 4.3. Sean f, g ∈ H. Entonces a(f)a†(g)e(0)− a†(g)a(f)e(0) = 〈f, g〉e(0).

Demostración. Es directo de la representación de la RCC-I en (H,F(H)).

Este resultado junto con los hechos de ser e(0) unitario y a(f)e(0) = 0 para toda f ∈ H , nos

permitirán caracterizar al Espacio de Fock:

Lema 4.4. La familia {a†(f)ne(0) : n ≥ 0, f ∈ H} es total en F(H).
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Demostración. Sea φ ∈ F(H) tal que 〈φ, a†(f)ne(0)〉 = 0 para cada n ≥ 0 y f ∈ H . Si tomamos

g ∈ H arbitrario, entonces

∥∥∥∥∥e(g)−
n∑

k=0

1

k!
a†(g)ke(0)

∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥

(
1, g,

g⊗2√
2!
, · · · , g

⊗n
√
n!
,

g⊗n+1

√
(n + 1)!

, · · ·
)

−
(
1, g,

g⊗2√
2!
, · · · , g

⊗n
√
n!
, 0, 0, · · ·

)∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥

(
0, 0, · · · , 0, g⊗n+1

√
(n+ 1)!

,
g⊗n+2

√
(n + 2)!

, · · ·
)∥∥∥∥∥

2

=
∞∑

k=n+1

‖g⊗k‖2
k!

=

∞∑

k=n+1

‖g‖2k
k!

→ 0.

Luego, 〈φ, e(g)〉 = ĺım
∑

(k!)−1〈φ, a†(g)ke(0)〉 = 0 para cada g ∈ H . Usando la totalidad de los

vectores exponenciales, se concluye que φ = 0, que es lo que se queŕıa probar.

Lema 4.5. Sean H̃ y H espacios de Hilbert con las siguientes caracteŕısticas:

1. Existen dos familias de operadores A = {a(f) : f ∈ H} y A† = {a†(f) : f ∈ H} con un

mismo dominio D en H̃ que son una representación de la RCC-I en (H, H̃).

2. Existe un vector unitario ω en D tal que a†(f)nω está bien definido para cada f ∈ H y

n ≥ 1.

3. a(g)ω = 0 para todo g ∈ H.

Entonces, para m ≥ 1 y φ ∈ D arbitrario, se tiene:

(a) 〈a†(g)φ, a†(f)mω〉 = 〈φ, a(g)a†(f)mω〉,

(b) a(g)a†(f)mω = m〈g, f〉a†(f)m−1ω y

(c) 〈ω, a†(f)mω〉 = 0.
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Demostración. Demostraremos a continuación cada uno de los tres incisos.

(a) Nótese que la condición 2. equivale a que a†(f)mω ∈ D, de modo que el lado derecho de

la expresión en (a) tiene sentido. Luego, si φ ∈ D, entonces, dado que a(u) = a†(u)∗|D,
〈a†(g)φ, a†(f)mω〉 = 〈φ, a(g)a†(f)mω〉.

(b) Procedamos por inducción sobre m. Sea ψ ∈ D. Por (a), para m = 1, 〈a†(g)ψ, a†(f)ω〉 =
〈ψ, a(g)a†(f)ω〉.

Como a(g)ω = 0, usando la ecuación de la forma infinitesimal de la RCC, se tiene:

〈g, f〉〈ψ, ω〉 = 〈a†(g)ψ, a†(f)ω〉 − 〈a(f)ψ, a(g)ω〉
= 〈a†(g)ψ, a†(f)ω〉
= 〈ψ, a(g)a†(f)ω〉.

Al ser D denso y ψ ∈ D arbitrario, se sigue que a(g)a†(f)ω = 〈g, f〉ω. Luego, lo que se pide

es cierto para m = 1. Supongamos ahora que (b) es cierto para alguna m ≥ 1. Entonces, para

m+ 1, tomando ψ ∈ D, tenemos:

〈ψ, a(g)a†(f)m+1ω〉
= 〈a†(g)ψ, a†(f)a†(f)mω〉
= 〈g, f〉〈ψ, a†(f)mω〉+ 〈a(f)ψ, a(g)a†(f)mω〉
= 〈g, f〉〈ψ, a†(f)mω〉+ 〈a(f)ψ,m〈g, f〉a†(f)m−1ω〉
= 〈g, f〉〈ψ, a†(f)mω〉+m〈g, f〉〈ψ, a†(f)mω〉
= (m+ 1)〈g, f〉〈ψ, a†(f)mω〉
=

〈
ψ, (m+ 1)〈g, f〉a†(f)mω

〉
.

Al ser D denso y ψ ∈ D arbitrario, se conluye que a(g)a†(f)m+1ω = (m + 1)〈g, f〉a†(f)mω,
que es lo que se queŕıa demostrar.

(c) 〈ω, a†(f)mω〉 = 〈a(f)ω, a†(f)m−1ω〉 = 0. Nótese que fue importante que m ≥ 1.

Teorema 4.6. Con las condiciones del Lema 4.5, si el conjunto {a†(f)nω : n ≥ 0, f ∈ H} es

total en H̃, existe un único isomorfismo unitario U : H̃→ F(H) tal que Uω = e(0) y Ua†(f)nω =

a†(f)ne(0).
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Demostración. Primero, notemos que

〈a†(f)nω, a†(g)mω〉 =
{
n!〈f, g〉n si n = m

0 si n 6= m.

Para mostrar esto, procedamos por inducción en el caso m = n. Para n = 1, usando la RCC-I,

se sigue 〈a†(f)ω, a†(g)ω〉 = 〈f, g〉.

Supongamos que, para alguna n ≥ 1, se tiene 〈a†(f)mω, a†(g)mω〉 = m!〈f, g〉m siempre que

0 ≤ m ≤ n. Entonces:

〈a†(f)n+1ω, a†(g)n+1ω〉
= 〈a†(f)a†(f)nω, a†(g)a†(g)nω〉
= 〈f, g〉〈a†(f)nω, a†(g)nω〉

+〈a(g)a†(f)nω, a(f)a†(g)nω〉
= 〈f, g〉〈a†(f)nω, a†(g)nω〉

+〈f, g〉〈f, g〉〈na†(f)n−1ω, na†(g)n−1ω〉
= 〈f, g〉n!〈f, g〉n + n2〈f, g〉2(n− 1)!〈f, g〉n−1

= (1 + n)n!〈f, g〉n+1

= (n+ 1)!〈f, g〉n+1.

Análogamente se muestra el caso en que n 6= m. Concluimos aśı que 〈a†(f)nω, a†(g)mω〉 =
〈a†(f)ne(0), a†(g)me(0)〉. Más aún, es sencillo probar que si a†(f)nω = a†(g)mω, entonces f = g

y n = m, de modo que el mapeo a†(f)nω 7→ a†(f)e(0) está bien definido y conserva productos

internos entre dos conjuntos totales. Luego, por el Teorema 2.2, existe un único isomorfismo

unitario U : H̃→ F(H) tal que Ua†(f)ω = a†(f)e(0). Este isomorfismo es el buscado.

5. Relaciones Canónicas de Conmutación en forma deWeyl

Otra relación canónica de conmutación de importancia es la de Weyl. Dados dos espacios de

Hilbert H̃ y H con una familia de operadores unitarios {W̃ (f) : f ∈ H} con dominio H̃, se dice que

esta familia es una representación en forma de Weyl de la relación de canónica de conmutación en

(H, H̃), abreviado como RCC-W, si, para cada f ∈ H fija, la familia {W̃ (tf)}t∈R es fuertemente

continua y se cumple la igualdad

W̃ (f)W̃ (g) = e−iIm〈f,g〉W̃ (f + g). (3)
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Recordemos que, dados u ∈ H y t ∈ R, los elementos del grupo fuertemente continuo W(u),

definido en el Teorema 3.13, son de la forma

Wt(u) = Φ(e−‖tu‖
2/2, tu,−tu) = e−‖tu‖

2/2ea
†(tu)ea(−tu)

en el dominio exponencial. Más aún, se trata de isometŕıas en este dominio y, por tanto, admiten

una extensión unitaria a todo el espacio de Fock.

Si tomamos t = 1 y escribimos W (u) simplemente para referirnos a los operadores W1(u),

entonces los elementos de la familia de operadores unitarios {W (u) : u ∈ H} con dominio F(H)

son conocidos como operadores de Weyl.

Teorema 5.1. Los operadores de Weyl son una RCC-W en (H,F(H)).

Demostración. ComoW (u) = Φ(e−‖u‖
2/2, u,−u) en el dominio exponencial y este conjunto es total

en F(H), bastará con probar la ecuación (3) para estos vectores usando la definición del producto

dada por (2) y el hecho de que Φ es una representación:

W (u)W (v) = Φ(e−‖u‖
2/2, u,−u)Φ(e−‖v‖2/2, v,−v)

= Φ((e−‖u‖
2/2, u,−u)(e−‖v‖2/2, v,−v))

= Φ(e−(‖u‖
2+‖v‖2+2〈u,v〉)/2, u+ v,−u− v)

= e−(‖u‖
2+‖v‖2+2〈u,v〉)/2ea

†(u+v)ea(−u−v)

= e−(‖u‖
2+‖v‖2+2Re〈u,v〉+2iIm〈u,v〉)/2ea

†(u+v)ea(−u−v)

= e−iIm〈u,v〉e−‖u+v‖
2/2ea

†(u+v)ea(−u−v)

= e−iIm〈u,v〉Φ(e−‖u+v‖
2/2, u+ v,−(u+ v))

= e−iIm〈u,v〉W (u+ v),

que es lo que se queŕıa probar.

Teorema 5.2. El conjunto {W (u)e(0) : u ∈ H} es total en F(H).

Demostración. Basta con notar que

W (u)e(0) = e−‖u‖
2/2ea

†(u)ea(−u)e(0) = e−‖u‖
2/2e(u)

y usar la totalidad de los vectores exponenciales.
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Usando el resultado anterior, se puede demostrar que la RCC-W también es única, salvo iso-

morfismo, siempre que se tenga un vector unitario con esta propiedad de totalidad.

Teorema 5.3. Sea {W̃ (f) : f ∈ H} una familia de operadores unitarios en un espacio de Hilbert

H̃ que satisface la forma de Weyl de la RCC en (H, H̃) y que es continua como mapeo de H a B(H̃),
donde este último es equipado con la topoloǵıa de la convergencia fuerte, aśı que en particular, por

el Teorema 3.15, el operador autoadjunto r(f) = −iDtW̃ (tf)|t=0 está bien definido. Supongamos

que existe un vector unitario ω perteneciente al dominio de cada r(f) tal que, para cada f ∈ H,

(r(if)− ir(f))ω = 0, y que el conjunto {W̃ (f)ω : f ∈ H} es total en H̃. Entonces existe un único

isomorfismo de espacios de Hilbert U de H̃ a F(H) que mapea a ω en el vector vaćıo e(0) y tal

que UW̃ (f) = W (f)U para cada f ∈ H.

Demostración. Primero, es fácil comprobar que W̃ (u)W̃ (v) = e−2iIm〈u,v〉W̃ (v)W̃ (u). Por otra parte,

nótese que para cada g ∈ H se tiene que W̃ (g)ω pertenece al dominio de r(f). En efecto:

ĺım
t→0

W̃ (tf)− I
t

W̃ (g)ω = ĺım
t→0

e−2itIm〈f,g〉W̃ (g)W̃ (tf)ω − W̃ (g)ω

t

= W̃ (g) ĺım
t→0

e−2itIm〈f,g〉W̃ (tf)ω − ω
t

que claramente existe. Aśı, para cada f ∈ H , definamos a(f) y a†(f) como a(f) = (r(if)− ir(f)) /2
y a†(f) = (r(if) + ir(f)) /2. Notemos que a(f)ω = 0 y a†(f) = ir(f)ω.

Además, para todo t real y φ en el dominio de r(u) arbitraria:

W̃ (tu)W̃ (v)φ

= e−2itIm〈u,v〉W̃ (v)W̃ (tu)φ

=⇒ −i
(
W̃ (tu)− I

t

)
W̃ (v)φ

=
−i
t

(
e−2itIm〈u,v〉W̃ (v)W̃ (tu)− W̃ (v)

)
φ

=
−i
t
W̃ (v)

(
[e−2itIm〈u,v〉 − 1]W̃ (tu) + W̃ (tu)− I

)
φ

= W̃ (v)

(
−ie

−2itIm〈u,v〉 − 1

t
W̃ (tu)φ− iW̃ (tu)− I

t
φ

)
.

Haciendo t → 0, por la continuidad de W̃ (v) y la definición de r(u), se obtiene r(u)W̃ (v)φ =

W̃ (v)(−2Im〈u, v〉φ+ r(u)φ), o equivalentemente

r(u)W̃ (v) = W̃ (v)r(u)− 2Im〈u, v〉W̃ (v). (4)
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Luego,

a(u)W̃ (v)ω = 2−1(r(iu)− ir(u))W̃ (v)ω

= 2−1
(
W̃ (v)r(iu)ω − 2Im(−i〈u, v〉)W̃ (v)ω

)

−2−1
(
iW̃ (v)r(u)ω − 2iIm〈u, v〉W̃ (v)ω

)

= 2−1
(
iW̃ (v)r(u)ω + 2Re〈u, v〉)W̃ (v)ω

)

−2−1
(
iW̃ (v)r(u)ω − 2iIm〈u, v〉W̃ (v)ω

)

= 〈u, v〉W̃ (v)ω.

Más aún, es fácil ver la igualdad 〈a(u)W̃ (v)ω, W̃ (f)ω〉 = 〈W̃ (v)ω, a†(u)W̃ (f)ω〉.

Por otra parte, el hecho de ser r(f)ω = −iDtW̃ (tf)ω|t=0 implica

d

dt
W̃ (tf)ω = ir(f)W̃ (tf)ω. (5)

En efecto. Obsérvese que

W̃ ((t+ h)f) = W̃ (tf + hf) = eiIm〈tf,hf〉W̃ (hf)W̃ (tf) = W̃ (hf)W̃ (tf).

Luego,

ĺım
h→0

W̃ ((t+ h)f)ω − W̃ (tf)ω

h
= ĺım

h→0

W̃ (hf)W̃ (tf)ω − W̃ (tf)ω

h

= ir(f)W̃ (tf)ω.

Ahora bien, para f fija, como {W̃ (tf)}t∈R es fuertemente continua, usando la ecuación (4) es

fácil comprobar que F (t) = ir(f)W̃ (tf)ω es continuo como mapeo F : R → H̃. Por tanto, para

cada t ∈ R, existe I(t) :=
∫ t
0
F (s) ds =

∫ t
0
ir(f)W̃ (sf)ω ds. Esto significa que para cada t ∈ R,

I(t) ∈ H̃ cumple 〈∫ t

0

ir(f)W̃ (sf)ω ds, x

〉
=

∫ t

0

〈ir(f)W̃ (sf)ω, x〉 ds

para cualquier x ∈ H̃.

La existencia de I(t) con esta propiedad junto con la ecuación (5) nos muestra la igualdad

W̃ (tf)ω = ω +

∫ t

0

ir(f)W̃ (sf)ω ds para todo t ∈ R.
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De esta forma:

〈W̃ (tf)ω, ω〉 = 〈ω, ω〉+
〈∫ t

0

ir(f)W̃ (sf)ω ds, ω

〉

= 1 +

∫ t

0

〈ir(f)W̃ (sf)ω, ω〉 ds

= 1− i
∫ t

0

〈W̃ (sf)ω, r(f)ω〉 ds

= 1−
∫ t

0

〈W̃ (sf)ω, ir(f)ω〉 ds

= 1−
∫ t

0

〈W̃ (sf)ω, a†(f)ω〉 ds

= 1−
∫ t

0

〈a(f)W̃ (sf)ω, ω〉 ds

= 1−
∫ t

0

〈f, sf〉〈W̃ (sf)ω, ω〉 ds

= 1− ‖f‖2
∫ t

0

s〈W̃ (sf)ω, ω〉 ds.

Esto muestra que el mapeo G : R → C dado por G(t) = 〈W̃ (tf)ω, ω〉 es absolutamente

continuo y derivable, y su derivada satisface G′(t) = −‖f‖2tG(t) con condición inicial G(0) = 1,

de donde G(t) = e−t
2‖f‖2/2. Luego, para t = −1, se concluye 〈W̃ (−f)ω, ω〉 = e−‖f‖

2/2 y, usando la

unitariedad de W̃ (f), se sigue la igualdad

〈ω, W̃ (f)ω〉 = e−‖f‖
2/2.

Sea S = {W̃ (f)ω : f ∈ H}. Tomemos W̃ (f)ω, W̃ (g)ω ∈ S satisfaciendo W̃ (f)ω = W̃ (g)ω.

Entonces ω = eiIm〈f,g〉W̃ (g − f)ω. Por lo tanto

1 = 〈ω, ω〉
= eiIm〈f,g〉

〈
ω, W̃ (g − f)ω

〉

= eiIm〈f,g〉e−‖g−f‖
2/2.

Tomando módulos, concluimos que f = g. Sea V : S → F(H) dada por V W̃ (f)ω = W (f)e(0).

Por lo anterior, V está bien definida. Además,

〈W̃ (f)ω, W̃ (g)ω〉 = 〈ω, W̃ (−f)W̃ (g)ω〉
= eiIm〈f,g〉〈ω, W̃ (g − f)ω〉
= eiIm〈f,g〉e−‖g−f‖

2/2

Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Capı́tulo 2, páginas 37-64
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y con esto es fácil deducir la igualdad 〈W̃ (f)ω, W̃ (g)ω〉 = 〈W (f)e(0),W (g)e(0)〉.

Finalmente, por la totalidad de S, se puede extender V a un operador unitario en todo H̃ tal

que V W̃ (f) = W (f)U y V ω = V W̃ (0)ω = e(0), que es lo que se queŕıa probar.

6. Aplicaciones

Veamos ahora un par de aplicaciones. La primera de ellas concerniente a la Isometŕıa de Ito,

mientras que la segunda al Proceso Cuántico de Posición.

aplicacion 6.1 (La Isometŕıa de Ito). Para los probabilistas, el Movimiento Browniano es un

proceso estocástico clásico que se construye de la siguiente manera. Consideremos el espacio Ω

consistente de todas las funciones continuas real-valuadas ω en [0,∞] tales que ω(0) = 0. Sea

B la menor σ-álgebra de subconjuntos con la propiedad de que cada una de las funcionales eva-

luadoras Btω = ω(t) es medible. Wiener probó que existe una única medida de probabilidad en el

espacio medible (Ω,B), conocida como medida de Wiener, cumpliendo que, para x1, · · · , xn ∈ R
y t1, · · · , tn ∈ [0,∞] arbitrarios,

E

[
exp

(
i

n∑

j=1

xjBtj

)]
= exp

(
−1
2

n∑

j,k=1

(tj ∧ tk)xjxk
)
,

donde tj∧ tk = mı́n{tj , tk} para cualesquiera j, k ∈ {1, · · · , n}. El proceso estocástico B = {Bt}t≥0
es el movimiento browniano.

Para lo que resta del caṕıtulo es necesario tener un conocimiento previo de Cálculo Estocásti-

co Clásico. Particularmente Integración Estocástica respecto del Movimiento Browniano. Para el

lector que no maneje estos conceptos, una buena introducción puede ser [5], caṕıtulos 2 y 3.

Denotemos por W a la medida de Wiener. Un hecho bien conocido dentro del Cálculo Es-

tocástico Cuántico es que F(H) = L2(W) cuando H = L2[0,∞]. Más aún, se sabe que e(0) = 1

y e(f) = e
∫∞
0
f(s) dBs−2−1

∫∞
0
f(s)2 ds, donde

∫∞
0
f(s) dBs es la integral estocástica de la función de-

terminista f respecto al movimiento browniano (ver, por ejemplo, [1]). Luego, los operadores de

aniquilación y creación toman la forma

a(u)e(f) = 〈u, f〉e(f) =
∫ ∞

0

u(s)f(s) ds e
∫∞

0
f(s) dBs− 1

2

∫∞

0
f(s)2 ds
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y

a†(u)e(f) =

{∫ ∞

0

u(s) dBs −
∫ ∞

0

f(s)u(s) ds

}
e
∫∞

0
f(s) dBs− 1

2

∫∞

0
f(s)2 ds.

Aśı, la RCC-I se traduce en

∫

Ω

(∫ ∞

0

u(s) dBs −
∫ ∞

0

f(s)u(s) ds

)(∫ ∞

0

v(s) dBs −
∫ ∞

0

v(s)g(s) ds

)

× e
∫∞

0
f(s) dBs− 1

2

∫∞

0
f(s)

2
dse

∫∞

0
g(s) dBs− 1

2

∫∞

0
g(s)2 ds dW

=

∫ ∞

0

u(s)v(s) ds e〈f,g〉

+

∫

Ω

∫ ∞

0

v(s)f(s) ds

∫ ∞

0

u(s)g(s) ds e〈f,g〉 dW.

Si hacemos f = g = 0 en la ecuación anterior, obtenemos

∫

Ω

∫ ∞

0

u(s) dBs

∫ ∞

0

v(s) dBs dW =

∫ ∞

0

u(s)v(s) ds. (6)

Finalmente, si en la ecuación (6) tomamos u = v, tendremos:

∫

Ω

∣∣∣∣
∫
u(s) dBs

∣∣∣∣
2

dW =

∫ ∞

0

|u(s)|2 ds,

que es la Isometŕıa de Ito.

aplicacion 6.2 (El Proceso Cuántico de Posición). Sea H = L2[0,∞]. Para cada t ≥ 0,

es claro que la función indicadora del intervalo [0, t], representada como 1[0,t], es un elemento de

H . Denotemos por A(t) y A†(t) a los operadores a(1[0,t]) y a†(1[0,t]), respectivamente. Se defi-

nen los procesos de creación y aniquilación como las familias ordenadas A† = {A†(t) : t ≥ 0} y

A = {A(t) : t ≥ 0}.

Sea Q(t) = A†(t) + A(t). La familia ordenada P = {Q(t) : t ≥ 0} es conocida como Proceso

Cuántico de Posición. Este proceso es probablemente el más importante dentro del Cálculo Es-

tocástico Cuántico. Debemos mencionar que es el análogo al Movimiento Browniano del Cálculo

Estocástico Clásico. En [2] se hace un estudio detallado de la Integral Estocástica Cuántica res-

pecto a los procesos de creación y aniquilación, mientras que en [4] se demuestra que la Fórmula

de Ito Clásica puede deducirse a partir de integración estocástica cuántica respecto al proceso de

posición utilizando el siguiente resultado:
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Teorema 6.3. Q(t)ne(0) es de la forma

Q(t)ne(0)

=

[
n

n

]
t0/2A†ne(0) + t1/2

[
n

n− 1

]
A†n−1e(0) + t2/2

[
n

n− 2

]
A†n−2e(0) + · · ·

+ t(n−k)/2
[
n

k

]
A†ke(0) + · · ·

+ t(n−1)/2
[
n

1

]
A†1e(0) + tn/2

[
n

0

]
e(0)

para ciertos reales

[
n

k

]
tales que

[
n

n

]
= 1,

[
n

n− 1

]
= 0,

[
n + 1

0

]
=

[
n

1

]
y

[
n+ 1

r + 1

]
= (r + 2)

[
n

r + 2

]
+

[
n

r

]
,

donde A†k = A†(t)k.

Expondremos ahora una generalización del teorema anterior, la cual hemos demostrado utili-

zando la RCC en forma infinitesimal.

Teorema 6.4. Bajo las condiciones del Lema 4.5, se tiene que (a†(f) + a(f))nω es de la forma

(a†(f) + a(f))nω

=

[
n

n

]
a†nω + α

[
n

n− 1

]
a†n−1ω + α2

[
n

n− 2

]
a†n−2ω + · · ·

+ αn−k
[
n

k

]
a†kω + · · ·

+ αn−1
[
n

1

]
a†1ω + αn

[
n

0

]
ω

para ciertos reales

[
n

k

]
tales que

[
n

n

]
= 1,

[
n

n− 1

]
= 0,

[
n + 1

0

]
=

[
n

1

]
y

[
n+ 1

r + 1

]
= (r + 2)

[
n

r + 2

]
+

[
n

r

]
,

donde α = ‖f‖ y a†k = a†(f)k.
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Demostración. Por inducción sobre n. Para n = 1, se tiene (a†(f) + a(f))nω = a†(f)ω y ya.

Supongamos que la fórmula es correcta para alguna n ≥ 1. Entonces:

(a†(f) + a(f))n+1ω

= (a†(f) + a(f))(a†(f) + a(g))nω

=

[
n

n

]
a†n+1ω + α

[
n

n− 1

]
a†nω + α2

[
n

n− 2

]
a†n−1ω + · · ·

+αn−k
[
n

k

]
a†k+1ω + · · ·

+αn−1
[
n

1

]
a†2ω + αn

[
n

0

]
a†ω

+

[
n

n

]
aa†nω + α

[
n

n− 1

]
aa†n−1ω + α2

[
n

n− 2

]
aa†n−2ω + · · ·

+αn−k
[
n

k

]
aa†kω + · · ·

+αn−1
[
n

1

]
aa†1ω + αn

[
n

0

]
aω

=

[
n

n

]
a†n+1ω + α

[
n

n− 1

]
a†nω + α2

[
n

n− 2

]
a†n−1ω + · · ·

+αn−k
[
n

k

]
a†k+1ω + · · ·

+αn−1
[
n

1

]
a†2ω + αn

[
n

0

]
a†ω

+nα2

[
n

n

]
a†n−1ω + (n− 1)α3

[
n

n− 1

]
a†n−2ω + (n− 2)α5

[
n

n− 2

]
a†n−3ω + · · ·

+kαn−k+2

[
n

k

]
a†k−1ω + · · ·

+2αn
[
n

2

]
a†ω + αn+1

[
n

1

]
ω + 0

=

[
n

n

]
a†n+1ω + α

[
n

n− 1

]
a†nω

+

n−2∑

k=0

αn−k
[
n

k

]
a†k+1ω
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+

n∑

k=2

kαn−k+2

[
n

k

]
a†k−1ω

+αn+1

[
n

1

]
ω

=

[
n

n

]
a†n+1ω + α

[
n

n− 1

]
a†nω

+

n−2∑

k=0

αn−k
[
n

k

]
a†k+1ω +

n−2∑

k=0

(k + 2)αn−k
[

n

k + 2

]
a†k+1ω

+αn+1

[
n

1

]
ω

=

[
n

n

]
a†n+1ω + α

[
n

n− 1

]
a†nω

+

n−2∑

k=0

{[
n

k

]
+ (k + 2)

[
n

k + 2

]}
αn−ka†k+1ω

+αn+1

[
n

1

]
ω.

Con esto, es fácil concluir.

Es importante señalar que este resultado puede ser a su vez generalizado para considerar al

operador (a†(f) + a(g))n tomando α = 〈g, f〉1/2 y, dado que el espacio de Fock es un espacio de

Hilbert complejo, no nos preocupamos porque 〈g, f〉 sea negativo.

7. Conclusiones y Comentarios Finales

El estudio de las Relaciones Canónicas de Conmutación es una parte de la Mecánica Cuántica.

Puede desarrollarse a través de teoŕıas más abstractas como las álgebras de Lie y C∗ y, como ya

se dijo, con Semigrupos Cuánticos. El tratamiento que aqúı mostramos está inspirado en [2].

Muchas de las propiedades más importantes de los operadores de creación y aniquilación pue-

den deducirse a través de las RCC. El punto principal aqúı es el hecho de ser a†(f) una restricción

de a(f)∗. Aśı, las formas expĺıcitas que definen a estos operadores no son tan importantes como

las relaciones entre ellos. Prueba de ello son, por ejemplo, la deducción de la Isometŕıa de Ito que
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hemos presentado y, a través del Teorema 6.3, demostrar de una manera original la Fórmula de

Ito indirectamente mediante la RCC-I. De ah́ı se sigue que es posible hacer una construcción de

la Integral de Ito Clásica de forma novedosa utilizando Cálculo Estocástico Cuántico.

Finalmente, la prueba del Teorema 5.3 sobre la unicidad de la RCC-W puede ser hecha de va-

rias maneras, incluyendo un corolario del Teorema 4.6 y una representación en serie de potencias

del operador ea
†(u)+a(u). La demostración que aqúı presentamos fue inspirada por esta idea.
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nes, Tesis para obtener el grado de Maestro en Ciencias, Universidad Autónoma Metropoli-
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Avenida San Claudio y 18 Sur, Colonia San Manuel,

Puebla, Pue. C.P. 72570

slavdj@fcfm.buap.mx

Departamento de Matemáticas, UAM-Iztapalapa
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Caṕıtulo 3

Condiciones que implican la continuidad de una función

real de variable real

Manuel Ibarra Contreras, Armando Mart́ınez Garćıa

FCFM, BUAP

Resumen

Este caṕıtulo tiene como objetivo el encontrar condiciones suficientes para la conti-

nuidad de una función de R en R. En unos casos, analizando alguna propiedad que

satisfacen las funciones continuas, encontramos condiciones adicionales a ésta para ob-

tener la continuidad de la función. Por ejemplo, toda función continua definida en un

intervalo cerrado y acotado tiene la propiedad del valor intermedio; en el Teorema 3.6

se prueba que si además de satisfacer ésta propiedad, la función tiene fibras cerradas,

entonces la función es continua. En otros casos debilitamos el concepto de continuidad

de una función y analizamos bajo qué condiciones adicionales se obtiene la continuidad

de dicha función. Por ejemplo, f : R→ R es una función casi-continua en x0 ∈ R, si pa-
ra toda vecindad V de f(x0) existe un conjunto abierto U tal que x0 ∈ U ⊂ clRf

−1(V );

el Teorema 4.11 prueba que si f es una función casi-continua en todo punto de R y el

conjunto de puntos donde f es continua es denso en R, entonces f es continua en R.

1. Introducción

Un tema que sin duda es importante dentro del estudio de las funciones de R en R es determinar

bajo qué condiciones una función de R en R es continua. En este caṕıtulo estudiamos algunas de

esas condiciones. Por ejemplo, es conocido que toda función continua f : [a, b] → R satisface las

condiciones:

1. si para todo intervalo [a, b] y y ∈ (f(a), f(b)) (o y ∈ (f(b), f(a))) existe x ∈ (a, b) tal que

f(x) = y

2. para todo y ∈ R, f−1(y) es un conjunto cerrado en R.

Aqúı probaremos que el inverso también es válido.

En la siguiente sección se dan las definiciones básicas y algunos resultados elementales relacio-

nados con tales conceptos y las funciones continuas. En la sección 3, además de probar lo dicho al
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inicio de esta introducción se encuentran condiciones suficientes relacionadas con las propiedades

de compacidad y conexidad que implican la propiedad de continuidad. En las dos últimas seccio-

nes se definen los conceptos de casi-continuidad y semi-continuidad de una función y, entre otros

resultados, se prueba que (ver Corolario 5.4) si f : R → R es una función casi-continua en todo

punto de R y el conjunto de puntos de semicontinuidad es un conjunto denso en R, entonces f es

continua en R.

2. Resultados generales

Sean a, b ∈ R con a < b, el intervalo abierto (a, b) es el conjunto {x ∈ R : a < x < b}.
Aqúı consideraremos a R como un espacio topológico con la topoloǵıa inducida por los intervalos

abiertos. Por lo tanto, dado U ⊂ R, U es un conjunto abierto si para cada x ∈ U existe ǫ > 0 tal

que (x− ǫ, x+ ǫ) ⊂ U y F ⊂ R es un conjunto cerrado si y sólo si R \ F es abierto. Es conocido

que F ⊂ R es un conjunto cerrado si y sólo si clR(F ) = F , donde clR(F ) es la cerradura de F , F

es acotado si existe λ > 0 tal que |x| ≤ λ para toda x ∈ F . Un subconjunto K ⊂ R es compacto

si y sólo si es un conjunto cerrado y acotado. Por IntR(F ) denotaremos el interior del conjunto

F . También sabemos que U ⊂ R es un conjunto abierto si y sólo si U = IntR(U). Un subconjunto

V ⊂ R es vecindad de x ∈ R si existe un conjunto abierto U ⊂ R tal que x ∈ U ⊂ V .

También consideraremos a R2 con la topoloǵıa producto, es decir, W ⊂ R2 es un conjunto

abierto en R2 si para cada (x, y) ∈ W existen conjuntos abiertos U, V en R tales que x ∈ U , y ∈ V
y (x, y) ∈ U × V ⊂W .

Es conocido que R con esta topoloǵıa es un espacio:

1. T1, es decir, para todo x ∈ R, {x} es un conjunto cerrado,

2. T2, es decir para cualesquiera x, y ∈ R con x 6= y existen conjuntos abiertos U, V en R tales

que x ∈ U , y ∈ V y U ∩ V = ∅,

3. regular, es decir, para todo conjunto abierto U y x ∈ U existe un conjunto abierto W tal

que x ∈ W ⊂ clR(W ) ⊂ U ,

4. localmente compacto, es decir, para todo conjunto abierto U y x ∈ U existe una vecindad

compacta W tal que x ∈ W ⊂ U ,

5. conexo, es decir, los únicos conjuntos abiertos y cerrados son el ∅ y R,

6. localmente conexo, es decir, para todo abierto U y x ∈ U existe un conjunto abierto conexo

W tal que x ∈ W ⊂ U ,
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7. primero numerable, es decir, para cada x ∈ R existe una familia numerable de conjuntos

abiertos B = {Vn : n ∈ N} tal que para cada conjunto abierto U , si x ∈ U existe n0 ∈ N tal

que x ∈ Vn0
⊂ U .

También usaremos el siguiente resultado conocido.

Observación 2.1. Sean A,B ⊂ R, entonces

1. A es conexo si y sólo si A es un intervalo o A tiene sólo un punto;

2. Si A ⊂ B ⊂ clR(A) y A es un conjunto conexo en R, entonces B es un conjunto conexo en

R. En particular, si A es conexo, entonces clRA es conexo.

Definición 2.2. Si S ⊂ R diremos que:

1. S es un conjunto abierto regular si S es un conjunto abierto y S = IntR(clR(S));

2. S es un conjunto cerrado regular si S es un conjunto cerrado y S = clR(IntR(S));

3. S es un α-conjunto si S ⊂ IntR(clR(IntR(S))) ;

4. S es un A-conjunto si existen un conjunto abierto U y un conjunto abierto regular W tales

que S = U \W .

Es claro que S es un A-conjunto si y sólo si existen un conjunto abierto U y un conjunto

cerrado regular V tales que S = U ∩ V y que si U es un conjunto abierto, éste es un A-conjunto

ya que U = U \ ∅.

Teorema 2.3. Si U ⊂ R, entonces U es un conjunto abierto si y sólo si U es un α-conjunto y un

A-conjunto.

Demostración. Si U es un conjunto abierto, entonces U = IntR(U) de donde U ⊂ clR(IntR(U)),

lo cual implica que U = IntR(U) ⊂ IntR(clR(IntR(U))). Por lo tanto U es un α-conjunto y como

U = U \ ∅ se sigue que U es un A-conjunto.

Rećıprocamente como U es un A-conjunto existen un conjunto abierto V y un conjunto

cerrado regular C tales que U = V ∩ C. Dado que U es un α-conjunto se sigue que V ∩
C ⊂ IntR(clR(IntR(V ∩ C))) = IntR(clR(IntR(V ) ∩ IntR(C))) ⊂ IntR(clR(V ) ∩ clR(IntR(C))) =
IntR(clR(V ) ∩ C) = IntR(clR(V )) ∩ IntR(C).

Como V ⊂ IntR(clR(V )) se sigue que V ∩ C = (V ∩ C) ∩ V ⊂ IntR(clR(V )) ∩ IntR(C) ∩ V =

V ∩ IntR(C), lo cual implica que V ∩ C ⊂ V ∩ IntR(C) y como V ∩ IntR(C) ⊂ V ∩ C entonces

U = V ∩ C = V ∩ IntR(C). Por lo tanto U es un conjunto abierto.

Definición 2.4. Dada una función f : R→ R.
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1. f es una función conexa si para todo conexo C, f(C) es conexo,

2. f es una función monótona si para todo y ∈ R, f−1(y) es conexo,

3. f es localmente acotada en x0 si existen λ > 0 y un conjunto abierto U , tales que x0 ∈ U y

para todo x ∈ U , |f(x)| ≤ λ,

4. f es localmente acotada en R si es localmente acotada en cada punto de R,

5. f es acotada en R si existe λ > 0 tal que para toda x ∈ R, |f(x)| ≤ λ,

6. f satisface la Propiedad de valor intermedio (PV I) si para todo intervalo [a, b] y y ∈
(f(a), f(b)) (o y ∈ (f(b), f(a))) existe x ∈ (a, b) tal que f(x) = y,

Observación 2.5. Si f : R→ R es una función, entonces

1. Si f es acotada en R entonces f es localmente acotada en R. Ya que como f es acotada en

R existe λ > 0 tal que |x| < λ para toda x ∈ R, por lo tanto tomando U = R y la λ ya

existente se sigue que f es localmente acotada en R.

2. Además, usando la Observación 2.1.1, tenemos que si f es conexa, entonces f satisface la

PV I. Para esto basta observar que dados cualesquiera a, b ∈ R con a < b entonces [a, b] es

un conjunto conexo en R y por lo tanto f([a, b]) es un conjunto conexo en R, de donde se

sigue que f satisface la PV I.

Lema 2.6. Si f : R → R es una función conexa y monótona, entonces para todo y ∈ R, f−1(y)
es un conjunto cerrado en R.

Demostración. Sea y ∈ R. Como f es una función monótona, f−1(y) es un conjunto conexo.

Consideremos x ∈ clR(f−1(y)); dado que f−1(y) ⊂ f−1(y)∪{x} ⊂ clR(f
−1(y)) y f−1(y) es conexo,

entonces, de la Observación 2.1.2, f−1(y)∪{x} es conexo. Como f es una función conexa, f(f−1(y)∪
{x}) = {y} ∪ {f(x)} es conexo, lo cual implica, de la Observación 2.1.1, que {y} ∪ {f(x)} es un
conjunto de un punto, aśı que f(x) = y, de donde se sigue que x ∈ f−1(y). Por lo tanto, f−1(y) es

un conjunto cerrado.

De manera similar a la prueba del Lema 2.6 se demuestra el siguiente resultado.

Lema 2.7. Si f : R → R es una función conexa, entonces para todo conjunto conexo C ⊂ R,
f(clRC) ⊂ clR(f(C)).

Lema 2.8. Sean f : R → R una función y x0 ∈ R, entonces f es localmente acotada en x0 si y

sólo si existe un compacto K ⊂ R tal que x0 ∈ IntR(f−1(K)).
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Demostración. Tenemos que f es localmente acotada en x0 si y sólo si, existen λ > 0 y un

conjunto abierto U tales que x0 ∈ U y para todo x ∈ U , |f(x)| ≤ λ si y sólo si para todo x ∈ U ,
f(x) ∈ [−λ, λ] si y sólo si para todo x ∈ U , x ∈ f−1([−λ, λ]) si y sólo si U ⊂ f−1([−λ, λ]) si sólo
si x0 ∈ IntR(f−1([−λ, λ])).

Definición 2.9. Si f : R→ R es una función, la gráfica de f , la cual denotaremos como Graf(f),

es el conjunto Graf(f) = {(x, f(x)) : x ∈ R}.
Lema 2.10. Si f : R → R es una función, entonces Graf(f) es un conjunto cerrado de R2 si y

sólo si para todo x, y ∈ R tales que f(x) 6= y existen conjuntos abiertos U, V en R tales que x ∈ U ,
y ∈ V y f(U) ∩ V = ∅.

Demostración. Sean x, y ∈ R tales que f(x) 6= y entonces (x, y) /∈ Graf(f). Como Graf(f)

es un conjunto cerrado de R2 existen conjuntos abiertos U, V ⊂ R tales que x ∈ U , y ∈ V y

(U × V )∩Graf(f) = ∅. Afirmamos que f(U)∩ V = ∅. Si existe z ∈ f(U)∩ V , entonces z ∈ f(U)
y z ∈ V lo cual implica que existe x∗ ∈ U tal que f(x∗) = z y z ∈ V , de donde se sigue que

f(x∗) ∈ V . Por lo tanto (x∗, f(x∗)) ∈ (U × V ) ∩Graf(f) lo cual es una contradicción.

Ahora, supongamos que para todo x, y ∈ R tales que f(x) 6= y, existen conjuntos abiertos U, V

en R tales que x ∈ U , y ∈ V y f(U) ∩ V = ∅. Es claro que (U × V ) ∩Graf(f) = ∅, de donde se

sigue que Graf(f) es un conjunto cerrado de R2.

Una sucesión {(xn, yn)}n∈N en R2 converge a un punto (x0, y0) ∈ R2, lo cual denotaremos como

(xn, yn)→ (x0, y0), si y sólo si {xn}n∈N converge a x0 y {yn}n∈N converge a y0, donde una sucesión,

{zn}n∈N en R converge a z0 ∈ R si y sólo si para todo ǫ > 0 existe N ∈ N tal que

para toda n > N , |zn − z0| < ǫ

lo cual denotaremos como zn → z0 o como lim zn = z0.

Observemos que, dado que R es primero numerable, si x0 ∈ clRA, entonces existe una sucesión

{xn}n∈N en A tal que xn → x0.

Del Lema 2.10 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 2.11. Si f : R→ R es una función, entonces Graf(f) es un conjunto cerrado de R2 si

y sólo si para todo sucesión {xn}n∈N tal que xn → x y (xn, f(xn))→ (x, y) se tiene que f(x) = y.

Lema 2.12. Si f : R → R es una función, Graf(f) es un conjunto cerrado de R2 y K ⊂ R es

un subconjunto compacto, entonces f−1(K) es un conjunto cerrado de R.

Demostración. Sea K ⊂ R compacto. Si x0 ∈ clR(f−1(K)), entonces existe una sucesión {xn}n∈N
tal que xn → x0 y xn ∈ f−1(K) para toda n ∈ N. De donde se sigue que f(xn) ∈ K para toda n ∈ N
y, como K es compacto, existe y0 ∈ K tal que f(xn) → y0. Es claro que (xn, f(xn)) → (x0, y0)

y, como Graf(f) es un conjunto cerrado, del Corolario 2.11, f(x0) = y0 lo cual implica que

x0 ∈ f−1(K). Por lo tanto f−1(K) es un conjunto cerrado de R.
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Del Lema 2.12 se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.13. Si f : R → R es una función y la Graf(f) es un conjunto cerrado de R2,

entonces para todo y ∈ R, f−1(y) es un conjunto cerrado de R.

De aqúı en adelante si f : R → R es una función y Graf(f) es un conjunto cerrado de R2,

diremos que f tiene Graf(f) cerrada.

Recordemos que dada una función f : R→ R, x0, b ∈ R, b es el ĺımite de f en x0 si para todo

ǫ > 0 existe δ > 0 tal que

|f(x)− b| < ǫ si 0 < |x− x0| < δ,

lo cual denotaremos como lim x→x0f(x) = b.

El siguiente resultado es bien conocido.

Lema 2.14. Si f : R → R es una función y x0, b ∈ R, entonces b es el ĺımite de f en x0 si y

sólo si para toda sucesión {xn}n∈N que converge a x0 tal que xn 6= x0 para todo n ∈ N, la sucesión

{f(xn)}n∈N converge a b.

Recordemos que dada una función f : R → R, x0, b ∈ R, b es el ĺımite de f en x0 por la

izquierda (respectivamente, por la derecha) si para todo ǫ > 0 existe δ > 0 tal que

|f(x)− b| < ǫ si x ∈ (x0 − δ, x0), (respectivamente x ∈ (x0, x0 + δ))

lo cual denotaremos como lim x→x−
0
f(x) = b, (respectivamente, lim x→x+

0
f(x) = b).

El siguiente resultado es conocido.

Teorema 2.15. Si f : R→ R es una función y x0, b ∈ R, entonces b es el ĺımite de f si y sólo si

b es el ĺımite de f por la derecha y por la izquierda.

3. Continuidad

Recordemos que dada una función f : R → R, f es continua en x0 ∈ R, si para todo ǫ > 0

existe δ > 0 tal que

|f(x)− f(x0)| < ǫ si |x− x0| < δ,

lo cual denotaremos por lim x→x0f(x) = f(x0).

Si f es continua en cada punto de R diremos que f es continua en R.
Del Lema 2.14 se tiene el siguiente lema.

Lema 3.1. Si f : R → R es una función y x0 ∈ R, entonces f es continua en x0 si sólo si para

toda sucesión {xn}n∈N que converge a x0 la sucesión {f(xn)}n∈N converge a f(x0).

El siguiente resultado es conocido.
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Lema 3.2. Si f : R→ R es una función, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. f es continua en R,

2. para todo conjunto cerrado F en R, f−1(F ) es un conjunto cerrado en R,

3. para todo conjunto abierto U en R, f−1(U) es un conjunto abierto en R.

También sabemos que dada una función f : R → R y x0 ∈ R, f es continua en x0 por la

izquierda (respectivamente, por la derecha) si para todo ǫ > 0 existe δ > 0 tal que

|f(x)− f(x0)| < ǫ si x ∈ (x0 − δ, x0) (respectivamente, si x ∈ (x0, x0 + δ))

lo cual es equivalente a que lim x→x−
0
f(x) = f(x0) (respectivamente, lim x→x+

0
f(x) = f(x0)).

Del Teorema 2.15 se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Si f : R → R es una función y x0 ∈ R, entonces f es continua en x0 si y sólo si

f es continua en x0 por la izquierda y por la derecha.

Lema 3.4. Si {xn}n∈N una sucesión en R y x0 ∈ R, entonces {xn}n∈N converge a x0 si y sólo si

para todo conjunto abierto U ⊂ R tal que x0 ∈ U existe N ∈ N tal que xn ∈ U , para todo n > N .

Observación 3.5. Si f : R→ R es una función continua en R, entonces

1. Para todo conjunto conexo C en R, f(C) es un conjunto conexo en R ya que, si C es un

conjunto conexo en R entonces de la Observación 2.1.1 se sigue que C es un intervalo o tiene

un solo punto y se puede ver que entonces f(C) es un punto o un intervalo lo cual implica

que f(C) es un conjunto conexo en R.

2. Para todo compacto K ⊂ R, f(K) es compacto. Para ver esto es suficiente observar que

como K es compacto, K es un conjunto cerrado y acotado y como f es continua entonces

f(K) es un conjunto cerrado y acotado.

3. Graf(f) es un conjunto cerrado en R2; para ver esto sean x, y ∈ R tales que f(x) 6= y como

R es un espacio T2 existen conjuntos abiertos W,V en R tales que

f(x) ∈ W , y ∈ V y W ∩ V = ∅.

Como f es continua en x y f(x) ∈ W , existe un conjunto abierto U en R tal que f(U) ⊂W

lo cual implica que f(U)∩ V = ∅ de donde aplicando el Lema 2.10 tenemos que Graf(f) es

un conjunto cerrado en R2.

Teorema 3.6. Si f : [a, b]→ R es una función la cual satisface las siguientes condiciones

1. f satisface PV I y
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2. para todo y ∈ R, f−1(y) es un conjunto cerrado en R,

entonces f es continua en [a, b].

Demostración. Sean x0 ∈ [a, b], ǫ > 0 y x1, x2 ∈ [a, b] tales que x0 ∈ [x1, x2]. Del inciso (2) se sigue

que f−1(f(x0)+ǫ) y f
−1(f(x0)−ǫ) son conjuntos cerrados; además es claro que x0 /∈ f−1(f(x0)+ǫ)

y x0 /∈ f−1(f(x0)−ǫ), entonces existen δ1 > 0 y δ2 > 0 tales que: (x0−δ1, x0+δ1)∩f−1(f(x0)+ǫ) = ∅
y (x0 − δ2, x0 + δ2) ∩ f−1(f(x0)− ǫ) = ∅. Eligiendo δ = min{δ1, δ2} se sigue que (x0 − δ, x0 + δ) ∩
f−1(f(x0) + ǫ) = ∅ y (x0 − δ, x0 + δ) ∩ f−1(f(x0)− ǫ) = ∅.

Afirmamos que si x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), entonces f(x) ∈ (f(x0) − ǫ, f(x0) + ǫ). Supongamos

que existe x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) tal que f(x) /∈ (f(x0) − ǫ, f(x0) + ǫ), entonces f(x) < f(x0)− ǫ o
f(x0) + ǫ < f(x). Como x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), entonces x0 < x o x < x0; supongamos que x0 < x y

que f(x0) + ǫ < f(x). Del inciso (1) se sigue que existe x∗ ∈ (x0, x) tal que f(x
∗) = f(x0) + ǫ lo

cual implica que (x0− δ, x0 + δ)∩ f−1(f(x0) + ǫ) 6= ∅ lo cual es una contradicción. Los otros casos

son tratados en forma análoga. Por lo tanto f es continua en [a, b].

Como toda función continua en [a, b] satisface las condiciones (1) y (2) del Teorema 3.6 se tiene

el siguiente corolario.

Corolario 3.7. Sea f : [a, b]→ R. Se tiene que f es continua en [a, b] si y sólo si

1. f satisface PV I y

2. para todo y ∈ R, f−1(y) es un conjunto cerrado en R.

Es claro que si f : [a, b] → R es una función inyectiva, entonces para todo y ∈ R, f−1(y) es

cerrado en R. Se sigue del Teorema 3.6, el siguiente corolario.

Corolario 3.8. Si f : [a, b] → R es una función inyectiva la cual satisface PV I, entonces f es

continua en [a, b].

También tenemos que si f es una función conexa, de la Observación 2.5.2 se sigue que f

satisface PV I por lo tanto, aplicando el Lema 2.6 y el Teorema 3.6 se obtienen los siguientes

corolarios.

Corolario 3.9. Si f : R → R es una función conexa tal que para todo y ∈ R f−1(y) es cerrado,

entonces f es continua en R.

Corolario 3.10. Si f : R→ R es una función conexa y monótona entonces f es continua en R.

Del Lema 2.12 y Teorema 3.6 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.11. Si f : R → R es una función que satisface PV I y tiene Graf(f) cerrada,

entonces f es continua en R.
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Teorema 3.12. Si f : R→ R es una función localmente acotada en x0 y tiene Graf(f) cerrada,

entonces f es continua en x0.

Demostración. Sea x0 ∈ R tal que f es localmente acotada en x0, entonces, por el Lema 2.8,

existe un compacto K ⊂ R tal que x0 ∈ IntR(f−1(K)). Sea V un conjunto abierto en R tal que

f(x0) ∈ V . Como K \ V ⊂ K y K \ V es cerrado, entonces K \ V es compacto y como f tiene

Graf(f) cerrada, del Lema 2.12 se sigue que f−1(K \ V ) es un conjunto cerrado.

Si U = IntR(f
−1(K)) \ f−1(K \ V ), es claro que x0 ∈ U , que U es un conjunto abierto y que

U ⊂ f−1(V ). Por lo tanto, del Lema 3.2 se sigue que f es continua en x0.

Corolario 3.13. Si f : R→ R es una función localmente acotada en R y f tiene Graf(f) cerrada,

entonces f es continua en R.

De la Observación 2.5.1 y Teorema 3.12 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.14. Si f : R→ R es una función acotada en R y f tiene Graf(f) cerrada, entonces

f es continua en R.

De los Lemas 2.12 y 3.2 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.15. Si K es un subespacio compacto de R y f : R→ K es una función con Graf(f)

cerrada, entonces f es continua en R.

Teorema 3.16. Si f : R → R es una función tal que para todo compacto K ⊂ R, f(K) es

compacto y f no es continua en x0 ∈ R, entonces existen una sucesión {xn}n∈N y y ∈ R tales que

xn → x0, y 6= f(x0), y f(xn) = y para toda n ∈ N.

Demostración. Sea x0 ∈ R. Si f no es continua en x0, entonces existen un conjunto abierto V

y una sucesión {xn}n∈N tales que f(x0) ∈ V , xn → x0 y f(xn) /∈ V para todo n ∈ N. Si no
existe y ∈ R tal que para todo n ∈ N, f(xn) = y, como el conjunto {xn : n ∈ N} ∪ {x0} es

compacto, entonces {f(xn) : n ∈ N} ∪ {f(x0)} es compacto y, como f(xn) /∈ V para todo n ∈ N,
se sigue que {f(xn) : n ∈ N} es compacto; por lo tanto existe n0 ∈ N tal que f(xn0

) es punto

de acumulación de {f(xn) : n ∈ N}. Pero ({xn : n ∈ N} \ {xn0
}) ∪ {x0} es compacto de donde

se sigue que {f(xn) : n ∈ N} \ {f(xn0
)} es compacto lo cual contadice el hecho de que f(xn0

) es

punto de acumulación de {f(xn) : n ∈ N}. Por lo tanto existe y ∈ R tal que para todo n ∈ N,
f(xn) = y.

Teorema 3.17. Si f : R → R es una función tal que para todo compacto K ⊂ R, f(K) es

compacto y para todo y ∈ R, f−1(y) es un conjunto cerrado, entonces f es continua en R.

Demostración. Si f no es continua en x0 ∈ R, del Teorema 3.16 existen una sucesión {xn}n∈N y

y ∈ R tales que xn → x0, y 6= f(x0), y f(xn) = y para toda n ∈ N; lo cual implica que f−1(y) no

es cerrado, lo cual es una contradicción.
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Como toda función continua en R satisface las hipótesis del Teorema 3.17 se tiene la siguiente

consecuencia inmediata.

Corolario 3.18. Sea f : R → R una función. Se tiene que f es continua en R si y sólo si para

todo compacto K ⊂ R, f(K) es compacto y para todo y ∈ R, f−1(y) es un conjunto cerrado.

Corolario 3.19. Si f : R→ R es una función inyectiva tal que para todo compacto K ⊂ R, f(K)

es compacto, entonces f es continua en R.

Es claro que si K es un subespacio compacto de R y f : R → K es una función tal que para

todo cerrado F ⊂ R, f(F ) es cerrado, entonces para todo compacto K∗ ⊂ R, f(K∗) es compacto.

De donde aplicando el Teorema 3.16 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.20. Si K es un subespacio compacto de R y f : R → K es una función tal que

para todo conjunto cerrado F ⊂ R, f(F ) es un conjunto cerrado y para todo y ∈ R, f−1(y) es un

conjunto cerrado, entonces f es continua en R.

Teorema 3.21. Si f : R→ R es una función que satisface las siguientes condiciones:

1. para todo compacto K, f(K) es compacto y

2. para todo conexo C, f(C) es conexo,

entonces f es continua en R.

Demostración. Supongamos que existe x0 ∈ R tal que f no es continua en x0. Como R es un

espacio primero numerable podemos elegir una base local B = {Bn : n ∈ N} en x0 tal que para

todo n ∈ N, Bn sea un conjunto abierto y conexo y Bn+1 ⊂ Bn.

Como f no es continua en x0 y R es regular, existe un conjunto abierto W tal que f(x0) ∈ W
y f(Bn) no está contenido en clR(W ) para todo n ∈ N. Elijamos x1 ∈ B1 tal que f(x1) /∈ clR(W );

una vez más, por la regularidad de R, existe un conjunto abierto U1 tal que f(x1) ∈ U1 y clR(W )∩
clR(U1) = ∅; ahora elijamos x2 ∈ B2 tal que f(x2) /∈ clR(W )∪clR(F1) lo cual es posible ya que f(B2)

es conexo. Elijamos un conjunto abierto U2 tal que f(x2) ∈ U2 y clR(U2) ∩ clR(W ) ∩ clR(U1) = ∅.
Repitiendo este proceso, obtenemos una sucesión {xn}n∈N tal que xn ∈ Bn y una sucesión de

conjuntos abiertos ajenos dos a dos {Un}n∈N tal que f(xn) ∈ Un para todo n ∈ N. Por construcción
xn → x0, lo cual implica que el conjunto {xn : n ∈ N} ∪ {x0} es compacto, de donde se sigue que

el conjunto {f(xn) : n ∈ N} ∪ {f(x0)} es compacto y {Un : n ∈ N} ∪ {W} es una cubierta abierta

de este conjunto sin subcubiertas finitas. Por lo tanto f es continua en R.

De las Observación 3.5.1 y 3.5.2 y el Teorema 3.21 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.22. Sea f : R→ R una función. Se tiene que f es continua en R si y sólo si

1. para todo compacto K, f(K) es compacto y
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2. para todo conexo C, f(C) es conexo.

Teorema 3.23. Si f : R→ R es una función y a ∈ R son tales que

1. para todo conjunto cerrado F , f(F ) es un conjunto cerrado,

2. para todo y ∈ R, f−1(y) es un conjunto cerrado y

3. f tiene ĺımite en a por la izquierda (respectivamente, f tiene limite en a por la derecha),

entonces f es continua en a por la izquierda (respectivamente, f es continua en a por la derecha).

Demostración. Supongamos que limx→a−f(x) = b con b > f(a).

Como limx→a−f(x) = b, para ǫ = (b − f(a))/2 existe δ > 0 tal que si x ∈ (a − δ, a), entonces
f(x) ∈ (b− ǫ, b+ ǫ). Entonces tenemos los siguientes dos casos.

1. Si f(x) = b para todo x ∈ (a− δ, a), entonces (a− δ, a) ⊂ f−1(b) y como para todo conjunto

abierto W tal que a ∈ W se tiene que (a − δ, a) ∩W 6= ∅, entonces f−(b) ∩W 6= ∅ lo cual

implica que a ∈ clR(f−1(b)) = f−1(b), es decir f(a) = b lo cual es una contradicción.

2. Si no ocurre (1), entonces existe una sucesión {xn}n∈N ⊂ (a − δ, a) tal que xn → a y

f(xn) 6= b. Como xn → a, el conjunto {a} ∪ {xn : n ∈ N} es cerrado lo cual implica que

{f(a)}∪{f(xn) : n ∈ N} es un conjunto cerrado. Como xn → a y limx→a−f(x) = b, entonces

limf(xn) = b lo cual implica que b ∈ clR({f(xn) : n ∈ N}) ⊂ clR({f(a)}∪{f(xn) : n ∈ N})=
{f(a)} ∪ {f(xn) : n ∈ N} de donde se sigue que f(a) = b o existe n ∈ N tal que f(xn) = b,

lo cual es una contradicción.

Cuando b < f(a) se hace una prueba similar.

Por lo tanto limx→a−f(x) = f(a).

De los Teoremas 3.3 y 3.23 tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.24. Si f : R→ R es una función y x0 ∈ R son tales que

1. para todo conjunto cerrado F , f(F ) es un conjunto cerrado,

2. para todo y ∈ R, f−1(y) es un conjunto cerrado y

3. f tiene ĺımite en x0,

entonces f es continua en x0.

Por lo tanto, como una consecuencia inmediata del Teorema 3.24, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.25. Si f : R→ R es una función tal que
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1. para todo conjunto cerrado F , f(F ) es un conjunto cerrado,

2. para todo y ∈ R, f−1(y) es un conjunto cerrado y

3. f tiene ĺımite en cualquier punto de R,

entonces f es continua en R.

Teorema 3.26. Sea f : R → R una función conexa. Si f tiene ĺımite en cualquier punto de R,
entonces f es continua en R.

Demostración. Supongamos que existe x0 ∈ R tal que f no es continua en x0. Como f tiene ĺımite

en cada punto de R existe l ∈ R tal que f(x0) 6= l y limx→x0f(x) = l. Como R es T2 existen

intervalos abiertos I1, I2 tales que;

l ∈ I1, f(x0) ∈ I2 y I1 ∩ I2 = ∅.
Como limx→x0f(x) = l y l ∈ I1 existe un intervalo abierto I0 tal que

x0 ∈ I0 y f(x) ∈ I1 para todo x ∈ I0 \ {x0}.
Como x0 ∈ I0 se sigue que I0 = (I0 \ {x0}) ∪ {x0} y f(I0) = f((I0 \ {x0})) ∪ f({x0}) lo cual

contradice la conexidad de f(I0) ya que f((I0 \ {x0})) ⊂ I1 y f({x0}) ⊂ I2 . Por lo tanto f es

continua en R.

Del Teorema 3.26 y el hecho de que toda función continua en R tiene ĺımite en R y es conexa

tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.27. Una función f : R→ R es continua en R si y sólo si f es conexa y tiene ĺımite

en R.

Los siguientes conceptos topológicos nos permitiran obtener condiciones que impliquen la con-

tinuidad de una función.

Definición 3.28. Si f : R→ R es una función, entonces

1. f es α-continua si para cada abierto V , f−1(V ) es un α-conjunto,

2. f es A-continua si para cada abierto V , f−1(V ) es un A-conjunto,

3. f es débilmente continua en x0 ∈ R si para cada abierto V , tal que f(x0) ∈ V , existe un

abierto U tal que x0 ∈ U y f(U) ⊂ clR(V ),

4. f es débilmente continua en R si es débilmente continua en cada punto de R.

Del Teorema 2.3 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.29. Si f : R→ R es una función α-continua y A-continua, entonces f es continua.
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Es claro que si f : R → R es una función continua, entonces f es α-continua y A-continua,

aśı que, del Teorema 3.29 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.30. La función f : R→ R es α-continua y A-continua si y sólo si f es continua.

De la regularidad de R tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.31. Si f : R → R es una función débilmente continua en R, entonces f es continua

en R.

Demostración. Sean x ∈ R y V un conjunto abierto tal que f(x) ∈ V . Como R es un espacio

regular, existe un conjunto abiertoW tal que f(x) ∈ W ⊂ clR(W ) ⊂ V . Dado que f es débilmente

continua en x y f(x) ∈ W , existe un conjunto abierto U tal que x ∈ U y f(U) ⊂ clR(W ). De

donde se sigue que f(U) ⊂ V . Por lo tanto f es continua en R.

Como toda función continua es débilmente continua se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.32. La función f : R→ R es débilmente continua en R si y sólo si f es continua en

R.

4. Casi-continua

Definición 4.1. Si f : R → R es una función y x0 ∈ R, f es casi-continua en x0 si para toda

vecindad V de f(x0) existe un conjunto abierto U tal que x0 ∈ U ⊂ clR(f
−1(V )).

Si f es una función tal que para cada x ∈ R, f es casi-continua en x, diremos que f es

casi-continua en R. Como una consecuencia inmediata de la Definición 4.1 se obtiene el siguiente

resultado. Antes recordemos que para U, V ⊂ R, U es denso en V si clV (U) = V .

Lema 4.2. Si f : R → R es una función y x0 ∈ R, entonces f es casi-continua en x0 si y sólo

si para todo conjunto abierto V tal que f(x0) ∈ V existe un conjunto abierto U tal que x0 ∈ U y

f−1(V ) es denso en U .

Demostración. La suficiencia es clara. Para la necesidad basta considerar a U = IntR(clR(f
−1(V ))).

Observación 4.3. Con las hipótesis del Lema 4.2 tenemos que H = f−1(V ) es denso en U de

donde se sigue que f(H) = f(f−1(V )) ⊂ V es decir f(H) ⊂ V .

Teorema 4.4. Si f : R → R es una función casi-continua en x0 ∈ R y tiene Graf(f) cerrada,

entonces f es continua en x0 ∈ R.
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Demostración. Sean x0 ∈ R y V un conjunto abierto tal que f(x0) ∈ V . Como R es un espacio

localmente compacto y f(x0) ∈ V existe una vecindad compacta de f(x0), digamos que W , tal

que f(x0) ∈ W ⊂ V . Como W es un conjunto compacto y f tiene Graf(f) cerrada, del Lema 2.12

se sigue f−1(W ) es un conjunto cerrado lo cual implica que x0 ∈ f−1(W ) = clR(f
−1(W )) y como

f es casi-continua en x0, existe un conjunto abierto U tal que x0 ∈ U ⊂ clR(f
−1(W )) = f−1(W ),

de donde se sigue que x0 ∈ U ⊂ f−1(V ). Por lo tanto f es continua en x0.

Corolario 4.5. Si f : R → R es una función casi-continua en R y tiene Graf(f) cerrada,

entonces f es continua en R.

Dado que toda función continua es casi-continua y tiene gráfica cerrada, se obtiene de manera

inmediata el corolario siguiente.

Corolario 4.6. La función f : R→ R es casi-continua en R y tiene Graf(f) cerrada si y sólo si

f es continua en R.

Teorema 4.7. Si f : R→ R es una función casi-continua en x0 ∈ R y para todo conexo C ⊂ R,
clR(f

−1(C)) ⊂ f−1(clR(C)), entonces f es continua en x0 ∈ R.

Demostración. Sean x0 ∈ R y V un conjunto abierto tal que f(x0) ∈ V . Como R es un espacio

regular, localmente conexo y f(x0) ∈ V existe un conjunto abierto y conexo W tal que f(x0) ∈
W ⊂ clR(W ) ⊂ V . De aqúı se sigue que x0 ∈ f−1(W ) ⊂ f−1(clRW ) ⊂ f−1(V ). Como x0 ∈
f−1(W ) ⊂ clR(f

−1(W )) y f es casi continua en x0 existe un conjunto abierto U tal que x0 ∈ U ⊂
clR(f

−1(W )). Dado que W es conexo se tiene que clR(f
−1(W )) ⊂ f−1(clR(W )) lo cual implica que

x0 ∈ U ⊂ f−1(V ). Por lo tanto f es continua en x0.

Corolario 4.8. Si f : R → R es una función casi-continua en R y para todo conexo C ⊂ R,
clR(f

−1(C)) ⊂ f−1(clR(C)), entonces f es continua en R.

Como sabemos que toda función continua es casi-continua y satisface que para todo C ⊂ R,
clR(f

−1(C)) ⊂ f−1(clR(C)) se tiene el corolario siguiente.

Corolario 4.9. La función f : R→ R es continua en R si y sólo si f es una función casi-continua

en R y para todo conexo C ⊂ R, clR(f−1(C)) ⊂ f−1(clR(C)).

Teorema 4.10. Si f : R → R es una función casi-continua en R, conexa y para todo conexo

C ⊂ R, f−1(C) es conexo, entonces f es continua en R.

Demostración. Sea C un conjunto conexo, entonces, por hipótesis,K = f−1(C) es conexo y aśı, por

el Lema 2.7, se tiene que f(clR(K)) ⊂ clR(f(K)) ⊂ clR(C) y esto implica que clR(K) ⊂ f−1(clR(C))

y de aqúı se sigue que clR(f
−1(C) ⊂ f−1(clR(C))). Por el Corolario 4.8 obtenemos que f es continua

en R.
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Teorema 4.11. Si f : R → R es una función casi-continua en R y el conjunto C(f) = {x ∈ R :

f es continua en x} es denso en R, entonces f es continua en R.

Demostración. Supongamos que existe x0 ∈ R \ C(f), entonces existe un conjunto abierto W

con f(x0) ∈ W tal que para todo conjunto abierto U , tal que x0 ∈ U existe x∗ ∈ U tal que

f(x∗) /∈ W . Como R es un espacio regular, existen conjuntos abiertos W1 y W2 tales que f(x0) ∈
W2 ⊂ clR(W2) ⊂ W1 ⊂ clR(W1) ⊂ W . Como f(x0) ∈ clR(W2) y f es casi-continua en x0 existe

un conjunto abierto U tal que x0 ∈ U ⊂ clR(f
−1(W2)) y existe x∗ ∈ U tal que f(x∗) /∈ W , de

donde se sigue que f(x∗) ∈ R \ W ⊂ R \ clR(W1) ⊂ R \W1 lo cual implica que x∗ ∈ f−1(R \
clR(W1)) ⊂ clRf

−1(R \ clR(W1)) y como f es casi-continua en x∗ existe un conjunto abierto V tal

que x∗ ∈ V ⊂ clR(f
−1(R \ clR(W1))).

Como x∗ ∈ U ∩ V y C(f) es denso en R existe x∗∗ ∈ U ∩V ∩C(f). Dado que f es continua en

x∗∗ y U ∩V ⊂ U ⊂ clR(f
−1(W2)) se sigue que f(x

∗∗) ∈ clR(W2); análogamente como U ∩V ⊂ V ⊂
clR(f

−1(R\ clR(W1))) se sigue que f(x
∗∗) ∈ clR(R\ clR(W1)) ⊂ R\W1 lo cual es una contradicción

ya que clR(W2) ⊂W1. Por lo tanto R = C(f).

5. Semi-continua

Definición 5.1. Si f : R → R es una función y x0 ∈ R, f es semi-continua en x0 si para todo

conjunto abierto V tal que f(x0) ∈ V y todo conjunto abierto U tal que x0 ∈ U existe un conjunto

abierto G ⊂ U tal que f(G) ⊂ V .

Dada f : R → R una función definamos Qf = {x ∈ R : f es semi-continua en x}. Si Qf = R
diremos que f es semicontinua en R.

Teorema 5.2. Si f : R→ R es una función tal que

1. f es casi-continua en R y

2. f es semi-continua en R,

entonces f es continua en R.

Demostración. Supongamos que existe x0 ∈ R tal que f no es continua en x0, entonces existe un

conjunto abierto V con f(x0) ∈ V tal que para todo abierto U con x0 ∈ U existe x ∈ U tal que

f(x) /∈ V . Como R es un espacio regular elijamos un conjunto abierto W tal que f(x0) ∈ W ⊂
clR(W ) ⊂ V . Como f es casi-continua en x0, por el Lema 4.2 y la Observación 4.3 existen un

conjunto abierto U1 tal que x0 ∈ U1 y un conjunto denso H ⊂ U1 tales que f(H) ⊂ W . Elijamos

x1 ∈ U1 tal que f(x1) /∈ V . Como f es semi-continua en x1 existe un conjunto abierto G ⊂ U1 tal

que f(G) ⊂ R \ clR(W ) lo cual no puede ser ya que f(H) ⊂ W . Por lo tanto f es continua en

R.

Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Capı́tulo 3, páginas 65-85
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Lema 5.3. Si f : R→ R es una función casi-continua en R, entonces Qf es un conjunto cerrado.

Demostración. Sean x ∈ clR(Qf ) y U, V conjuntos abiertos tales que x ∈ U y f(x) ∈ V , res-

pectivamente. Como R es un espacio regular existe un conjunto abierto W tal que f(x) ∈ W ⊂
clR(W ) ⊂ V . Dado que f es casi-continua en x, por el Lema 4.2, existe un conjunto abierto H tal

que x ∈ H y f−1(W ) es denso en H .

Como x ∈ clR(Qf) y x ∈ H ∩ U se sigue que Qf ∩ H ∩ U 6= ∅. Sean y ∈ Qf ∩H ∩ U y S un

conjunto abierto tal que f(y) ∈ S. Como y ∈ Qf es decir f es semi-continua en y, entonces existe

un conjunto abierto T ⊂ H ∩ U tal que f(T ) ⊂ S, y como f−1(W ) es denso en H se sigue que

f−1(W ) ∩ T 6= ∅; por lo tanto ∅ 6= W ∩ f(T ) ⊂ W ∩ S lo cual implica que f(y) ∈ clRW ⊂ V ,

es decir f(y) ∈ V y como f es semi-continua en y, existe un conjunto abierto G ⊂ U tal que

f(G) ⊂ V . Por lo tanto x ∈ Qf .

Del Teorema 5.2 y el Lema 5.3 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.4. Si f : R → R es una función casi-continua en R y Qf es un conjunto denso en

R, entonces f es continua en R.

Dada una función, f : R→ R consideremos Sf como el conjunto de los x ∈ R tales que existe

una base N de f(x) con la propiedad de que para todo N ∈ N y todo abierto U con x ∈ U ,

f−1(N) \ IntR(f−1(N)) no es denso en U .

Definición 5.5. Si f : R → R es una función, f es ligeramente-continua en R si el conjunto Sf
es denso en R.

Lema 5.6. Si f : R→ R es una función casi-continua en R, entonces Sf ⊂ Qf .

Demostración. Sean x ∈ Sf y U, V conjuntos abiertos tales que x ∈ U y f(x) ∈ V respectivamente.

Sea V1 un conjunto abierto tal que f(x) ∈ V1 ⊂ V y para todo conjunto abierto U1 tal que x ∈ U1,

f−1(V1) \ IntR(f−1(V1)) no sea denso en U1.

Como f es casi-continua en x, por el Lema 4.2, existe un conjunto abierto W tal que x ∈ W
y f−1(V1) es denso en W ; dado que f−1(V1) \ IntR(f−1(V1)) no es denso en el conjunto abierto

U ∩W que tiene a x como elemento, existe un conjunto abierto H ⊂ U ∩W tal que f−1(V1) \
(IntR(f

−1(V1))) ∩ H = ∅ y como f−1(V1) es denso en W se sigue que f−1(V1) ∩ H 6= ∅. Por lo

tanto IntR(f
−1(V1)) ∩H 6= ∅.

Eligiendo G = IntR(f
−1(V1)) ∩ H , es claro que G es un conjunto abierto tal que G ⊂ U y

f(G) ⊂ V . Por lo tanto x ∈ Qf .

Del Teorema 5.2, el Lema 5.3 y la Definición 5.5 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.7. Si f : R→ R es una función casi-continua y ligeramente-continua en R, entonces
f es continua en R.
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Definición 5.8. Si f : R→ R es una función y x ∈ R, f es exclusivamente continua en x si para

todo ǫ > 0 y todo conjunto abierto U tal que x ∈ U , existe un conjunto abierto G tal que G ⊂ U

y para todo y, z ∈ G, |f(y)− f(z)| < ǫ.

Si f : R→ R es una función, definamos el conjunto

Af = {x ∈ R : f es exclusivamente continua en x}.
Diremos que f es exclusivamente continua en R si Af = R.

Lema 5.9. Si f : R→ R es una función, entonces Qf ⊂ Sf .

Demostración. Sean x ∈ Qf y U, V conjuntos abiertos tales que x ∈ U , y f(x) ∈ V , respecti-

vamente. Como x ∈ Qf existe un conjunto abierto G ⊂ U tal que f(G) ⊂ V ; lo cual implica

que G ⊂ IntR(f
−1(V )). De aqúı concluimos que (f−1(V ) \ IntR(f−1(V ))) ∩ G = ∅. Por lo tanto

x ∈ Sf .

Lema 5.10. Si f : R→ R es una función, entonces Af ⊂ Sf .

Demostración. Supongamos que existe x ∈ Af \Sf . Sea ǫ0 > 0 tal que para todo conjunto abierto

V tal que f(x) ∈ V y V ⊂ (f(x) − ǫ0, f(x) + ǫ0), existe un conjunto abierto T tal que x ∈ T

y f−1(V ) \ IntR(f−1(V )) es denso en T . Para 0 < ǫ < ǫ0 existe un conjunto abierto W tal que

x ∈ W y el conjunto H = f−1((f(x)− ǫ, f(x) + ǫ)) \ IntR(f−1((f(x)− ǫ, f(x) + ǫ))) es denso en

W .

Sea U un conjunto abierto tal que x ∈ U ; como x ∈ Af existe un conjunto abierto G ⊂ U∩W tal

que |f(y)−f(z)| < ǫ/2 para todo y, z ∈ G. Como H es denso enW y G ⊂ W , entonces G∩H 6= ∅.
Sean y ∈ G ∩H y z ∈ G, entonces |f(x)− f(z)| ≤ |f(x)− f(y)|+ |f(y)− f(z)| < ǫ/2 + ǫ/2 < ǫ,

de donde se sigue que f(z) ∈ (f(x)− ǫ, f(x) + ǫ); lo cual implica que f(G) ⊂ (f(x)− ǫ, f(x) + ǫ),

es decir, x ∈ Qf lo cual contradice el Lema 5.9. Por lo tanto Af ⊂ Sf .

Del Corolario 5.7 y el Lema 5.10 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.11. Si f : R → R es una función casi-continua y exclusivamente continua en R,
entonces es continua en R.

Lema 5.12. Si f : R→ R es una función casi-continua en R, entonces Af es un conjunto cerrado.

Demostración. Sea y ∈ clRAf . Dado un conjunto abierto U tal que y ∈ U se sigue que U ∩Af 6= ∅;
elijamos x ∈ U ∩ Af se sigue que existe ǫ > 0 y un conjunto abierto U1 ⊂ U tal que para todo

y1, y2 ∈ U1 se sigue que |f(y1)− f(y2)| < ǫ lo cual implica que y ∈ Af .

Corolario 5.13. Si f : R→ R es una función casi-continua en R y Af es un conjunto denso en

R, entonces f es continua en R.

Definición 5.14. Si f : R→ R es una función diremos que;
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82 Manuel Ibarra Contreras, Armando Mart́ınez Garćıa

1. f es pre-continua si para todo conjunto abierto W de R2 tal que Graf(f) ⊂ W existe una

función continua F : R→ R tal que Graf(F ) ⊂W ,

2. f es de Cesàro si existen conjuntos abiertos U, V en R tales que para todo y ∈ V , U ⊂
clR(f

−1(y)).

Es claro que si f es una función de Cesàro y U, V son los conjuntos abiertos existentes de la

Definición 5.14, entonces f−1(y) es un subconjunto denso de U para todo y ∈ V , lo cual se sigue

de que;

U ⊂ clR(f
−1(y)) y que clU(f

−1(y)) = clR(f
−1(y)) ∩ U = U .

Lema 5.15. Si f : R→ R es una función de Cesàro, entonces f es discontinua.

Demostración. Como f es una función de Cesàro existen conjuntos abiertos U, V en R tales que

para todo y ∈ V , U ⊂ clRf
−1(y). Como V es un conjunto abierto en R y para cada y ∈ R,

los conjuntos singulares {y} no son conjuntos abiertos y śı conjuntos cerrados, podemos elegir

y1, y2 ∈ V tales que y1 6= y2. Es claro que V \ {y2} es un conjunto abierto y y1 ∈ V \ {y2}, de
donde se sigue que f−1(y1) ⊂ f−1(V \ {y2}).

Como f−1(y1) es denso en U , entonces f
−1(y1)∩U 6= ∅ de donde se sigue que f−1(V \{y2})∩U 6=

∅; por lo tanto, si f fuese continua entonces f−1(V \ {y2}) ∩ U 6= ∅ seŕıa un conjunto abierto

contenido en U y como f−1(y2) es denso en U , entonces

f−1(V \ {y2}) ∩ f−1(y2) 6= ∅
lo cual no es posible. Por lo tanto f es discontinua.

Lema 5.16. Si f : R→ R es una función pre-continua entonces Graf(f) es un conjunto conexo

en R2.

Demostración. Supongamos que Graf(f) no es un conjunto conexo en R2, entonces existen con-

juntos abiertos U y V en R2 tales que;

U ∩ V = ∅, Graf(f) ⊂ U ∪ V , U ∩Graf(f) 6= ∅ y V ∩Graf(f) 6= ∅.
Sean a, b ∈ R tales que (a, f(a)) ∈ U y (b, f(b)) ∈ V . Consideremos los conjuntos,

U1 = U \ π−1(b) y V1 = V \ π−1(a) donde π((x, y)) = x;

donde π es la primera proyección de R2 en R. Es claro que U1 ∪ V1 es un conjunto abierto tal

que Graf(f) ⊂ U1 ∪ V1 y como f es pre-continua existe una función continua F : R → R tal

que Graf(F ) ⊂ U1 ∪ V1, pero U1 y V1 son conjuntos abiertos ajenos tales que (a, f(a)) ∈ U1 y

(b.f(b)) ∈ V1 lo cual implica Graf(F ) no es un conjunto conexo lo cual no puede ser ya que como

F es una función continua, entonces su Graf(F ) es un conjunto conexo. Por lo tanto Graf(f) es

un conjunto conexo.
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Teorema 5.17. Si f : R→ R es una función que satisface las siguientes condiciones;

1. f es pre-continua,

2. f es casi-continua y

3. f no es de Cesàro,

entonces f es continua.

Demostración. Supongamos que existe un x0 ∈ R tal que f no es continua en x0, entonces existe

un intervalo abierto J = (s, t) con f(x0) ∈ J tal que para todo conjunto abierto N con x0 ∈ N
existe un w ∈ N tal que f(w) /∈ J . Por la regularidad de R podemos elegir un intervalo abierto

J1 = (s1, t1) tal que f(x0) ∈ J1 ⊂ clR(J1) ⊂ J lo cual implica que s < s1 < f(x0) < t1 < t.

Como f es casi-continua y f(x0) ∈ J1 del Lema 4.2 se sigue que existe un conjunto abierto N

tal que x0 ∈ N y f−1(J1) es denso en N , y como f no es continua en x0 existe w ∈ N tal que

f(w) /∈ J . Una vez más, de la regularidad de R existe un intervalo abierto K = (q, r) tal que

f(w) ∈ K y clR(K) ∩ clR(J1) = ∅.
Sin pérdida de generalidad supongamos que s1 < t1 < q < r y, una vez más, como f es casi-

continua y f(w) ∈ K, del Lema 4.2 se sigue que existe un conjunto abierto M tal que w ∈ M

y f−1(K) es denso en M . Consideremos el conjunto abierto U = N ∩M y el intervalo abierto

V = (t1, q); como w ∈ U y t ∈ V , es claro que U 6= ∅ y V 6= ∅.
Ahora, como f no es de Cesàro, existe y0 ∈ V y un intervalo abierto Q ⊂ U tal que y0 /∈ f(Q),

y como f−1(J1) es denso en N y Q ⊂ U ⊂ N podemos elegir a, b ∈ Q tales que a < b y

f(a), f(b) ∈ J1.
Sea P = {(x, y) : a < x < b, y > y0}. Como f−1(K) es denso en M y a, b ∈ Q ⊂ U ⊂ M

se sigue que (a, b) ∩ f−1(K) 6= ∅. Sea x ∈ (a, b) ∩ f−1(K), entonces a < x < b y x ∈ f−1(K) es

decir a < x < b y f(x) ∈ K lo cual implica que (x, f(x)) ∈ Graf(f) y f(x) > y0. Por lo tanto

P ∩Graf(f) 6= ∅.
Como f(a) < y0, f(b) < y0, (a, b) ⊂ Q, y0 /∈ f(Q) y fr(P ) = {(a, y) : y ≥ y0} ∪ {(b, y) : y ≥

y0} ∪ {(x, y0) : a < x < b} se sigue que

(a, f(a)), (b, f(b)), (x, f(x)) ∈ Graf(f) con x ∈ (a, b) y (a, f(a)), (b, f(b)), (x, f(x)) /∈ fr(P ) con
x ∈ (a, b).

Por lo tanto, fr(P ) ∩Graf(f) = ∅.
Por lo tanto, P y Graf(f) \ (clR(P )) son una separación de Graf(f), pero por el Lema 5.16

Graf(f) es un conjunto conexo. Por lo tanto f es continua.

Es claro que si f es una función continua ésta es pre-continua y casi-continua y, del Lema 5.15,

se sigue que f no es una función de Cesàro que, junto con el Teorema 5.17, obtenemos el siguiente

corolario.
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Corolario 5.18. Una función f : R → R es continua si y sólo si satisface las siguientes condi-

ciones;

1. f es pre-continua en R,

2. f es casi-continua R y

3. f no es de Cesàro en R.
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[2] J. Borsik and J. Doboš, On certain decompositions of continuity, Rend. Istit. Mat. Univ.

Trieste. 20 (1988), 2, 275-282.

[3] C. E. Burgess, Continuous functions and connected graphs, Amer. Math. Monthly, 97 (1990),

337-339.

[4] V. L. Klee and W. R. Utz, Some remarks on continuous transformations, Proc. Amer. Math.

Soc., 5 (1954), 182-184.

[5] N. Levine, A decomposition of continuity in topological spaces, Amer. Math. Monthly, 68

(1961), 44-46.
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Caṕıtulo 4

Dinámica de las familias fλ(z) = λsenz y Fλ(z) = λsenz+ 1/z

Patricia Domı́nguez, Josué Vázquez

FCFM, BUAP

Resumen

En este trabajo se estudia la dinámica de dos familias de funciones de variable compleja.

La primera familia es fλ(z) = λsenz, λ ∈ C, que pertenece a la clase de funciones

trascendentes enteras. La segunda familia es parecida a fλ(z), sólo que agregamos un

polo simple en cero, esto es, Fλ(z) = λsenz + 1/z, λ ∈ C. Para la primera familia se

enuncian algunos resultados demostrados en [9] y [10] y se concluye que estos resultados

no se pueden generalizar a la familia Fλ(z), que pertenece a la clase de funciones

trascendentes meromorfas. Estudiando el plano de parámetros de la familia Fλ(z) =

λsenz + 1/z, se enuncian algunas conjeturas sobre el comportamiento dinámico de la

familia y el plano de parámetros.

1. Introducción

El método de Newton es probablemente el proceso más antiguo sobre iteración. Curiosamente,

aunque lleva el nombre de Newton desde 1830, no es mérito de Isacc Newton el haberlo propuesto

como hoy lo conocemos, el crédito debe otorgarse a Thomas Simpson (1710-1761), el mismo autor

de la ya conocida regla de Simpson para la aproximación de integrales definidas. También es

notable la participación de otros matemáticos, como Joseph Raphson y Joseph Fourier, de tal

manera que el método podŕıa ser llamado el método de Newton-Raphson-Simpson-Fourier.

El origen de la iteración de funciones anaĺıticas complejas fue presentado en dos revisiones

detalladas al método de Newton. La primera, en un art́ıculo notable de Schröder, publicada en

dos partes, en 1870 y en 1871, junto con Georg Cantor, véase [18]. La segunda, escrita por el

matemático y abogado británico Arthur Cayley (1821-1895) apareció en 1879, véase [8].

En 1915, la Academia Francesa de Ciencias informa que el Grand Prix des Sciences Mathéma-

tiques de 1918 se otorgaria a los estudios sobre iteración. La Academia escogió este tema por dos

razones, véase [17]. La primera razón fue motivada por el uso que Henri Poincaré (1854-1912) hab́ıa

dado a la iteración en sus estudios de la mecánica celeste —donde él visionó las ideas del caos

dinámico al estudiar la estabilidad del sistema solar— al competir en un concurso propuesto por
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Oscar II, rey de Suecia y Noruega, donde se retaba a mostrar rigurosamente que el sistema solar

modelado por las ecuaciones de Newton era dinámicamente estable. Poincaré ganó el concurso,

hab́ıa creado un nuevo método anaĺıtico y vislumbrado lo que hoy conocemos como la teoŕıa del

caos.

La segunda razón fue porque ya exist́ıa una tradición francesa en el interés por estudiar la

iteración o dinámica de las funciones complejas, comenzando en los estudios de Gabriel Koenigs

(1858-1931) en 1880, tema también estudiado de manera exhaustiva por el matemático alemán

Ernst Schröder (1841-1902).

El estudio de los sistemas dinámicos en el campo de la dinámica holomorfa se dió a comienzos

del siglo XX con las investigaciones de los matemáticos franceses Gaston Julia (1893- 1978) y

Pierre Fatou (1878-1926), véase [13] y [14]. Estos dos matemáticos estudiaron principalmente la

iteración de funciones racionales de la esfera de Riemann.

Un teorema de Montel sobre familias normales permitió a Fatou y Julia descomponer a la esfera

de Riemann en dos conjuntos, que ahora llevan sus nombres, el conjunto de Fatou consiste en los

puntos de la esfera donde la familia de iteradas de la función es normal, y el conjunto de Julia

es su complemento. Esta problemática puede extenderse a la iteración de funciones holomorfas

en una superficie de Riemann arbitraria. Una de las preguntas que dejaron pendientes Fatou y

Julia fue: ¿existen componentes del conjunto de Fatou que sean diferentes a las componentes

periódicas y pre-periódicas, para el caso de funciones racionales? Sullivan [19] demostró en 1986 su

no existencia, además, probó que las componentes ćıclicas de Fatou se pueden clasificar en cinco

tipos; cuencas de atracción, cuencas de super-atracción, cuencas parabólicas, discos de Siegel y

anillos de Herman.

Como ya se mencionó, la teoŕıa clásica de los conjuntos de Julia y Fatou fue originalmente

estudiada alrededor de 1920 para funciones racionales. En 1926 Fatou extiende la teoŕıa a funciones

transcendentes enteras (infinito es singularidad esencial) y en 1990 Baker extiende la teoŕıa para

funciones transcendentes meromorfas con una singularidad esencial y con al menos un polo que

no es omitido.

En las últimas dos décadas del siglo XX se retomó el estudio de la dinámica holomorfa teniendo

un importante desarrollo el caso de las funciones enteras trascendentes y meromorfas trascenden-

tes. Una gran ayuda para este desarrollo fue, sin duda alguna, el uso de las computadoras y la

implementación de programas en lenguajes como C++, Java, Xaos, Mathematica, etc.

Con la graficación del plano de prámetros de las familias de funciones a investigar se puede

conocer información acerca de la dinámica de las familias dadas, donde el plano de parámetros se

entiende como el espacio fase de la familia de funciones.

La familia λez y su plano de parámetros asociado han sido estudiados por varios matemáticos

en la última década. En el caso de la familia λsenz, dado que se puede reescribir como una familia

en términos de la función exponencial, se teńıa la idea que los planos de parámetros asociados a

Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Capı́tulo 4, páginas 89-105
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estas dos familias de funciones eran similares. Esto no es verdad por un resultado de McMullen

[16] que afirma lo siguiente: para la función exponencial, la medida del conjunto de Julia es cero,

mientras que para la función senz no es cero. Un primer estudio del plano de parámetros para la

familia λsenz, buscando posibles propiedades que no hab́ıan sido investigadas, se realizó en 2002

por Domı́nguez y Sienra en [10].

Es natural preguntarse: (a) ¿Qué sucede si agregamos un polo a la familia λsenz? (b) ¿Siguen

siendo los conjuntos de Fatou y Julia similares después de agregar el polo? La primera idea que

nos viene a la mente es graficar el plano de prámetros de la nueva familia λsenz+1/z y dar valores

a λ para poder deducir y demostrar resultados interesantes.

En este trabajo de divulgación enunciamos resultados de la familia fλ(z) = λsenz con algunos

ejemplos para ciertos parámetros dados. Después, se le añade un polo simple en z = 0 a fλ(z) e

investigamos el plano de parámetros de la nueva familia, Fλ(z) = λsenz+1/z, que fue programado

usando Fractint, Xaos y Mathematica.

Uno de los problemas más habituales cuando se construye un modelo para simular un proceso

es que, tras haber definido un buen número de parámetros para darle más flexibilidad y generali-

dad con el fin de abarcar las situaciones más variopintas del proceso, no sabemos qué valores de

esos parámetros serán los que puedan generar un comportamiento que resulte interesante. Para

resolverlo, la primera tarea que abordamos es recorrer el plano de parámetros pinchando aqúı y

allá para ver cómo se comporta el modelo en esos puntos aislados y esperando reconocer qué re-

lación hay entre las zonas exploradas y los comportamientos observados. Los conjuntos de Fatou

y Julia de la familia Fλ(z) se graficaron dando valores a diversos parámetros, utilizando la forma

antes mencionada. Con los resultados obtenidos se enuncian varias conjeturas de la dinámica de

la familia Fλ(z) = λsenz + 1/z.

El caṕıtulo está estructurado de la siguiente forma: introducción, preliminares, clasificación

de componentes de Fatou, dinámica de la familia λsenz, dinámica de la familia λsenz + 1/z y

referencias.

2. Preliminares

Recordemos que una función f de variable compleja es llamada anaĺıtica en un punto z0 si

existe una vecindad |z − z0| < ǫ, tal que en cada punto de ella f
′

existe. Un punto en el cual la

función f no es anaĺıtica es llamado un punto singular o singularidad de f .

Definición 2.1. El punto z0 es una singularidad aislada o un punto singular aislado de f si

podemos encontrar un δ > 0, tal que el ćırculo | z− z0 |< δ no encierre puntos singulares distintos

de z0. Si tal δ no puede ser encontrado, decimos que z0 es una singularidad no aislada.
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Las singularidades aisladas de una función de variable compleja se clasifican de la siguiente

forma.

1. Polo. Si podemos encontrar un n ∈ Z+ tal que

ĺım
n→∞

(z − z0)nf(z) = c,

donde c 6= 0, el punto z0 es llamado un polo de orden n. Si n = 1, decimos que z0 es un polo

simple.

Si g(z) = (z − z0)nf(z), donde f(z0) 6= 0 y n ∈ Z+, entonces z0 es llamado un cero de orden

n de g(z). Si n = 1 el punto z0 es llamado un cero simple. Aśı, z0 es un polo de la función
1
g(z)

.

2. Singularidad removible. Una singularidad z0 es llamada una singularidad removible de f(z)

si ĺımz→z0 f(z) existe.

3. Singularidad esencial. Una singularidad z0 que no es polo ni es removible es una singularidad

esencial.

Definición 2.2. Diremos que ∞ es una singularidad aislada de una función f si existe R > 0 tal

que f es anaĺıtica en la región Ar = {z ∈ C | |z| > R}.

Definición 2.3. Una función meromorfa f es una función que es anaĺıtica excepto en los polos.

Los valores singulares de una función de variable compleja f son de dos tipos, valores cŕıticos

y valores asintóticos, los cuales se definen a continuación.

Definición 2.4. Los puntos cŕıticos de una función de variable compleja f son los puntos donde

la derivada se anula. Decimos que z0 es valor cŕıtico de f si es la imagen de un punto cŕıtico.

Definición 2.5. Decimos que z0 es un valor asintótico de una función de variable compleja f si

existe una curva Ω(t), tal que si

ĺım
t→∞

Ω(t)→∞⇒ ĺım
t→∞

f(Ω(t)) = z0.

Ahora consideremos las siguientes clases de funciones, donde X = C y Y = Ĉ.

E = {f : X → X | f es entera trascendente}.

M = {f : X → Y | f es meromorfa trascendente con al menos un polo que no es omitido}.
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Recuérdese que a un punto z0 se le llama valor omitido de la función f si la función nunca

toma el valor de z0.

Algunos ejemplos de funciones en las clases antes mencionadas son los siguientes:

Ejemplo 2.6. Las familias fλ(z) = λsenz y fλ(z) = λez pertenecen a la clase E.

Ejemplo 2.7. Las familias fλ(z) = λtanz y fλ(z) = λsenz + 1
z
pertenecen a la clase M.

Sea f es una función en cualquiera de las clases anteriores E o M. La n-ésima iterada de

la función f se define como la composición de la función n-veces y se denota por fn, esto es,

fn := f ◦ fn−1, n ∈ N, donde f 0 := Id.

Observación 1.

(a) Si f ∈ E, entonces fn ∈ E.

(b) Si f ∈M, no implica que fn ∈M.

Definición 2.8. Sea f ∈ E o M. Un punto z0 que cumple f(z0) = z0 se llama punto fijo de la

función f .

Definición 2.9. Decimos que z0 es un punto fijo periódico de peŕıodo n de la función f si n es el

menor natural que cumple que fn(z0) = z0.

Dado z0, la órbita hacia adelante de z0 se define como:

O+(z0) = {zn = fn(z0) : n ∈ N}.

La órbita hacia atrás de z0 se define como:

O−(z0) = {z : fn(z) = z0, n ∈ N}.

Definición 2.10. Si z0 un punto fijo periódico de peŕıodo n, se define el multiplicador como

λ = (fn)′(z0). Si n = 1, el multiplicador de z0 es λ = (f)′(z0).

De la Definición 2.10 podemos hacer la siguiente observación sobre el multiplicador:

Observación 2.

(a) Por la regla de la cadena tenemos:

(fn)′(z0) =

n−1∏

k=0

f ′(fk(z0)).
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(b) La Definición 2.10 puede ser confusa cuando z =∞. El multiplicador λ 6= limz→∞(f
n)′(z),

más bien λ es igual al rećıproco de este número. Por ejemplo, si f(z) = 2z, entonces ∞ es punto

fijo con multiplicador λ = 1/2.

Sin pérdida de generalidad, si z0 es un punto fijo de peŕıodo uno de la función f , el punto z0
se puede clasificar de la siguiente forma:

• z0 es súper atractor, si λ = 0.

• z0 es atractor, si 0 < |λ| < 1.

• z0 es repulsor, si |λ| > 1.

• z0 es indiferente, si |λ| = 1. Los puntos fijos indiferentes se dividen en:

(a) racional indiferente, si λm = 1, para algún m ∈ N y

(b) irracional indiferente, si λ = e2πiθ con θ ∈ R \Q.

Definición 2.11. Sea f una función en la clase E o en la clase M. El conjunto de Fatou, denotado

por F (f), se define como el conjunto de puntos z ∈ C, tal que la sucesión de iteradas (fn)n∈N
está bien definida y es normal en alguna vecindad de z. El conjunto de Julia es el complemento

del conjunto de Fatou y se denota por J(f).

El estudio de la dinámica de funciones en la clase E se inició con los trabajos de Fatou en [12]

y continuó con los trabajos de Baker en [1]. El estudio de la dinámica de funciones en la clase M

se inició con los trabajos de Baker, Yinian y Kotus ([3], [4], [5], [6]).

Algunas propiedades básicas de los conjuntos de Fatou y Julia para funciones en las clases de

funciones E y M son las siguientes:

(i) F (f) es abierto y J(f) es cerrado.

(ii) F (f) y J(f) son completamente invariantes bajo f(z).

(iii) F (f) = F (fn) y J(f) = J(fn) para todo n ∈ N.

(iv) J(f) es perfecto.

(v) J(f) es la clausura del conjunto de puntos periódicos repulsores de f(z).

Las demostraciones de las propiedades antes enunciadas son diferentes para cada clase de

función. Para un estudio detallado de estas propiedades, el lector puede consultar [7].
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3. Clasificación de las componentes del conjunto de Fatou

Si f ∈ E o M y U es una componente del conjunto de Fatou, las posibilidades para la órbita

de U bajo f son las siguientes:

(a) Si fn(U) ⊂ U , para algún entero n ≥ 1, entonces llamamos a U componente periódica.

El mı́nimo n es el peŕıodo de la componente. En particular, si n = 1 la componente U es

llamada componente invariante.

(b) Si fm(U) es periódica, para algún entero m ≥ 0, llamamos a U componente pre-periódica.

(c) U es una componente errante si U no es componente periódica ni pre-periódica.

Si U es una componente periódica de F (f) de peŕıodo p, esto es, f p(U) ⊂ U , la clasificación

de las componentes periódicas es dada como sigue:

1. Si U contiene un punto periódico atractor z0 de peŕıodo p y fnp(z) → z0, para z ∈ U

y n → ∞, la componente U es llamada la cuenca inmediata de atracción o componente

atractora.

2. Si ∂U contiene un punto periódico z0 de peŕıodo p y fnp(z) → z0, para z ∈ U y n → ∞,

entonces (f p)
′

(z0) = 1 si z0 ∈ C. En este caso, U es llamada una componente de Leau o

componente parabólica.

3. Si existe un homeomorfismo anaĺıtico ϕ : U → D, donde D es el disco unitario, tal que

ϕ(f p(ϕ−1(z))) = e2πiαz para algún α ∈ R\Q, en este caso la componente U es llamada disco

de Siegel.

4. Si existe un homeomorfismo anaĺıtico ϕ : U → A, donde A es un anillo A = {z : 1 < |z| < r},
r > 1, tal que ϕ(f p(ϕ−1(z))) = e2πiαz para algún α ∈ R \Q, en este caso la componente U

es llamada anillo de Herman.

5. Si existe z0 ∈ ∂U tal que fnp(z) → z0, para z ∈ U cuando n → ∞, pero f p(z0) no

está definido, en este caso la componente U es llamada componente de Baker.

Observacion 3.

(a) Para funciones en la clase E, los anillos de Herman no existen, véase [2].
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(b) Para funciones en las clases E y M que tienen un número finito de valores singulares, no

existen los dominios errantes ni los dominios de Baker, véase [3] y [11].

Para funciones en la clase E, Baker en [2] demostró el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Si f ∈ E, entonces toda componente no acotada U de F (f) es simplemente conexa.

Podemos preguntarnos si el Teorema 3.1 se cumple para funciones en la clase M. La respuesta

es no. Keen y Kotus, en [15], demostraron que la familia fλ(z) = λ tan z tiene un único punto fijo

atractor en z = 0, para cierto valor de λ, y el conjunto de Julia J(f) es un subconjunto de Cantor

de la recta real. El conjunto de Fatou consiste de una única componente completamente invariante

U que es multiplemente conexa, y los valores asintoticos ±λi se encuentran en U .

4. Dinámica de la familia fλ(z) = λsenz

En esta sección enunciamos algunos resultados importantes relacionados con la dinámica de la

familia fλ(z) = λsenz investigados por Domı́nguez y Sienra en [10] y Domı́nguez y Fagella en [9].

Primero observemos que los miembros de la familia fλ(z) = λsenz cumplen lo siguiente:

(a) El punto z = 0 es un punto fijo, porque fλ(0) = λsen0 = 0.

(b) La familia tiene dos valores cŕıticos {λ,−λ} y no tiene valores aśıntoticos. En efecto, tome-

mos la derivada de la familia fλ(z), esto es, f
′

λ(z) = {λsenz}
′

= λcosz. Ahora λcosz = 0 cuando

z = (2k − 1)π/2, k ∈ Z. Aśı, los valores cŕıticos son fλ((2k − 1)π/2) = ±λ.

(c) Por la Observación 3(a), la familia no tiene anillos de Herman.

(d) Por Observación 3(b), la familia no tiene dominios errantes ni dominios de Baker.

Por (c) y (d), las únicas componentes que tiene la familia fλ(z) son atractoras, parabólicas y

discos de Siegel. El plano de parámetros de la familia fλ(z) = λsenz se observa en la Figura 1.

Los siguientes resultados fueron demostrados para diferentes parámetros λ ∈ C en [10].

Componente atractora

Teorema 4.1. Para la familia fλ(z) = λsenz, donde 0 < |λ| < 1, el conjunto de Fatou consiste

de una componente simplemente conexa U que es completamente invariante.
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Figura 1: El plano de parámetros de la familia fλ(z) = λsenz, λ ∈ C

Ejemplo 4.2. Un ejemplo del Teorema 4.1 es cuando tomamos λ = 0,7. Los conjuntos de Fatou

y Julia están representados en la Figura 2. El conjunto de Fatou está en color negro, se puede ver

que el punto fijo super-atractor z = 0 esta en el conjunto de Fatou. La componente de Fatou (en

negro) es no acotada, simplemente conexa y completamente invariante.

Figura 2: El conjunto de Fatou para λ = 0,7.

Componente parabólica

Teorema 4.3. Sea θ = p/q, con (p, q) = 1. Si q es par, existe un ciclo con q componentes de

Fatou pegadas a 0. Si q es impar, existen dos ciclos con q componentes de Fatou cada una. Estas

son las únicas componentes periódicas de Fatou. Más aún, tales componentes son acotadas.

Ejemplo 4.4. Un ejemplos del Teorema 4.3 es cuando tomamos θ = 1/4 y θ = 1/3, véase

Figuras 3 y 4. La parte negra que se muestra en las figuras es el conjunto de Fatou y sus pre-
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imágenes. Podemos observar en la Figura 3 que hay cuatro pétalos acotados unidos en z = 0,

porque θ = 1/4 = p/q con p = 1 y q = 4.

Figura 3: El caso parabólico para λ = e2πiθ con θ = 1/4

En la Figura 4 hay seis pétalos acotados unidos en z = 0, porque θ = 1/3 = p/q con p = 1 y

q = 3. Los pétalos se repiten en las Figuras 3 y 4 porque la familia es periódica.

Figura 4: El caso parabólico para λ = e2πiθ con θ = 1/3

Disco de Siegel

En [20] Zhang demostró que para λ = e2πiθ siendo θ un número irracional, de tipo acotado,

la familia fλ(z) tiene un disco de Siegel que es invariante alrededor de z = 0 y todas las otras

componentes de Fatou son sus pre-imágenes. El disco de Siegel es acotado y por lo tanto también

todas sus pre-imágenes

Observando las componentes parabólicas y el disco de Siegel de la familia λsenz una pregunta

natural seŕıa: ¿Para qué valores del parámetro λ el conjunto de Fatou es acotado? El siguiente

resultado demostrado en [9] da una respuesta parcial a la pregunta.

Teorema 4.5. Si λ ∈ C, tal que |Re(λ)| ≥ π
2
, entonces todas las componentes de Fatou de fλ(z)

son acotadas.
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Los autores en [9] hacen la siguiente conjetura:

Conjetura. Si λ ∈ C tal que |λ| ≥ 1, entonces todas las componentes de Fatou de fλ(z) son

acotadas.

5. Dinámica de la familia Fλ(z) = λsenz + 1/z

En esta sección analizaremos el plano de parámetros de la familia Fλ(z) = λsenz + 1/z y

enunciaremos algunas conjeturas para diferentes parámetros estudiando los conjuntos de Fatou

y Julia asociados a los parámetros dados. También, describiremos (a) el algoritmo generado en

Fractint y Mathematica, que grafican el espacio de parámetros de la familia fλ(z) = λsenz. (b)

El algoritmo que generan los conjuntos de Julia y Fatou de la familia Fλ(z) = λsenz + 1/z

La familia Fλ(z) = λsenz + 1/z tiene dos singularidades aisladas, una en z = 0, que es un

polo, y otra en ∞, que es una singularidad esencial. La familia pertenece a la clase de funciones

trascendentes meromorfas, M, por lo tanto la dinámica para cada λ en la familia es totalmente

diferente a la familia λsenz.

Los puntos fijos y los puntos cŕıticos de la familia Fλ(z) = λsenz+1/z se encuentran resolvien-

do las ecuaciones (i) λsenz+1/z−z = 0 y (ii) λcosz−1/z2 = 0 respectivamente. Las soluciones de

las ecuaciones anteriores no son fáciles de resolver anaĺıticamente, por lo que se requiren métodos

de aproximación. Una solución de la ecuación (ii) se tiene cuando z = 7,837702 tomando λ = 1 y

z ∈ R. Aśı, el punto 7.837702 es un punto cŕıtico de la familia λsenz+1/z; cabe mencionar que el

punto se encontró resolviendo la ecuación cosx = 1/x2. Los puntos cŕıticos son importantes para

generar el plano de parámetros de familias meromorfas.

A continuación se implementan dos programas computacionales que grafican el plano de

parámetros de la familia Fλ(z) = λsenz + 1/z y los conjuntos de Fatou y Julia para λ dada.

En la Figura 5 se muestra el plano de parámetros de la familia Fλ(z) = λsenz + 1/z, se puede

observar, en la figura, que hay inestabiliadad en vecindades cercanas a z = 0 por ser un polo de

la familia. La Figura 6 es un acercamiento de la cardioide que contiene a π/2. Se puede observar,

en la figura, que para parámetros en una vecindad de π/2 no hay inestabilidad. Aśı, el objeto de

estudio, para enunciar algunas conjeturas relacionadas con la familia λsenz + 1/z, será observar

el comportamiento de parámetros cercanos a π/2.

Explicación y generación del plano de prámetros de las familias fλ(z) y Fλ(z)
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Figura 5: Plano de parámetros de la familia fλ0(z) = λsenz + 1/z

Figura 6: Cardioide que contiene a π/2 del plano de parámetros

Para generar el plano de parámetros de las familias fλ(z) y Fλ(z) fueron necesarios los pro-

gramas de Mathematica, Xaos y Fractint. El primero es la bienquista herramienta computacional

para análisis numérico, que permite la realización de todo tipo de cálculos matemáticos. En el caso

de Xaos, es un software libre, bajo licenciado de GPL, que posee una gran resolución de zoom

para curvas fractales, permitiendo al usuario enfatizar mediante un movimiento fluido en las áreas

de interés. Además, incluye en su base de datos diferentes tipos de fractales ya predefinidos, entre
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Dinámica de las familias fλ(z) = λsenz y Fλ(z) = λsenz+ 1/z 101

ellos un modo Mandelbrot que explicaremos más adelante. Por último, Fractint es también un

software libre generador de curvas fractales con caracteŕısticas distintas a Xaos, que le permiten

ser un buen complemento de éste.

En primer lugar, para la generación del plano de parámetros es necesario un punto cŕıtico de

la familia a tratar, es decir, no podemos considerar las singularidades. Por ejemplo, si tomamos

λsenz se tiene que z = π
2
es un punto cŕıtico de la familia para toda λ ∈ C. Para la familia

λsenz+1/z observamos que z es un punto cŕıtico si λcosz−1/z2 = 0, cuya ecuación no es fácil de

resolver anaĺıticamente, como se mencionó con anteriodidad. Dado que a partir del punto cŕıtico

se definirá el algoritmo para generar el plano de parámetros es necesario que tal punto sea lo más

cercano posible a la ráız de esta ecuación no lineal es por ello, considerando el caso λ = 1 cal-

culamos mediante el método de Newton implementado en Mathematica las ráıces de la ecuación

cosz−1/z2 = 0, obteniendo por resultado z = 7,837702, cuyo orden de aproximación es de 1x10−7.

Ahora bien, se busca construir el conjunto M = {λ : |fnλ (π2 )| 6→ ∞} para la familia fλ(z) =

λsenz y el conjunto G = {λ : |fnλ0(7,837702)| 6→ ∞} para la familia λsenz + 1/z. Para ello eje-

cutemos el programa Xaos con las respectivas funciones especificando una condición de escape,

es decir, una cota superior, digamos K ∈ R+, y un número arbitrario fijo de iteraciones, digamos

N ∈ N.

El programa Xaos funciona de la siguiente manera: Para cada λ ∈ C: si el módulo de fλ eva-

luada en el punto cŕıtico es menor que la cota establecida, pasa a la siguiente iteración y vuelve a

comparar con la cota y aśı recursivamente, de tal forma que si después de las N iteraciones que se

establecieron sigue siendo menor el módulo de fλ evaluada en el punto cŕıtico que la cota le asigna

un color -en el caso de las imágenes presentadas en este trabajo ha sido el color negro-, o bien, si en

alguna iteración supera la cota establecida, le asigna otro color, creando aśı una gama de colores

definida a partir del número de iteraciones que le lleva superar la cota. Aśı, todo el conjunto que

al final quedó asignado al primer color será nuestro plano de parámetros. De la misma manera lo

hacemos para la familia Fλ(z) = λsenz + 1/z.

Una de las desventajas que presenta el programa de Xaos es que al maximizar la imagen en

las áreas de interés se pierde la ubicación exacta de los puntos del plano. Es posible recrear el

algoritmo en Fractint para obtener el mismo plano de parámetros, que si bien no cuenta con el

mismo detalle en la frontera de los conjuntos M y G, śı permite la ubicación exacta de los puntos

a considerar en el plano de parámetros. Para generar los conjuntos de Fatou y Julia se procede de

modo similar al que usamos para generar el plano de parámetros.

Conjeturas. Las siguientes conjeturas se enuncian tras investigar y observar la familia λsenz+1/z
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102 Patricia Domı́nguez, Josué Vázquez

y el plano de prámetros de la familia.

Conjetura A. La familia Fλ(z) = λsenz + 1/z tiene una infinidad de puntos cŕıticos cuando

λ = 1 y z ∈ R. También tiene una infinidad de valores cŕıticos.

Para algunos valores de λ, la familia λsenz tiene un punto fijo super-atractor en z = 0, mien-

tras que para la familia λsenz + 1/z, el punto z = 0 es un polo (no punto fijo), por lo tanto no es

posible obtener resultados similares a los obtenidos en la familia λsenz. Trabajar en una vecindad

de z = 0 implica inestabilidad, sin embargo el plano de parámetros muestra una zona buena en

una vecindad de π/2 y por lo tanto se hace la siguiente conjetura.

Conjetura B. Sea Fλ(z) = λsenz + 1/z, λ ∈ C. Para π/2 − 1/2 ≤ |λ| ≤ π/2 + 1/2 el conjunto

de Fatou es completamente invariante y multiplemente conexo (véanse las Figuras 7 y 8) para

diferentes parámetros.

Figura 7: El Conjunto de Fatou y Julia para λ = π/2.

Como corolario de la Conjetura B se tiene que el conjunto de Julia no es conexo en C.

Conjetura C. Sea Fλ(z) = λsenz + 1/z, λ ∈ C. Si λ = π/2 + 2i el conjunto de Julia es el plano

complejo, esto es, el conjunto de Fatou es vaćıo, véase Figura 9.

Conjetura D. El plano de parámetros de la familia Fλ(z) = λsenz +1/z, λ ∈ C es simétrico con

respecto al eje real, pero no es acotado, véase Figura 10.
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Figura 8: El conjunto de Fatou y Julia para λ = π/2 + i/2

Figura 9: El conjunto de Julia para λ = π/2 + 2i es todo el plano complejo.

Figura 10: El plano de párametros no es acotado
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Caṕıtulo 5

El misterio del triángulo de Feynman

Aarón Aparicio Hernández
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Resumen

El t́ıtulo de esta plática nace de una historia contada por Kai Li Chung, de la Uni-

versidad de Stanford. El Prof. Chung relata cómo, en una visita a la Universidad de

Cornell, Richard Feynman (1918-1988) dio un coloquio sobre la historia de la fórmula

de Feynman-Kac. Después de la charla, el Profesor Kai Li Chung (1917-2009) entretu-

vo a Feynman para la cena, en gran parte de la discusión se centró en este teorema. El

teorema establece que dado un triángulo, al unir cada vértice al punto que divide en

razón 1:2 al lado opuesto (tomado en el sentido contrario a las manencilas del reloj), se

forma un triángulo por estas tres ĺıneas cuya área es 1/7 del área del triángulo inicial.

Feynman no pod́ıa creer que la razón de las áreas de los triángulos fuera de
1

7
, ya que

no teńıa nada que ver con el número tres. Pasó la mayor parte de la tarde tratando de

refutarlo, pero finalmente se demostró en el caso especial del triángulo equilátero. En

este art́ıculo presentamos varias demostraciones inspiradas en [1] y [5] con diferentes

conceptos, abordando el caso general.

A don Alberto Barajas.

1. El triángulo de Feynman.

Denotemos con △ABC al triángulo formado por los puntos A, B y C, al área del triángulo
ABC con ABC.

Lema 1.1. Sean L, M, N puntos del △ABC como en la figura 1 tales que

AL =
1

3
AB, BM =

1

3
BC, CN =

1

3
CA. Si U = AM ∩ CL, V = AM ∩BN,

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones.html 109

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones.html


110 Aarón Aparicio Hernández

W = CL ∩BM entonces UVW = BMV + CNW + ALU .

Demostración. Como ABC = ABM+ CBN+ ACL pues cada uno de ellos es
1

3
del área total,

y de la construcción ABC = ABM + CBN + ACL+ UVW − [ BMV + CNW + ALU ],

por lo que UVW − [ BMV + CNW + ALU ] = 0

∴ UVW = BMV + CNW + ALU

(a)

Figura 1

Teorema 1.2. Mazzanti [5]. Sean L, M, N puntos del △ABC ver figura 2 tales que AL

=
1

3
AB, BM =

1

3
BC,CN =

1

3
CA. Si U = AB ∩ CL, V = AM ∩BN,

W = CL ∩ BM entonces UVW =
1

7
ABC.
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Figura 2: triángulo de Feynman

Primera demostración con semejanza.

Figura 3

Demostración. Trazamos AM y BN tal que V = AM ∩BN y expresemos BMV en función del
ABC. Para ello trazamos una recta l paralela a BC y que pase por N , entonces P = AB∩ l, S =

AM ∩ l
∴ △SV N ≈ △VMB vease figura 3.

∴
BM

SN
=

1
3
BC

2
3
PN

=
1
3
BC

2
3
2
3
BC

=
3

4
∴

BM

SN
=

3

4
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sean h1 la altura del triángulo V BM y h2 la altura del triángulo SV N

∴
h1
h2

=
3

4
, asi

h2
h1

=
4

3
∴

h1 + h2
h1

= 1 +
4

3
=

7

3
∴ h1 + h2 =

7

3
h1.

Además, si h es la altura del triángulo ABC que pasa por A, entonces

h1 + h2 =
1

3
h ∴

1

3
h =

7

3
h1 ∴ h = 7h1 ∴ h1 =

1

7
h

∴ BMV =
BM h1

2
=

1
3
BC 1

7
h

2
=

1

21

BC h

2
=

1

21
ABC.

Análogamente ALU =
1

21
ABC = CNW.

∴ UV W = BMV + CNW + ALU = 3

(
1

21
ABC

)
=

1

7
ABC
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Segunda demostración con geometŕıa anaĺıtica.

Demostración. Sean A = (h, k), B = (0, 0) y C = (a, 0) con a, k > 0 véase figura 4, por lo tanto

M =
(a
3
, 0
)
. Para calcular BMV basta determinar la altura h1 con respecto a la base BM , es

decir, las coordenadas de V .

Figura 4

como AN = 2CN por hipótesis, entonces N =

(
2a+ h

3
,
k

3

)
; por lo tanto la ecuación de la

recta BN es

y − 0 =




k

3
− 0

2a+ h

3
− 0


 (x− 0) =

k

2a+ h
x

además la ecuación de la recta que pasa por A y M es

y − 0 =


 k − 0

h− a

3



(
x− a

3

)
=




k

3h− a
3



(
x− a

3

)
=

3k

3h− a
(
x− a

3

)
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∴
3k

3h− a
(
x− a

3

)
=

k

2a+ h
x ∴ x =

2a+ h

7
, y =

k

7

por consiguiente V = (x, y) =

(
2a+ h

7
,
k

7

)
. Además,

BMV =
BM h1

2
=

1

2

(a
3

) k
7
=

1

21

(
ak

2

)
=

1

21
ABC

Análogamente ALU =
1

21
ABC = CNW.

∴ UV W = BMV + CNW + ALU = 3

(
1

21
ABC

)
=

1

7
ABC

Tercera demostración con trigonometŕıa.

Figura 5
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Demostración. Consideremos la figura 5, θ = ∡NBC y h1 la altura del triángulo BMV con base

BM , h2 la altura del triángulo BCN con base BC entonces BMV =
BM h1

2
=
BM (BV sen θ)

2

y BCN =
BC h2

2
=
BC (BNsen θ)

2
=

1

3
ABC

∴ BC (BNsen θ) =
2

3
ABC ∴ sen θ =

2

3
ABC

BC BN

ahora vamos a expresar BV en términos de BN , para ello trazamos una recta l paralela a

BC y que pase por N , entonces P = AB ∩ l, S = AM ∩ l y por la primera demostración
△SV N ≈ △VMB.

∴
BV

V N
=
BM

SN
=

3

4
∴

V N

BV
=

4

3
∴

BV + V N

BV
=

7

3
∴

BN

BV
=

7

3

por consiguiente BV =
3

7
BN . Por otra parte

BMV =
1

2
BM BV sen θ =

1

2

(
1

3
BC

)(
3

7
BN

)



2

3
ABC

BC BN


 =

1

14

(
2

3
ABC

)

luego BMV =
1

21
ABC. Análogamente ALU =

1

21
ABC = CNW.

∴ UV W = BMV + CNW + ALU = 3

(
1

21
ABC

)
=

1

7
ABC

Cuarta demostración con el producto vectorial (una variante a la primera demos-

tración reportada en [1]).

Demostración. Consideremos la figura 6 y a cada punto del triángulo ABC el vector asociado,

entonces −→m =
1

3
−→c , −→n =

−−→
BN = −→c +

1

3

−→
CA = −→c +

1

3
(−→a − −→c ) =

2

3
−→c +

1

3
−→a . Como

V = AM ∩ BN y −→v ||−→n , entonces −→v = α −→n y −→v = β
1

3
−→c + (1 − β)−→a con α, β ∈ [0, 1];

aśı
2

3
α−→c +

1

3
α−→a = β

1

3
−→c + (1 − β)−→a , además −→a y −→c son linealmente independientes, por lo

tanto
2

3
α =

β

3
y
1

3
α = 1− β, luego β =

6

7
y α =

3

7
.

∴
−→v = α −→n =

3

7

2

3
−→c +

3

7

1

3
−→a =

1

7
−→a +

2

7
−→c
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Figura 6

Aplicando el producto vectorial BMV =
1

2
‖−→m ×−→v ‖ = 1

2
‖1
3
−→c ×

(
1

7
−→a +

2

7
−→c
)
‖

=
1

2
‖
(
1

3
−→c × 1

7
−→a
)
+

(
1

3
−→c × 2

7
−→c
)
‖ = 1

2
‖ 1
21
−→c ×−→a +

2

21
−→c ×−→c ‖

=
1

2
‖ 1
21
−→c ×−→a ‖ = 1

21
‖1
2
−→c ×−→a ‖ = 1

21
ABC ∴ BMV =

1

21
ABC.

Análogamente ALU =
1

21
ABC = CNW .

∴ UV W = BMV + CNW + ALU = 3

(
1

21
ABC

)
=

1

7
ABC

Quinta demostración con congruencia: Variante de la segunda demostración repor-
tada en [1].

Demostración. Sea BMV = b y consideremos la figura 7, como BMV = CNW = ALU

entonces UV W = 3b. Además los triángulos △ABM ∼= △BCN ∼= △ALC son congruentes,

entonces al restar triángulos congruentes (ALU, BMV, CNW respectivamente) obtenemos cua-
driláteros congruentes, esto es, �LBV U ∼= �NAUM ∼= �MCWV .

Por otro lado los triángulos BMV y VMC tienen la misma altura con respecto a las bases

BM y MC , además MC = 2 BM ∴ 2 BMV = VMC
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El misterio del triángulo de Feynman 117

Figura 7

∴ VMC = 2b. Análogamente AWN = 2b = BUL, por consiguiente

BV U = AUW = CWV = x.

Por otra parte los triángulos BMU y MCU tienen la misma altura con respecto a las bases
BM y MC véase figura 8, además MC = 2 BM ,

∴ UMC = 2 UBM ∴ 2b+ x+ 3b = 2(b+ x) = 2b+ 2x ∴ x+ 3b = 2x

por consiguiente x = 3b ∴ BV U = CWV = AUW = 3b, luego

ABC = 3 BCN = 3(b+ 2b+ x+ b) = 3(b+ 2b+ 3b+ b) = 21b

aśı ABC = 21 BMV = 7(3 BMV ) = 7 UVW ∴ BMV =
1

7
ABC.

Además como consecuencias obtenemos lo siguiente:

UVW = BV U = AUW = CWV ∴ AU = UV , BV = VW, CW =WU.

Sexta demostración con trigonometŕıa y el teorema de Herón.

Demostración. Sean a = BC, b = CA, c = AB los lados del triángulo ABC, aplicando la ley de

los cosenos al triángulo BCN y al triángulo ABC obtenemos BN
2
= a2 +

(
b

3

)2

− 2a

(
b

3

)
cos ϕ
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Figura 8

y

c2 = a2 + b2 − 2ab cos ϕ, aśı cos ϕ =
a2 + b2 − c2

2ab
.

BN
2
= a2 +

b2

9
− 2

3
ab

(
a2 + b2 − c2

2ab

)
=

9a2 + b2 − 3(a2 + b2 − c2)
9

∴ BN
2
=

6a2 − 2b2 + 3c2

9
y como BV =

3

7
BN entonces

BV =
3

7

(√
6a2 − 2b2 + 3c2

3

)
=

√
6a2 − 2b2 + 3c2

7

ahora aplicamos de nuevo la ley de los cosenos al triángulo BCN y obtenemos

NC
2
= BC

2
+BN

2 − 2NC BNcos θ = a2 +
6a2 − 2b2 + 3c2

9
− 2a

√
6a2 − 2b2 + 3c2

9

∴ cos θ =

a2 +
6a2 − 2b2 + 3c2

9
−
(
b

3

)2

2a

√
6a2 − 2b2 + 3c2

9

=

15a2 − 3b2 + 3c2

9

2a

√
6a2 − 2b2 + 3c2

3

aśı cos θ =
5a2 − b2 + c2

2a
√
6a2 − 2b2 + 3c2

∴ cos2 θ =
(5a2 − b2 + c2)

2

4a2(6a2 − 2b2 + 3c2)
, además

sen θ =
√
1− cos2 θ =

√

1− (5a2 − b2 + c2)2

4a2(6a2 − 2b2 + 3c2)
, simplificando lo que aparece en la ráız
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Figura 9

obtenemos:

k = 1− (5a2 − b2 + c2)
2

4a2(6a2 − 2b2 + 3c2)
=

4a2(6a2 − 2b2 + 3c2)− (5a2 − b2 + c2)
2

4a2(6a2 − 2b2 + 3c2)

=
24a4 − 8a2b2 + 12a2c2 −

[
(5a2 + c2)

2 − 2(5a2 + c2)b2 + b4
]

4a2(6a2 − 2b2 + 3c2)

=
24a4 − 8a2b2 + 12a2c2 − (25a4 + 10a2c2 + c4) + 10a2b2 + 2b2c2 − b4

4a2(6a2 − 2b2 + 3c2)

=
−a4 − b4 − c4 + 2a2b2 + 2a2c2 + 2b2c2

4a2(6a2 − 2b2 + 3c2)

Por otra parte −a4 − b4 − c4 + 2a2b2 + 2a2c2 + 2b2c2 = 4b2c2 − (b2 + c2 − a2)2
= (2bc + b2 + c2 − a2) (2bc− b2 − c2 + a2) = [(b+ c)2 − a2][a2 − (b− c)2]
= (b+ c+ a)(b+ c− a)(a− b+ c)(a + b− c)
= (a+ b+ c)(a + b+ c− 2a)(a+ b+ c− 2b)(a+ b+ c− 2c)

= 2s(2s− 2a)(2s− 2b)(2s− 2c) = 2s2(s− a)2(s− b)2(s− c)
= 16s(s− a)(s− b)(s− c) = 16

√
s(s− a)(s− b)(s− c)2 = 16 ( ABC)2 por el teorema de Herón,

con a+ b+ c = 2s.

∴ sen θ =

√
16 ( ABC)2

4a2(6a2 − 2b2 + 3c2)
=

2 ABC

a
√
6a2 − 2b2 + 3c2
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por consiguiente:

BMV =
1

2
BM BV sen θ =

1

2

(a
3

)(1

7

√
6a2 − 2b2 + 3c2

)(
2 ABC

a
√
6a2 − 2b2 + 3c2

)

∴ BMV =
1

21
ABC. Análogamente ALU =

1

21
ABC = CNW.

∴ UV W = BMV + CNW + ALU = 3

(
1

21
ABC

)
=

1

7
ABC

Figura 10

Séptima demostración: Primera generalización, es una variante a la de Villiers [4]
con trigonometŕıa y el teorema de Herón.

En esta demostración extendemos el resultado anterior, subdividiendo el lado BC en n partes

iguales con n ≥ 3 y determinamos el UVW en función del ABC. El razonamiento es análogo

al caso n = 3 de la primera demostración.

Demostración. Trazamos una recta l paralela a BC y que pase por N , con l ∩ AB = P y
l ∩ AM = S ∴ △SV N ≈ △VMB véase figura 10.

Sean h1 la altura del △V BM y h2 la altura del △SV N con respecto a las bases BM y SN

respectivamente. Como △SV N ≈ △VMB, entonces
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h1
h2

=
BM

SN
=

1

n
BC

(
1− 1

n

)
PN

=

1

n
BC

n− 1

n

(
n− 1

n
BC

) =

1

n
(n− 1)2

n2

=
n

(n− 1)2

∴
h2
h1

=
(n− 1)2

n
, aśı

h1 + h2
h1

= 1+
h2
h1

= 1+
(n− 1)2

n
=
n2 − n+ 1

n
. Además h1+h2 =

1

n
h

donde h es la altura del triángulo ABC y por consiguiente

n2 − n + 1

n
=
h1 + h2
h1

=

1

n
h

h1
, aśı h1(n

2 − n+ 1) = n(
1

n
h) ∴ h1 =

h

n2 − n+ 1

∴ BMV =
BM h1

2
=

1

n
BC

h

n2 − n + 1
2

=
1

n(n2 − n + 1)

BC h

2

=
1

n(n2 − n + 1)
ABC ∴ BMV =

ABC

n(n2 − n + 1)
.

Análogamente ALU =
ABC

n(n2 − n+ 1)
= CNW .

Por otra parte como UVW = ABM + BCN + ALC y cada uno tiene la n-ésima parte

del área del triángulo ABC, entonces UVW = 3
ABC

n

∴ ABC − UVW = 3
ABC

n
− 3

ABC

n(n2 − n + 1)
, luego

UV W =

(
n

n
− 3

n
+

3

n(n2 − n+ 1)

)
ABC

=

[
n(n2 − n+ 1)− 3(n2 − n+ 1) + 3

n(n2 − n+ 1)

]
ABC =

[
n3 − 4n2 + 4n

n(n2 − n+ 1)

]
ABC

=

[
n(n2 − 4n+ 4)

n(n2 − n+ 1)

]
ABC =

[
(n− 2)2

n2 − n+ 1

]
ABC

∴ UV W =
(n− 2)2

n2 − n+ 1
ABC

por consiguiente, si n = 3 entonces:

UVW =
(3− 2)2

32 − 3 + 1
ABC =

1

7
ABC
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Más aún, si n = 4 entonces

UV W =
(4− 2)2

42 − 4 + 1
ABC =

4

13
ABC

como puede verse en la siguiente figura.

Figura 11

Octava demostración: con geometŕıa af́ın Villiers [4].

Demostración. Sea ABC un triángulo equilátero ver figura 12 y AB = BC = CA = n, con

BL = AM = CN = 1 y LA =MC = NB = n− 1, entonces por la ley de los cosenos

LC 2 = LB 2 +BC 2 − 2 LC BC cos∡LBC = 1 + n2 − 2(1)n cos(60◦) = 1 + n2 − 2n

(
1

2

)

= n2 − n+ 1 ∴ LC 2 = n2 − n+ 1, luego LC =
√
n2 − n + 1 .

Además los triángulos CBL ≈ BLU pues ∡ULB = ∡CLB y ∡UBL = ∡BCL,

∴
LU

BL
=
BL

LC
, luego

LU

1
=

1√
n2 − n+ 1

Además

BL

LC
=
BU

CB
, luego

1

LC
=
BU

CB
∴ BU =

CB

LC
=

n√
n2 − n+ 1

= CV
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Figura 12

aśı UV = LC − LU − CV =
√
n2 − n + 1− 1√

n2 − n+ 1
− n√

n2 − n+ 1

=
n2 − n+ 1− 1− n√

n2 − n + 1
=

n2 − 2n√
n2 − n+ 1

=
n(n− 2)√
n2 − n+ 1

y por simetŕıa el triángulo UVW es

también un triángulo equilátero, cuyo lado mide
n(n− 2)√
n2 − n + 1

(
1

n

)

=
n− 2√

n2 − n+ 1
del lado del triángulo ABC; por consiguiente

UVW =
(n− 2)2

n2 − n + 1
ABC

puesto que el teorema sólo involucra propiedades afines entre lineas y áreas y todo triángulo

es af́ınmente equivalente a un triángulo equilátero [[2], p. 203], entonces el teorema de Feynman
está demostrado.

Más aún, el triángulo de Feynman puede generalizarse a un paralelogramo como lo señala
Villiers [4] y lo presentamos en el siguiente teorema.

Teorema 1.3. Mazzanti [5]. Sea ABCD un paralelogramo y F,G,H, I los puntos que dividen a

los lados del paralelogramo en n partes iguales, entonces UVWT =
(n− 1)2

n2 + 1
ABCD.
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Figura 13

Demostración. Consideremos la figura 13, por hipótesis sabemos que AF =
1

n
AB, BG =

1

n
BC,

CH =
1

n
CD y DI =

1

n
DA; además AG ∩DF = U, BH ∩ AG = V, CI ∩ BH = W

y DF ∩ CI = T ; ahora trazamos una recta l paralela a AB con G ∈ l y calculemos UV WT .

Como l ‖ AB, DF ∩ l = S y DA ∩ l = P , entonces △AFU ≈ △UGS donde h1 es la altura

del triángulo AFU con base AF y h2 es la altura del △UGS con base SG, por lo tanto

h1
h2

=
AF

SG
=

1

n
AB

SG
. Además △DPS ≈ △DAF pues l ‖ AB, aśı

PS

AF
=
DP

DA
=
n− 1

n
, luego

PS = AF
n− 1

n
=

(
1

n
AB

)
n− 1

n
= AB

n− 1

n2
y además, como PG = AB entonces

SG

AB
=
PG− PS

AB
=
PG

AB
− PS

AB
= 1− 1

AB

(
AB

n− 1

n2

)
= 1− n− 1

n2
=
n2 − n+ 1

n2

luego SG =

(
n2 − n+ 1

n2

)
AB, por consiguiente

h1
h2

=

1

n
AB

SG
=

1

n
AB

(
n2 − n + 1

n2

)
AB

=
n2

n(n2 − n + 1)
=

n

n2 − n+ 1

por otra parte h1 + h2 =
1

n
h, donde h es la altura del triángulo ABC con base AB y como
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h1
h2

=
n

n2 − n+ 1
, entonces

h2
h1

+ 1 =
n2 − n + 1

n
+ 1; luego

h1 + h2
h1

=
n2 − n + 1 + n

n
=
n2 + 1

n
∴ h1 =

n

n2 + 1
(h1 + h2) =

n

n2 + 1
(
1

n
h)

luego h1 =
h

n2 + 1
. Por consiguiente:

AFU =
1

2
AF h1 =

1

2

AB

n

h

n2 + 1
=

1

2n(n2 + 1)
(AB h) =

1

2n(n2 + 1)
ABCD

Análogamente BGV = CGW = DIT =
1

2n(n2 + 1)
ABCD, además

ABG = BCH = CDI = DAF =
1

2n
ABCD

y ABCD − UVWT = 4 ABG− 4 AFU , luego entonces

UVWT = ABCD − 4 ABG+ 4 AFU

= ABCD − 4

(
1

2n
ABCD

)
+ 4

(
1

2n(n2 + 1)
ABCD

)

= ABCD − 2

n
ABCD +

2

n(n2 + 1)
ABCD

=

(
1− 2

n
+

2

n(n2 + 1)

)
ABCD =

(
n(n2 + 1)− 2(n2 + 1) + 2

n(n2 + 1)

)
ABCD

=

(
n3 + n− 2n2 − 2 + 2

n(n2 + 1)

)
ABCD =

(
n(n2 − 2n+ 1)

n(n2 + 1)

)
ABCD

=

(
n2 − 2n+ 1

n2 + 1

)
ABCD =

(n− 1)2

n2 + 1
ABCD

∴ UV WT =
(n− 1)2

n2 + 1
ABCD

Casos particulares:

1) si n = 2 entonces UVWT =
1

5
ABCD

2) si n = 3 entonces UVWT =
2

5
ABCD

Novena demostración: Dada por Cook y Wood [1] con el teorema de Menelao.
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Figura 14: triángulo de Feynman

Demostración. Aplicando el teorema de Menelao al triángulo CAM y la recta NB tenemos que

CN

NA

AV

VM

MB

BC
= −1, luego 1

2

AV

VM

1

−3 = −1, aśı AV

−6VM
= −1 ∴ AV = 6VM

y AV + VM = 6VM + VM , luego AM = 7VM . Además AMB =
1

3
ABC y

AV B =
6

7
AMB =

6

7

(
1

3
ABC

)
=

2

7
ABC ∴ AMB =

2

7
ABC.

Análogamente BWC = CUA =
2

7
ABC y por consiguiente,

AV B + BWC + CUA =
6

7
ABC ∴ UVW =

1

7
ABC

Décima demostración: Sin palabras con GeoGebra.
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(a) (b)

Figura 15: triángulo de Feynman
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Caṕıtulo 6

G-fibraciones regulares

Alexander Bykov, Raúl Juárez Flores, Aura Lucina Kantún Montiel

FCFM, BUAP

Resumen

En este trabajo introducimos el concepto de una G-fibración regular. Mostramos que,
para cada grupo compacto G, las siguientes proyecciones naturales son G-fibraciones

regulares: G/K → G/H para subgrupos cerrados H y K de G tales que K ⊂ H y
G/K es metrizable; E → E/K si E es un G-espacio metrizable con un sólo tipo de

órbitas y K es un subgrupo normal cerrado de G.

1. Introducción

En la topoloǵıa equivariante, en general, se estudian los G-espacios y las G-funciones. Dentro

de la teoŕıa equivariante de homotoṕıas las G-fibraciones, esto es, las G-funciones que tienen la
propiedad de levantamiento de G-homotoṕıas con respecto a todos los G-espacios, juegan un papel

tan importante como las fibraciones de Hurewicz lo hacen en la teoŕıa homotópica usual.

En el presente trabajo, introducimos el concepto de G-fibración regular, el cual puede con-
siderarse como una modificación del concepto de G-fibración de Hurewicz debido a que tales

G-fibraciones tienen una propiedad de levantamiento más fuerte que la de las G-fibraciones de
Hurewicz, definida para la clase de los G-espacios metrizables.

EstasG-fibraciones regulares pueden ser caracterizadas por medio de sus G-funciones asociadas,

descritas en la sección 5, de la siguiente manera: una G-función p : E → B es una G-fibración
regular si y sólo si la G-función asociada q : EI → coCyl(p) tiene la propiedad de levantamiento

derecho con respecto a los G-encajes A →֒ X .

Como una herramienta importante en la demostración de los resultados principales, se intro-
ducen los conceptos de cuadrados G-fibrados y G-fibrados regulares, cuya importancia radica en el

hecho de que el ĺımite de tales cuadrados será G-fibración y G-fibración regular, respectivamente.

Las principales aportaciones son el Teorema 7.2 en el que demostramos que, al igual que las

fibraciones usuales, las G-fibraciones regulares pueden caracterizarse de manera local; el Teorema
8.3 en el que veremos que si H y K son subgrupos de un grupo compacto G, K ⊂ H , donde

el espacio cociente G/K es metrizable, la proyección natural G/K → G/H es una G-fibración
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regular; y el Teorema 8.5 que presenta la proyección orbital E → E/K como una G-fibración

regular, donde E es un G-espacio metrizable con un sólo tipo de órbitas y K un subgrupo normal
de G.

Con estos dos últimos Teoremas, generalizamos el hecho conocido de que ambas G-funciones

son G-fibraciones de Hurewicz cuando el grupo actuante G es compacto de Lie.

2. Preliminares

Con la letra G siempre denotaremos un grupo compacto de Hausdorff. Las definiciones básicas

y los resultados fundamentales de la teoŕıa de G-espacios (también conocida como teoŕıa de grupos
topológicos de transformaciones) se pueden encontrar en [5], [11], [7], [8] y [9]. Sin embargo, para

beneficio del lector, reproduciremos a continuación los conceptos que emplearemos a lo largo del
presente trabajo.

Un G-espacio es un espacio topológico X provisto de una acción (izquierda) continua · : G ×
X → X , (g, x) 7→ g ·x, de G en X (por practicidad escribiremos gx en vez de g ·x). Un subconjunto
A ⊂ X se llama G-invariante o G-subconjunto si ga ∈ A para todo g ∈ G y a ∈ A. De esta manera,

si X es un G-espacio metrizable y A su G-subconjunto cerrado, diremos que (X,A) es un G-par
metrizable.

Una G-función es una función continua f : X → Y , donde X y Y son G-espacios, tal que

f(gx) = gf(x), para cada (g, x) ∈ G × X ; si f es un homeomorfismo, diremos que es un G-

homeomorfismo y, en este caso, decimos que X y Y son G-equivalentes. Los G-espacios y las
G-funciones forman una categoŕıa que denotamos por G-TOP . En adelante, trabajaremos en esta

categoŕıa.

Sean X y Y dos G-espacios. Una homotoṕıa F : X × I → Y , donde I = [0, 1], se llama

G-homotoṕıa si es una G-función considerando X× I con la acción g · (x, t) = (gx, t). Diremos que
la G-homotoṕıa F es relativa a un G-subconjunto A ⊂ X si F (a, t) = F (a, 0) para cada a ∈ A y

t ∈ I.
Una función continua ϕ : X → I se llama G-invariante, si ϕ(gx) = ϕ(x) para cada (g, x) ∈

G×X .

Sea H un subgrupo cerrado de G, el espacio cociente G/H = {gH | g ∈ G}, es un G-espacio
con la acción g · g′H = gg′H ; y la proyección natural q : G/K → G/H , gK 7→ gH , donde K ⊂ H ,
es una G-función.

Sea X un G-espacio y sea x ∈ X , el subgrupo Gx = {g ∈ G | gx = x} se conoce como grupo
de isotroṕıa de x y al espacio G(x) = {gx | g ∈ G} se le llama G-órbita de x. Se sabe que G(x) es

G-equivalente a G/Gy para cada y ∈ G(x).
Un G-espacio X tiene un sólo tipo de órbitas (H) si los grupos de isotroṕıa de todos sus puntos
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están en la clase conjugada de H , es decir, si para cada x ∈ X , existe g ∈ G tal que Gx = gHg−1.

En este caso cada órbita es G-equivalente a G/H .

Dado un G-espacio X , el conjunto de todas sus órbitas equipado con la topoloǵıa cociente, se
conoce como espacio orbital de X y se denota por X/G. La proyección natural πX : X → X/G

(definida por πX(x) = G(x)) se llama proyección G-orbital y es una G-función considerando X/G
como un G-espacio con la acción trivial de G.

Si f : X → Y es una G-función, entonces f induce una única función continua f/G : X/G→
Y/G, tal que f/G ◦ πX = πY ◦ f . Claramente, f/G está definida por (f/G)(G(x)) = G(f(x)).

Por un espacio G-ANE entendemos un G-extensor absoluto de vecindades equivariante para la

clase de todos los G-espacios metrizables. Aśı un G-espacio E es un G-ANE si para cualquier G-
par metrizable (X,A), cada G-función f : A→ E se puede extender a una G-función f̄ : U → E,

f̄ |A = f , para alguna vecindad G-invariante U de A en X .

De manera similar, el concepto de espacio G-ANR se define como una versión equivariante
de un retracto absoluto de vecindades. En [1, Theorem 14] se demuestra que, para la clase de G-

espacios metrizables, los espacios G-ANR poseen la misma propiedad extensorial que los espacios
G-ANE. Es decir, si Y es un G-espacio metrizable, entonces Y es un G-ANR si y sólo si Y es un

G-ANE.

Una G-función p : E → B se llama G-AE-mapeo si para cada G-par metrizable (X,A) y para
cada diagrama conmutativo de G-funciones

A E

X B

//
f

� _

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

i

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

p

//

F

(1)

donde i es un encaje, existe un relleno X → E (es decir, una G-función F̃ : X → E tal que F̃ i = f

y pF̃ = F ).

Un subgrupo cerrado H de un grupo compacto G se llama grande si G/H es G-ANR o,
equivalentemente, si existe un subgrupo normal cerrado N de G tal que N ⊆ H y G/N es un

grupo de Lie ([2, Proposition 2.4]). Por ejemplo, cada subgrupo cerrado de un grupo compacto de
Lie es grande ([9, Corollary 1.6.7]).

3. G-fibraciones y G-fibraciones regulares

Una G-función p : E → B se llama G-fibración si tiene la propiedad de levantamiento de

homotoṕıas equivariantes (PLHE) con respecto a cada G-espacio X (ver [11, p. 53]). Recordemos
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que p tiene la PLHE con respecto a X si para cada diagrama conmutativo de G-funciones

x X E

(x, 0) X × I B

❴

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

//
f

� _

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

∂0

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

p

//

F

(2)

existe un relleno F̃ : X × I → E.

Cabe mencionar que las G-fibraciones surgen de una forma natural en la teoŕıa de G-espacios

en virtud del siguiente hecho.

Proposición 3.1. ([4, Proposition 3.1]) Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto de Lie

G. Entonces cada G-función E → G/H es una G-fibración.

Observación 3.2. Supongamos que la G-homotoṕıa F en el diagrama (2) es relativa a un G-

subconjunto A de X , para el cual existe una función G-invariante ϕ : X → I tal que ϕ−1(0) = A.
En este caso, si p es una G-fibración, entonces existe un relleno F̃ : X × I → E para (2) que

también es una G-homotoṕıa relativa a A.

Para ver que la Observación 3.2 es cierta, modifiquemos la G-homotoṕıa F como sigue:

F
′

(x, t) =

{
F (x, t/ϕ(x)) si t ≤ ϕ(x) y x 6∈ A
F (x, 1) si t ≥ ϕ(x)

Es fácil ver que F ′ es una G-función para la cual F ′∂0 = pf . Como p es una G-fibración, existe

una G-homotoṕıa F̂ : X × I → E tal que F̂ ∂0 = f y pF̂ = F ′. Ahora definamos la G-homotoṕıa
F̃ : X × I → E por F̃ (x, t) = F̂ (x, tϕ(x)). Una verficación directa muestra que F̃ es el relleno

deseado.

Si (X,A) es un G-par metrizable entonces, como G es compacto, X admite una métrica in-
variante d, esto es, una métrica que satisface d(gx, gx′) = d(x, x′) para cada x, x′ ∈ X y g ∈ G
(véase [8, Teorema 5.22]). Además, se puede elegir d tal que diam(X) ≤ 1. Claramente, la función
ϕ : X → I, dada por ϕ(x) = d(x,A), satisface ϕ−1(0) = A. Concluimos que la Observación 3.2 es

aplicable a G-pares metrizables.

Definición 3.3. Decimos que una G-función p : E → B es una G-fibración regular si para cada

G-par metrizable (X,A) y cada diagrama conmutativo de G-funciones

X × {0} ∪ A× I E

X × I B

//
f

� _

�� ��

p

//

F

(3)
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existe una G-homotoṕıa X × I → E como relleno del diagrama.

La demostración del siguiente Teorema será presentada al final de la Sección 5.

Teorema 3.4. Sea p : E → B una G-función de espacios G-ANE. Si p es una G-fibración,

entonces p es una G-fibración regular.

Sea N un subgrupo normal cerrado de G. Si X es un G-espacio, siempre podemos considerar el
espacio N -orbital X/N como un G/N -espacio con la acción del grupo G/N dada por gN ·N(x) =

N(gx).

Por otro lado, si X es un G/N -espacio, puede también ser considerado como G-espacio de la
siguiente manera. Si ∗ es la acción de G/N en X , entonces G actúa en X con la acción dada por

g · x = gN ∗ x. Naturalmente, cada G/N -función de G/N -espacios puede ser también considerada
como una G-función.

Proposición 3.5. Sea N un subgrupo normal cerrado de un grupo compacto G. Entonces:

(a) Si p es una G/N-fibración, entonces p es una G-fibración.

(b) Si p es una G/N-fibración regular, entonces p es una G-fibración regular.

(c) Si E es un G/N-ANE, entonces E es un G-ANE.

Demostración. Sea p : E → B una G/N -función, y sea s : A →֒ X un G-encaje cerrado. A lo
largo de la demostración consideraremos el siguiente diagrama conmutativo de G-funciones.

A E

A/N

X/N

X B

''❖
❖❖❖

❖❖❖
❖❖❖

❖

qA

//
f

� _

��

s

��

p

77♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦ f/N

� _

��
s/N

''❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖

F/N

//
F

77♦♦♦♦♦♦♦♦♦♦

qX

(a). Sea X = A×I y s(a) = (a, 0). Claramente, podemos identificar (A×I)/N con (A/N)×I.
Si p es una G/N -fibración, entonces existe una G/N -función F̄ : (A/N) × I → E, como relleno

del diagrama anterior. Aśı, la G-función dada por F̃ = F̄ ◦ qX es un relleno del diagrama, y por lo
tanto, p es una G-fibración.

(b). Sea Y un subconjunto cerrado G-invariante de un G-espacio Z. Sea A = Z × {0} ∪ Y × I
y X = Z × I. Como (Z ×{0}∪Y × I)/N puede identificarse con Z/N ×{0}∪Y/N × I y p es una

Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Capı́tulo 6, páginas 131-158
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G/N -fibración regular, repitiendo los pasos del inciso anterior, obtenemos la G-función F̃ : X → E

deseada.

(c). Para demostrar que E es G-ANE, necesitamos únicamente la parte superior del diagrama,
de manera que podemos suponer que B = ∗ con la acción trivial de G. Como E es G/N -ANE,

existe una vecindad G/N -invariante U de A/N en X/N y una G/N -función f̄ : U → E tal que
f̄ |A/N= f/N . Luego, V = q−1X (U) es una vecindad G-invariante de A en X y (f̄ ◦ qX) |V : V → E

es una G-extensión de f , lo que prueba que E es G-ANE.

4. Cuadrados pull-back, G-fibrados y G-AE

Recordemos que un diagrama conmutativo

E ′ E

B′ B

//
f ′

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

p′

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

p

//
f

(4)

en una categoŕıa C se llama diagrama pull-back si para cada objeto Z de C y cada par de morfismos

u : Z → E y v : Z → B′ tales que pu = fv, existe un único morfismo q : Z → E ′ tal que el
siguiente diagrama conmuta

Z

E ′ E

B′ B

''❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

u

��
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴

v

��
❄❄

❄❄
❄❄

❄❄
❄❄

q

//

f ′

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

p′

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

p

//
f

(5)

En este caso también se dice que el objeto E ′ (junto con los morfismos f ′ y p′) es el pull-back del

diagrama E
p−→ B

f←− B′. Claramente, el pull-back, si existe, es único salvo isomorfismo.

En las categoŕıas TOP y G-TOP el pull-back de E
p−→ B

f←− B′ existe y puede describirse

expĺıcitamente como el siguiente espacio:

E ′ = {(x, b′) ∈ E × B′ | p(x) = f(b′)} (6)

(equipado, en G-TOP , con la acción diagonal de G: g · (x, b′) = (gx, gb′)) con las proyecciones

naturales f ′ : E ′ → E y p′ : E ′ → B′.
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En adelante, emplearemos de manera recurrente el siguiente hecho, el cual se desprende fácil-

mente de (6): un diagrama conmutativo (4) de G-funciones es un cuadrado pull-back en G-TOP
si y sólo si éste es un cuadrado pull-back en TOP .

Sea p : E → B una G-función. El cocilindro de p denotado por coCyl(p) se define como

el pull-back del diagrama E
p−→ B

π0
B←− BI , donde BI es el espacio de todas las trayectorias

continuas ω : I → B (con la topoloǵıa compacto-abierta y equipado con la acción de G dada por

(g · ω)(t) = gω(t), t ∈ I) y π0
B(ω) = ω(0). Expĺıcitamente,

coCyl(p) = {(x, ω) ∈ E × BI |p(x) = ω(0)}
con las proyecciones π̃ : coCyl(p)→ E, (x, ω) 7→ x y p̃ : coCyl(p)→ BI , (x, ω) 7→ ω.

El siguiente resultado nos da muchos ejemplos de cuadrados pull-back en la categoŕıa G-TOP .

Proposición 4.1. Sean K y N subgrupos cerrados de un grupo compacto G tales que KN = NK.
Entonces el diagrama de proyecciones naturales

G/(K ∩N) G/N

G/K G/KN
��

πK

//
πN

��

βK

//

βN

(7)

es un diagrama pull-back.

La condición KN = NK es necesaria y suficiente para tener KN como un subgrupo de G.
Claramente, esta condición se cumple si alguno de los subgrupos K o N es normal.

Demostración. Sea P el pull-back del diagrama G/N
βK−→ G/KN

βN←− G/K, dado por

P = {(xK, yN) ∈ G/K ×G/N | xKN = yKN}.
Debemos mostrar que la función ϕ : G/(K ∩N)→ P definida por ϕ(x(K ∩N)) = (xK, xN) es un

homeomorfismo. Claramente, ϕ está bien definida y es continua, siendo la única función inducida
por las proyecciones πK y πN . Además ϕ es inyectiva, pues la igualdad (xK, xN) = (yK, yN)

significa que y−1x ∈ K ∩N aśı que x(K ∩N) = y(K ∩N).

Veamos que ϕ es sobreyectiva. Supongamos que (xK, yN) ∈ P . Observemos que la igualdad
xKN = yKN implica que xK ∩ yN 6= ∅; en efecto, si xK ∩ yN = ∅, entonces xKN ∩ yN = ∅,
pero por otro lado, tenemos xKN = yKN ⊇ yN ; lo cual es una contradicción. Por lo tanto, existe

z ∈ xK
⋂
yN y tenemos z = xk = yn para alguna k ∈ K y n ∈ N . Esto es, ϕ(z(K ∩ N)) =

(xK, yN), ya que zK = xkK = xK y zN = ynN = yN .

Por lo tanto, ϕ es un homeomorfismo, ya que es una función biyectiva y continua de espacios

compactos.
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Los conceptos presentados en la siguiente definición generalizan el concepto de un cuadrado

pull-back. Estos conceptos serán de utilidad para la demostración de los resultados principales del
presente trabajo.

Definición 4.2. Un diagrama conmutativo (4) de G-funciones se llama cuadrado G-fibrado (cua-

drado G-fibrado regular, cuadrado G-AE) si en el diagrama

E ′

P E

B′ B

''❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

f ′

��
❄❄

❄❄
❄❄

❄❄
❄❄

q

��
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴

p′
//

f̃

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

p̃

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

p

//

f

(8)

donde el cuadrado interno es pull-back, la función inducida q es una G-fibración (una G-fibración
regular, un G-AE-mapeo, respectivamente).

Consideremos la categoŕıa Map(G-TOP ) cuyos objetos son G-funciones y cuyos morfismos

p′ → p son pares (f ′, f) de G-funciones tales que el diagrama

E ′ E

B′ B

//
f ′

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

p′

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

p

//

f

(9)

es conmutativo. De aqúı en adelante por un morfismo entendemos un morfismo en Map(G-TOP ).

Aśı, cada cuadrado conmutativo(9) de G-funciones se puede tratar como un morfismo y viceversa.

Se dice que un morfismo ̟ : p′ → p tiene la propiedad de levantamiento derecho (PLD) respecto
a un morfismo σ : s→ s′ si para cada diagrama conmutativo

s p′

s′ p

//
µ

��

σ

��

̟

//
ν

existe un morfismo ν̃ : s′ → p′ como un relleno. Diremos también que ̟ tiene la PLD respecto a

una familia de morfismos Σ, si ̟ tiene la PLD respecto a cada σ ∈ Σ.

Consideremos las siguientes familias F, R y E de morfismos:
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• F consta de todos los morfismos (∂0, idX×I) : ∂0 → idX×I , donde X es un G-espacio y el

encaje ∂0 : X →֒ X × I se define por ∂0(x) = (x, 0).

• R consta de todos los morfismos (s, idX×I) : s→ idX×I , donde (X,A) es un G-par metrizable

y s : X × {0} ∪ A× I →֒ X × I es un encaje.

• E consta de todos los morfismos (i, idX) : i → idX , donde (X,A) es un G-par metrizable y

i : A →֒ X es un encaje.

Proposición 4.3. Sea ̟ : p′ → p un morfismo en Map(G-TOP ). Entonces ̟ es un cuadra-
do G-fibrado (G-fibrado regular, G-AE) si y sólo si ̟ tiene la PLD respecto a F (a R, a E,

respectivamente).

Demostración. Probaremos la proposición sólo para la familia E; para F y R se prueba análoga-

mente.

Sea ̟ = (f ′, f) : p′ → p un morfismo dado por medio del cuadrado (9). Sea

i p′

idX p

//
(u′,u)

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

(i,idX)

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

̟

//
(v′,v)

(10)

un diagrama conmutativo en Map(G-TOP ). En su forma “desplegada” este diagrama se ve como

A E ′

X B′

X E

X B

//
u′

��⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧i

��

i

��⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧p′

��

f ′

��

idX

//
u

��

f

//

v′

��⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧

idX ��⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧

p

//
v

(11)

⇒. Supongamos que está dado el diagrama (10), donde X es un G-espacio metrizable y i :

A →֒ X es un encaje para algún G-subconjunto cerrado A de X . Debemos encontrar un relleno
idX → p′.

Consideremos el diagrama conmutativo (8), donde el cuadrado interno es pull-back y la G-

función q : E ′ → P es, por hipotesis, un G-AE-mapeo.
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Como fu = v = pv′ (véase el diagrama (11)) y P (junto con las proyecciones f̃ y p̃) es el

pull-back de E
p−→ B

f←− B′, existe una G-función única h : X → P tal que p̃h = u y f̃h = v′.

Para esta G-función tenemos el diagrama conmutativo

A E ′

X P

//
u′

� _

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

i

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

q

//
h

(12)

(es aśı ya que las composiciones de las G-funciones hi, qu′ : A → P con las proyecciones p̃ y f̃
coinciden). Como q es un G-AE-mapeo, hay un relleno del diagrama (12), es decir, una G-función

h̃ : X → E ′ tal que qh̃ = h y h̃i = u′. Notemos que el par (h̃, u) representa un morfismo idX → p′

y, además, es un relleno para el diagrama (10).

⇐. Supongamos que está dado el diagrama (12), donde q procede del diagrama (8) y (X,A)

es un G-par metrizable. Debemos encontrar un relleno X → E ′.

Definamos las G-funciones u : X → B′, v′ : X → E y v : X → B como sigue: u = p̃h, v′ = f̃h
(véase el diagrama (8)) y v = pv′. Para las funciones elegidas se tiene el diagrama conmutativo

(11), o bien, (10). Como ̟ tiene la PLD respecto a R, existe un relleno (h̃, ũ) : idX → p′ del
diagrama (10) y, por lo tanto, las G-funciones h̃ : X → E ′ y ũ : X → B′ son rellenos del diagrama

(11). De inmediato obtenemos que h̃i = u′. Además, como p̃(qh̃) = p′h̃ = ũidX = u = p̃h y
f̃(qh̃) = f ′h̃ = v′ = f̃h, concluimos que qh̃ = h. Por consiguiente, h̃ es un relleno del diagrama

(12).

Diremos que una G-función p, es decir, un objeto de Map(G-TOP ), es un extensor respecto a

la familia Σ si para cada morfismo σ : s→ s′ de Σ y cada morfismo µ : s→ p, existe un morfismo
µ̃ : s′ → p tal que conmuta el diagrama

s p

s′

//
µ

��

σ

??⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧

µ̃

Es fácil ver que p es un extensor respecto a la familia Σ si y sólo si el morfismo p → idpt tiene la
PLD respecto a Σ, donde pt es un conjunto que consta de sólo un punto (con la acción trivial de

G). Observemos también que p → idpt es un cuadrado G-fibrado (G-fibrado regular, G-AE) si y
sólo si p es una G-fibración (respectivamente, G-fibración regular, G-AE-mapeo). Por consiguiente,

obtenemos la siguiente consecuencia de la Proposición 4.3:

Corolario 4.4. Sea p : E → B una G-función. Entonces p es una G-fibración (G-fibración regular,

G-AE-mapeo) si y sólo si p es un extensor respecto a F (a R, a E, respectivamente).
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La Proposición 4.3 y el Corolario 4.4 nos permiten probar fácilmente las siguientes dos propo-

siciones.

Proposición 4.5. Supongamos que el diagrama (9) es un cuadrado G-fibrado (G-fibrado regular,

G-AE). Si p es una G-fibración (una G-fibración regular, un G-AE-mapeo), entonces p′ es también
una G-fibración (una G-fibración regular, un G-AE-mapeo, respectivamente).

Demostración. Probaremos la proposición sólo para el caso del cuadrado (9) G-fibrado, cuando p

es una G-fibración. La prueba de los demás casos es similar.

Sea (∂0, idX×I) ∈ F y sea µ : ∂0 → p′ un morfismo. Como p es un extensor respecto a F, existe
un morfismo ν : idX×I → p tal que el diagrama

∂0 p′

idX×I p

//
µ

� _

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

(∂0,idX×I)

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

(f ′,f)

//
ν

es conmutativo. Para este diagrama, como el morfismo (f ′, f) es un cuadrado G-fibrado (Propo-

sición 4.3), existe un relleno µ̃ : idX×I → p′, lo que muestra que p′ es un extensor respecto a F.
Según el Corolario 4.4, concluimos que p′ es una G-fibración.

Notemos que la Proposición 4.5 se aplica, desde luego, a los cuadrados pull-back ya que cada
cuadrado pull-back de G-funciones es un cuadrado G-fibrado, un cuadrado G-fibrado regular y un

cuadrado G-AE.

Proposición 4.6. Sea p = {pi} : E → B un mapeo de las sucesiones inversas E = {Ei, qji } y

B = {Bi, r
j
i }, tal que para cada i, el diagrama

Ei Ei+1

Bi Bi+1

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

pi

oo
qi+1

i

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

pi+1

oo

ri+1

i

es un cuadrado G-fibrado (G-fibrado regular, G-AE). Entonces la G-función ĺımite p = lim
←−

p

es una G-fibración (resp. G-fibración regular, un G-AE-mapeo), si p1 es una G-fibración (resp.

G-fibración regular, un G-AE-mapeo).
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Demostración. Observemos primero que p = lim
←−
{pi, (qji , rji )} enMap(G-TOP ). Si qi : lim←−

E→ Ei

y ri : lim←−
B → Bi son las proyecciones naturales, entonces los morfismos (qi, ri) : p → pi son las

proyecciones naturales en Map(G-TOP ).

Probaremos la proposición sólo para el caso de cuadrados G-fibrados. La prueba de los demás
casos es similar.

Sea (∂0, idX×I) ∈ F y sea µ : ∂0 → p un morfismo. Vamos a definir morfismos µi : idX×I → pi
tales que µi = (qi+1

i , ri+1
i ) ◦ µi+1 y µi ◦ (∂0, idX×I) = (qi, ri) ◦ µ para cada i.

Como p1 es un extensor respecto a F, podemos elegir µ1 tal que µ1 ◦ (∂0, idX×I) = (q1, r1) ◦ µ.
Luego, como por la Proposición 4.3, (qi+1

i , ri+1
i ) tiene la PLD respecto a F, procederemos por

inducción, elegiendo µi+1 : idX×I → pi+1 para µi como un relleno del diagrama conmutativo

∂0 pi+1

idX×I pi

//
(qi+1,ri+1)◦µ

� _

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤

(∂0,idX×I)

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

(qi+1

i ,ri+1

i )

//
µi

Por la propiedad universal del ĺımite inverso la colección {µi} determina un morfismo único
µ̃ : idX×I → p tal que (qi, ri) ◦ µ̃ = µi para cada i.

Además, se cumple µ̃ ◦ (∂0, idX×I) = µ ya que para cada i,

(qi, ri) ◦ µ̃ ◦ (∂0, idX×I) = µi ◦ (∂0, idX×I) = (qi, ri) ◦ µ.

Concluimos que p es un extensor respecto a F, es decir, es una G-fibración (véase el Corolario

4.4).

5. G-funciones asociadas a G-fibraciones

En esta sección daremos algunas caracterizaciones de G-fibraciones y G-fibraciones regulares
por medio de las, abajo llamadas, G-funciones “asociadas”.

Sea p : E → B una G-función y consideremos el siguiente diagrama conmutativo deG-funciones
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EI

coCyl(p) BI

E B

''❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖

pI

��
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴

π0
E

��
❄❄

❄❄
❄❄

❄❄
❄❄

❄❄
❄❄

q

//

p̃

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

π̃

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

π0
B

//
p

(13)

donde la G-función pI se define por pI(ω) = p ◦ω y el cuadrado interno es un diagrama pull-back.

En adelante, dada una G-función p : E → B, diremos que la G-función q : EI → coCyl(p)
dada por q(ω) = (ω(0), p ◦ ω), es asociada a p.

Desde luego, la función q asociada a p es una función única que hace conmutativo el diagrama

(13).

Supongamos que A es un subconjunto cerrado G-invariante de un G-espacio X . Consideremos
los siguientes diagramas conmutativos de G-funciones

A EI X × {0} ∪A× I E

X coCyl(p) X × I B

//
f

� _

�� ��

q

//
f̂

� _

�� ��

p

//
F

//
F̂

(14)

relacionados mutuamente por las ecuaciones: F̂ (x, t) = (p̃F )(x)(t), f̂(x, 0) = (π̃F )(x) y f̂(a, t) =

f(a)(t) para cada x ∈ X , a ∈ A, t ∈ I.

Observación 5.1. La existencia de un relleno Φ : X → EI para el diagrama izquierdo (14) es

equivalente a la existencia de un relleno Φ̂ : X × I → E para el diagrama derecho (14).

Claramente, las funciones Φ y Φ̂ están relacionadas por medio de la ecuación: Φ̂(x, t) = Φ(x)(t).
Como una consecuencia inmediata de la Observación 5.1 y el diagrama (13) obtenemos el siguiente

hecho:

Proposición 5.2. Sea q : EI → coCyl(p) la función asociada a una G-función p : E → B.
Entonces p es una G-fibración regular si y sólo si q es un G-AE-mapeo, es decir, (π0

E , π
0
B) : p

I → p

es un cuadrado G-AE.
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Para presentar un resultado análogo a la Proposición 5.2, para G-fibraciones, necesitamos el

siguiente concepto.

Definición 5.3. Decimos que una G-función p : E → B es G-flexible, si para cada G-par (X,A)
y cada diagrama conmutativo (1) de G-funciones, la existencia de una vecindad funcional U de A

en X y de una G-función f̃ : U → E que hace conmutativo el siguiente diagrama

A E

U

X B

//
f

� _

��

i

� o

��
❄❄

❄❄
❄❄

��

p

??⑧⑧⑧⑧⑧⑧ f̃

oO

��⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧

//

F

implica la existencia de una G-función F̃ : X → E tal que F̃ ◦ i = f y p ◦ F̃ = F .

Recordemos que, dado un G-par (X,A), una vecindad G-invariante U de A en X se llama
funcional, si existe una función G-invariante ϕ : X → I tal que A ⊂ ϕ−1(1) y X \U ⊂ ϕ−1(0). Es

fácil demostrar que cada vecindad funcional de A contiene una vecindad funcional cerrada.

Proposición 5.4. Sea q : EI → coCyl(p) la función asociada a una G-función p : E → B.

Entonces p es una G-fibración si y sólo si q es G-flexible.

Demostración. Sea p una G-fibración. Supongamos que está dado el diagrama (14) izquierdo (para
p) para el cual existe una G-función Φ′ : U → EI , donde U es alguna vecindad funcional cerrada

de A en X , tal que Φ′|A = f y qΦ′ = F |U . En otras palabras, tomando en cuenta la Observación
5.1, tenemos el diagrama conmutativo

U × {0} ∪ A× I E

U × I B

//
f̂

� _

�� ��

p

//

F̂

::tttttttttttttttt

Φ̂′

(15)

donde Φ̂′(u, t) = Φ′(u)(t), F̂ (u, t) = (p̃F )(u)(t), f̂(u, 0) = π̃F (u) y f̂(a, t) = f(a)(t) para cada
u ∈ U , a ∈ A y t ∈ I (aqúı, desde luego, p̃ y π̃ son las proyecciones del cocilindro; véase el

diagrama (13)).

Sea ϕ : X → I una función G-invariante tal que ϕ(A) = 1 y ϕ(X\U) = 0. Definamos la
G-homotoṕıa D : X × I → B por

D(x, t) = (p̃F )(x)(min(1, ϕ(x) + t)), (x, t) ∈ X × I.
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Ahora definamos la G-función d : X → E por

d(x) =

{
Φ̂′(x, ϕ(x)), x ∈ U ;
π̃F (x), ϕ(x) = 0.

Claramente, d es continua ya que los conjuntos U y ϕ−1(0) son cerrados y, si x ∈ U y ϕ(x) = 0,

entonces Φ̂′(x, ϕ(x)) = Φ̂′(x, 0) = f̂(x, 0) = π̃F (x). Además, para x ∈ U , pd(x) = pΦ̂′(x, ϕ(x)) =

F̂ (x, ϕ(x)) = D(x, 0) y, para x ∈ ϕ−1(0), pd(x) = pπ̃F (x) = π0
B p̃F (x) = (p̃F )(x)(0) = D(x, 0).

Por lo tanto, como p es una G-fibración, existe una G-función D̃ : X × I → E tal que el diagrama

X E

X × I B

//
d

� _

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

∂0

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

p

//

D

??⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧⑧

D̃

es conmutativo. Ahora definamos Φ̂ : X × I → E como sigue

Φ̂(x, t) =

{
Φ̂′(x, t), x ∈ U y 0 ≤ t ≤ ϕ(x);

D̃(x, t− ϕ(x)), ϕ(x) ≤ t ≤ 1.

(Φ̂ es continua ya que para los puntos (x, t) ∈ U × I tales que t = ϕ(x), tenemos de lo anterior

Φ̂′(x, t) = Φ̂′(x, ϕ(x)) = d(x) = D̃(x, 0)). Por último, se verifica sin dificultad que la G-función
Φ : X → EI , definida por Φ(x)(t) = Φ̂(x, t), es un relleno del diagrama izquierdo (14) dado en el

inicio, lo que prueba que q es G-flexible.

Para probar la afirmación “q es G-flexible ⇒ p es una G-fibración”, consideremos de nuevo los
dos diagramas conmutativos (14) tomando A = ∅. Como q es G-flexible, existe un relleno X → EI

del diagrama izquierdo (ya que para la vecindad U = ∅ de A la condición de la definición de
G-función flexible se cumple). De acuerdo con la Observación 5.1, existe un relleno X×I → E del

diagrama derecho (para una elección arbitraria inicial de las G-funciones f̂ y F̂ ), lo que significa
que p es una G-fibración.

Proposición 5.5. Sea q : EI → coCyl(p) la función asociada a una G-función p : E → B.

Entonces p es una G-fibración si y sólo si q es una G-fibración.

Demostración. Consideremos los dos diagramas conmutativos (14) tomando A = Z × {0} y X =
Z × I. Notemos que los pares (I × I, I × {0} ∪ {0} × I) y (I × I, I × {0}) son topológicamente

equivalentes, es decir, existe un homeomorfismo ψ : I × I → I × I tal que ψ(I × {0}) = {0}× I ∪
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I × {0} (y ψ(0, 0) = (0, 1)). Ahora los diagramas (14) se modifican como sigue:

Z × {0} EI Z × I × {0} E

Z × I coCyl(p) Z × I × I B

//
f

� _

�� ��

q

//
h

� _

�� ��

p

//
F

//
H

(16)

donde h(z, t, 0) = f̂(z, ψ(t, 0)) y H(z, t, τ) = F̂ (z, ψ(t, τ)). Este par de diagramas, tanto como los
diagramas (14), satisface la siguiente condición: la existencia de un relleno Φ : Z × I → EI para

el diagrama izquierdo (16) es equivalente a la existencia de un relleno Φ̂ : Z × I × I → E para el
diagrama derecho (16). De esta condición inmediatamente obtenemos “p es un G-fibración⇒ q es

una G-fibración”.

Para probar la afirmación inversa es suficiente definir, para G-funciones h′ : Z → E y H ′ :
Z × I → B relacionadas por H ′∂0 = ph′, las funciones h y H como sigue: h(z, t, 0) = h′(z),

H(z, t, τ) = H ′(z, τ).

Lema 5.6. Sea p : E → B una G-fibración de espacios G-ANE. Si p es G-flexible, entonces p es
un G-AE-mapeo.

Demostración. Para la G-función p dada, consideremos el diagrama (1), donde (X,A) es un G-par
metrizable y i : A →֒ X es un encaje. Como E es un G-ANE, existe una vecindad G-invariante

U de A en X y una G-función f̃ : U → E tal que f̃ |A = f .

Sea Φ : U × {0, 1} ∪A× I → B dada por

Φ(u, t) =





pf̃(u), (u, 0) ∈ U × {0};
F (a), (a, t) ∈ A× I;
F (u), (u, 1) ∈ U × {1}.

Se verifica fácilmente que Φ es una G-función bien definida.

Como B es un G-ANE, existe una vecindad G-invariante W de U ×{0, 1}∪A× I en U × I y
una G-función Φ̃ : W → B tal que Φ̃|U×{0,1}∪A×I = Φ. Por la compacidad de I, podemos encontrar

una vecindad G-invariante V de A en U (y, por lo tanto, en X) tal que V × I ⊆W .

Obtenemos el diagrama conmutativo

V E

V × I B

//
f̃ |V

� _

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

∂0

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

p

//
Φ̃|V×I
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donde Φ̃|V×I es una G-homotoṕıa relativa a A ya que Φ̃(a, t) = Φ(a, t) = F (a) para cada (a, t) ∈
A × I. Dado que p es una G-fibración y (X,A) un G-par metrizable, existe una G-homotoṕıa
relativa a A, Ψ : V × I → E, como un relleno del diagrama. La G-función f̂ : V → E, dada por

f̂(v) = Ψ(v, 1), es tal que el diagrama

A E

V

X B

//
f

� _

��

i

� o

��
❄❄

❄❄
❄❄

��

p

??⑧⑧⑧⑧⑧⑧ f̂

oO

��⑧⑧
⑧⑧
⑧⑧

//

F

es conmutativo. Por consiguiente, como p es G-flexible, concluimos que existe un relleno X → E

para el diagrama (1), lo que muestra que p es un G-AE-mapeo.

Ahora podemos demostrar fácilmente el Teorema 3.4 usando el Lema 5.6 y las proposiciones

anteriores.

Demostración del Teorema 3.4. Dada p, la G-función asociada q : EI → coCyl(p) es una G-

fibración y es G-flexible por las Proposiciones 5.5 y 5.4. Como E y B son G-ANE’s los G-espacios
EI , y coCyl(p) son también G-ANE’s. Por el Lema 5.6, q es un G-AE-mapeo y, de acuerdo con

la Proposición 5.2, p es G-fibración regular.

6. Subgrupos grandes y cuadrados G-fibrados regulares

El concepto de subgrupo grande nos lleva al siguiente resultado, el cual es bien conocido para

un grupo compacto de Lie G.

Proposición 6.1. Sean H y K subgrupos cerrados de un grupo compacto G tales que K ⊂ H. Si
K es un subgrupo grande de G, entonces la proyección natural G/K → G/H es una G-fibración

regular.

Demostración. Como K es grande, existe un subgrupo normal cerrado N de G tal que G/N es
un grupo de Lie y N ⊂ K. Notemos que la acción de N en G/K es trivial (ya que N ⊂ K ⊂ H)

y por lo tanto, la proyección p : G/K → G/H puede ser considerada como G/N -función, de esta
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manera, tenemos el siguiente diagrama conmutativo de G/N -funciones

G/K (G/N)/(K/N)

G/H (G/N)/(H/N)
��

p

//
ϕ

��

p′

//

ψ

donde ϕ y ψ son losG/N -homeomorfismos dados por ϕ(gK) = (gN)(K/N) y ψ(gH) = (gN)(H/N)

respectivamente, y p′ es la proyección natural. Como G/N es un grupo compacto de Lie, por la
Proposición 3.1, la G/N -función p′ es una G/N -fibración y por lo tanto, p también lo es. Por la

Proposición 3.5(a), p una G-fibración. Más aún, como G/K y G/H son G-ANE’s, por el Teorema
3.4, p es una G-fibración regular.

Proposición 6.2. Sean H, K y N subgrupos cerrados de un grupo compacto G tales que H ⊂
K ∩N y KN = NK. Si H es grande, entonces el diagrama

G/H G/N

G/K G/KN

//
αN

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

αK

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

βK

//
βN

(17)

es un cuadrado G-fibrado regular.

Demostración. De acuerdo con la Proposición 4.1, tenemos el cuadrado pull-back (7). Luego no-

temos que la proyección natural q : G/H → G/(K ∩ N) es la única G-función que existe por
la propiedad de pull-back para las proyecciones αK y αN (i.e., tal que αK = πKq y αN = πNq).

Aśı el diagrama (17) es un cuadrado G-fibrado regular pues q es una G-fibración regular por la
Proposición 6.1.

Los siguientes corolarios de la Proposición 6.2 serán empleados en la prueba de nuestros teo-
remas principales.

Corolario 6.3. Sean H, K, M , N subgrupos cerrados de un grupo compacto G tales que K ⊂ H,
M ⊂ N . Si los subgrupos M y N son normales y además M es grande, entonces el diagrama

G/KM G/KN

G/HM G/HN

//

�� ��

//
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es un cuadrado G-fibrado regular.

Demostración. ComoM ⊂ KM , el subgrupo KM es grande al igual que M . Obviamente, KM ⊂
HM ∩KN y

HM ·KN = HK ·MN = HN = KH ·NM = KN ·HM.

Por lo tanto el diagrama es un cuadrado G-fibrado regular por la Proposición 6.2.

El siguiente corolario se verifica de manera análoga.

Corolario 6.4. Sean H, K y N subgrupos cerrados de un grupo compacto G tales que NH = HN ,
KH = HK y KN = NK. Si H es un subgrupo grande, entonces el diagrama de proyecciones

naturales

G/H G/NH

G/KH G/KNH
��

//

��

//

es un cuadrado G-fibrado regular.

7. Caracterización local de G-fibraciones regulares

Recordemos que una G-función p : E → B es una G-fibración regular si y sólo si el morfismo
(π0

E , π
0
B) : p

I → p es un cuadrado G-AE (véase la Proposición 5.2).

Sea U un G-conjunto de B. Vamos a denotar por pU la restricción p−1(U)→ U de p. Definamos

los morfismos αU , βU : pIU → p como las composiciones ι ◦ (π0
p−1(U), π

0
U) y ι ◦ (π1

p−1(U), π
1
U) respecti-

vamente, donde ι : pU →֒ p es el encaje. Como ι es un cuadrado pull-back, se puede generalizar la
afirmación anterior como sigue:

pU es una G-fibración regular ⇔ αU : pIU → p es un cuadrado G-AE.

Emplearemos este hecho en la demostración del Teorema 7.2 al igual que el siguiente resultado

probado en [3] (véase también [6, Proposition 8.25]).

Proposición 7.1. ([3, Lemma 3.5]) Sea p : E → B una G-función. Si existe una G-cubierta

abierta U de B (es decir, una cubierta abierta que consta G-conjuntos) tal que la restricción pU
es un G-AE-mapeo para cada U ∈ U, entonces p es un G-AE-mapeo.

Teorema 7.2. Sea p : E → B una G-función. Si existe una G-cubierta abierta U de B tal que

la restricción pU : p−1(U) → U es una G-fibración regular para cada U ∈ U, entonces p es una
G-fibración regular.
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Demostración. Consideremos el diagrama (13), donde el cuadrado interno es pull-back. Sea (x, ω0) ∈
Ẽ = coCyl(p). Empleando el lema del recubrimiento de Lebesgue, podemos encontrar un entero
n y una sucesión de G-conjuntos abiertos U1,..., Un ∈ U tales que ω0([(i − 1)/n, i/n]) ⊂ Ui para

cada i = 1, ..., n. Luego el conjunto

W =

{
ω ∈ BI | ω

([
i− 1

n
,
i

n

])
⊂ Ui, i = 1, ..., n

}

es una vecindad abierta G-invariante de ω0 en BI y (x, ω0) ∈ W̃ , donde W̃ = p̃−1(W ). Sea

V = q−1(W̃ ), es decir, V = (pI)−1(W ), y sea qW̃ : V → W la restricción de q : EI → Ẽ (véase el
diagrama (13)).

Aśı, obtenemos la siguiente restricción del diagrama (13)

V

W̃ W

E B

''❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

pI
W

��
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴

π0
V

��
❄❄

❄❄
❄❄

❄❄
❄❄

q
W̃

//

p̃W

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

t
W̃

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

π0
W

//
p

(18)

donde el cuadrado interno es pull-back. Veamos que el cuadrado exterior es un cuadrado G-AE.

Para ello, trabajando en la categoŕıa Map(G-TOP ), construyamos el siguiente diagrama con-
mutativo

p1,n

p1,n−1 p2,n

p1,2 ... p2,n−1 p3,n

pIU1
pIU2

... pIUn−1
pIUn

p p p ... p

��✞✞
✞✞
✞✞
✞✞
✞✞

αn

��
✼✼

✼✼
✼✼

✼✼
✼✼

��
✼✼

✼✼
✼✼

✼✼
✼✼

��✞✞
✞✞
✞✞
✞✞
✞✞

��
✼✼

✼✼
✼✼

✼✼
✼✼

��✞✞
✞✞
✞✞
✞✞
✞

α2

��
✼✼

✼✼
✼✼

✼✼
✼

��✞✞
✞✞
✞✞
✞✞
✞

αU1

��
✼✼

✼✼
✼✼

✼✼
✼

βU1
��✞✞
✞✞
✞✞
✞✞
✞

αU2

��
✼✼

✼✼
✼✼

✼✼
✼

βU2
��
✼✼

✼✼
✼✼

✼✼
✼

βUn
��✞✞
✞✞
✞✞
✞✞
✞

αUn
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donde cada cuadrado es pull-back. Como pUi
es una G-fibración regular, entonces αUi

es un cua-

drado G-AE. Los morfismos α2,α3,...,αn son también cuadrados G-AE ya que se obtienen de los
cuadrados G-AE αU2

, αU3
,..., αUn

respectivamente, tomando pull-backs. Luego, la composición

α = αU1
α2....αn, α : p1,n → p

es también un cuadrado G-AE.

La G-función p1,n : V →W y el morfismo α = (πV , πW ) pueden describirse de manera directa:

si Ũi = p−1(Ui), i = 1, ..., n, entonces

V = {(ω1, ..., ωn) ∈ Ũ I
1 × ...× Ũ I

n | ω1(1) = ω2(0), ..., ωn−1(1) = ωn(0)},
W = {(ω1, ..., ωn) ∈ U I

1 × ...× U I
n | ω1(1) = ω2(0), ..., ωn−1(1) = ωn(0)},

p1,n(ω1, ...ωn) = (pω1, ...pωn), πV (ω1, ...ωn) = ω1(0), πW (ω1, ...ωn) = ω1(0).

Los G-espacios V y W son G-equivalentes a los G-espacios V y W respectivamente por medio
de las correspondencias h̃, h : ω 7→ (ω1, ...ωn), dadas por ωi(t) = ω( i−1+t

n
), i = 1, ..., n.

La composición de (h̃, h) : pIW → p1,n y α : p1,n → p es el morfismo (π0
V , π

0
W ) : pIW → p, el cual

es un cuadrado G-AE al igual que α y (h̃, h). En otras palabras, la restricción qW̃ : q−1(W̃ )→ W̃
es un G-AE-mapeo.

Por último, debido a la elección inicial arbitraria de (x0, ω) ∈ W̃ ⊂ coCyl(p), podemos afirmar

que existe una G-cubierta abierta {W̃j}j∈J de coCyl(p), tal que qW̃j
: q−1(W̃j)→ W̃j es un G-AE-

mapeo para cada j ∈ J . Luego, por la Proposición 7.1, q : EI → coCyl(p) es un G-AE-mapeo, y

por lo tanto, p es una G-fibración regular (véase Proposición 5.2).

En la siguiente sección emplearemos el hecho que los cuadrados G-fibrados regulares pueden
caracterizarse “localmente” al igual que las G-fibraciones regulares, como veremos en la siguiente

proposición.

Proposición 7.3. Supongamos que está dado el diagrama conmutativo de G-funciones (4). Sea

U una G-cubierta abierta de B. Si para cada U ∈ U la restricción del diagrama (4)

f ′
−1
(p−1(U)) p−1(U)

f−1(U) U

//
f ′

��

p′

��

p

//
f

es un cuadrado G-fibrado regular, entonces el diagrama total (4) es un cuadrado G-fibrado regular.
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Demostración. Consideremos el diagrama (8) y sea Ũ = f̃−1(p−1(U)) para cada U ∈ U. Observe-

mos que q−1(Ũ) = f ′−1(p−1(U)), aśı obtenemos el diagrama conmutativo

f ′−1(p−1(U))

Ũ p−1(U)

f ′
−1
(U) U

''❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

f ′

��
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴
✴

p′

��
❄❄

❄❄
❄❄

❄❄
❄❄

❄❄
❄❄

❄

q

//

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

p

//
f

donde el cuadrado interno, siendo una restricción del cuadrado pull-back en el diagrama (8),

es también pull-back. Por hipótesis, la restricción de q, f ′−1(p−1(U)) → Ũ , es una G-fibración
regular; luego, como la familia {Ũ}U∈U es una G-cubierta abierta de P , aplicando el Teorema 7.2,

concluimos que la G-función q : E ′ → P es una G-fibración regular.

La siguiente proposición es una consecuencia inmediata de [5, Chapter II, Theorem 5.8].

Proposición 7.4. Sea H un subgrupo grande de un grupo compacto G, y sea E un G-espacio de

Tychonoff con un sólo tipo de órbitas (H). Entonces la proyección orbital π : E → E/G satisface
a la siguiente propiedad: para cada b ∈ E/G, existe una vecindad abierta U de b en E/G y un

G-homeomorfismo ϕU : π−1(U)→ G/H × U tal que el diagrama

π−1(U) G/H × U

U

//
ϕU

$$❏
❏❏

❏❏
❏❏

π zztt
tt
tt
t

prU
(19)

es conmutativo.

Demostración. Sea N un subgrupo normal cerrado de G tal que N ⊂ H y G/N es un grupo de

Lie.

Observemos que la acción de N en E es trivial ya que para cada x ∈ E, (Gx) = (H), esto es

para cada x ∈ E existe g ∈ G tal que Gx = gHg−1, aśı tenemos N = gNg−1 ⊂ gHg−1 = Gx.
Luego E/N = E y podemos considerar E como G/N -espacio. Como G/N es un grupo de Lie,

por [5, Chapter II, Theorem 5.8], para cada b ∈ E/(G/N) = E/G, existe una vecindad abierta U
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G-fibraciones regulares 153

de b en E/G y un G/N -homeomorfismo π−1(U) →
(
(G/N)/(H/N)

)
× U tal que el diagrama de

G/N -funciones es conmutativo

π−1(U)
(
(G/N)/(H/N)

)
× U

U

//
≈

''❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖❖
❖❖

❖

π
ww♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
♦♦

prU

Como (G/N)/(H/N) ≈ G/H y cada G/N función puede considerarse comoG-función, tenemos
el G-homeomorfismo ϕU deseado.

8. Proyecciones orbitales como G-fibraciones regulares

Es un hecho conocido que todo grupo compacto G es un grupo pro-Lie, esto es, para cada

vecindad U del elemento identidad e, existe un subgrupo normal cerrado N tal que N ⊂ U y G/N
es un grupo de Lie, es decir, N es un subgrupo grande de G (véase [5, Chapter 0, Corollary 4.4]).

Si G es un grupo compacto metrizable (o equivalentemente, si cumple el primer axioma de

numerabilidad, ver [7, Chapter I, §1.22]), entonces esto implica la existencia de una sucesión
decreciente (Ni)i∈N de subgrupos normales grandes de G tales que

⋂
i∈NNi = {e}. A dicha sucesión

se le conoce como sucesión pro-Lie para G. Claramente, para cada sucesión pro-Lie (Ni)i∈N para
G, tenemos

ĺım
←−
{G/Ni, q

j
i } = G,

donde qji : G/Nj −→ G/Ni, j ≥ i, son las proyecciones naturales. Este hecho puede verse como

corolario de la siguiente proposición.

Proposición 8.1. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo compacto G. Si el espacio cociente G/H
es metrizable, entonces existe una sucesión decreciente (Ni)i∈N de subgrupos normales grandes de

G, tales que
⋂
i∈N(NiH) = H. Por lo tanto,

ĺım
←−
{G/(NiH), qji } = G/H,

donde qji : G/(NjH) −→ G/(NiH), j ≥ i, son las proyecciones naturales.

Demostración. Sea (Ui)i∈N una sucesión decreciente de vecindades de {eH} en G/H tal que⋂
i∈N Ui = {eH}, y sea Ũi = q−1(Ui), i ∈ N, donde q : G→ G/H es la proyección natural.
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De acuerdo con [5, Chapter 0, Corollary 4.4], para cada i existe un subgrupo normal cerrado

N ′i tal que N
′
i ⊂ Ũi y G/N

′
i es un grupo de Lie.

La sucesión (N ′i)i∈N puede sustituirse por la sucesión decreciente (Ni)i∈N tomando N1 := N ′1,
Ni+1 := Ni ∩N ′i+1. Notemos que todos los grupos G/Ni son de Lie, al igual que G/N ′i (véase e.g.,

[10, Chapter 8, Section 46(A)]). Como q(NiH) = q(Ni) ⊂ q(N ′i) ⊂ Ui, tenemos

H ⊂
⋂

i∈N
(NiH) ⊂

⋂

i∈N
Ũi = H.

Aśı,
⋂
i∈N(NiH) = H . Ahora, usando la compacidad del subgrupo H , se verifica fácilmente que

ĺım
←−
{G/(NiH), qji } = G/H .

Definición 8.2. Diremos que una sucesión (Ni)i∈N de subgrupos de un grupo compacto G es una
sucesión pro-Lie para G/H , si satisface las condiciones de la Proposición 8.1.

Teorema 8.3. Sean H y K subgrupos cerrados de un grupo compacto G tales que K ⊂ H y G/K

es metrizable. Entonces la proyección p : G/K → G/H es una G-fibración regular.

Demostración. Por la Proposición 8.1, existe una sucesión pro-Lie (Ni)i∈N para G/K. Como

⋂

i∈N
Ni ⊂

⋂

i∈N
(NiK) = K ⊂ H,

es fácil ver que (Ni)i∈N también será una sucesión pro-Lie para G/H . Por lo tanto, para p : G/K →
G/H , tenemos

p = ĺım
←−
{p/Ni, (q

i+1
i , ri+1

i )},

donde qi+1
i , ri+1

i y p/Ni son las proyecciones naturales en el diagrama conmutativo

G/KNi G/KNi+1

G/HNi G/HNi+1

��

p/Ni

��

p/Ni+1

oo
qi+1

i

oo

ri+1

i

Éste es un cuadrado G-fibrado regular por el Corolario 6.3. Ahora bien, en virtud de la Pro-

posición 6.1, p/N1 es una G-fibración regular, luego, aplicando la Proposición 4.6, concluimos que
p es también una G-fibración regular.

Lema 8.4. Sean K, N y H subgrupos cerrados de un grupo compacto G tales que H es grande y

los subgrupos K y N son normales. Sea E un G-espacio con un sólo tipo de órbitas (H). Entonces
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el diagrama conmutativo de proyecciones orbitales

E E/N

E/K E/KN

//
πN

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

πK

��
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤
✤

pK

//
pN

(20)

es un cuadrado G-fibrado regular y las proyecciones πK , πN , pK y pN son G-fibraciones regulares.

Demostración. Consideremos las proyecciones π : E → E/G, qK : E/K → E/G, qN : E/N →
E/G y qKN : E/KN → E/G. Como H es grande, podemos escoger una cubierta abierta U de
E/G tal que para cada U ∈ U existe un G-homeomorfismo ϕU : π−1(U)→ G/H × U para el cual

el diagrama

π−1(U) G/H × U

U

//
ϕU

$$❏
❏❏

❏❏
❏❏

π zztt
tt
tt
t

prU

conmuta (véase la Proposición 7.4). El G-homeomorfismo ϕU induce, en los correspondientes
espacios orbitales, los G-homeomorfismos ϕU/K : q−1K , ϕU/N : q−1N (U) y ϕU/KN , las cuales hacen

conmutativo el diagrama

π−1(U) q−1N (U)

q−1K (U) q−1KN(U)

G/H × U G/NH × U

G/KH × U G/KNH × U

//
πN

ww♦♦♦
♦♦♦

♦♦♦
♦♦πK

��

ϕU ww♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
♦♦pK

��

ϕU/N

��

ϕU/K

//
pN

��

ϕU/KN

//
αN×id

ww♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
♦

αK×id

ww♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
♦♦
♦

βK×id
//

βN×id

Obtenemos que, por el Corolario 6.4, el cuadrado inferior del diagrama es G-fibrado regular y
por lo tanto el superior también lo es. Como {q−1KN(U)}U∈U es una G-cubierta abierta de E/KN ,

aplicando la Proposición 7.3, concluimos que el diagrama (20) es un cuadrado G-fibrado regular.

Para ver que la proyección K-orbital πK : E → E/K es una G-fibración regular, supongamos

que en el diagrama (20), N = G, en cuyo caso tenemos pK = idE/G. Esto significa que πK es una
G-fibración regular, ya que (20) es un cuadrado G-fibrado regular y idE/G es, trivialmente, una

G-fibración regular.
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Aplicando este hecho tenemos que πN es también una G-fibración regular; además podemos

considerar pK como la proyección KN/N -orbital E/N → E/N/(KN/N) del G/N -espacio E/N ,
cuyas G/N -órbitas de E/N son de tipo (HN/N), y como HN/N es un subgrupo grande de

G/N , obtenemos (por el hecho anterior) que pK una G/N -fibración regular y por lo tanto, una
G-fibración regular (véase la Proposición 3.5(b)).

De la misma forma, obtenemos que pN es una G-fibración regular.

Teorema 8.5. Sean K un subgrupo normal cerrado de un grupo compacto G. Si E es un G-
espacio metrizable con un sólo tipo de órbitas, entonces la proyección orbital π : E → E/K es una

G-fibración regular.

Demostración. Supongamos que todas las orbitas de E tienen tipo (H). Notemos que el espacio
cociente G/H es metrizable siendo G-equivalente a cada G-órbita de E. Sea (Ni)i∈N una sucesión

pro-Lie (de subgrupos de G) para G/H . Por la Proposición 8.1, tenemos
⋂
i∈N(NiH) = H y por

lo tanto N =
⋂
i∈NNi ⊂ H . Como cada órbita de E es G-equivalente a G/H , el subgrupo normal

N actúa en cada G-órbita (y por tanto en todo E) trivialmente. Esto implica que

π = ĺım
←−
{π/Ni, (q

i+1
i , ri+1

i )},

ya que ĺım
←−
{E/Ni, q

i+1
i } = E/N = E y ĺım

←−
{E/NiK, r

i+1
i } = E/NK = E/K, donde qi+1

i y ri+1
i son

las proyecciones naturales en el diagrama conmutativo

E/Ni E/Ni+1

E/NiK E/Ni+1K
��

π/Ni

��

π/Ni+1

oo
qi+1

i

oo

ri+1

i

Por el Lema 8.4, este diagrama es un cuadrado G/Ni+1-fibrado regular (y por lo tanto G-fibrado

regular). Por este mismo lema, π/N1 es una G-fibración regular, luego, aplicando la Proposición
4.6, concluimos que π es también una G-fibración regular.
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Avenida San Claudio y 18 Sur, Colonia San Manuel,
Puebla, Pue. C.P. 72570

abykov@fcfm.buap.mx

raul.j.f@hotmail.com

alkantun@yahoo.com
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Caṕıtulo 7

Gráficas finitas con hiperespacio único Cn(X)

Vianey Córdova Salazar, David Herrera Carrasco, Fernando Maćıas

Romero

FCFM, BUAP

Resumen

Un continuo es un espacio métrico no vaćıo, compacto y conexo. Un hiperespacio es
una familia de subconjuntos de X con alguna propiedad particular. En este caṕıtulo

estudiamos a la familia de la gráficas finitas que tienen hiperespacio único Cn(X) y
revisamos algunas propiedades sobre dimensión.

1. Introducción

El presente trabajo pertenece a la rama de la topoloǵıa conocida como Teoŕıa de los Continuos.
Dicha temática trata del estudio de las propiedades topológicas de espacios que son métricos no

vaćıo, compactos y conexos. A un espacio topológico con las propiedades antes mencionadas se le

llama continuo.
Los hiperespacios son familias de subconjuntos de un continuo, con alguna caracteŕıstica par-

ticular y considerados con la métrica de Hausdorff. En [6, Teorema 2.5, 2.10 y 3.6], se exponen
propiedades de dicha métrica.

Dados un continuo X y n ∈ N consideremos los siguientes hiperespacios de X.

2X = {A ⊂ X : A es cerrado en X y no vaćıo},

Cn(X) = {A ∈ 2X : A tiene a lo más n componentes}.
Sean C una clase de continuos, n ∈ N y X ∈ C. El continuo X tiene hiperespacio único Cn(X) en

C si para cada Y ∈ C tal que Cn(X) es homeomorfo a Cn(Y ), entonces X es homeomorfo a Y ; si
C es la clase de todos los continuos simplemente diremos que X tiene hiperespacio único Cn(X).

Una vez que se conoce la noción de hiperespacio único Cn(X) una pregunta natural es la
siguiente:

¿Bajo qué condiciones el continuo X tiene hiperespacio único Cn(X)?
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La aportación en este trabajo consiste en dar una presentación del art́ıculo de Alejandro Illanes,

[23], con demostraciones detalladas de cada uno de los resultados ah́ı encontrados (véase [5]); uno
de los conceptos claves es el que sigue.

Una gráfica finita es un continuo que puede escribirse como la unión de una cantidad finita de
arcos, tales que cualesquiera dos de ellos son ajenos o bien se intersectan en uno o en sus dos puntos

extremos, únicamente. Exponemos resultados importantes sobre el tema de dimensión. Debido a
los resultados en [2], [3], [10], [13], [14], [15], [16], [17], [18], [19], y [20] nos queda muy claro que es

importante revisar el camino seguido para llegar a probar los teoremas principales que se estudian

en este trabajo, véase Teorema 3.54 y Teorema 3.56.

2. Dimensión

En todo este trabajo, si X es un espacio topológico y A un subconjunto de X , los śımbolos
A, fr(A) e int(A) denotan la cerradura de A, la frontera de A y el interior de A en X , res-

pectivamente. También, A ⊂ Y ⊂ X , los śımbolos clY (A), frY (A) e intY (A) denotan la cerradura
de A, la frontera de A y el interior de A en el subespacio Y de X , respectivamente. La cardinalidad

de un conjunto A se representa por |A|. Como es usual, los śımbolos ∅, N y R, representan el
conjunto vaćıo, los números naturales y los números reales, respectivamente; el śımbolo ℵ0, denota
la cardinalidad de los números natrales. Un espacio topológico es no degenerado si tiene más
de un punto.

Esta sección la dedicamos a la noción de dimensión y a algunas de sus propiedades, dichas
propiedades nos serán de gran utilidad en la sección posterior.

Definición 2.1. Sea X un espacio topológico regular. La dimensión de X, denotada por dim[X ]
es un entero mayor o igual a −1 o infinito. La definición de dimensión se da recursivamente como

sigue:

(i) dim[X ] = −1 si y sólo si X = ∅.

(ii) Sean n ∈ N ∪ {0} y x ∈ X. Se dice que la dimensión de X en x es menor o igual que n,
denotado por dimx[X ] ≤ n, si para cada conjunto abierto V en X con x ∈ V, existe un

conjunto abierto U en X, tal que x ∈ U ⊂ V y dim[frX(U)] ≤ n− 1.

(iii) Sea n ∈ N∪{0}. Entonces dim[X ] ≤ n si y sólo si para todo x ∈ X, tenemos que dimx[X ] ≤ n.

(iv) Sea n ∈ N∪{0}. Entonces dim[X ] = n si y sólo si para cada x ∈ X, tenemos que dimx[X ] ≤ n

y dim[X ] 6≤ n− 1.

(v) dim[X ] =∞ si y sólo si para cada n ∈ N ∪ {0} tenemos que dim[X ] 6≤ n.

Lema 2.2. Sean X y Y espacios topológicos regulares y n ∈ N ∪ {−1, 0}. Si X es homeomorfo a

Y y dim[X ] = n, entonces dim[Y ] = n.
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Demostración. La prueba la hacemos por inducción sobre dim[X ]. Sea h : X → Y un homeomorfis-

mo. Si dim[X ] = −1, entonces X = ∅. Como h es suprayectiva, tenemos que Y = h(X) = h(∅) = ∅.
Aśı, dim[Y ] = −1. Supongamos que dim[X ] = m con m ≤ n− 1, entonces dim[Y ] = m. Veamos

que si dim[X ] = n, entonces la dim[Y ] = n. Sean y ∈ Y y un conjunto abierto U en Y, tal
que y ∈ U. Como h es suprayectiva, existe x ∈ X tal que h(x) = y. Además, como h es con-

tinua y y ∈ U, tenemos que h−1(U) es un conjunto abierto en X tal que x ∈ h−1(U). Como la
dim[X ] = n, existe un conjunto abierto V en X tal que x ∈ V ⊂ h−1(U) y dim[frX(V )] ≤ n− 1.

Luego, h(x) ∈ h(V ) ⊂ h(h−1(U)). Como h es biyectiva, tenemos que h(h−1(U)) = U. Aśı,

y ∈ h(V ) ⊂ U. Como h es una función abierta, tenemos que h(V ) es un conjunto abierto en
Y. Como dim[frX(V )] = k ≤ n− 1 y h|frX(V ) : frX(V )→ h(frX(V )) es un homeomorfismo, por

hipótesis de inducción, tenemos que dim[h(frX(V ))] ≤ n − 1. Como h(frX(V )) = frY (h(V )),
tenemos que dim[frY (h(V ))] ≤ n−1. Aśı, dim[Y ] ≤ n. Veamos que dim[Y ] > n−1. Supongamos

que dim[Y ] = l. Por hipótesis de inducción, tenemos que dim[X ] = l con l ≤ n − 1. Esto es una
contradicción porque dim[X ] = n. Aśı, dim[Y ] > n− 1. Por lo tanto, dim[Y ] = n.

Teorema 2.3. [2, Observación, pág. 34] Sean X y Y espacios topológicos regulares. Si X es
compacto y dim[Y ] = 1, entonces dim[X × Y ] = dim[X ] + 1.

Corolario 2.4. Sean n ∈ N con n ≥ 2 y X1, X2, . . . , Xn espacios topológicos regulares. Si

X1, X2, . . . , Xn son espacios compactos y para cada i ∈ {2, 3, . . . , n}, tenemos que dim[Xi] = 1,
entonces dim[X1 ×X2 × · · · ×Xn] = dim[X1] + (n− 1).

Demostración. Hacemos la prueba por inducción para n ≥ 2. Veamos el caso n = 2. Como X1

es compacto y dim[X2] = 1, por el Teorema 2.3, tenemos que dim[X1 × X2] = dim[X1] + 1.
Supongamos que para n − 1 con n ≥ 2 se cumple que dim[X1 × X2 × · · · × Xn−1] = dim[X1] +

((n−1)−1). Veamos que para n ≥ 2 se cumple que dim[X1×X2×· · ·×Xn] = dim[X1]+ (n−1).
Como X1 × X2 × · · · × Xn−1 es compacto y dim[Xn] = 1, por el Teorema 2.3, tenemos que

dim[X1 ×X2 × · · · ×Xn] = dim[X1 ×X2 × · · · ×Xn−1] + 1. Como dim[X1 ×X2 × · · · ×Xn−1] =
dim[X1] + ((n− 1)− 1), tenemos que dim[X1 ×X2 × · · · ×Xn] = (dim[X1] + ((n− 1)− 1)) + 1 =

dim[X1] + ((n− 2) + 1). Aśı, dim[X1 ×X2 × · · · ×Xn] = dim[X1] + (n− 1).

Definición 2.5. Dado n ∈ N, al producto topológico de n intervalos [0, 1] con la topoloǵıa eu-
clidiana se denota con In, donde In =

∏n
k=1 Ik y para cada k ∈ {1, 2, . . . , n}, Ik = [0, 1]. Una

n-celda es un espacio topológico homeomorfo a In.

Notemos que la dimensión de una n-celda es n.

Teorema 2.6. [2, Teorema III.1] Sea X un espacio métrico separable. Si Y es un subespacio de
X y dim[X ] ≤ n, entonces dim[Y ] ≤ n.

Teorema 2.7. [2, Teorema III.2] Sea X un espacio métrico separable. Si X es unión numerable

de subconjuntos cerrados en X de dimensión menor o igual que n, entonces X tiene dimensión
menor o igual que n.
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3. Gráficas finitas con hiperespacio único Cn(X)

El propósito de esta sección consiste en el desarrollo detallado del trabajo realizado por Ale-

jandro Illanes en [23]. Para obtener nuestro objetivo, fue necesario que en el transcurso de este
caṕıtulo agregáramos conceptos y resultados que no están en [23].

Definición 3.1. Una gráfica finita es un continuo que puede escribirse como la unión de una
cantidad finita de arcos, tales que cualesquiera dos de ellos son ajenos o bien se intersectan en uno

o en sus dos puntos extremos, únicamente.

Definición 3.2. Sean A, un subconjunto no vaćıo de un espacio topológico X y β un número
cardinal. Se dice que A es de orden menor o igual a β en X, denotado por ord(A,X) ≤ β, si

para cualquier conjunto abierto U de X con A ⊂ U existe un conjunto abierto V de X, tal que
A ⊂ V ⊂ U y | fr(V ) |≤ β. Si A = {p} en lugar de escribir ord({p}, X) ≤ β sólo se escribirá como

ord(p,X) ≤ β. Se dice que A es de orden β en X, denotado por ord(A,X) = β, si ord(A,X) ≤ β

y para cualquier número cardinal α < β, tenemos que ord(A,X) � α.

Definición 3.3. Sea X una gráfica finita. Un punto p en X es un punto ordinario de X si

ord(p,X) = 2. El punto p es un punto de ramificación de X si ord(p,X) > 2. Un punto p es
un punto extremo de X si ord(p,X) = 1. La colección de puntos ordinarios de X, se denota por

O(X); la colección de puntos de ramificación de X, se denota por R(X) y la colección de puntos
extremos de X, se denota por E(X). De esta forma una gráfica finita X puede expresarse de la

siguiente manera X = E(X) ∪ O(X) ∪R(X).

Definición 3.4. Sea X una gráfica finita, un ciclo es una curva cerrada simple S contenida en
X, para la que existe a ∈ S tal que S − {a} es un conjunto abierto en X.

Definición 3.5. Sea X una gráfica finita, un arco libre α es un arco de p a q contenido en X,

tal que α− {p, q} es un conjunto abierto en X.

Definición 3.6. Sea X una gráfica finita, un arco libre maximal es un arco libre α, tal que si
β es un arco libre contenido en X, con α ⊂ β tenemos que α es igual a β.

Entre los arcos libres maximales tenemos dos tipos, el primer tipo es un arco α de p a q tal

que p, q ∈ R(X). El segundo tipo es un arco α de p a q, tal que p ∈ R(X) y q ∈ E(X).

Definición 3.7. Sea X una gráfica finita, una arista en X es un arco libre maximal o un ciclo
contenido en X.

De aqúı en adelante consideramos a d como la métrica de longitud de arco en X, donde cada
arista de X tiene longitud igual a 1.

Definición 3.8. Sea n ∈ N. Un continuo X tiene hiperespacio único Cn(X) si para cada

continuo Y tal que Cn(X) es homeomorfo a Cn(Y ), entonces X es homeomorfo a Y.
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En 2002 la teoŕıa de la unicidad de hiperespacios tiene sus inicios cuando Alejandro Illanes

dirige la tesis doctoral de Gerardo Acosta, véase [1].

El siguiente resultado se encuentra en [24], enunciado como Teorema 6.1.7. A continuación
exponemos una prueba distinta a la que el autor realizó en [24].

Teorema 3.9. Si X es un continuo y n ∈ N, entonces Cn(X)− Cn−1(X) es denso en Cn(X).

Demostración. Sea U un conjunto abierto en Cn(X) y no vaćıo. Veamos que U ∩ (Cn(X) −
Cn−1(X)) 6= ∅. Sean A ∈ U y A1, A2, . . . , Ak las componentes de A tales que A1, A2, . . . , Ak
son componentes no degeneradas, aśı, A = A1 ∪A2 ∪ · · · ∪ Ak.

(a) Si k = n, entonces tenemos que U ∩ (Cn(X)− Cn−1(X)) 6= ∅.

(b) En el caso de que k < n. Como A ∈ U, existe ε > 0 tal que BCn(X)(A, ε) ⊂ U. Tomemos
B1 = A1, B2 = A2, . . . , Bk−1 = Ak−1 y T ∈ C(Ak) tal que T ∈ BCn(X)(Ak, ε) con T ⊂ Ak
y T 6= Ak. Sean {pk+1}, {pk+2}, . . . , {pn−k} puntos distintos tales que {pk+1}, {pk+2}, . . . ,
{pn−k} ⊂ Ak − T y además, tomemos a Bk = T, Bk+1 = {pk+1}, Bk+2 = {pk+2}, . . . , Bn =

{pn−k}. Notemos que B = B1∪B2∪· · ·∪Bn ∈ BCn(X)(A, ε). Aśı, B ∈ U∩(Cn(X)−Cn−1(X)).

Por (a) y (b) podemos concluir que Cn(X)− Cn−1(X) es denso en Cn(X).

Corolario 3.10. Si X es un continuo y n ∈ N, entonces Cn(X) es denso en ninguna parte en
Cn+1(X). En particular, Cn(X) es denso en ninguna parte en 2X .

Demostración. Para probar este corolario veamos que intCn+1(X)Cn(X) = ∅. Sea U un abierto en

Cn+1(X). Por el Teorema 3.9, tenemos que U ∩ (Cn+1(X)− Cn(X)) 6= ∅, aśı, U 6⊂ Cn(X), por lo
tanto, intCn+1(X)Cn(X) = ∅.

Los continuos localmente conexos son una clase especial y fundamental en el estudio de los

continuos ya que estos son arco conexos y localmente arco conexos, véase Teorema 8.23 y Teorema
8.25 de [26].

Definición 3.11. Sean X un espacio topológico y x ∈ X. El espacio topológico X es localmente

conexo en el punto x si para cada conjunto abierto U en X, tal que x ∈ U existe un conjunto
abierto y conexo V en X, tal que x ∈ V ⊂ U. Si X es localmente conexo en cada uno de sus

puntos decimos que X es localmente conexo.

Teorema 3.12. [4, Teorema 1.17] Un espacio topológico X es localmente conexo si y sólo si toda

componente de cada conjunto abierto en X es un conjunto abierto en X.

El siguiente resultado lo usaremos para atender las pruebas de los Teoremas 3.52 y 3.56.

Teorema 3.13. [24, Teorema 6.1.4] Sea X un continuo no degenerado. Las siguientes condiciones

son equivalentes:
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(1) X es localmente conexo,

(2) 2X es localmente conexo,

(3) C(X) es localmente conexo,

(4) Cn(X) es localmente conexo, para n ∈ N.

La siguiente definición generaliza la definición de triodo simple y el Teorema 3.15 nos es necesrio
en la prueba del Teorema 3.21.

Definición 3.14. Sea n ∈ N tal que n ≥ 3. Un n-odo simple es un continuo Tn que es una unión

de n arcos que se intersectan dos a dos en un punto p el cual es un punto extremo de cada uno de
los n arcos. El punto p es llamado el vértice de Tn. En el caso en que n = 3, decimos que T3 es un

triodo simple.

Teorema 3.15. [26, Ejercicio 9.41] Sean X un continuo y n ∈ N− {1, 2}. El continuo X es una
gráfica finita si y sólo si cada punto de X tiene una vecindad cerrada la cual es un n-odo simple

o un arco.

Teorema 3.16. [4, Teorema 3.24] Si X es un continuo y A es no vaćıo y cerrado en 2X , entonces⋃
A ∈ 2X .

Notemos que la unión de una colección compacta de conjuntos compactos (A ∈ 22
X

), es un

conjunto compacto.

Definición 3.17. Sea X un continuo. La función unión es la función
⋃

: 22
X → 2X cuya regla

de correspondencia es
⋃
(A) =

⋃
A =

⋃{
A : A ∈ A

}
, para cada A ∈ 22

X

.

Teorema 3.18. [4, Teorema 3.26] Sea X un continuo, la función unión es continua.

Teorema 3.19. [4, Teorema 3.28] Sea X un continuo y K es un subcontinuo de 2X y K∩C(X) 6=
∅, entonces ⋃K es un subcontinuo de X.

Teorema 3.20. [26, Teorema 9.10.1] Cada subcontinuo de una gráfica finita es una gráfica finita.

Teorema 3.21. Sean X una gráfica finita, n ∈ N y A ∈ Cn(X). Si A ∩R(X) 6= ∅, entonces para
cada vecindad U de A en Cn(X) se cumple que 2n+ 1 ≤ dim[U].

Demostración. Sean U una vecindad de A en Cn(X), p ∈ R(X) ∩ A. Como en la prueba de

Teorema 3.9, tenemos que existen subcontinuos B1, B2, . . . , Bn de X ajenos dos a dos tales que
B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bn ∈ U y p ∈ B1. Llamemos B = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪Bn.

Sin perder generalidad supongamos que p ∈ B1. Notemos que para cada i ∈ {1, 2, . . . , n},
tenemos que Bi 6= X.

Sea δ = mı́n{d(Bj , Bi) : i, j ∈ {1, 2, . . . , n} con i 6= j} luego, Bj ⊂ N( δ
2
, Bj) y N( δ

2
, Bi) ∩

N( δ
2
, Bj) = ∅, para i 6= j, por la normalidad deX, tenemos que existen, para cada j ∈ {1, 2, . . . , n},
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subconjuntos abiertos Tj en X tales que Bj ⊂ Tj ⊂ Tj ⊂ N( δ
2
, Bj). Sea Mj la componente de Tj

tal que Bj ⊂ Mj , por el Teorema 3.12 y como X es localmente conexo, tenemos que Mj es un
conjunto abierto en X. Luego, Bj ⊂Mj ⊂ Tj ⊂ N( δ

2
, Bj).

Para cada j ∈ {1, 2, . . . , n}, sea Cj = Mj . Tenemos que C1, C2, . . . , Cn son subcontinuos, no
degenerados, de X ajenos dos a dos, tales que para i ∈ {1, 2, . . . , n}, inferimos que Bi ⊂ intX(Ci).

Sea V = 〈C1, C2, . . . , Cn〉n y ϕ : C(C1)×C(C2)×· · ·×C(Cn)→ V definida por ϕ(D1, D2, . . . , Dn)
= D1∪D2∪· · ·∪Dn. Notemos que ϕ : C(C1)×C(C2)×· · ·×C(Cn)→ V está bien definida ya que

si D1 ∈ C(C1), D2 ∈ C(C2), . . . , Dn ∈ C(Cn), implicamos que (D1 ∪ D2 ∪ · · · ∪ Dn) ⊂
⋃n
i=1Ci y

para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, tenemos que (D1∪D2∪· · ·∪Dn)
⋂
Ci 6= ∅ aśı, D1∪D2∪· · ·∪Dn ∈ V.

Por lo tanto, ϕ(C(C1)× C(C2)× · · · × C(Cn)) ⊂ V.

Por demostrar que ϕ es un homeomorfismo. Por el Teorema 3.19, sabemos que la función
ψ : 2X × 2X × · · · × 2X → 2X definida por ψ(F1, F2, . . . , Fn) = F1 ∪ F2 ∪ · · · ∪ Fn es continua.

Notemos que ϕ = ψ |C(C1)×C(C2)×···×C(Cn), aśı, ϕ es continua.
Ahora veamos que ϕ es inyectiva. Tomemos (G1, G2, . . . , Gn), (D1, D2, . . . , Dn) ∈ C(C1) ×

C(C2),× · · · ×C(Cn) tales que ϕ(G1, G2, . . . , Gn) = ϕ(D1, D2, . . . , Dn) aśı, G1 ∪G2 ∪ · · · ∪Gn =
D1∪D2∪· · ·∪Dn. Si x ∈ G1∪G2∪· · ·∪Gn, tenemos que existe j ∈ {1, 2, . . . , n} tal que x ∈ Gj ⊂ Cj,

como
⋃n
i=1Gi =

⋃n
i=1Di y para i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, tenemos que Di ∩ Cj = ∅ con i 6= j, aśı,

x ∈ ∪ni=1Di luego para algún j ∈ {1, 2, . . . , n}, tenemos que x ∈ Dj. Para j ∈ {1, 2, . . . , n} conclui-
mos que Dj = Gj . Aśı, (G1, G2, . . . , Gn) = (D1, D2, . . . , Dn). Sea B ∈ V, luego B ⊂ ⋃n

i=1Ci y para
cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, tenemos que B∩Ci 6= ∅. Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, sean Hi las componen-

tes de B y sin perder generalidad supongamos que H1 ∈ C(C1), H2 ∈ C(C2), . . . , Hn ∈ C(Cn) aśı,
(H1, H2, . . . , Hn) ∈ C(C1)×C(C2)×· · ·×C(Cn) y ϕ((H1, H2, . . . , Hn)) = H1∪H2∪· · ·∪Hn = B.

Por lo tanto, ϕ es sobreyectiva. Aśı, ϕ es un homeomorfismo.

Por el Teorema 3.20, implicamos que para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, Ci es una gráfica finita, aśı,
por el Teorema 3.15, tenemos que para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, Ci contiene un arco o un m-odo

con m ≥ 3. Por [7, Lema 5.2], tenemos que para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} existe una mi-celda Ci con
mi ≥ 2 contenida en C(Ci) tal que Bi ∈ Ci. Además, p ∈ R(X), y p ∈ B1 aśı que m1 ≥ 3. Si C es

homeomorfo a C1×C2×· · ·×Cn, entonces C es una m-celda para algúnm ≥ 2n+1 tal que contiene
a B. Aśı, B ∈ U ∩ C. Por lo tanto, U ∩ C contiene una m-celda C0. Además, C0 ⊂ U ∩ C ⊂ U, aśı,

2n+ 1 ≤ dim[C0] ≤ dim[U ∩ C] ≤ dim[U]. En conclusión dim[U] ≥ 2n+ 1.

Ejemplo 3.22. [7, Ejemplo 3] Si X es un arco o una curva cerrada simple, entonces C(X) es una

2-celda.

Dada una gráfica finita X y n ∈ N, para simplificar argumentos en lo que resta de este trabajo,
definimos los siguientes conjuntos:

Ln(X) = {A ∈ Cn(X) : A tiene una vecindad en Cn(X) que es una 2n-celda} y

Mn(X) =

{
{A ∈ C(X) : A ∩R(X) = ∅}, si n = 1

{A ∈ Cn(X) : A 6∈ Cn−1(X) y A ∩ R(X) = ∅}, si n > 1.
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Teorema 3.23. Si X es una gráfica finita y n ∈ N, entonces Mn(X) ⊂ Ln(X).

Demostración. Sea A ∈Mn(X). Si n = 1, entonces A ∈ C(X) y A∩R(X) = ∅. Sea δ = d(A,R(X))
y ε = δ

2
. Luego, N(ε, A)∩R(X) = ∅. Aśı, existe un subconjunto abierto V de X tal que A ⊂ V ⊂

V ⊂ N(ε, A). Sea U la componente de V tal que A ⊂ U, por el Teorema 3.12, tenemos que U es
un conjunto abierto en X. Luego, A ⊂ U ⊂ V ⊂ N(ε, A). Sea J = U. Luego, A ⊂ intX(J) y J es

un arco. Notemos que C(J) = 〈J〉n ∩ C(X) y que 〈intX(J)〉n ∩ C(X) ⊂ 〈J〉n ∩ C(X) aśı, C(J)
es una vecindad de A en C(X). Por el Ejemplo 3.22, tenemos que C(J) es una 2-celda. Por lo

tanto, A ∈ L1(X). Si n ≥ 2 y A ∈Mn(X), entonces A ∈ Cn(X)−Cn−1(X) y A∩R(X) = ∅. Sean
A1, A2, . . . , An las componentes de A. Sean α = mı́n{d(Ai, Aj) : i, j ∈ {1, 2, . . . , n} con i 6= j}
y δ = mı́n{d(Ai, R(X)) : i ∈ {1, 2, . . . , n}}. Sea ε = mı́n{α

2
, δ
2
}. Para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , n},

tenemos que N(ε, Ai) ∩ N(ε, Aj) = ∅ y N(ε, Ai) ∩ R(X) = ∅; con i 6= j, por la normalidad

de X, existen subconjuntos abiertos Tj en X, tales que Aj ⊂ Tj ⊂ Tj ⊂ N(ε, Aj); sea Mj

la componente de Tj tal que Aj ⊂ Mj , por el Teorema 3.12, tenemos que Mj es un conjunto

abierto en X ; luego Aj ⊂ Mj ⊂ Tj ⊂ N(ε, Aj). Para j ∈ {1, 2, . . . , n} sea Jj = Mj . Observemos
que J1, J2, . . . , Jn son subcontinuos, no degenerados, de X ajenos dos a dos, tales que para cada

i ∈ {1, 2, . . . , n}, tenemos que Ai ⊂ intX(Ji) y Ji ∩ R(X) = ∅. Por lo tanto, Ji son arcos. Sea
U = 〈J1, J2, . . . , Jn〉n, luego 〈intX(J1), intX(J2), . . . , intX(Jn)〉n es un conjunto abierto en Cn(X),

tal que A ∈ 〈intX(J1), intX(J2), . . . , intX(Jn)〉n ⊂ 〈J1, J2, . . . , Jn〉n, aśı, U es una vecindad de A en

Cn(X). Sea ϕ : C(J1)×C(J2)×· · ·×C(Jn)→ U definida por ϕ(B1, B2, . . . , Bn) = B1∪B2∪· · ·∪Bn.
En la prueba del Teorema 3.21 se justificó que ϕ es un homeomorfismo. Por el Ejemplo 3.22,

tenemos que C(Ji) es una 2-celda para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, aśı, C(J1)×C(J2)× · · · ×C(Jn) es
una 2n-celda. Por lo tanto, U es una 2n-celda. Con esto concluimos que A ∈ Ln(X).

Teorema 3.24. Si X es una gráfica finita, n ∈ N y Wn(X) = {A ∈ Cn(X) : A ∩ R(X) = ∅},
entonces dim[Wn(X)] ≤ 2n.

Demostración. La demostración la realizamos por inducción. Si n = 1, y X es una curva cerrada
simple, entonces por el Ejemplo 3.22, tenemos que C(X) es una 2-celda. Aśı, dim[C(X)] = 2.

Observemos que W1(X) ⊂ C(X). Por el Teorema 2.6, tenemos que dim[W1(X)] ≤ dim[C(X)] y
dim[C(X)] ≤ 2, aśı que dim[W1(X)] ≤ 2. Supongamos que X no es una curva cerrada simple.

Sea A ∈ W1(X). Como A ∈ C(X) y A ∩ R(X) = ∅. Sea δ = {d(A,R(X))} y ε = δ
2
. Luego,

N(ε, A) ∩ R(X) = ∅. Aśı, existe un subconjunto abierto V de X tal que A ⊂ V ⊂ V ⊂ N(ε, A).

Sea U la componente de V tal que A ⊂ U, por el Teorema 3.12, tenemos que U es un conjunto
abierto en X. Luego, A ⊂ U ⊂ V ⊂ N(ε, A). Sea J = U. Luego, A ⊂ intX(J) y J es un

arco. Notemos que C(J) = 〈J〉n ∩ C(X) y que 〈intX(J)〉n ∩ C(X) ⊂ 〈J〉n ∩ C(X) aśı, C(J) es
una vecindad de A en C(X). Por el Ejemplo 3.22, tenemos que C(J) es una 2-celda. Inferimos

que dimA[C(J)] = 2. Como C(J) es una vecindad de A en C(X), tenemos que dimA[C(J)] =

dimA[C(X)]. Aśı, para todo A en W1(X) tenemos que dimA[W1(X)] ≤ dimA[C(X)], por lo tanto,
dim[W1(X)] ≤ 2. Supongamos ahora que n ≥ 2 y que el teorema es verdadero para n − 1. Sea

Z = {A ∈ Cn−1(X) : A ∩ R(X) = ∅}. Notemos que Z = Wn(X) ∩ Cn−1(X). Como Cn−1(X)
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es un conjunto cerrado en Cn(X), tenemos que Z es un conjunto cerrado en Wn(X), además,

por hipótesis de inducción, tenemos que dim[Wn−1(X)] ≤ 2n − 2. Aśı, dim[Z] ≤ 2n − 2. Luego,
Wn(X) = Z∪Mn(X) y Z∩Mn(X) = ∅. Por el Teorema 3.23, tenemos que Mn(X) ⊂ Ln(X), aśı,

dim[Mn(X)] ≤ 2n. Como Mn(X) = Wn(X)− Z y Z es un conjunto cerrado en Wn(X), tenemos
que Mn(X) es un conjunto abierto en Wn(X). Como en un espacio métrico todo conjunto abierto

es un conjunto Fσ, [8, pág. 76], tenemos que Mn(X) es un conjunto Fσ. Por lo tanto, Wn(X) es
la unión numerable de conjuntos cerrados de dimensión menor o igual a 2n, por el Teorema 2.7,

tenemos que dim[Wn(X)] ≤ 2n.

Definición 3.25. Sean X un continuo y C ∈ 2X . Entonces decimos que el continuo X es separado

por C si X − C es disconexo.

Teorema 3.26. Si X es una gráfica finita, n ∈ N − {1, 2}, y A ∈ Cn−1(X) − C(X) es tal que

A ∩ R(X) = ∅, entonces existe una vecindad V de A en Cn(X) tal que cada vecindad cerrada W

de A en Cn(X) contenida en V es separada por un conjunto S ⊂ Cn−1(X) con dim[S] ≤ 2n− 2.

Demostración. Sean A ∈ Cn−1(X)−C(X), tal que A∩R(X) = ∅ y A1, A2, . . . , Am las componentes

de A. Notemos que 2 ≤ m < n. Sean α = mı́n{d(Ai, Aj) : i, j ∈ {1, 2, . . . , m} con i 6= j},
δ = mı́n{d(Ai, R(X)) : i ∈ {1, 2, . . . , m}} y ε = mı́n{α

2
, δ
2
}. Luego, N(ε, Ai) ∩ N(ε, Aj) = ∅ y

N(ε, Ai) ∩ R(X) = ∅ para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , m} con i 6= j, por la normalidad de X para
j ∈ {1, 2, . . . , m}, existe un conjunto abierto Tj en X tal que Aj ⊂ Tj ⊂ Tj ⊂ N(ε, Aj). Sea

Mj la componente de Tj tal que Aj ⊂ Mj , por el Teorema 3.12, tenemos que Mj es un conjunto
abierto en X y de aqúı, Mj es no degenerado. Luego, Aj ⊂ Mj ⊂ Tj ⊂ N(ε, Aj). Para cada

j ∈ {1, 2, . . . , m}, sea Jj = Mj . Como Ji es un subcontinuo de X, por el Teorema 3.20, tenemos
que Ji es una gráfica finita, como Ji ∩ R(X) = ∅, Ji 6= X y Ji es no degenerado, se obtiene que

Ji es un arco. Para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , m}, tenemos que Ji ∩ Jj = ∅ y Ai ⊂ intX(Ji). Tomemos
a V = 〈J1, J2, . . . , Jm〉n. Como A ∈ 〈M1,M2, . . . ,Mm〉n ⊂ V, tenemos que V es una vecindad de

A en Cn(X). Sean W una vecindad cerrada de A en Cn(X) tal que W ⊂ V, y consideremos los
conjuntos

P = {B ∈W : B ∩ J1 tiene al menos dos componentes} y
Q = {B ∈W : B ∩ (J2 ∪ J3 ∪ · · · ∪ Jm) tiene al menos n− 1 componentes}.

Sean C ∈ P, C1, C2, . . . , Cl las componentes de C conm ≤ l y δ1 = mı́n{d(Ci,Cj)

2
: i, j ∈ {1, 2, . . . , l}

con i 6= j}. Sea ε1 = mı́n{ ε
2
, δ1

2
}, notemos que BCn(X)(C, ε1) ∩W es un conjunto abierto en W

y está contenida en P. De manera análoga, sean D ∈ Q, D1, D2, . . . , Dk las componentes de D

con m ≤ k y δ2 = mı́n{d(Di,Dj)

2
: i, j ∈ {1, 2, . . . , k} con i 6= j}. Sea ε2 = mı́n{ ε

2
, δ2

2
}, aśı,

BCn(X)(D, ε2) ∩W es un conjunto abierto en W y está contenido en Q. Por lo tanto, P y Q son

conjuntos abiertos en W. Como W es una vecindad de A, existe γ > 0 tal que BCn(X)(A, γ) ⊂W.

Sea p ∈ J1−A1 tal que d(p, A1) < γ, notemos que A∪{p} ∈ BCn(X)(A, γ) ⊂W y que (A∪{p})∩J1
tiene dos componentes, donde A ∪ {p} ∈ P. Aśı, P es no vaćıo. Sean qm+1, . . . , qn ∈ J2 − A2

puntos distintos tales que d(qi, A2) < γ, para i ∈ {m+ 1, m+ 2, . . . , n} aśı, A ∪ {qm+1, . . . , qn} ∈
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BCn(X)(A, γ) ⊂ W, notemos que en este paso estamos usando la hipótesis de que n ≥ 3, ya

que A ∪ {qm+1, qm+2, . . . , qn} tiene al menos 3 componentes; A1, A2 y {qn}. Notemos que (A ∪
{qm+1, qm+2, . . . , qn}) ∩ (J2 ∪ J3,∪ · · · ∪ Jm) tiene al menos n − 1 componentes, de donde A ∪
{qm+1, qm+2, . . . , qn} ∈ Q, aśı, Q es no vaćıo. Supongamos que P ∩ Q 6= ∅, sea B ∈ P ∩ Q, luego,
B tiene al menos n + 1 componentes lo cual es una contradicción ya que P ∩ Q ⊂ Cn(X). Por lo

tanto, P ∩ Q = ∅. En conclusión, P y Q son subconjuntos abiertos de W, no vaćıos y disjuntos.
Sea S = W − (P ∪ Q) = {B ∈ W : B tiene exactamente una componente contenida en J1

y B ∩ (J2 ∪ J3 ∪ · · · ∪ Jm) tiene a lo más n − 2 componentes}. Notemos que S ⊂ Cn−1(X).

Como W es vecindad cerrada en Cn(X) y P ∪ Q es un conjunto abierto en W, tenemos que S

es un conjunto cerrado en Cn−1(X). Luego, para cada B ∈ S, tenemos que B ∩ R(X) = ∅,
aśı, S ⊂ {B ∈ Cn−1(X) : B ∩ R(X) = ∅} = Wn−1(X), por el Teorema 3.24, tenemos que
dim[Wn−1(X)] ≤ 2n−2 y como S ⊂Wn−1(X), por el Teorema 2.6, implicamos que dim[S] ≤ 2n−2.
Como W− S = P ∪ Q, concluimos que W es separado por un subconjunto cerrado S en Cn−1(X)
tal que dim[S] ≤ 2n− 2.

Teorema 3.27. Si X es una gráfica finita y n ∈ N− {1, 2}, entonces Mn(X) = Ln(X).

Demostración. Por el Teorema 3.23, tenemos que Mn(X) ⊂ Ln(X). Sea A ∈ Ln(X), luego existe
una vecindad U de A en Cn(X) tal que U es una 2n-celda, aśı, la dimensión de U es 2n. Por

el Teorema 3.21, tenemos que A ∩ R(X) = ∅. Veamos que A 6∈ Cn−1(X). Supongamos que A ∈
Cn−1(X). Afirmamos que existe un elemento A0 ∈ Cn−1(X) − C(X) tal que A0 ∈ intCn(X)(U) y

A0 ∩R(X) = ∅.

(a) Si A ∈ Cn−1(X)− C(X), entonces A0 = A.

Supongamos que A ∈ C(X) y X es una gráfica finita.

(b) Supongamos que A = {p}. Sean α > 0, tal que BCn(X)(A, α) ⊂ U. Como p 6∈ R(X), tenemos
que p ∈ O(X) ∪ E(X), luego existe una arista J tal que p ∈ intX(J). Aśı, existe un arco

J1 ∈ BCn(X)(A, α) tal que p ∈ J1 y J1 ⊂ intX(J). Sean J2, J3 ⊂ J1− p dos arcos ajenos. Sea
A0 = J2 ∪ J3, luego A0 ∈ BCn(X)(A, α) y A0 ∈ Cn−1(X)− C(X). Además A0 ∈ intCn(X)(U)

y A0 ∩R(X) = ∅.

Cuando X no es un arco o una curva cerrada simple y A ∩R(X) = ∅, entonces A es un conjunto

singular o A es un arco.

(b.1) Si A = {p}, la demostración es como en el caso (b).

(c) Supongamos que A es un arco, denotemos al arco A por [a, b]. Sea α > 0, tal que BCn(X)(A, α)

⊂ U. Luego, existe una arista J tal que A ⊂ intX(J). Sean t ∈ int(A) y J2, J3 ⊂ A−{t}, con
J2 ⊂ intX([a, t]) y J3 ⊂ intX([t, b]) dos arcos ajenos, tales que J2 ∪ J3 ∈ BCn(X)(A, α). Sea
A0 = J2 ∪ J3, luego A0 ∈ BCn(X)(A, α) y A0 ∈ Cn−1(X)− C(X). Además A0 ∈ intCn(X)(U)

y A0 ∩R(X) = ∅.
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Supongamos que X es un arco o una curva cerrada simple.

(d) Si A 6= X, entonces A = {p} o A es un arco. En estos casos la demostración es análoga a los
casos (b) y (c).

(e) Si A = X y X es un arco, entonces su demostración es como el caso (c).

(f) Supongamos que A = X yX es una curva cerrada simple. Sean α > 0, tal que BCn(X)(A, α) ⊂
U y p, q ∈ A con p 6= q. Sean A1, A2 las componentes de A − {p, q}. Tomemos J1 un arco
contenido en A1 tal que H(A1, J1) < α y J2 un arco contenido en A2 tal que H(A2, J2) < α.

Sea A0 = J1∪J2, luego A0 ∈ BCn(X)(A, α) yA0 ∈ Cn−1(X)−C(X). Además A0 ∈ intCn(X)(U)
y A0 ∩R(X) = ∅.

Con esto terminamos la prueba de la afirmación. Sea V una vecindad de A0 en Cn(X) como en el
Teorema 3.26. Notemos que A0 ∈ U ∩ V. Luego, existe una vecindad cerrada W de A0 en Cn(X)

tal que W ⊂ U ∩ V y W es una 2n-celda. Por el Teorema 3.26 y la elección de V, tenemos que W

puede ser separado por un subconjunto cerrado S en W tal que dim[S] ≤ 2n− 2. Esto contradice

a [2, Corolario del Teorema IV.4]. De donde A 6= Cn−1(X). Por lo tanto, Ln(X) ⊂ Mn(X), aśı,
Ln(X) = Mn(X).

Definición 3.28. Dados X una gráfica finita y n ∈ N, sea Dn(X) = {A ∈ Cn(X) : A 6∈ Ln(X)

y existe una base local B de A en Cn(X) tal que para cada U ∈ B, tenemos que dim[U ] ≤ 2n y

U ∩ Ln(X) es arco conexo}.

Teorema 3.29. Sean X, Y gráficas finitas y n ∈ N. Si h : Cn(X)→ Cn(Y ) es un homeomorfismo,

entonces h(Ln(X)) = Ln(Y ).

Demostración. Sea C ∈ h(Ln(X)), existe D ∈ Ln(X) tal que C = h(D). Como D ∈ Ln(X),

tenemos que D tiene una vecindad en Cn(X) que es una 2n-celda. Sea V una vecindad de D
en Cn(X), tal que V es una 2n-celda. Como h es un homeomorfismo, tenemos que h(V) es una

vecindad de h(D) = C en Cn(Y ), y V es homeomorfo a h(V), aśı, h(V) es una 2n-celda. Por
lo tanto, h(Ln(X)) ⊂ Ln(Y ). Como h−1 : Cn(Y ) → Cn(X) es un homeomorfismo, de manera

análoga, tenemos que h−1(Ln(Y )) ⊂ Ln(X). Aśı, Ln(Y ) = h(h−1(Ln(Y ) )) ⊂ h(Ln(X)). Por lo
tanto, h(Ln(X)) = Ln(Y ).

Teorema 3.30. [9, Teorema 1.11] Sean X y Y espacios topológicos y h : X → Y un homeomor-
fismo. Si x ∈ X y Bx es una base local de x en X, entonces {h(B) : B ∈ Bx} es una base local de

h(x) en Y.

Teorema 3.31. Sean X, Y gráficas finitas y n ∈ N. Si h : Cn(X)→ Cn(Y ) es un homeomorfismo,

entonces h(Dn(X)) = Dn(Y ).
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Demostración. Sea B ∈ h(Dn(X)). Entonces existe A ∈ Dn(X) tal que B = h(A). Como A ∈
Dn(X), tenemos que A 6∈ Ln(X) y existe una base local B de A en Cn(X) tal que para cada
U ∈ B, tenemos que la dim[U ] ≤ 2n y U ∩ Ln(X) es arco conexo. Como h : Cn(X) → Cn(Y )

es un homeomorfismo, por el Teorema 3.29, tenemos que h(A) 6∈ Ln(Y ) y por el Teorema 3.30,
tenemos que h(B) es una base local de h(A) en Cn(Y ). Además, B es homeomorfo a h(B), y para

cada h(U) ∈ h(B), por el Teorema 3.29, tenemos que h(U) ∩Ln(Y ) es arco conexo y por el Lema
2.2, tenemos que dim[h(U)] ≤ 2n. Por lo tanto, h(Dn(X)) ⊂ Dn(Y ). Como h−1 : Cn(Y )→ Cn(X)

es un homeomorfismo, de manera análoga, tenemos que h−1(Dn(Y )) ⊂ Dn(X). Por lo tanto,

Dn(Y ) = h(h−1(Dn(Y ))) ⊂ h(Dn(X)). Aśı concluimos que h(Dn(X)) = Dn(Y ).

Teorema 3.32. [4, Teorema 3.9] Sean X un continuo, {An}∞n=1 y {Bn}∞n=1 sucesiones de elementos
de 2X tales que ĺım An = A y ĺım Bn = B, donde A, B ∈ 2X . Se cumple lo siguiente

(1) Si An ⊂ Bn, para cada n ∈ N, entonces A ⊂ B.

(2) ĺım (An ∪ Bn) = A ∪ B.

(3) Si An ∩Bn 6= ∅, para cada n ∈ N, entonces A ∩ B 6= ∅.

(4) No siempre ocurre que ĺım An ∩ Bn = A ∩ B.

Observación 3.33. Sean X una gráfica finita, ε > 0, A ∈ C(X) tal que A ∩ R(X) = ∅, U un

subconjunto abierto y conexo en X tal que A ⊂ U y U∩R(X) = ∅ y B = {BCn(X)(A, ε) ⊂ Cn(X) :

N(ε, A) ⊂ U}. Podemos suponer que N(ε, A) es un intervalo abierto y acotado contenido en R.
Además, notemos que si M ∈ BCn(X)(A, ε), entonces M ⊂ N(ε, A).

Observación 3.34. En la prueba del Teorema 3.41, para U ∈ B, demostraremos que U ∩Ln(X)
es arco conexo, para realizar esta prueba necesitamos la Definición 3.35 y los Teoremas 3.37, 3.38

y 3.39.

Definición 3.35. Sean X, A, U y B como en la Observación 3.33. Sean ε > 0, tal que N(ε, A) ⊂ U

yM ∈ BCn(X)(A, ε)∩(Cn(X)−Cn−1(X)). Las componentes deN(ε, A)−M están uniformemente
distribuidas en N(ε, A) si cumple las siguientes condiciones

(i) las componentes de N(ε, A)−M tienen el mismo diámetro y

(ii) las componentes de M tienen el mismo diámetro.

Observación 3.36. Sean X, A, U y B como en la Observación 3.33 y sea M ∈ BCn(X)(A, ε) ∩
(Cn(X) − Cn−1(X)). Supongamos que las componentes de N(ε, A) − M están uniformemente
distribuidas en N(ε, A). Sea l el diámetro de cada componente de M, δ el diámetro de cada

componente de N(ε, A)−M, con δ < ε
3n

y r el diámetro de la N(ε, A). Entonces la n-ada (l, l, . . . , l)

satisface la siguiente ecuación x1 + x2 + · · ·+ xn + (n+ 1)δ = r. Por lo tanto, l = r−(n+1)δ
n

.
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En el Teorema 3.37 vemos que cualquier elemento L ∈ BCn(X) (A, ε) ∩ (Cn(X) − Cn−1(X))

tal que las componentes de N(ε, A) − L tienen el mismo diámetro igual a δ, con δ < ε
3n
, puede

unirse mediante un arco, a otro elemento M en BCn(X)(A, ε) ∩ (Cn(X) − Cn−1(X)), tal que las

componentes de N(ε, A)−M están uniformemente distribuidas en N(ε, A).

Teorema 3.37. Sean X, A y U como en la Observación 3.33. Si ε > 0 es tal que N(ε, A) ⊂ U, L ∈
BCn(X)(A, ε)∩(Cn(X)−Cn−1(X)) y las componentes de N(ε, A)−L tienen el mismo diámetro igual
a δ, con δ < ε

3n
, entonces existe M ∈ BCn(X)(A, ε) ∩ (Cn(X)− Cn−1(X)) tal que las componentes

de N(ε, A)−M están uniformemente distribuidas en N(ε, A) y tienen el mismo diámetro igual a
δ. Además, existe un arco α de L a M tal que α ⊂ BCn(X)(A, ε) ∩ (Cn(X)− Cn−1(X)).

Demostración. Sin perder generalidad, podemos suponer que N(ε, A) es un intervalo abierto con-

tenido en R y de longitud r, contenido en un intervalo cerrado en R. Supongamos que las compo-

nentes de N(ε, A)−L tienen el mismo diámetro igual a δ. Sean L1, L2, . . . , Ln las componentes de
L tal que para cada i ∈ {1, . . . , n}, tenemos que li = diám(Li) y l =

r−(n+1)δ
n

, como lo definimos

en la Observación 3.36. Sean p = (l, l, . . . , l), q = (l1, l2, . . . , ln) dos puntos en Rn, H la linea recta
en Rn que pasa por los puntos p, q y [p, q] el segmento de la recta H que tiene como puntos extre-

mos a los puntos p y q. Las coordenadas de cualquier punto de la recta H satisfacen la ecuación,
x1 + x2 + · · · + xn + (n + 1)δ = r. Sea α : [p, q] → BCn(X)(A, ε) ∩ (Cn(X) − Cn−1(X)) ⊂ Cn(X)

definida para cada (s1, s2, . . . , sn) ∈ [p, q] por α((s1, s2, . . . , sn)) = Z1 ∪ Z2 ∪ · · · ∪ Zn, donde las
componentes Z1, Z2, . . . , Zn están contenidas en N(ε, A) y para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, tenemos

que si = diám(Zi). Además, consideramos a las componentes Z1, Z2, . . . , Zn de Z en N(ε, A), en
el siguiente orden

(a) primero construimos en N(ε, A) un intervalo abierto de longitud igual a δ,

(b) construimos un intervalo cerrado de longitud igual a s1, éste es Z1,

(c) pegado al intervalo anterior, construimos un intervalo abierto de longitud igual a δ,

(d) construimos otro intervalo cerrado de longitud s2, éste es Z2.

Aśı sucesivamente, consideramos a las componentes Z3, . . . , Zn. Notemos que la unión de estos
intervalos abiertos y cerrados es N(ε, A). Las componentes de Z y los conjuntos de N(ε, A)− Z,
los consideramos dentro de N(ε, A), en el orden y sólo en el orden que tienen sus diámetros.
Observemos que existe una correspondencia única entre las n componentes de Z, en N(ε, A), y

las n coordenadas del punto (s1, s2, . . . , sn) de [p, q], donde (s1, s2, . . . , sn) satisface la ecuación
x1+x2+ · · ·+xn+(n+1)δ = r y además, notemos que la suma de los diámetros de N(ε, A) y de

N(ε, A)−Z es δ+s1+ δ+s2+ · · ·+ δ+sn+ δ = r. SeanM ∈ BCn(X)(A, ε)∩ (Cn(X)−Cn−1(X)) y

M1,M2, . . .Mn las componentes de M, donde M1,M2, . . .Mn tienen diámetro l y las componentes
de N(ε, A) −M tienen diámetro δ. Aśı las componentes de N(ε, A) − M están uniformemente

distribuidas en N(ε, A). Por la definición de α, tenemos que α(p) = M y α(q) = L. Observemos
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que α([p, q]) ⊂ BCn(X)(A, ε)∩(Cn(X)−Cn−1(X)) y α es inyectiva. Veamos que α es continua. Sean

t ∈ [p, q] y {tk}∞k=1 en [p, q] tal que ĺım tk = t. Sea α(t) = T. Para cada k ∈ N, sea tk =
(
t
(k)
1 , t

(k)
2 , . . . ,

t
(k)
n

)
, luego para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, tenemos que ĺım t

(k)
i = ti. Aśı, t = (t1, t2, . . . , tn). Para cada

i ∈ {1, 2, . . . , n}, sean T (k)
i y Ti los intervalos cerrados en N(ε, A), tales que t

(k)
i = d́ıam

(
T

(k)
i

)
y

ti = diám (Ti) para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} y k ∈ N, respectivamente. Además, para cada k ∈ N,
tenemos T1∪T2∪· · ·∪Tn = T y T

(k)
1 ∪T (k)

2 ∪· · ·∪T (k)
n = Tk. Por la distribución de las componentes

de Tk y T en N(ε, A), y que ĺım t
(k)
i = ti, tenemos que las sucesiones formadas por los extremos de

cada arco T
(k)
i para k ∈ N, convergen a los extremos de cada arco Ti. Aśı que ĺım T

(k)
i = Ti para

cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Usando el Teorema 3.32 e inducción matemática, obtenemos que ĺım α(tk) =

ĺım
(
T

(k)
1 ∪ T (k)

2 ∪ · · · ∪ T (k)
n

)
=
⋃n
i=1 ĺım T

(k)
i =

⋃n
i=1 Ti = α(t1, t2, . . . , tn) = α(t), conservando

el orden en la unión. Por lo tanto, α es continua. Además, α([p, q]) es homeomorfo a [p, q]. En
conclusión, tenemos que α([p, q]) es un arco contenido en BCn(X)(A, ε)∩ (Cn(X)−Cn−1(X)) cuyos

puntos extremos son α(p) =M y α(q) = L.

En el siguiente teorema demostramos que cualquier elemento M de BCn(X)(A, ε) ∩(Cn(X) −
Cn−1(X)) tal que las componentes de N(ε, A)−M están uniformemente distribuidas en N(ε, A) y
tienen el mismo diámetro igual a δ, con δ < ε

3n
, puede unirse mediante un arco a otro elemento S

de BCn(X)(A, ε)∩(Cn(X)−Cn−1(X)) tal que las componentes de N(ε, A)−S están uniformemente
distribuidas en N(ε, A) y tienen el mismo diámetro igual a ε

3n
.

Teorema 3.38. Sean X una gráfica finita y A ∈ C(X) tal que A∩R(X) = ∅. Sea U un subconjunto
abierto en X y conexo tal que A ⊂ U y U ∩ R(X) = ∅. Sea ε > 0 tal que N(ε, A) ⊂ U.

Sea M ∈ BCn(X)(A, ε) ∩ (Cn(X) − Cn−1(X)). Supongamos que las componentes de N(ε, A) −M
están uniformemente distribuidas en N(ε, A) y tienen el mismo diámetro igual a δ, con δ < ε

3n
.

Entonces existe S ∈ BCn(X)(A, ε) ∩ (Cn(X)− Cn−1(X)) con la propiedad de que las componentes
de N(ε, A)− S están uniformemente distribuidas en N(ε, A) y tienen el mismo diámetro igual a
ε
3n
. Además, existe un arco σ de M a S tal que σ ⊂ BCn(X)(A, ε) ∩ (Cn(X)− Cn−1(X)).

Demostración. Sin perder generalidad, podemos suponer que N(ε, A) es un intervalo abierto y

acotado contenido en R de longitud r, contenido en un intervalo cerrado en R. Supongamos que
las componentes de N(ε, A)−M están uniformemente distribuidas en N(ε, A) y tienen el mismo

diámetro igual a δ, con δ < ε
3n
. SeaM =M1∪M2∪· · ·∪Mn, donde las componentesM1,M2, . . . ,Mn

están contenidas en N(ε, A) y tienen diámetro l = r−(n+1)δ
n

. Ahora, tomemos S = S1 ∪ S2 ∪
· · · ∪ Sn, donde las componentes S1, S2, . . . , Sn están contenidas en N(ε, A) y tienen diámetro

m = 3nr−(n+1)ε
3n2 . Las coordenadas de los puntos p = (m,m, . . . ,m, ε

3n
) y q = (l, l, . . . , l, δ) en Rn+1

satisfacen la ecuación x1+x2+ · · ·+xn+(n+1)xn+1 = r, donde x1 = x2 = · · · = xn. Llamemos L a

la ĺınea recta en Rn+1 que pasa por los puntos p, q y [p, q] al segmento de la ĺınea recta L que tiene

como puntos extremos a los puntos p y q. Sea σ : [p, q]→ Cn(X) definida de la siguiente manera,
para cada (s1, s2, . . . , sn, l1) ∈ [p, q], tenemos que σ((s1, s2, . . . , sn, l1)) = Z1 ∪Z2 ∪ · · · ∪Zn, donde
Z = Z1∪Z2∪· · ·∪Zn y Z tiene como componentes a Z1, Z2, . . . , Zn contenidas en N(ε, A), además,

Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Capı́tulo 7, páginas 159-181
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para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, tenemos que Zi tiene diámetro si = diám(Zi) y δ ≤ l1 ≤ ε
3n
. Las

coordenadas del punto (s1, s2, . . . , sn, l1) satisfacen la ecuación x1+x2+ · · ·+xn+(n+1)xn+1 = r.
Además, las componentes Z1, Z2, . . . , Zn de Z las consideramos dentro de N(ε, A), en el orden que

tienen los sub́ındices, de la siguiente manera

(a) primero construimos en N(ε, A) un intervalo abierto de longitud igual a l1,

(b) construimos un intervalo cerrado de longitud igual a s1, éste es Z1,

(c) pegado al intervalo anterior, construimos un intervalo abierto de longitud igual a l1

(d) construimos otro intervalo cerrado de longitud s2, éste es Z2.

Aśı sucesivamente, consideramos a las componentes Z3, . . . , Zn. La unión de estos intervalos abier-

tos y cerrados es N(ε, A). Las componentes de Z y los conjuntos de N(ε, A)−Z, los consideramos
dentro de N(ε, A), en el orden, y sólo en orden, que tienen sus diámetros, en la siguiente suma

(en este caso consideremos dicha suma sin conmutar ningún elemento) l1 + s1 + l1 + s2 + l1 +
· · · + l1 + sn + l1 = r. Por la definición de σ, tenemos que σ(p) = S y σ(q) = M. Notemos que

σ([p, q]) ⊂ BCn(X)(A, ε)∩ (Cn(X)−Cn−1(X)), y σ es inyectiva. La demostración de que σ es con-
tinua es análoga a la que dimos en el Teorema 3.37. Por lo tanto, σ([p, q]) es homeomorfo a [p, q].

En conclusión, tenemos que σ([p, q]) es un arco contenido en BCn(X)(A, ε) ∩ (Cn(X)− Cn−1(X)),
cuyos puntos extremos son σ(p) = S y σ(q) =M.

La demostración del siguiente resultado es análoga a las demostraciones de los Teoremas 3.37

y 3.38.

Teorema 3.39. Sea X una gráfica finita y A ∈ C(X) tal que A∩R(X) = ∅. Sea U un subconjunto
abierto y conexo de X tal que A ⊂ U y U ∩ R(X) = ∅. Sea ε > 0 tal que N(ε, A) ⊂ U. Sea

K ∈ BCn(X)(A, ε) ∩ (Cn(X)− Cn−1(X)). Entonces existe L ∈ BCn(X)(A, ε) ∩ (Cn(X)− Cn−1(X))
tal que las componentes de N(ε, A)−L tienen el mismo diámetro igual a δ. Además existe un arco

α de K a L tal que α ∈ BCn(X)(A, ε) ∩ (Cn(X)− Cn−1(X)).

Teorema 3.40. [4, Teorema 2.3] Si X es un continuo, A ∈ 2X y U es un conjunto abierto en X
tal que A ⊂ U , entonces existe ε > 0 tal que A ⊂ N(ε, A) ⊂ U.

Teorema 3.41. Si X es una gráfica finita y n ∈ N− {1, 2}, entonces Dn(X) = {A ∈ Cn(X) : A

es conexo y A ∩R(X) = ∅}.

Demostración. Sea A ∈ Dn(X). Luego, A 6∈ Ln(X) y existe una base local B de A en Cn(X) tal

que para cada U ∈ B, tenemos que dim[U ] ≤ 2n y U ∩ Ln(X) es arco conexo. Notemos que para

cada T ∈ U, por el Teorema 3.21, tenemos que T ∩ R(X) = ∅. Por el Teorema 3.21, tenemos que
A ∩ R(X) = ∅. Veamos que A es conexo. Supongamos lo contrario, es decir, A 6∈ C(X). Por el

Teorema 3.27, tenemos que A 6∈Mn(X), aśı A ∈ Cn−1(X)−C(X). Por el Teorema 3.26, existe una
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vecindad V de A en Cn(X) con las propiedades mencionadas en dicho teorema. Como Cn(X) es

un espacio métrico regular, elegimos U ∈ B tal que clCn(X)(U) ⊂ V. Por la elección de V, y por el
Teorema 3.26, tenemos que clCn(X)(U) puede ser separado por un conjunto cerrado S en Cn−1(X).

Como se demostró en el Teorema 3.26, existen dos subconjuntos abiertos de clCn(X)(U), no vaćıos,
disjuntos, H y K, tales que clCn(X)(U)−S = H ∪K. Veamos que H ∩U y K ∩U son subconjuntos

no vaćıos y abiertos en Cn(X). Sea V1, W1 conjuntos abiertos en Cn(X), si H = V1 ∩ clCn(X)(U) y
K = W1∩clCn(X)(U), entonces H∩U = V1∩clCn(X)(U)∩U = V1∩U y K∩U = W1∩clCn(X)(U)∩
U = W1∩U. Por el Teorema 3.9, tenemos que Cn(X)−Cn−1(X) es denso en Cn(X), luego existen

elementos T ∈ H ∩U ∩ (Cn(X)−Cn−1(X)) y C ∈ K ∩ U ∩ (Cn(X)−Cn−1(X)). Notemos que T,
C 6∈ Cn−1(X), T ∩R(X) = ∅ y C ∩R(X) = ∅, aśı, T, C ∈Mn ∩ U, por el Teorema 3.27, tenemos

que T, C ∈ Ln(X)∩U. Como U∩Ln(X) es arco conexo, entonces existe un subarco α de U∩Ln(X)
tal que α une a T y C. Como S es un separador y U ∩ Ln(X) es arco conexo, existe un elemento

D ∈ α ∩ S. Como D ∈ Ln(X) = Mn(X), tenemos que D 6∈ Cn−1(X). Esto es imposible dado que
D ∈ S ⊂ Cn−1(X). Esto es una contradicción, aśı, A es conexo. Para probar la inclusión opuesta,

tomemos A ∈ Cn(X) tal que A es conexo y A∩R(X) = ∅. Como A ∈ C(X) ⊂ Cn−1(X), entonces
A 6∈Mn(X) = Ln(X). Como A es conexo y A∩R(X) = ∅, entonces existe un subconjunto abierto

y conexo U de X tal que A ⊂ U y U∩R(X) = ∅. Sea B = {BCn(X)(A, ε) ⊂ Cn(X) : N(ε, A) ⊂ U}.
Por el Teorema 3.40, tenemos que B 6= ∅. Sea U = BCn(X)(A, ε) ∈ B. Veamos que U ⊂ Wn(X).

Sea Z ∈ U, luego Z ⊂ N(ε, A) ⊂ U. Aśı, Z ∩R(X) = ∅, por la definición de Wn(X) en el Teorema
3.24, tenemos que Z ∈ Wn(X). Por el Teorema 3.24, tenemos que dim[U] ≤ 2n. Notemos que

U ∩ Ln(X) = U ∩Mn(X) = U ∩ (Cn(X) − Cn−1((X))), por el Teorema 3.27 y la definición de
Mn(X). Veamos que U∩Ln(X) es arco conexo. Dado B ∈ U∩Ln(X) = U∩(Cn(X)−Cn−1((X))),

por el Teorema 3.39, existe un conjunto cerrado L en U ∩ (Cn(X)−Cn−1((X))) con la propiedad

de que cada componente de N(ε, A)− L tiene el mismo diámetro δ, con δ < ε
3n

y existe un arco
α de B a L, tal que α ∈ U ∩ (Cn(X) − Cn−1((X))). Por el Teorema 3.37, nosotros podemos

conectar a L con un arco β, donde β ⊂ U ∩ (Cn(X) − Cn−1((X))), a un elemento M tal que
cada componente de N(ε, A)−M tiene el mismo diámetro δ y están uniformemente distribuidas

en N(ε, A). Finalmente, por el Teorema 3.38, tenemos que M esta conectado por un arco σ,
donde σ esta contenido en U ∩ (Cn(X) − Cn−1((X))), a un elemento D con la propiedad de que

cada componente de N(ε, A) − D tiene el mismo diámetro igual a ε
3n

y las componentes están
uniformemente distribuidas en N(ε, A). Del arco α de B a L y del arco β de L a M, existe un

arco γ de B a M. De manera análoga, del arco γ de B a M y del arco σ de M a D, existe un
arco ϕ de B a D. Si T es otro elemento de U∩Ln(X), de manera análoga T y D se conectan con

un arco en U∩Ln(X). Por lo tanto, B y T se conectan con un arco en U∩Ln(X). En conclusión
U ∩ Ln(X) es arco conexo. Aśı, A ∈ Dn(X).

Teorema 3.42. [7, Teorema 1.1] El continuo C(X) es localmente conexo y de dimensión finita

si y sólo si el continuo X es una gráfica finita.

Teorema 3.43. Si X es una gráfica finita y n ∈ N, entonces la dim[Cn(X)] es finita.
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Demostración. Vamos a probar, inductivamente, que dim[Cn(X)] ≤ n dim[C(X)]. Por el Teorema

3.42, tenemos que la dim[C(X)] es finita, por lo tanto dim[Cn(X)] es finita. Para n = 1, tenemos
que la dim[C(X)] ≤ 1 dim[C(X)]. Supongamos que n ≥ 2 y que la afirmación es verdadera para

n− 1. Es decir, dim[Cn−1(X)] ≤ (n− 1) dim[C(X)]. Sabemos que el continuo Cn(X) lo podemos
escribir como Cn(X) = Cn−1(X) ∪ (Cn(X)− Cn−1(X)), por el Teorema 2.7, basta demostrar que

dim[Cn(X)− Cn−1(X)] ≤ n dim[C(X)]. Veamos que para cada B ∈ Cn(X)− Cn−1(X), tenemos
que dimB[Cn(X)] ≤ n dim[C(X)]. Como Cn−1(X) es un conjunto cerrado en Cn(X), tenemos que

Cn(X) − Cn−1(X) es un conjunto abierto en Cn(X). Sean B1, B2, . . . Bn las componentes de B.

Para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, tomemos δ = mı́n{d(Bi, Bj) : i 6= j}. Sea ε = δ
2
. Luego, para cada

i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, tenemos que N(ε, Bi) ∩ N(ε, Bj) = ∅ con i 6= j, además, por la normalidad

de X, tenemos que para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, existen subconjuntos abiertos Oi en X tales que
Bi ⊂ Oi ⊂ Oi ⊂ N(ε, Bi). Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} sea Ti la componente de Oi, tal que Bi ⊂ Ti.

Como X es localmente conexo y por el Teorema 3.12, tenemos que Tj es un conjunto abierto
en X para j ∈ {1, 2, . . . , n}. Luego, Bi ⊂ Ti ⊂ Oi ⊂ N(ε, Bi), para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Sea
Ji = Ti. Notemos que J1, J2, . . . , Jn son subcontinuos no degenerados de X ajenos dos a dos,
tal que Bi ∈ intX(Ji) para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Sea U = 〈J1, J2, . . . , Jn〉n. Notemos que U es

una vecindad cerrada de B en Cn(X). Sea ϕ : C(J1) × C(J2) × · · · × C(Jn) → U definida por
ϕ(D1, D2, . . . , Dn) = D1 ∪D2 ∪ · · · ∪Dn. En la prueba del Teorema 3.21 mostramos que ϕ es un

homeomorfismo. Por el Lema 2.2, tenemos que dimB[〈J1, J2, . . . , Jn〉n] = dimϕ−1(B)[C(J1)×C(J2)×
· · ·×C(Jn)]. Además, para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}, notemos que C(Ji) ⊂ C(X), por el Teorema 2.6,

inferimos que dim[C(Ji)] ≤ dim[C(X)], para cada i ∈ {1, 2, . . . , n}. Por el Teorema [2, Teorema
III.4], inferimos que para un número finito de subespacios, se cumple que dim[C(J1)×C(J2)×· · ·×
C(Jn)] ≤ dim[C(J1)]+dim[C(J2)]+· · ·+dim[C(Jn)]. Sabemos que dimϕ−1(B)[C(J1)×C(J2)×· · ·×
C(Jn)] ≤ dim[C(J1)×C(J2)×· · ·×C(Jn)]. Además, dim[C(J1)]+dim[C(J2)]+· · ·+dim[C(Jn)] ≤
dim[C(X)]+dim[C(X)]+ · · ·+dim[C(X)]. Luego, dimB[〈J1, J2, . . . , Jn〉n] ≤ n dim[C(X)]. Como

U es una vecindad de B en Cn(X), tenemos que dimB[〈J1, J2, . . . , Jn〉n] = dimB[Cn (X)]. Aśı,
dimB[Cn(X)] ≤ n dim[C(X)].

Las siguientes definiciones, n-variedad, frontera como variedad e interior como variedad nos
son de gran utilidad en los resultados posteriores.

Definición 3.44. Sea n ∈ N. Una n-variedad es un espacio métrico separable M tal que todo

p ∈ M tiene una vecindad V homeomorfa a In. El interior como variedad de una n-variedad
M, que denotamos por intv(n)(M), es

intv(n)(M) = {p ∈M : p tiene una vecindad homeomorfa a Rn}.

La frontera como variedad de M, que denotamos por

∂nM = {p ∈M : p 6∈ intv(n)(M)}.
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176 Vianey Córdova Salazar, David Herrera Carrasco, Fernando Maćıas Romero

Con el siguiente resultado, Teorema 3.45, verificamos que un homeomorfismo entre n-variedades

preserva el interior como variedad y la frontera como variedad.

Teorema 3.45. [9, Teorema 1.54] Si M1 y M2 son n-variedades y h : M1 → M2 es un homeo-

morfismo, entonces

1. h(intv(n)(M1)) = intv(n)(M2).

2. h(∂nM1) = ∂nM2.

Los siguientes resultados, Teorema 3.46 y Teorema 3.47, nos muestran que el interior y la
frontera de una n-celda en Rn coinciden con el interior y frontera como variedad, respectivamente,

de dicha n-celda.

Teorema 3.46. [9, Teorema 1.64] En Rn, tenemos que intv(n)(I
n) = intRn(In).

Notemos que la frontera como variedad de una 2-celda coincide con la frontera en R2.

Teorema 3.47. [9, Teorema 1.65] En Rn, tenemos que ∂n(I
n) = frRn (In).

Definición 3.48. Dados X una gráfica finita y n ∈ N, sea En(X) = {A ∈ C(X) : existe una
2-celda V ∈ C(X) tal que A ∈ intC(X)(V) ∩ ∂nV}.
Observación 3.49. Si X es una gráfica finita y n ∈ N− {1, 2}, el conjunto En(X) ⊂ Dn(X), ya
que si A ∈ En(X), tenemos que A ∈ C(X) y existe una 2-celda V ⊂ C(X) tal que A ∈ intC(X)(V),

por el Teorema 3.21, implicamos que A ∩ R(X) = ∅. Aśı, A ∈ Dn(X).

Teorema 3.50. Si X es una gráfica finita, X no es una curva cerrada simple y n ∈ N− {1, 2},
entonces En(X) = {{p} ∈ Cn(X) : p ∈ X − R(X)} ∪ {E ∈ C(X) : E es un subarco en X −R(X)
y E contiene un punto extremo de X}.

Demostración. Sean Ω(X) = {{p} ∈ Cn(X) : p ∈ X − R(X)} ∪ {E ∈ C(X) : E es un subarco

en X − R(X) y E contiene un punto extremo de X} y {q} ∈ En(X), por la Observación 3.49,
tenemos que {q} ∈ Dn(X), luego, q 6∈ R(X). inferimos que q 6∈ R(X). Por lo tanto, {q} ∈ Ω(X).

Si {q} ∈ Ω(X), entonces q 6∈ R(X). Sea A = [c, d] en X tal que q ∈ A y A ∩ R(X) = ∅; tenemos
dos casos. (a) Supongamos que q 6∈ E(X), aśı, tomamos un arco [z, w] tal que z, w 6∈ E(X) y

z 6= q 6= w, luego, {q} ∈ int(C([z, w])) y {q} ∈ ∂nC([z, w]). Por lo tanto, {q} ∈ En(X). (b)
Supongamos que q ∈ E(X), tomemos el arco [q, d]. Luego, {q} ∈ int(C([q, d])) y {q} ∈ ∂nC([q, d]).
Aśı, {q} ∈ En(X). Sea A ∈ En(X) tal que | A | > 1, por la Observación 3.49, tenemos que
A ∈ Dn(X), luego, A es un subcontinuo contenido en X ; aśı, A es una subgráfica de X, pero

A∩R(X) = ∅, por lo tanto A es un arco (porque X no es una curva cerrada simple). Supongamos

que A no contiene un punto extremo de X. Entonces, cualquier 2-celda que contiene a A, no lo
contiene en su interior o no lo tiene en su frontera como variedad. Por lo tanto, A tiene un punto

extremo, aśı, A ∈ Ω(X). Sea A ∈ Ω(X) tal que | A |> 1. Luego, A = [c, d], donde c ∈ E(X) y
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d ∈ O(X). Sea α = [c, t] tal que [c, d] ⊂ [c, t], [c, t]∩R(X) = ∅ y d 6= t, obtenemos que [c, d] está en

el interior de la 2-celda C([c, t]) y además, [c, d] ∈ ∂nC([c, t]). Por lo tanto, A ∈ En(X).

Teorema 3.51. Si X, Y son gráficas finitas, n ∈ N, y h : Cn(X)→ Cn(Y ) es un homeomorfismo,
entonces h(En(X)) = En(Y ).

Demostración. Sea B ∈ h(En(X)), existe A ∈ En(X) tal que B = h(A). Como A ∈ En(X),

existe una 2-celda V en C(X) tal que A ∈ intC(X)(V) ∩ ∂nV. Por hipótesis tenemos que h :
Cn(X) → Cn(Y ) es un homeomorfismo, aśı, h(V) es una 2-celda en C(Y ). Notemos que V y

h(V) son 2-variedades, tomemos h |V: V → h(V), por el Teorema 3.45, tenemos que h(A) ∈
intC(Y )(h(V)) ∩ ∂nh(V). Aśı, B ∈ En(Y ). Por lo tanto, h(En(X)) ⊂ En(Y ). Como h−1 : Cn(Y ) →
Cn(X) es un homeomorfismo, de manera análoga, tenemos que h−1(En(Y )) ⊂ En(X). Por lo tanto,
En(Y ) = h(h−1(En(Y ))) ⊂ h(En(X)). Concluimos que h(En(X)) = En(Y ).

Teorema 3.52. Si X es una gráfica finita, n ∈ N y Y un continuo tal que Cn(X) es homeomorfo

a Cn(Y ), entonces Y es una gráfica finita.

Demostración. Por el Teorema 3.43, tenemos que Cn(X) tiene dimensión finita. Aśı, por el Lema
2.2, inferimos que dim[Cn(Y )] <∞. Como C(Y ) ⊂ Cn(Y ) y por el Teorema 2.6, implicamos que

C(Y ) tiene dimensión finita. Como X es localmente conexo, por el Teorema 3.13, tenemos que
Cn(X) es localmente conexo, de aqúı implicamos que Cn(Y ) es localmente conexo. Aśı, por el

Teorema 3.13, el continuo Y es localmente conexo. Por el Teorema 3.13, tenemos que C(Y ) es
localmente conexo y como C(Y ) es de dimensión finita, por el Teorema 3.42, tenemos que Y es

una gráfica finita.

Observación 3.53. Sean X una gráfica finita y n ∈ N−{1, 2}, observemos que clCn(X)(En(X)) es
homeomorfo a X, ya que el conjunto {{p} ∈ Cn(X) : p ∈ X −R(X)} es homeomorfo a X −R(X)

y los puntos del conjunto {E ∈ C(X) : E es un subarco en X − R(X) y tal que E contiene un
punto extremo de X}, forman arcos que extienden a los arcos externos, véase [5, Figura 3.1].

Teorema 3.54. Sean X una gráfica finita, n ∈ N y Y un continuo tal que Cn(X) es homeomorfo
a Cn(Y ).

(1) Si n = 1 y X no es ni un arco ni una curva cerrada simple, entonces X es homeomorfo a Y.

(2) Si n ∈ N− {1}, entonces X es homeomorfo a Y.

Demostración. (1) Roman Duda, en [7, Teorema 9.1], prueba el caso n = 1, cuando X no es un
arco, ni una curva cerrada simple.

(2) Cuando n = 2, Alejandro Illanes, en [22, Teorema 4.1], prueba que si X es una gráfica

finita y Cn(X) es homeomorfo a Cn(Y ), entonces X es homeomorfo a Y. Veamos el caso cuando
n ∈ N − {1, 2}. Por el Teorema 3.52, tenemos que Y es una gráfica finita. Recordemos que

Ln(Y ) = {A ∈ Cn(Y ) : A tiene una vecindad en Cn(Y ) que es una 2n-celda} y Dn(Y ) = {A ∈
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Cn(Y ) : A 6∈ Ln(Y ) y existe una base local B en Cn(Y ) en A tal que para cada U ∈ B, tenemos

que dim[U] ≤ 2n y U ∩ Ln(Y ) es arco conexo}. Sea h : Cn(X) → Cn(Y ) un homeomorfismo.
Por el Teorema 3.29, tenemos que h(Ln(X)) = Ln(Y ) y por el Teorema 3.31, inferimos que

h(Dn(X)) = Dn(Y ). Por la Observación 3.53, tenemos que clCn(X)(En(X)) es homeomorfo a X. De
manera análoga, implicamos que clCn(Y )(En(Y )) es homeomorfo a Y. Por el Teorema 3.51 tenemos

que h(En(X)) = En(Y ) aśı, h(clCn(X)(En(X))) = clCn(Y )(En(Y )). Por lo tanto, X es homeomorfo
a Y.

Teorema 3.55. Si X es una gráfica finita y n ∈ N, entonces mı́n{dimA[Cn(X)] : A ∈ Cn(X)} =
2n.

Demostración. Sea A ∈ Cn(X).

(1) Supongamos que A ∩ R(X) 6= ∅. Por [25, Teorema 2.4], tenemos que dimA[Cn(X) ] = 2n +∑
q∈R(X)∩A(ord(q,X)− 2). Sea q ∈ A ∩ R(X), luego ord(p,X) ≥ 3, aśı, ord(p,X)− 2 ≥ 1. Por lo

tanto, dimA[Cn(X)] ≥ 2n+ 1.

(2) Supongamos que A ∩ R(X) = ∅. Por [25, Teorema 2.4], tenemos que dimA[Cn(X )] = 2n +∑
q∈R(X)∩A(ord(q,X)−2), como A∩R(X) = ∅, tenemos que

∑
q∈R(X)∩A( ord(q,X)−2) = 0. Por lo

tanto, dimA[Cn(X)] = 2n. En conclusión, por los casos (1) y (2), tenemos que mı́n{dimA[Cn(X)] :
A ∈ Cn(X)} = 2n.

En el siguiente teorema, quitamos el caso cuando n = 1, m = 1 y X no es ni un arco, ni una

curva cerrada simple, ya que éste es el caso (1) del Teorema 3.54

Teorema 3.56. Si X una gráfica finita, n, m ∈ N − {1} y Y es un continuo tal que Cn(X) es
homeomorfo a Cm(Y ), entonces X es homeomorfo a Y.

Demostración. Sean X una gráfica finita, n, m ∈ N − {1}, Y un continuo y h : Cn(X) →
Cm(Y ) un homeomorfismo. Por el Teorema 3.43, tenemos que Cn(X) tiene dimensión finita. Como
Cn(X) es homeomorfo a Cm(Y ), por el Lema 2.2, inferimos que Cm(Y ) tiene dimensión finita y

además, dim[Cn(X)] = dim[Cm(Y )]. Luego, C(Y ) ⊂ Cm(Y ) y por el Teorema 2.6, implicamos
que C(Y ) tiene dimensión finita. Como X es localmente conexo, por el Teorema 3.13, tenemos

que Cn(X) es localmente conexo, aśı, Cm(Y ) es localmente conexo. Por lo tanto, el continuo
Y es localmente conexo. Por el Teorema 3.13, tenemos que C(Y ) es localmente conexo. Aśı,

C(Y ) es localmente conexo y de dimensión finita. Por el Teorema 3.42, tenemos que Y es una
gráfica finita. Por el Teorema 3.55, tenemos que mı́n{dimB[Cm(Y )] : B ∈ Cm(Y )} = 2m y

que mı́n{dimA[Cn(X)] : A ∈ Cn(X)} = 2n. Notemos que mı́n{dimA[Cn(X)] : A ∈ Cn(X)}
= mı́n{dimh(A)[Cm(Y )] : h(A) ∈ Cm(Y )}, ya que dim[Cn(X)] = dim[Cm(Y )]. Por lo tanto, n = m.
Aśı, Cn(X) es homeomorfo a Cn(Y ). Por el Teorema 3.54, concluimos que X es homeomorfo a

Y.
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Caṕıtulo 8

Dendritas C-determinadas

David Herrera Carrasco, Fernando Maćıas Romero, Germán Montero

Rodŕıguez

FCFM, BUAP

Resumen

Sea un continuo métrico X. Una familia Γ de continuos está C-determinada si para
cualesquiera dos elementos X y Y de Γ tales que C(X) es homeomorfo a C(Y ), en-

tonces X es homeomorfo a Y. Sea D = {X : X es una dendrita, E(X) es cerrado y

X no es homeomorfo a [0, 1]}. En este caṕıtulo se prueba que la familia D está C-
determinada.

1. Introducción

El material que contiene este caṕıtulo pertenece a la rama de la Topoloǵıa conocida como
Teoŕıa de los Continuos e Hiperespacios de los Continuos. Esta teoŕıa trata del estudio de las

propiedades topológicas de espacios que son métricos, compactos, conexos y no vaćıos. De hecho, a
estos espacios les llamamos continuos. Sea D = {X : X es una dendrita no homeomorfa a [0,1] y

E(X) es cerrado}. En este caṕıtulo damos las referencias adecuadas y los detalles completos de la
demostración de que la familia D está C-determinada (vea el Teorema 3.31), originalmente este

resultado se encuentra en [16, Teorema 6]. Trabajamos, en particular, con familias de subconjuntos
especiales de un continuo X , llamadas hiperespacios de X. Consideramos los hiperespacios: 2X

(vea la Definición 2.1), C(X) (vea la Definición 2.4) y F1(X) (vea la Definición 2.8). Todos los
hiperespacios anteriores los consideramos con la métrica de Hausdorff (vea la Definición 2.3). Este

caṕıtulo está ordenado en dos secciones. En la Sección 1 damos las notaciones y definiciones de
la Teoŕıa de los Continuos e Hiperespacios de los continuos que necesitamos para desarrollar este

trabajo. La Sección 2 está dedicada al estudio de las dendritas; se definen las dendritas Fω y W

quienes caracterizan a las dendritas cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado. Demostramos
propiedades que posee la familia D. Trabajos relacionados con este caṕıtulo son: [8], [11], [12],

[13], [14], [17], [18], [19], [20], [27], etc.
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2. Preliminares

Los conceptos que no definimos en este trabajo se encuentran en [22], [28], [4]. S. B. Nadler,

Jr. introdujo en [28, (0.61)] el siguiente concepto: una familia Γ de continuos está C-determinada
siempre que para cualesquiera dos elementos X y Y de Γ tales que C(X) es homeomorfo a C(Y ),

se tiene que X es homeomorfo a Y. Algunos śımbolos y notaciones usados a lo largo de este trabajo:
los śımbolos N, Q y R denotan el conjunto de los números naturales, de los números racionales

y de los números reales, respectivamente. Dada n ∈ N, Rn denota el n-espacio Euclidiano con la
métrica Euclidiana. Cuando n > 1, utilizamos ‖x−y‖ para denotar la distancia entre los puntos x

y y en Rn. La distancia entre los puntos x y y en R la denotamos por | x− y | . La letra I denota
al intervalo unitario [0, 1] con la topoloǵıa usual. Dada n ∈ N una n-celda en X es un espacio

homeomorfo a I × I × · · ·× I = In. El cubo de Hilbert es el producto numerable I∞ =
∏∞

i=1 Ii, en
donde Ii = I para cada i ∈ N, con la topoloǵıa producto. La bola unitaria cerrada n-dimensional

es el conjunto Bn = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1} . La esfera unitaria n-dimensional en Rn+1 es el conjunto

Sn = {x ∈ Rn+1 : ‖x‖ = 1} . Una n-esfera es un espacio homeomorfo a Sn y una curva cerrada
simple es un espacio homeomorfo a S1. Si X es un espacio topológico y A ⊂ X, entonces cl(A)

denota la cerradura de A en X. Si A ⊂ Y ⊂ X, entonces clY (A) denota la cerradura de A en el
subespacio Y de X. Es fácil ver que clY (A) = cl(A)∩ Y. La frontera de A en X está denotada por

Fr(A). Si A ⊂ Y ⊂ X, escribimos FrY (A) para referirnos a la frontera de A en el subespacio Y. El
interior de A en X se denota por int(A) y además, intY (A) denota el interior de A en el subespacio

Y. Si p ∈ X, una vecindad de p es un subconjunto V de X tal que p ∈ int(V ). Sea X un espacio
métrico con métrica d. Si a ∈ X y ǫ > 0, la ǫ−bola abierta de a es B(a, ǫ) = {x ∈ X : d(a, x) < ǫ} .
Cuando sea necesario distinguir que la bola está contenida en X, lo denotamos por BX(a, ǫ).

También se utiliza el concepto de Dimensión. Se recomienda ([2, III.1] y [30, 1.1]) al lector
hacer una revisión para esta sección.

Hiperespacios y convergencia

Comenzamos nuestro estudio definiendo el siguiente hiperespacio de un continuo X.

Definición 2.1. Dado un continuo X con métrica d, se define y se denota el hiperespacio 2X de

X como sigue.

2X = {A ⊂ X : A es cerrado y no vaćıo}.

A continuación mostramos como dotar a 2X de una estructura de espacio métrico, bajo la cual

resulta ser un continuo. Mientras no se diga lo contrario, consideramos que la letra X representa
un continuo con métrica d.

Definición 2.2. Sean A ∈ 2X y ǫ > 0. La ǫ-nube de A es el conjunto N(ǫ, A) = {x ∈ X : existe a ∈
A tal que d(a, x) < ǫ}.
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En [1, Teorema 7] y [8, Lema 2.1] puede encontrar propiedades de dichas nubes. A continuación

se define una función para 2X .

Definición 2.3. Si A y B ∈ 2X , entonces se define H(A,B) = inf{ǫ > 0: A ⊂ N(ǫ, B) y B ⊂
N(ǫ, A)}.

Note que H es una función del producto cartesiano 2X × 2X a los números reales no negativos.
En [28, (0.2)] está demostrado que H : 2X×2X → [0,∞) es una métrica para 2X , llamada métrica

de Hausdorff. La topoloǵıa determinada por la métrica de Hausdorff, sobre 2X , sólo depende de
la topoloǵıa de X. Esto significa que si d y e son dos métricas para X tales que τd = τe, entonces

τHd
= τHe

[4, 4.6]. En [28, (0.8)] se prueba que 2X es compacto y, en [28, (1.9)], que 2X es arco
conexo (independientemente de que X sea o no arco conexo). Luego, 2X es un continuo.

Ahora se define el siguiente hiperespacio de un continuo.

Definición 2.4. Si X es un continuo, se define el hiperespacio C(X) de X como sigue.

C(X) = {A ∈ 2X : A es conexo}.

A C(X) se le llama el hiperespacio de los subcontinuos de X.

Observemos que C(X) es no degenerado porque X es no degenerado. Además la restricción de
la métrica de Hausdorff H a C(X), hace de éste un espacio métrico. Al igual que en el caso de 2X ,

la topoloǵıa de C(X) inducida por la métrica de Hausdorff, solamente depende de la topoloǵıa
de X. En [28, (0.8)], está demostrado que C(X) es compacto y en [28, (1.12)], que C(X) es arco

conexo (también esto es independiente de la arco conexidad de X). Por lo tanto, C(X) es un
continuo.

Otro de los hiperespacios con el que trabajamos es el siguiente.

Definición 2.5. Sean X un continuo y B ⊂ X un subcontinuo. Se define el hiperespacio C(B,X)

de X como sigue.

C(B,X) = {A ∈ C(X) : B ⊂ A}.

A C(B,X) se le llama el el hiperespacio de los continuos que contienen a B.

En particular, denotamos C({p} , X) por C(p,X), para cualquier elemento p ∈ X. Observemos

que si B ∈ C(X) − {X} , entonces C(B,X) es no degenerado y la restricción de la métrica de
Hausdorff H a C(B,X), hace de éste un espacio métrico.

Teorema 2.6. [11, Teorema 2.20. (2)] Sean Z un espacio topológico y U ⊂ T ⊂ Z, donde U es

un abierto en Z y T es un cerrado en Z. Entonces FrT (U) = FrZ(U).

En [10, Teorema 4] está demostrada una condición bajo la cual el hiperespacio C(p,X) es

homeomorfo al cubo de Hilbert I∞.
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Teorema 2.7. Sean X un continuo y p ∈ X. Supongamos que X es localmente conexo en cada

punto de un conjunto abierto que contiene a p. Entonces C(p,X) es homeomorfo a I∞ si y sólo
si p no está en el interior, relativo a X, de una gráfica finita en X.

Otro hiperespacio del continuo X que consideramos en este trabajo, es el siguiente:

Definición 2.8. Si X es un continuo, se define el hiperespacio F1(X) como sigue.

F1(X) = {{p} : p ∈ X}.

Es claro que F1(X) es un subconjunto no degenerado de 2X . La restricción de la métrica de
Hausdorff H a F1(X), hace de éste un espacio métrico. Más aún tenemos que F1(X) es isométrico

a X.

Para un espacio topológico X, una sucesión en X se denota por {xn}n∈N . Entendemos, por
supuesto, que xn ∈ X para cada n ∈ N. Si la sucesión {xn}n∈N converge al punto x ∈ X, escribimos

ĺım xn = x.

Definición 2.9. Sean (S, τ) un espacio topológico, {An}n∈N una sucesión de subconjuntos de S,
sean el ĺımite inferior y el ĺımite superior de {An}n∈N como siguen: ĺım infAn = {x ∈ S : si x ∈
U con U ∈ τ , entonces U ∩ An 6= ∅ para todo natural n salvo un número finito} y ĺım supAn =
{x ∈ S : si x ∈ Ucon U ∈ τ , entonces U ∩An 6= ∅ para un número infinito de naturales n}. Si ĺım
ı́nfAn = A = ĺım sup An, en donde A ⊂ S, entonces A es el ĺımite de {An}n∈N y lo denotamos
como A =ĺım An.

A continuación damos un resultado básicos con respecto a la convergencia de sucesiones de
elementos de 2X (vea [1, Teorema 20], [4, Sección 2. Pág. 56], etc.)

Teorema 2.10. Sean X un continuo y A,B ∈ 2X . Supongamos que {An}n∈N y {Bn}n∈N son dos

sucesiones en 2X tales que ĺım An = A y ĺım Bn = B. Entonces
(1) si An ⊂ Bn para toda n ∈ N, entonces A ⊂ B;

(2) si An ∩ Bn 6= ∅ para toda n ∈ N, entonces A ∩B 6= ∅;
(3) ĺım (An ∪Bn) = A ∪ B.

Arcos Ordenados

Una herramienta muy poderosa en los hiperespacios de un continuo X, es la existencia de arcos

ordenados.

Definición 2.11. Sea T ∈
{
2X , C(X)

}
. Supongamos que A, B ∈ T y A  B. Un arco ordenado

de A a B en T es una función continua λ : I → T. tal que λ(0) = A, λ(1) = B y λ(s)  λ(t)

siempre que s < t, para s, t ∈ I.

Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Capı́tulo 8, páginas 183-207
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Algunas veces identificamos a un arco ordenado con su imagen. Como la función λ de la

Definición 2.11 es inyectiva, su imagen es un arco. De manera que a veces denotamos por λ a la
función y otras a su imagen.

Respecto a arcos ordenados comentamos lo siguiente. De los resultados de 14.2 hasta 14.6

en [22], tenemos una condición de existencia de arcos ordenados: supongamos que A y B son
subcontinuos de X tales que A ⊂ B y A 6= B. Entonces existe un arco ordenado contenido en

C(X) cuyos extremos son A y B. En [28, (1.8)], se demuestra el siguiente resultado: para que
exista un arco ordenado de un elemento A ∈ 2X a un elemento B ∈ 2X , se requiere que A ⊂ B y

que cada componente de B intersecte a A.

n-odos y n-celdas

Dos conceptos ligados entre los hiperespacios y el continuo que los define son los de n-odos y

n-celdas: cuando un continuo X contiene un n-odo, en el hiperespacio C(X) aparece una n-celda
y rećıprocamente.

Definición 2.12. Sean X un continuo y n un número natural. Un n-odo en X es un elemento
B ∈ C(X) para el cual existe un subcontinuo A de B tal que B−A tiene al menos n componentes

(en este caso, al continuo A le llamamos corazón de B). Un continuo X es atriódico si no contiene
3-odos.

Es claro que si X contiene un n-odo, entonces contiene un m-odo, para cada m ≤ n. Un

ejemplo muy especial de n-odo es el llamado n-odo simple.

Definición 2.13. Sean X un continuo y n un número natural, X es un n-odo simple con vértice

p ∈ X, si X es un n-odo tal que:

(1) el corazón de X es el conjunto p;

(2) X−{p} tiene exactamente n componentes C1, C2, ..., Cn tales que, para cada i ∈ {1, 2, ..., n},
el conjunto Ci ∪ {p} es un arco.

Un triodo simple o 3-odo simple es, por lo tanto, un continuo homeomorfo a la letra T, mientras

que un 4-odo simple es un continuo homeomorfo a la letra X. Existe una relación entre n-odos en
X y n-celdas en C(X).

Teorema 2.14. [2, Lema 8] Sean X un continuo y K ∈ C(X). Si T es un n-odo en X tal que
para alguna ǫ > 0 sucede que T ∈ BC(X)(K,

ǫ
2
), entonces existe una n-celda Γ en C(X) tal que

T ∈ Γ ⊂ BC(X)(K, ǫ).

El Teorema 2.14 lo utilizamos en la prueba del Teorema 3.24.
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3. Dendritas y Dendroides

Definición 3.1. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene curvas cerradas
simples, es decir que no contiene continuos homeomorfos a la circunferencia unitaria S1.

Un continuo X es unicoherente, si para cualesquiera dos subcontinuos A y B de X tales que
A ∪ B = X , resulta que la intersección A ∩ B es conexa; X es hereditariamente unicoherente si

todos sus subcontinuos son unicoherentes.

Notemos que la circunferencia S1 no es unicoherente. Para esto tomemos A = {(x, y) ∈ S1 :

y ≥ 0} y B = {(x, y) ∈ S1 : y ≤ 0} . Entonces S1 = A∪B, A,B ∈ C(S1) y A∩B = {(1, 0) , (−1, 0)}
no es conexo. Como consecuencia de lo anterior, tenemos que las curvas cerradas simples no son

unicoherentes.

La clase de las dendritas está contenida en una clase más amplia de continuos, que se llaman
dendroides.

Definición 3.2. Un dendroide es un continuo hereditariamente unicoherente y arco conexo.

Efectivamente las dendritas son dendroides.

Teorema 3.3. [4, 10.9 y 10.10] Un continuo X es una dendrita si y sólo si X es un dendroide

localmente conexo.

Todo dendroide X posee las siguientes dos propiedades:

(1) para cada x, y ∈ X existe un único arco con puntos extremos x y y que denotamos por

[x, y] ;

(2) todo subcontinuo de un dendroide es un dendroide.

Aclaramos que si X es un dendroide y x, y ∈ X, el arco [x, y] denota el arco con puntos

extremos x y y. Esto es [x, y] = [y, x] , con esto queremos decir que el orden no importa. Además,
a menos que se diga lo contrario, entendemos que un arco es un conjunto no degenerado. También

denotamos (x, y) = [x, y]− {x, y} , [x, y) = [x, y]− {y} , (x, y] = [x, y]− {x} y [x, x] = {x} .
En los dendroides se puede definir una relación de orden parcial como sigue:

Definición 3.4. Sean X un dendroide y p ∈ X. Una relación con respecto a p, denotada por ≤p,
es: x ≤p y si y sólo si x ∈ [p, y] . Si x ≤p y y x 6= y, entonces escribimos x <p y.

Luego, ≤p, es un orden parcial en un dendroide.

Definición 3.5. Sean X un dendroide y p ∈ X, X es suave en p si para toda sucesión {xn}n∈N
en X tal que ĺımxn = x, tenemos ĺım[p, xn] = [p, x] ; X es suave si es suave en algún p ∈ X.
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La definición de dendroide suave tiene su origen en [5]. S. Maćıas realizó un amplio estudio en

este tema que se encuentra publicado en [25].

Existe un gran número de caracterizaciones y propiedades de las dendritas. Algunas de ellas
se encuentran en [6].

Teorema 3.6. [24, Teorema 8] Sea X un dendroide. Entonces X es una dendrita si y sólo si X
es suave en todos sus puntos.

Otros conceptos relacionados con las dendritas son los siguientes.

Definición 3.7. Un subcontinuo no degenerado A de un continuo X es un continuo de conver-

gencia de X, si existe una sucesión {An}n∈N en C(X) tal que ĺım An = A y A∩An = ∅ para cada
n ∈ N.
Definición 3.8. Un continuo X es hereditariamente localmente conexo si todo subcontinuo de X

es localmente conexo.

La Definición de Orden

Ahora damos las definiciones de punto extremo, punto ordinario y punto de ramificación en
un continuo, las cuales utilizamos con mucha frecuencia en este trabajo.

Definición 3.9. Sean X un continuo y x ∈ X.
(a) Si ord(x,X) = 1, x es un punto extremo de X.

(b) Si el ord(x,X) = 2, x es un punto ordinario de X.

(c) Si ord(x,X) ≥ 3, x es un punto de ramificación de X.

Si X es un continuo, denotamos por E(X), O(X) y R(X) a los conjuntos de puntos extremos,
puntos ordinarios y puntos de ramificación de X , respectivamente. Para cualquier dendrita X ,

tenemos que X = O(X) ∪ R(X) ∪ E(X) y el conjunto E(X) como la unión de los conjuntos
ajenos E1(X) y E2(X), donde E1(X) = {p ∈ E(X) : p es un punto aislado de E(X)} y E2(X) =

E(X)−E1(X).

Aunque la noción de orden se puede presentar para puntos de un espacio topológico arbitrario
[23, pág. 274 ], en este trabajo la utilizamos únicamente para puntos de un dendroide o bien de

una gráfica finita. En dicha situación, el orden en un punto es un número natural, el cardinal
ℵ0 o bien el ordinal ω. Denotamos card(A) la cardinalidad del conjunto A. Además, denotamos

c = card(R) y card(N) = ℵ0.
Definición 3.10. Sea X un dendroide o bien una gráfica finita. Dado p ∈ X, el orden de X en p,

denotado por ord(p,X), queda determinado como sigue:

(1) ord(p,X) = n si X − {p} tiene justo n componentes.
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(2) ord(p,X) = ℵ0 si X − {p} tiene una cantidad infinita numerable de componentes cuyo

diámetro no tiende a cero.

(3) ord(p,X) = ω si X − {p} tiene una cantidad infinita numerable de componentes cuyo
diámetro tiende a cero.

Por [4, 9.10], cualquier gráfica finita G satisface las dos condiciones siguientes:

(1) ord(p,G) < ℵ0 para toda p ∈ G;
(2) ord(p,G) ≤ 2 para todos excepto un número finito de elementos p ∈ G.
Por (2), el conjunto R(G) es finito. Por (1) y la definición de gráfica finita, el conjunto E(G)

es finito. Todos los puntos restantes, tiene orden igual a 2 y aśı, el conjunto O(G) es denso en G.

Para ilustrar la noción de orden consideremos, en R2, los dos dendroides siguientes.

El primero no es localmente conexo: X = (
∞⋃
n=1

[q, an]) ∪ [q, q1] , donde q = (0, 0) , q1 = (1, 0) ,

y para cada n ∈ N, an =
(
1, 1

n

)
, [q, an] denota el segmento de recta en R2 que une a q con an, y

[q, q1] denota el segmento de recta en R2 que une a q con q1. Los puntos an son los puntos extremos

de X, los puntos en el interior de los arcos [q, an] son puntos ordinarios de X y todo el arco [q, q1]
son los puntos de ramificación de X (observemos que el conjunto de puntos extremos de X no

es cerrado). El punto de ramificación q del dendroide X es tal que ord(q,X) = ℵ0 (en este caso,
X −{q} , tiene una cantidad infinita numerable de componentes cuyo diámetro no tiende a cero).

Ahora consideremos el siguiente dendroide, es localmente conexo (por lo tanto es una dendrita,

vea Teorema 3.3): Fω =
∞⋃
n=1

[p, an], donde p = (0, 0) y, para cada n ∈ N, an =
(
1
n
, 1
n2

)
y [p, an]

denota el segmento de recta en R2 que une a p con an. La dendrita Fω sólo tiene un punto de
ramificación p y ord(p, Fω) = ω (en este caso, Fω − {p} , tiene una cantidad infinita numerable de

componentes cuyo diámetro tiende a cero).

Los puntos an son los puntos extremos de Fω (observemos que el conjunto de puntos extremos
de Fω no es cerrado), p es el único punto de ramificación de Fω, los puntos restantes, son los puntos

ordinarios de Fω.

Recordemos que una gráfica finita es un continuo que se puede expresar como la unión de una
cantidad finita de arcos, tales que cualesquiera dos de ellos, son ajenos o bien se intersectan en

uno o en sus dos puntos extremos. Un árbol es una gráfica finita que no contiene curvas cerradas
simples.

De acuerdo a [15, pág. 1583] para un continuo X, sean

G(X) = {x ∈ X : x tiene una vecindad G en X tal quet G es una gráfica finita},

P(X) = X − G(X),
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Los siguientes tres conjuntos son introducidos de manera original, para un continuo X.

P1(X) = {x ∈ X : existe una sucesión de elementos diferentes dos a dos contenidos en

R(X) ∩ G(X) que convergen a x},

P2(X) = {x ∈ X : x ∈ R(Fω) ∪R(HE)},

donde HE es el arete Hawaiano descrito en [22, 19.17],

P3(X) = {x ∈ X : existe una sucesión de puntos diferentes contenida en P(X) que converge a

x}.

Sea X un dendroide y S(X) = P1(X) ∪P3(X) ∪P3(X). En esta sección estudiamos el conjunto

S(X).

Teorema 3.11. [26, Propiedades 1.2] Si X es un dendroide suave en un punto p ∈ X, entonces:
(1) S(X) 6= ∅ si y sólo si X no es un árbol;

(2) si [x, y] es un arco en X, entonces el conjunto S(X) ∩ [x, y] es cerrado

en X ;

(3) si p ∈ clX(S(X)), entonces p ∈ S(X);

(4) p ∈ S(X) si y sólo si p /∈ intX(T ) para ningún árbol contenido en X ;

(5) un elemento A ∈ C(X) contiene un punto en S(X) si y sólo si,

para cada ǫ > 0 y cada n ∈ N, la bola BC(X)(A, ǫ) contiene un espacio

homeomorfo a la n-celda In.

Teorema 3.12. [31, Teorema 2.11] Supongamos que X es un dendroide suave en un punto p. Si

A ∈ C(p,X), entonces A ∩ S(X) 6= ∅ si y sólo si, para cada ǫ > 0, dim(BC(X)(A, ǫ)) =∞.

Observemos que, si G es una gráfica finita contenida en una dendrita X, entonces G es un
árbol, porque X no contiene curvas cerradas simples.

Utilizando el Teorema 2.7, Teorema 3.6, Teorema 3.11 y Teorema 3.12 obtenemos el siguiente

resultado.

Teorema 3.13. Sean X una dendrita y A ∈ C(X). Entonces A contiene un punto en S(X) si y
sólo si dimA(C(X)) =∞.

Demostración. Supongamos que q ∈ A ∩ S(X). Por inciso (4) del Teorema 3.11, q /∈ int(T ) para
ningún árbol T contenido en X. Luego, por la observación del párrafo anterior, q /∈ int(G) para

ninguna gráfica finita G contenida en X, y por el Teorema 2.7, C(q,X) es homeomorfo a I∞. Como
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A ∈ C(q,X) y I∞ es homogéneo, dimA(C(q,X)) = ∞. Como dimA(C(q,X)) ≤ dimA(C(X)), se

tiene que dimA(C(X)) =∞.
Ahora demostremos el rećıproco. Supongamos que A ∩ S(X) 6= ∅. Como A ∈ C(X), A es

una dendrita (vea [4, Corolario 10.6]). Por Teorema 3.6, A es suave en todos sus puntos (y X

también). Entonces por el Teorema 3.12, existe ǫ > 0 tal que dim(BC(X)(A, ǫ)) < ∞. Por lo
tanto, para cualquier punto R ∈ BC(X)(A, ǫ), tenemos que dimR(C(X)) < ∞. En particular,

dimA(C(X)) <∞. Por tanto, A ∩ S(X) 6= ∅.

En el siguiente resultado escribimos una serie de resultados en torno a los puntos extremos,

ordinarios y de ramificación de X. Recordemos que un conjunto Gδ de un espacio X es la inter-
sección, a lo más numerable, de conjuntos abiertos de X. Un conjunto Fσ de un espacio X es la

unión, a lo más numerable, de conjuntos cerrados de X.

Teorema 3.14. Toda dendrita X satisface las siguientes propiedades:

(a) [23, T. 2] dim(E(X)) = 0 por lo que E(X) 6= ∅;
(b) [23, T. 2] E(X) es un conjunto Gδ en X ;

(c) [23, T. 8] O(X) es denso en X ;

(d) [23, T. 7] R(X) es a lo más numerable;

(e) [23, T. 4] si p ∈ X, entonces ord(p,X) ≤ ω;

(f) [23, T. 6] E(X) es denso en X, si y sólo si R(X) es denso en X ;

(g) [4, T. 2.4] si p ∈ X y el número de componentes de X − {p} es finito, entonces dicho
número es igual al ord(p,X).

El inciso (e) del Teorema anterior, nos afirma que ninguna dendrita contiene puntos de orden
ℵ0 o c. En otras palabras: Si X es una dendrita, entonces X contiene puntos de orden finito o de

orden ω.

Dendritas sin Arcos Libres

Existen dendritas no homeomorfas cuyos hiperespacios de subcontinuos son homeomorfos, para

esto necesitamos la siguiente noción.

Definición 3.15. Un arco [x, y] de una dendrita X es un arco libre en X , si el conjunto (x, y) es
abierto en X.

Supongamos ahora que L es un subconjunto de N− {1, 2} o bien L = {ω} .
En [7, Teorema 6.2] está demostrado que existe una dendrita DL tal que

(1) el ord(p,DL) ∈ L para cada p ∈ R(DL);
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(2) para cada arco [x, y] en DL y cada m ∈ L, existe p ∈ [x, y] tal que ord(p,DL) = m.

Si dos dendritas satisfacen las condiciones (1) y (2), para el mismo conjunto L, entonces son

homeomorfas. Esto significa que, dado el conjunto L, la dendrita DL asociada a L es única. En el
caso en que L = {m}, para alguna m ∈ N ∪ {ω} − {1, 2}, entonces a la dendrita D{m} asociada a

L, que denotamos simplemente por Dm, la llamamos dendrita universal estándar de orden m. De
acuerdo a las condiciones (1) y (2) cada punto de ramificación de Dm es de orden m y, además,

en cada arco es posible encontrar un punto de ramificación. Por lo tanto, el conjunto de puntos
de ramificación que se encuentran en un arco de Dm, es denso en dicho arco. Como consecuencia

de esto, la dendrita Dm no tiene arcos libres.

Una propiedad que utilizamos de las dendritas Dm, es que su hiperespacio C(Dm) es homeo-

morfo al cubo de Hilbert I∞. Esto es consecuencia del siguiente resultado de D. W. Curtis y R.
M. Schori.

Teorema 3.16. [9, Teorema 3.2 y Teorema 4.1] Si X es un continuo localmente conexo, entonces:
(1) 2X es el cubo de Hilbert;

(2) si X no contiene arcos libres, entonces C(X) es homeomorfo a I∞;

3) C(X)× I∞ es homeomorfo a I∞.

En [1, pág. 21-23] se muestra como construir la dendrita D3.

Ahora, sobre las dendritas Dm, comentamos lo siguiente: Del inciso (2) del Teorema 3.16,
tenemos que C(Dm) es homeomorfo a C(Dr), para cualesquiera m, r ∈ N ∪ {ω} − {1, 2} . Si
tomamos m 6= r, entonces por la unicidad de cada dendrita universal estándar, Dm y Dr son
dendritas no homeomorfas cuyos hiperespacios de subcontinuos son homeomorfos. Es decir, que la

familia de las dendritas no está C-determinada. Si queremos encontrar una familia de dendritas

que esté C-determinada, debemos restringir la familia de las dendritas a una subfamilia.

La familia D

La familia de las dendritas cuyos elementos están enD o son arcos fue estudiada y caracterizada
en [3], utilizando dos dendritas especiales una de ellas es Fω. La otra dendrita especial es la

siguiente: para cada n ∈ N sean an =
(
1
n
, 1
n

)
, bn =

(
1
n
, 0
)
, c = (−1, 0) . Sea W = [c, b1] ∪

(
⋃∞
n=1 {[an, bn] : n ∈ N}) , en donde [c, b1] es el segmento de recta en R2 que une a c con b1 y, para

cada n ∈ N, [an, bn] es el segmento de recta en R2 que une an con bn. Denotamos por t el elemento
(0, 0) de W.

Notemos que el punto p ∈ Fω es tal que p ∈ P2(X) ∪ P3(X) (p es un punto de ramificación),

mientras que el punto t ∈ W es tal que t ∈ P1(X) ∪ P3(X) (t es un punto ordinario de W ).

Consideraremos también a la dendrita W0 = W − [c, t) (t es un punto extremo de W0). Notemos
que el conjunto de puntos extremos de Fω no es cerrado, lo mismo que el de W, pero el de W0 śı es

cerrado.
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Teorema 3.17. [3, P. 3.4] Sean X ∈ D y {rn}n∈N una sucesión convergente en R(X) tal que

rn 6= rm si n 6= m. Entonces ĺım rn ∈ E(X).

Teorema 3.18. Sean X ∈ D y {en}n∈N una sucesión convergente en E(X) tal que en 6= em si

n 6= m y ĺım en = e 6= e1. Entonces existe una sucesión convergente {rn}n∈N en R(X) ∩ [e, e1] tal
que ĺım rn = e. Es decir, P3(X) ⊂ P1(X). Además, X contiene una copia de W0 cambiando t por

e, an por en para cada n ∈ N y bn por rn, para cada n ≥ 2.

Demostración. Notemos primero que e ∈ E(X) ya que E(X) es cerrado. Como [e, e1] y [e, e2]

son arcos, [e, e1] ∩ [e, e2] también es un arco con e como uno de sus puntos extremos. Sea r2 el

otro punto extremo de [e, e1] ∩ [e, e2]. Notemos que r2 ∈ R(X). Si [e, r2] ∩ [e, en] = [e, r2] para
un número infinito de ı́ndices n ≥ 3, entonces [e, r2] ⊂ [e, en] para dichos ı́ndices n. Luego, por

la parte (1) del Teorema 2.10 , [e, r2] ⊂ ĺım [e, en]. Como X es suave en e y ĺım en = e, tene-
mos que ĺım [e, en] = {e}. Entonces [e, r2] ⊂ {e}, lo cual es un absurdo. Esto demuestra que

[e, r2]∩ [e, en] = [e, r2] para un número finito de ı́ndices n1, n2, . . . , nk ≥ 3. Supongamos, sin perder
generalidad, que nk es el mayor de ellos. Entonces [e, r2]∩ [e, en] es un subcontinuo propio de [e, r2],

para cada n > nk. En particular, [e, r2] ∩ [e, enk+1
] es un arco en donde e es uno de sus puntos

extremos. Sea rnk+1
el otro punto extremo. Entonces rnk+1

∈ (e, r2) y rnk+1
∈ R(X). Notemos que

los arcos [e2, r2] y [enk+1
, rnk+1

] son ajenos.

Con lo escrito en el párrafo anterior, hemos demostrado que existen un ı́ndice nk+1 ≥ 3 y un
punto de ramificación rnk+1

tal que rnk+1
<e r2, de manera que los arcos [e2, r2] y [enk+1

, rnk+1
]

son ajenos. Mediante un reordenamiento de los ı́ndices que definen a la sucesión {en}n∈N podemos
suponer, sin perder generalidad, que nk+1 = 3. De esta manera r3 es un punto de ramificación tal

que r3 ∈ (e, r2) (por lo tanto, r3 <e r2) y los arcos [e2, r2] y [e3, r3] son ajenos.

Continuando indefinidamente de esta manera, construimos una sucesión convergente {rn}n∈N
en R(X) ∩ [e, e1] tal que ĺım rn = e (con r4 <e r3, r3 <e r2 y, en general, rn <e rn−1 para n ≥ 3).

La prueba de que ĺım rn = e, es la siguiente. Aplicando el Teorema 3.6, tenemos que X es
suave en e. Por tanto la sucesión de arcos {[e, en]}n∈N converge a {e} . Como consecuencia de esto,

la sucesión de los diámetros de dichos arcos converge a cero. Esto implica que la sucesión {rn}n∈N
converge a e. Para terminar la prueba, basta notar que el continuo [e, e1]∪ (

⋃ {[en, rn] : n ≥ 2}) es
una copia de W0, cambiando t por e, an por en para cada n ∈ N y bn por rn para cada n ≥ 2.

Como consecuencia del Teorema 3.18, tenemos el siguiente resultado que caracteriza los ele-

mentos de E1(X) con los puntos de P1(X) ∪ P3(X).

Teorema 3.19. Si X ∈ D, entonces E1(X) = P1(X) ∪ P3(X).

Demostración. Supongamos que p ∈ P1(X) ∪ P3(X). Entonces existen un arco [x, y] en X y una

sucesión convergente {rn}n∈N en R(X) ∩ [x, y] tal que rn 6= rm si n 6= m y ĺım rn = p. En [3,
Proposición 3.4] se demuestra que, a partir de la sucesión {rn}n∈N , se puede construir una sucesión

convergente {en}n∈N en E(X) tal que ĺım en = p. Como X ∈ D, p ∈ E1(X). Ahora supongamos
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que p ∈ E1(X). Entonces existe una sucesión convergente {en}n∈N en E(X) tal que en 6= em si

n 6= m y ĺım en = p. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que e1 6= p. Por el Teorema 3.18,
existe una sucesión convergente {rn}n∈N en R(X) ∩ [p, e1] tal que rn 6= rm si n 6= m y ĺım rn = p.

Por tanto, p ∈ P1(X) ∪ P3(X).

Ahora nos concentramos en el resultado principal: demostrar que la familiaD está C-determina-

da (vea el Teorema 3.31).

La Familia D Está C-determinada

Necesitamos hablar de la frontera como variedad de un n-variedad con frontera [30, pág. 1].

Definición 3.20. Sea n un número natural. Un espacio métrico separable Y es una n-variedad si

cada punto de Y tiene una vecindad cerrada que es homeomorfa a In. El interior como variedad
de una n-variedad Y (denotado por Y 0) es el conjunto de puntos de Y que tienen vecindades en Y

que son homeomorfas a Rn. La frontera como variedad de Y (denotada por ∂Y ) consiste de todos
los puntos de Y que no están en el interior como variedad de Y.

Si Y es una n-variedad con frontera y h : Y → Y es un homeomorfismo, entonces h(Y 0) = Y 0

y h(∂Y ) = ∂Y . En [30, 19.33 y 19.34], respectivamente, tenemos los dos incisos del siguiente

teorema.

Teorema 3.21. Sea n un número natural. (a) Si In es una n-celda en Rn, entonces ∂In =
FrRn(In). Por lo tanto, la frontera como variedad de cualquier n-celda es una (n − 1)-esfera y el

interior como variedad de cualquier n-celda es homeomorfa a Rn. (b) Si V y W son n-celdas tales
que V ⊂W , entonces V − ∂V es un abierto en W.

En particular, si V es una 2-celda y h : I2 → V es un homeomorfismo, entonces h(FrR2(I2)) =
∂V y ∂V es una 1 -esfera. Por lo tanto, ∂V = {y ∈ V : y = h(x) para alguna x ∈ FrR2(I2)} . En
ocasiones a ∂V le llamamos el contorno de V. Si necesitamos hablar del contorno de 2-celdas en
espacios distintos, entonces usamos sub́ındices para distinguirlas. Aśı, ∂X(V) denota el contorno

de V en X. Para un continuo X, consideramos el subconjunto de C(X) siguiente: Ω(X) = {A ∈
C(X) : existe una una 2-celda V en C(X) tal

que A ∈ intC(X)(V) ∩ ∂C(X)(V)}.
En el siguiente resultado determinamos el contorno del hiperespacio de subcontinuos de un

arco J, aśı como su conjunto clC(J)(Ω(J)).

Teorema 3.22. Sean a, b ∈ R tales que 0 ≤ a < b y J = [a, b] . Entonces

(a) C(J), es una 2-celda tal que ∂C(J) = C(a, J) ∪ C(b, J) ∪ F1(J),

(b) clC(J)(Ω(J)) es homeomorfo a S1.
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Demostración. Cuando los continuos son homeomorfos, sus hiperespacios de continuos son homeo-

morfos; por eso, sin perder generalidad, podemos suponer que a = 0 y b = 2. Sea L el triángulo en
R2 con vertices a = (0, 0) , b = (2, 0) y c = (1, 2) . Consideremos los segmentos de recta P = [a, b] ,

Q = [a, c] y R = [b, c] . Dado A = [e, d] ∈ C(J) podemos considerar g(A) =
(
e+d
2
, d− e

)
. Es fácil

ver que g(A) ∈ L. Esto define una función g : C(J)→ L que es biyectiva y continua. Por lo tanto,

g es un homeomorfismo. Esto prueba que C(J) es una 2-celda. Ahora bien, por el inciso (a) del
Teorema 3.21, ∂L = P ∪Q ∪ R y como g(C(a, J)) = Q, g(C(b, J)) = R, g(F1(J)) = P y g es un

homeomorfismo, resulta que ∂C(J) = C(a, J)) ∪ C(b, J) ∪ F1(J).

Esto termina la primera parte de la demostración. Para probar la segunda parte también

suponemos, sin pérdida de generalidad, que a = 0 y b = 2. Mostramos que cl C(J)(Ω(J)) = ∂C(J).
Para ver esto utilizamos el homeomorfismo g : C(J) → L que definimos en la primera parte.

El conjunto Ω(J) está definido mediante propiedades topológicas. Como g es un homeomorfismo,
entonces los elementos de g(Ω(J)) también cumplen dichas propiedades topológicas. Afirmamos

que K ∈ g(Ω(J)) si y sólo si K ∈ P ∪ Q ∪ R. Si K ∈ P ∪ Q ∪ R, L es una 2-celda tal que
K ∈ intL(L)∩∂(L). Por la definición del conjunto Ω(g(L)), tenemos que K ∈ Ω(g(L)) = g(Ω(J)).

Ahora supongamos queK ∈ L−(P∪Q∪R). Luego,K ∈ L−∂L. Sea V una 2-celda en L tal queK ∈
∂L(V). Por lo tanto, para todo ǫ > 0 BL(K, ǫ)∩ (L−V) 6= ∅. De donde BL(K, ǫ) no está contenida

en V. De aqúı, K /∈ intL(V). Esto demuestra que para cualquier 2-celda V en L (V 6= L), con
K /∈ P ∪Q∪R, no puede ocurrir que K ∈ intL(V)∩∂(V). Por lo tanto, K /∈ g(Ω(J)). Esto prueba

nuestra afirmación, g(Ω(J)) = P ∪Q∪R. De aqúı, g(clC(J)(Ω(J))) = clL(P ∪Q∪R) = P ∪Q∪R
= ∂L. Como g(∂C(J)) = ∂L, y g es un homeomorfismo, entonces clC(J)(Ω(J)) = ∂C(J). Tenemos

los siguientes homeomorfismos, clC(J)(Ω(J)) = ∂C(J) es homeomorfo a ∂L y ∂L es homeomorfo
a S1. De aqúı, clC(J)(Ω(J)) es homeomorfo a S1. Con esto terminamos la prueba de la segunda

parte.

Como hemos visto en el Teorema 3.22, el arco es un ejemplo de un continuo X para el cual

clC(X)(Ω(X)) no es homeomorfo a X. Veamos cuando se cumple que clC(X)(Ω(X)) es homeomorfo a
X. Por simplicidad denotamos clC(X)(Ω(X)) como cl(Ω(X)) (cuando no haya peligro de confución),

pero cuando sea necesario distinguir, escribiremos clC(X)(Ω(X)). En el Teorema 3.29 mostramos
que cl(Ω(X)) es homeomorfo a X, para cada X ∈ D. Para esto necesitamos algunas propiedades

de Ω(X) y sus elementos.

Teorema 3.23. Sea X un continuo. Si A ∈ Ω(X), entonces dimA(C(X)) ≤ 2.

Demostración. Sea U un subconjunto abierto de C(X) tal que A ∈ U. Puesto que A ∈ Ω(X),

existe una 2-celda V en C(X) tal que A ∈ intC(X)(V) ∩ ∂C(X)(V). Sea V1 un abierto en C(X) tal
que A ∈ V1 ⊂ V. Entonces A ∈ U ∩ V1 y U ∩ V1 es un abierto contenido en V ∩ U. Como V

es una 2-celda, existe un abierto V2 de V, tal que A ∈ V2 ⊂ U ∩ V1, y dim(FrV(V2)) ≤ 1. De

aqúı, existe un abierto W de C(X) tal que V2 = V ∩W. Ya que V2 ⊂ V1 y V1 ⊂ V, tenemos que
V∩W = V2 ⊂ V1∩W y V1∩W ⊂ V∩W. Por tanto V∩W = V2 = V1∩W. El conjunto V1∩ W es

un abierto en C(X). De donde V2 es un abierto de C(X). En resumen, tenemos que V2 es abierto
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en C(X), V es cerrado en C(X) y V2 ⊂ V. Luego, por el Teorema 2.6, FrC(X)(V2) = FrV(V2). Pero

sabemos que dim(FrV(V2)) ≤ 1, de aqúı, dim(FrC(X)(V2)) ≤ 1. Como V2 ⊂ U, por definición de
dimensión (vea [2, Definición III.1] y [30, 1.1]), concluimos que dimA(C(X)) ≤ 2.

Ahora mostramos que, para X ∈ D, los elementos de Ω(X) no contienen puntos de ramificación

de X ni puntos en P1(X) ∪ P3.

Teorema 3.24. Sean X ∈ D y A ∈ Ω(X). Entonces A ∩ E1(X) = ∅ y A ∩ R(X) = ∅.

Demostración. Supongamos que existe un punto r ∈ A ∩ E1(X). Puesto que r ∈ E1(X), por el

Teorema 3.19, se sigue que r ∈ P1(X)∪P3.. Utilizando el Teorema 3.13 resulta que dimA(C(X)) =
∞. Pero, por el Teorema 3.23, dimA(C(X)) ≤ 2 lo cual es una contradicción. Esto muestra que

A ∩E1(X) = ∅. Supongamos ahora que A ∩R(X) 6= ∅. Como A ∈ Ω(X), existe una 2-celda V en
C(X) tal que A ∈ intC(X)(V) ∩ ∂C(X)(V). Sea ǫ > 0 tal que BC(X)(A, ǫ) ⊂ V. Eligiendo un punto

de ramificación p ∈ A y usando el hecho de que el orden de p en X es finito, podemos construir un
n-odo T, en X, con n ≥ 3, con corazón {p} y tal que T ∈ BC(X)(A,

ǫ
2
). Entonces por el Teorema

2.14, existe una n-celda Γ tal que T ∈ Γ ⊂ BC(X)(A, ǫ) ⊂ V, lo cual es una contradicción. Por lo
tanto, A ∩R(X) = ∅.

Dada X ∈ D, distinguimos ahora dos tipos de arcos en X, los cuales utilizamos con mucha

frecuencia en este trabajo.

Definición 3.25. Sea X ∈ D. Un arco [p, q] es un arco interno de X si sus dos puntos extremos,

y sólo ellos, son de ramificación. Esto es, [p, q] ∩ R(X) = p, q. El arco [p, q] es un arco externo
de X si uno de sus puntos extremos es de ramificación, el otro es un punto extremo aislado de

X y el resto son puntos ordinarios de X. Entonces [p, q] ∩ R(X) = p y [p, q] ∩ E2(X) = q o bien
[p, q] ∩R(X) = q y [p, q] ∩ E2(X) = p.

En la prueba del siguiente resultado usamos las nociones de arcos internos y externos de X

para caracterizar a los elementos de Ω(X).

Teorema 3.26. Sea X ∈ D. Entonces A ∈ Ω(X) si y s ólo si A satisface una de las siguientes
dos condiciones: (a) A = {p} en donde p ∈ O(X) ∪ E2(X), (b) A = [t, e] ⊂ X − R(X), en donde

un punto extremo de A es un punto ordinario de X y el otro punto extremo de A, es un punto

extremo aislado de X.

Demostración. Supongamos que A ∈ Ω(X). Por el Teorema 3.24, A∩R(X) = ∅ y A∩E1(X) = ∅.
Esto implica que A ∈ F1(X) o bien que A es un arco. Más aun, en el primer caso, si A = {p}
entonces p ∈ X− (R(X)∪E1(X)). Luego, p ∈ O(X)∪E2(X). Supongamos ahora que A = [a, b] es

un arco. Como A no tiene puntos de ramificación ni puntos en P1(X)∪P3(X). A está contenido en

un arco [p, q] que es interno o bien externo. Supongamos que a <p b <p q. Como A ∈ Ω(X) existe
una 2-celda V en C(X) tal que A ∈ intC(X)(V)∩∂C(X)(V). Tomemos δ > 0 tal que N(δ, A)  [p, q]

y 0 < ǫ < δ tal que BC(X)(A, ǫ) ⊂ V. Entonces BC(X)(A, ǫ)  C([p, q]). Para ver esto tomemos un
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elemento L ∈ BC(X)(A, ǫ). Entonces L ⊂ N(δ, A)  [p, q] , por lo que L ∈ C([p, q])−{[p, q]} . Esto
demuestra la contención BC(X)(A, ǫ)  C([p, q]).

Tomemos un arco J = [c, d] ∈ BC(X)(A, ǫ) tal que a <c b <c d. Procediendo como antes, es
posible encontrar ǫ1 > 0 tal que BC(X)(A, ǫ1)  C(J). Como ∂C(J) = C(c, J) ∪ C(d, J) ∪ F1(J)

(vea 3.3) y, además, A y J no comparten puntos extremos, ǫ1 puede escogerse de modo que
BC(X)(A, ǫ1) ∩ ∂C(J) = ∅. Ahora bien, C(J) es una 2-celda y C(J) ⊂ V. Por el iciso (b) del

Teorema 3.21, C(J)− ∂C(J) es abierto en V. Ya que A ∈ C(J)− ∂C(J), sucede que A está en el
interior como variedad de V. Luego, A /∈ ∂V, lo cual es una contradicción. Esto muestra que no

puede suceder que a <p b <a q. Por consiguiente, [p, q] no es un arco interno. Entonces [p, q] es un

arco externo y tanto A como [p, q] comparten un punto extremo.

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que q ∈ E2(X) y p ∈ R(X). Como A = [a, b] no
tiene puntos de ramificación y comparte un punto extremo con [p, q], podemos suponer que b = q.

Entonces un punto extremo de A es ordinario y el otro es un punto extremo aislado de X, como
se indica en (b). Esto termina la primera parte de la prueba.

Supongamos ahora que A ∈ C(X) satisface (a). Entonces A = {p} , en donde p ∈ O(X) ∪
E2(X). Notemos que {p} ⊂ [r, q] , en donde [r, q] es un arco interno o externo de X. En cualquier
situación, V = C([r, q]) es una 2-celda tal que {p} ∈ intC(X)(V) ∩ ∂V, por lo que A ∈ Ω(X). Si

A ∈ C(X) satisface (b), entonces A = [t, e] ⊂ X − R(X) y, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que t ∈ O(X) y e ∈ E2(X). Como X no es homeomorfo a I, existe un arco externo

J = [r, e] tal que A ⊂ J. Por la parte (a) del Teorema 3.22, ∂C(J) = C(r, J) ∪ C(e, J) ∪ F1(J).
Es claro que A ∈ C(e, J), aśı, A ∈ ∂C(J). Además W = C(J) es una 2-celda y A ∈ intC(X)(W).

Luego, A ∈ Ω(X).

Corolario 3.27. Sea X ∈ D. Si A ∈ Ω(X), entonces A está en un arco que es interno o bien
externo en X.

De acuerdo con el Teorema 3.26, se tiene que F1(O(X)∪E2(X)) ⊂ Ω(X). Aśı, clC(X)(F1(O(X)

∪E2(X))) ⊂ clC(X)(Ω(X)). Ahora bien, como F1(O(X)∪E2(X)) es homeomorfo a O(X)∪E2(X), y
O(X) es denso en X (vea el inciso (c) del Teorema 3.14), tenemos que: clC(X)(F1(O(X)∪E2(X))) =

F1(clX(O(X) ∪ E2(X))) = F1(clX(O(X)) ∪ clX(E2(X))) = F1(X ∪ clX(E2(X))) = F1(X).

Esto muestra que F1(X) ⊂ clC(X)(Ω(X)). Ahora mostramos que clC(X)

(Ω(X)) es un subconjunto de C(X) “parecido a F1(X)”.

Teorema 3.28. Dada X ∈ D, consideramos la familia M de los arcos [r, e] en X tales que

e ∈ E2(X) y [r, e] ∩ R(X) = {r} o bien e ∈ E2(X) y [r, e) ⊂ O(X). Entonces clC(X)(Ω(X)) =
F1(X) ∪M.

Demostración. Probemos primero que M ⊂ clC(X)(Ω(X)). Sea A = [r, e] ∈ M. Supongamos
primero que e ∈ E2(X) y [r, e) ⊂ O(X). Entonces A tiene la forma (b) del Teorema 3.26, por lo

que A ∈ Ω(X) ⊂ clC(X)(Ω(X)). Supongamos ahora que e ∈ E2(X) y [r, e]∩R(X) = {r}. Entonces
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A = ĺım[rn, e], en donde [rn, e] es un arco en X tal que [rn, e) ⊂ O(X), para cada n ∈ N. Por lo que

hemos probado, cada arco [rn, e] está en Ω(X). Luego, A es un elemento de clC(X)(Ω(X)). Esto
prueba que M ⊂ clC(X)(Ω(X)). Como F1(X) también está contenido en clC(X)(Ω(X)), sucede que

M ∪ F1(X) ⊂ clC(X)(Ω(X)).

Ahora tomemos un elemento A ∈ clC(X)(Ω(X)) y supongamos que A /∈ F1(X). Por consiguien-
te, existe una sucesión {An}n∈N en Ω(X) tal que A = ĺımAn. Dado que A /∈ F1(X), sin pérdida

de generalidad, cada An es de la forma (b) descrita en el Teorema 3.26. Entonces dada n ∈ N,
An = [tn, en] , donde tn ∈ O(X), en ∈E2(X) y An ∩R(X) = ∅. Tomando subsucesiones si es nece-

sario, podemos suponer que existen t, e ∈ X tales que ĺımtn = t y ĺımen = e. Entonces e ∈ E(X)

pues E(X) es cerrado. Supongamos que en 6= em si n 6= m. Sin perder generalidad podemos tam-
bién suponer que e 6= e1. Por el Teorema 3.18, existe una sucesión {rn}n∈N en R(X)∩ [e, e1] tal que
ĺımrn = e y X tiene una copia de W0 cambiando t por e, an por en para cada n ∈ N y bn por rn
para cada n ≥ 2. Concretamente, haciendo r1 = r2, el continuo T = [e, e1]∪ (

⋃ {[rn, en] : n ≥ 2}),
está contenido en X.

Ahora bien, dada n ∈ N, sabemos que An ∩ R(X) = ∅. Luego, tn ∈ [rn, en] . Además, como
tn ∈ [rn, en] ⊂ [e, en] , ĺımen = e y ĺımtn = t, sucede que t = e. Ahora bien, como ĺım[rn, en] = e

y An = [tn, en] ⊂ [rn, en] , sucede que ĺım[tn, en] = e. Como también ĺım[tn, en] = A, tenemos que
A = {e} , una contradicción. Esto demuestra que no puede suceder que en 6= em si n 6= m. Por lo

tanto, existe N ∈ N tal que en = eN para cada n ≥ N. Luego, eN = e. Esto significa que An = [tn, e]
para cada n ≥ N. Podemos entonces suponer que la sucesión {An}n∈N está anidada. Por lo tanto,

dicha sucesión es convergente y su ĺımite es ∩An (vea [4, 1.7 y 1.8]). Como consecuencia de esto A
es un arco pues A /∈ F1(X). Además e es un punto extremo de dicho arco y, si t es el otro punto

extremo, entonces A = [t, e] y [t, e) ⊂ O(X) pues An no contiene puntos de ramificación. Esto

prueba que A ∈M y, por lo tanto, clC(X)(Ω(X)) ⊂ F1(X) ∪M.

Junto con el Teorema 3.28, es posible demostrar que si X ∈ D, entonces clC(X)(Ω(X)) es

topológicamente igual a X.

Teorema 3.29. Si X ∈ D, entonces clC(X)(Ω(X)) es homeomorfo a X.

Demostración. Definimos primero una función continua g : Ω(X) → X que, posteriormente,

extendemos a un homeomorfismo g : clC(X)(Ω(X)) → X. Para definir a g, utilizamos el hecho de
que cada elemento de Ω(X) está contenido en un arco que es interno o bien externo en X (vea

Corolario 3.27). Aśı, para A ∈ Ω(X), de acuerdo a lo demostrado en el Teorema 3.26, suceden dos
cosas: (i) si A está contenido en un arco interno [p, q] , entonces A = {k} para algún k ∈ (p, q) ;

(ii) si A está contenido en un arco externo [r, e] , donde r ∈ R(X) y e ∈ E2(X), entonces A = {t}
para algún t ∈ (r, e] o bien A = [t, e] ,para algún t ∈ (r, e) .

Consideremos ahora todos los arcos externos [r, e] tales que [r, e] ∩ R(X) = {r} y e ∈ E2(X).
Para cada uno de ellos fijemos un punto se ∈ (r, e) y consideremos dos homeomorfismos f se1 :

[r, e]→ [r, se] y f
se
2 : [r, e]→ [se, e] tales que f

se
1 (r) = r, f se1 (e) = se, f

se
2 (r) = e y f se2 (e) = se.
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Estamos ahora en condiciones para definir a g : Ω(X) → X. Dada A ∈ Ω(X), si A satisface

(i), sea g(A) = g({k}) = k.

Si A satisface (ii), entonces consideramos el arco externo [r, e] que contiene a A, aśı como a los
homeomorfismos f se1 y f se2 , correspondientes al punto se que fijamos en el arco [r, e] . Si A = {t}
para t ∈ (r, e] , definimos g(A) = f se1 (t). Si A = [t, e] para t ∈ (r, e) , definimos g(A) = f se2 (t). La
función g está bien definida pues, dado A ∈ Ω(X), sucede que A está contenido en un único arco

externo o bien en un único arco interno de X . Observemos, además, que si A ∈ Ω(X) entonces,
por definición, g(A) ∈ O(X).

(1) Afirmamos que la función g es continua. Para ver esto, tomemos A ∈ Ω(X) y ǫ > 0.
Debemos dar una δ > 0 tal que

(3,1) g(BC(X)(A, δ) ∩ Ω(X)) ⊂ BX(g(A), ǫ).

Consideremos las tres situaciones para A que se desprenden de (i) y (ii). Si A = {k} con

k ∈ (p, q) y [p, q] es un arco interno de X, entonces g(A) = {k} . Si δ > 0 es tal que δ <
mı́n{d(k, p), d(k, q), ǫ} , entonces BC(X)(A, δ) ⊂ C([p, q]). De aqúı se infiere (3,1).

Supongamos ahora que A = {t}, donde t ∈ (r, e] y [r, e] es un arco externo como indicamos en

(ii). Entonces g(A) = f se1 (t). Como la función f se1 es continua, existe δ > 0 tal que f se1 (BX(t, δ) ∩
[r, e]) ⊂ BX(f

se
1 (t), ǫ).

Además podemos elegir δ de modo que BX(t, δ) ⊂ [r, e] . Esto asegura que BC(X)(A, δ)∩Ω(X) ⊂
F1(X). Por consiguiente, por definición de las funciones g y f se1 , la condición (3,1) se cumple.

Supongamos, por último, que A = [t, e] , donde t ∈ (r, e) y [r, e] es un arco externo como
indicamos en (ii). Entonces g(A) = f se2 (t). Como la función f se2 es continua, existe δ1 > 0 tal que

f se2 (BX(t, δ1) ∩ [r, e]) ⊂ BX(f
se
2 (t), ǫ).

Tomemos ahora δ > 0 tal que δ < mı́n{d(t, e), d(t, r), δ1} . Entonces la condición (3,1) se

cumple, pues los elementos de BC(X)(A, δ)∩Ω(X) son los arcos de la forma [m, e] , con m ∈ O(X)
y g([m, e]) = f se2 (m) .

De lo anterior concluimos que g es continua en A. Esto prueba (1).

(2) Afirmamos que la función g es inyectiva. Para ver esto sean A,D ∈ Ω(X) tales que g(A) =

g(D). Si A = {k} , donde k ∈ (p, q) y [p, q] es un arco interno en X, entonces g(A) = g(D) = k.
Esto significa que g(D) es un elemento del arco interno [p, q] . Como g se define de manera que

la imagen de cada elemento de Ω(X) es un punto del arco interno o externo que contiene a dicho
elemento de Ω(X), necesariamente D = {k} = A.

Supongamos ahora que A ⊂ [r, e] , donde [r, e] es un arco externo como indicamos en (ii).

Entonces g(A) ∈ [r, e] , por lo que g(D) ∈ [r, e] . Esto implica que también D está contenido en
[r, e] . Consideremos las dos situaciones para A que se desprenden de (ii). Supongamos primero

que A = {t} , con t ∈ (r, e] . Entonces g(A) = f se1 (t) ∈ (r, se] . Como D está contenido en [r, e] ,

necesariamente D = {l} donde l ∈ (r, e] o bien D = [b, e] , donde b ∈ (r, e) . Si D = [b, e] , entonces
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f se1 (t) = g(A) = g(D) = f se2 (t) ∈ (se, e) , lo cual es una contradicción, pues f se1 (t) ∈ (r, se] y los

arcos (r, se] y (se, e) son ajenos. Entonces D = {l} , por lo que f se1 (l) = g(D) = g(A) = f se1 (t).
Como la función f se1 (t) es inyectiva, sucede que l = t. De aqúı, D = A.

Supongamos ahora que A = [t, e] , donde t ∈ (r, e) . Entonces g(A) = f se2 (t) ∈ (se, e) . Como

D est á contenido en [r, e] , tenemos que D = {l} para alguna l ∈ (r, e] o bien D = [b, e] , para
alguna b ∈ (r, e) . Si D = {l} , entonces f se2 (t) = g(A) = g(D) = f se2 (l) ∈ (r, se] , lo cual es una

contradicción, pues f se2 (t) ∈ (se, e) y los arcos (r, se] y (se, e) son ajenos. Entonces D = [b, e] , por
lo que f se2 (b) = g(D) = g(A) = f se2 (t). Como la función f se2 es inyectiva, sucede que b = t. De

aqúı, D = [t, e] = A. Esto prueba (2).

La extensión g : clC(X)(Ω(X)) → X de g se define como sigue. Primero g se define de modo

que g|Ω(X) = g y, si {t} ∈ F1(R(X)∪E1(X)), entonces g({t}) = t. Falta entonces definir a g en los
arcos externos [r, e] con e ∈ E2(X) y [r, e]∩R(X) = {r} . En dicha situación hacemos g([r, e]) = e.

Observemos que si B ∈ clC(X)(Ω(X))− Ω(X), entonces g(B) /∈ O(X).

(3) Afirmamos que la función g es inyectiva. Para ver esto sean A,B ∈ clC(X)(Ω(X)) tales que
A 6= B. Queremos probar que g(A) 6= g(B). Si A,B ∈ Ω(X), entonces g(A) 6= g(B), pues g es

inyectiva. Entonces g(A) 6= g(B), pues g es una extensión de g. Si A ∈ Ω(X) y B ∈ clC(X)(Ω(X))−
Ω(X), entonces g(A) = g(A) 6= g(B), pues g(A) ∈ O(X) y g(B) /∈ O(X). Obtenemos la misma

conclusión si A ∈ clC(X)(Ω(X))− Ω(X) y B ∈ Ω(X).

De lo comentado en el párrafo anterior, podemos suponer que A,B ∈ clC(X)(Ω(X)) − Ω(X).
Notemos que A ∈ F1(R(X) ∪ E1(X)) o bien A es un arco externo en X. Analicemos ambas

situaciones. Supongamos primero que A = {t} ∈ F1(R(X) ∪ E1(X)). Entonces g(A) = t. Ahora
bien, B ∈ F1(R(X) ∪ E1(X)) o bien B es un arco externo en X . En el primer caso, haciendo

B = {l} sucede que g(A) 6= g(B), pues A 6= B y g(B) = l. En el segundo caso, haciendo B = [r, e]

con e ∈ E2(X) y [r, e] ∩ R(X) = {r} , tenemos que g(A) 6= g(B), pues g(B) = e.

Supongamos ahora que A = [r1, e1] es un arco externo en X, donde e1 ∈ E2(X) y [r1, e1] ∩
R(X) = {r1} . Entonces g(A) = e1. De nueva cuenta tenemos que B = {l} para alguna l ∈
R(X) ∪ E1(X) o bien B = [r2, e2] , donde e2 ∈ E2(X) y [r2, e2] ∩R(X) = {r2} . En el primer caso
sucede que g(A) 6= g(B), pues g(A) = e1 ∈ E2(X) y g(B) = l ∈ R(X) ∪ E1(X). En el segundo

caso también tenemos que g(A) 6= g(B), pues al ser A y B arcos externos y tener que A 6= B,
sucede que A ∩ B = ∅ o bien A ∩ B ∈ F1(R(X)). Esto termina la prueba de (3).

(4) Afirmamos que la función g es suprayectiva. Para probar (4), notemos primero que X =

O(X) ∪ R(X) ∪ E1(X) ∪ E2(X). Por lo tanto, si t ∈ R(X) ∪ E1(X) entonces {t} es un elemento
de F1(X) ⊂ clC(X)(Ω(X)) tal que g({t}) = t. Por lo tanto, sólo tenemos que preocuparnos por

la suprayectividad de g en O(X) ∪ E2(X). Si p ∈ O(X) entonces, de acuerdo con la parte (i) del
Teorema 3.26, A = {p} es un elemento de Ω(X) ⊂ clC(X)(Ω(X)) tal que g(A) = g(A) = p. Si

e ∈ E2(X), entonces e es el extremo de algún arco externo [r, e] en X, donde [r, e] ∩R(X) = {r} .
Claramente [r, e] es un elemento de clC(X)(Ω(X)) tal que g([r, e]) = e. Esto prueba (4).

(5) Afirmamos, por último, que la función g es continua. Ya demostramos que g es continua y,
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como g|Ω(X) = g, basta demostrar que g es continua en clC(X)(Ω(X))− Ω(X). Tomemos entonces

un elemento A ∈ clC(X)(Ω(X)) − Ω(X), aśı como una sucesión {An}n∈N en clC(X)(Ω(X)) tal que
ĺım(An) = A. Debemos mostrar que ĺım g(An) = g(A). Como hemos venido utilizando, sabemos

que A ∈ F1(R(X) ∪ E1(X)) o bien A = [r, e] es un arco externo en X. Debemos, por lo tanto,
analizar las tres situaciones que se desprenden del comentario anterior.

Supongamos primero que A = {r} , donde r ∈ R(X). Como los ĺımites de puntos de ramifica-

ción de X son puntos extremos de X (vea el Teorema 3.17), los ĺımites de puntos extremos de X
son puntos extremos de X (pues X ∈ D) y clC(X)(Ω(X)) = F1(X) ∪M según el Teorema 3.28,

sucede que An ∈ F1(O(X)) para una infinidad de ı́ndices n. Entonces, sin perder generalidad,

podemos suponer que An ∈ F1(O(X)) para cada n ∈ N. Dada n ∈ N, escribamos An = {on} .
Notemos que ĺım on = r. Más aún g(An) = on, si on está en un arco interno en X ; g(An) = f se1 (on),

si on está en el arco externo [r, e] , donde e ∈ E2(X) y [r, e] ∩R(X) = {r} .
Como el conjunto de los naturales es infinito, alguna de las dos condiciones anteriores se debe

cumplir para una infinidad de ı́ndices n. Supongamos que, para una infinidad de ı́ndices n, sucede

que on está en un arco interno en X. Entonces, para dichos ı́ndices: ĺımg(An) = ĺımon = r = g(A).
Supongamos ahora que, para una infinidad de ı́ndices n, el punto on está en un arco externo

de X . Como el orden de cada punto de X es finito y ĺımon = r, resulta que una infinidad de
puntos ordinarios on se encuentran en el mismo arco externo [r, e] de X. Entonces, aplicando la

continuidad de f se1 , sucede que ĺımg(An) = ĺımf se1 (on) = f se1 (r) = r = g(A). Esto muestra que g
es continua en A, para el caso en que A ∈ F1(R(X)).

Supongamos ahora que A = {m} , donde m ∈ E1(X). Tenemos entonces que

(a) g(An) = on, si An = {on} ∈ F1(O(X)) y on está en un arco interno en X ;

(b) g(An) = rn, si An = {rn} ∈ F1(R(X));

(c) g(An) = en, si An = {en} ∈ F1(E1(X));

(d) g(An) = f se1 (tn), si An = {tn} ∈ F1(E2(X) ∪ O(X)) y tn está en el

arco externo [rn, en] con en ∈ E2(X) y [rn, en] ∩R(X) = {rn} ;
(e) g(An) = f se1 (tn), si An = [tn, en] está contenido propiamente en el arco

externo [rn, en] con en ∈ E2(X) y [rn, en] ∩ R(X) = {rn} ;
(f) g(An) = en, si An = [rn, en] es un arco externo con en ∈ E2(X) y

[rn, en] ∩ R(X) = {rn} .
Ahora bien, como el conjunto de los naturales es infinito, alguna de las seis condiciones ante-

riores se debe cumplir para una infinidad de ı́ndices n. Analicemos cada caso. Supongamos que la

condición (a) se cumple para una infinidad de ı́ndices n. Entonces, como ĺımAn = A, para dichos
ı́ndices tenemos que: ĺımg(An) = ĺım on = m = g(A). Supongamos ahora que la condición (b) se

cumple para una infinidad de ı́ndices n. Entonces ĺımg(An) = ĺım rn = m = g(A). Si la condición

(c) se cumple para una infinidad de ı́ndices n, entonces ĺımg(An) = ĺım en = m = g(A). Suponga-
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Dendritas C-determinadas 203

mos ahora que la condición (d) se cumple para una infinidad de ı́ndices n. Como el orden de cada

punto de X es finito, sucede una de las siguientes dos condiciones: (*) una infinidad de los arcos
externos [rn, en] son ajenos dos a dos; (**) existe x ∈ N tal que [rn, en] = [rn, ex] , para cada n ≥ x.

En el caso (*), como X no contiene continuos de convergencia, sucede que ĺım[rn, en] ∈ F1(X).
Ahora bien, como {tn} ⊂ [rn, en] y ĺım{tn} = {m} , tenemos que ĺım[rn, en] = {m} = A. Notemos

también que f se1 (tn) ∈ [rn, en] para cada ı́ndice n. Luego, ĺımg(An) = ĺımf se1 (tn) = m = g(A). En
el caso (**) tenemos que tn ∈ [rx, ex] , para cada n ≥ x. Luego, m = ĺımtn ∈ [rx, ex] , lo cual es

una contradicción, pues m ∈ E1(X) y [rx, ex] no intersecta a E1(X) por ser un arco externo en X .

Esto termina el análisis del caso (d).

Supongamos ahora que la condición (e) se cumple para una infinidad de ı́ndices n. De nueva
cuenta, como el orden de cada punto de X es finito, se cumple una de las condiciones (*) y (**).

Como f se2 (tn) ∈ [rn, en] , si se cumple la condición (*), entonces podemos proceder como en la
prueba del caso anterior, para concluir que ĺımg(An) = ĺımf se2 (tn) = m = g(A). También, como

en el caso anterior, la condición (**) no se puede dar, pues los arcos externos no tienen puntos de
E1(X).

Supongamos, por último, que la condición (f) se cumple para una infinidad de ı́ndices n. De

nueva cuenta tenemos que analizar las situaciones (*) y (**). La condición (**) no se puede dar,
pues ĺımAn = A ∈ F1(X). Entonces se da la condición (*). Luego, ĺımg(An) = ĺımen = m = g(A).

Esto muestra que g es continua en A, para el caso en que A ∈ F1(E1(X)).

Supongamos ahora que A es un arco externo en X. Entonces A = [r, e] con e ∈ E2(X) y
[r, e] ∩ R(X) = {r} . Como clC(X)(Ω(X)) = F1(X) ∪M, F1(X) es cerrado en clC(X)(Ω(X)) y

A /∈ F1(X), podemos suponer, sin perder generalidad, que An ∈ M, para cada n ∈ N. Entonces,
dada n ∈ N, el conjunto An tiene la forma [tn, en] , donde en ∈ E2(X) y An está contenido en un
arco externo [rn, en] , donde [rn, en]∩R(X) = {rn} . Como el orden de cada punto de X es finito, de

nueva cuenta tenemos que se cumple alguna de las condiciones (*) y (**) enunciadas anteriormente.
Además, como X no contiene continuos de convergencia, la condición (*) no se puede dar. Por lo

tanto, se cumple (**) y esto implica, sin perder generalidad, que An = [tn, e] , para cada n ∈ N.
Luego, aplicando la continuidad de f se2 , sucede que ĺımg(An) = ĺımf se2 (tn) = ĺımf se2 (r) = e = g(A).

Esto muestra que g es continua en A, para el caso en que A es un arco externo en A. Esto prueba
(5).

Para finalizar la prueba, como g es una función continua, biyectiva, el conjunto clC(X)(Ω(X))

es compacto y X es un espacio T2, sucede que g es un homeomorfismo.

Veamos ahora que si C(X) es homeomorfo a C(Y ), sucede que Ω(X) es homeomorfo a Ω(Y ).

Teorema 3.30. Si X, Y son continuos tales que C(X) es homeomorfo a C(Y ), entonces Ω(X)

es homeomorfo a Ω(Y ).

Demostración. Sea h : C(X) → C(Y ) un homeomorfismo. Si A ∈ Ω(X), entonces existe una

2-celda W en C(X) tal que A ∈ intC(X)(W)∩∂W. Entonces V = h(W) es una 2-celda en C(Y ) tal
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que h(A) ∈ intC(Y )(V) ∩ ∂V. Luego, h(A) ∈ Ω(Y ). Por lo tanto, h(Ω(X)) ⊂ Ω(Y ). Como h−1 es

un homeomorfismo, sucede que Ω(Y ) ⊂ h(Ω(X)). Aśı, h(Ω(X)) = Ω(Y ). Esto muestra que Ω(X)
es homeomorfo a Ω(Y ).

Para terminar, usando el Teorema 3.29 y el Teorema 3.30 probemos que la familia D está C-
determinada, originalmente este resultado se encuentra en [16, Teorema 6].

Teorema 3.31. Sean X, Y ∈ D. Si C(X) es homeomorfo a C(Y ), entonces X es homeomorfo a

Y.

Demostración. Supongamos que C(X) es homeomorfo a C(Y ). Por el Teorema 3.30, Ω(X) es

homeomorfo a Ω(Y ). Por consiguiente, clC(X)(Ω(X)) es homeomorfo a clC(Y )(Ω(Y )) y, por el
Teorema 3.29, X es homeomorfo a Y.
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[3] Daniel Arévalo, Wlodzimierz Janusz Charatonik, Patricia Pellicer Covarrubias y Likin Simón,
Dendrites with a closed set of end points, Topology Appl. 115 (2001), 1-17.

[4] Janusz Jerzy Charatonik, Monotone mappings of universal dendrites, Topology Appl. 38

(1991), 163-187.

[5] Janusz Jerzy Charatonik y Carl Eberhart, On smooth dendroids, Fund. Math. 67 (1970),

297-322.

[6] Janusz Jerzy Charatonik y Wlodzimierz Janusz Charatonik, Dendrites, Aportaciones Ma-
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Ciencias F́ısico Matemáticas, Benemérita Universidad Autónoma de Puebla, 2012.

[28] Sam Bernardo Nadler Jr., Hyperspaces of sets, Monographs and Text Books in Pure and

Applied Mathematics, 49, Marcel Dekker, Inc., New York, 1978.

[29] Sam Bernardo Nadler Jr., Continuum Theory, An introduction, Monographs and Text Books

in Pure and Applied Mathematics, 158, Marcel Dekker, Inc., New York, 1992.
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Caṕıtulo 9

Introducción a la función T de Jones

Maŕıa de Jesús López Toriz

FCFM, BUAP

Resumen

En este trabajo recopilamos algunas propiedades topológicas, para espacios topológicos

Hausdorff, compactos y conexos, en términos de la función T definida por F. Burton
Jones. Dado un espacio topológico X , diremos que un subconjunto no vaćıo, H, de

X es un continuo si, H como subespacio de X es Hausdorff, compacto y conexo.
Para X , consideremos su conjunto potencia P(X). Se define la función T de Jones,

T : P(X) → P(X), como T(A) = {x ∈ X : para todo continuo H ⊂ X con x ∈
int(H), se tiene que H ∩ A 6= ∅}. Dados un continuo X y un subcontinuo A de X,

demostramos que T(A) es un continuo. Se estudian las relaciones entre los continuos
T-aditivos y T-simétricos. Por último, se dan condiciones necesarias y suficientes para

que un espacio topológico Hausdorff y compacto sea localmente conexo y para que sea
semilocalmente conexo, en términos de la función T de Jones.

1. Introducción

La idea de este caṕıtulo es mostrar algunas propiedades topológicas en términos de la función
T definida por F. Burton Jones [1]. Dados un espacio topológico X y un subconjunto no vaćıo, H,

de X , diremos que H es un continuo si H como subespacio de X es Hausdorff, compacto y conexo.
Consideremos el conjunto potencia de X , denotado por P(X). Se define la función T de Jones,

T : P(X)→ P(X),

como

T(A) = {x ∈ X : para todo continuo H ⊂ X con x ∈ int(H), se tiene que H ∩A 6= ∅}.

En la Sección 2, probamos que si X es un espacio topológico, entonces T(A) es cerrado, para

cada A ∈ P(X) y T(D) = X , para cualquier subconjunto denso, D, de X . Por otro lado, si X es
un continuo (es decir, un espacio topológico Hausdorff, compacto y conexo) y 2X es el hiperespacio

de cerrados de X , entonces la función T|2X es semicontinua superiormente.
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En la Sección 3, adaptamos algunos de los teoremas de golpes en la frontera, para espacios

Hausdorff compactos y conexos, para demostrar que T(A) es un continuo, para cada subcontinuo
A de X .

En la Sección 4, demostramos que todo continuo hereditariamente unicoherente es T-aditivo.
Si X es un continuo T-aditivo y A un cerrado en X , entonces T(A) =

⋃
a∈A T({a}). Además,

probamos que todo continuo T-simétrico es T-aditivo y damos un ejemplo para mostrar que el
rećıproco es falso.

En la última sección, probamos equivalencias para que un espacio topológico Hausdorff y

compacto sea localmente conexo y para que sea semilocalmente conexo, en términos de la función
T de Jones. Para muchas otras propiedades relacionadas con esta función puede ver el Caṕıtulo 3:

Jones’s set function T, del libro Topics on Continua, de Sergio Maćıas [2].

Cabe mencionar que estas notas pueden ser una introducción para que el lector inicie un

proyecto de investigación acerca de la función T de Jones, para esto puede ver la serie de problemas
abiertos que contiene la Sección 7.2 del libro de S. Maćıas [2]; al final del trabajo incluimos algunos

de éstos.

2. Definición y propiedades básicas de la función T de Jo-

nes

Recordamos que en este escrito un continuo es un espacio topológico no vaćıo Hausdorff,

compacto y conexo. Un subcontinuo de un espacio topológico es un subespacio el cual es un
continuo. Para un subconjunto A de un espacio topológico X , como es usual, denotamos el interior,

la cerradura y la frontera de A en X por int(A), A y Fr(A), respectivamente. Vamos a denotar
T(x) en lugar de T({x}), cuando x ∈ X .

Por otro lado, si (Z, d) es un espacio métrico y tomamos un punto z0 ∈ Z y un número

positivo ε, denotamos y definimos la bola en Z con centro en z0 y radio ε, por BZ(z0, ε) = {z ∈
Z : d(z, z0) < ε}.

Para cualquier espacio topológico X, de la definición de la función T de Jones, se siguen las
siguientes propiedades:

1. T(∅) = ∅,

2. T(X) = X y,

Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Capı́tulo 9, páginas 209-225
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3. A ⊂ T(A), para cada A ∈ P(X).

Lema 2.1. Si A es un subconjunto de un espacio topológico X, entonces T(A) es un conjunto
cerrado en X.

Demostración. Basta probar que T(A) ⊂ T(A). Para esto sean x ∈ T(A) y H un subcontinuo de X
tales que x ∈ int(H). Se tiene que int(H)∩T(A) 6= ∅. Consideremos un punto y ∈ int(H)∩T(A).
Note que H es un subcontinuo de X con y ∈ int(H) y y ∈ T(A), se sigue que H ∩ A 6= ∅. Por lo
tanto, x ∈ T(A).

Proposición 2.2. Si X es un espacio topológico y D es un subconjunto denso de X, entonces

T(D) = X.

Demostración. Se tiene que D ⊂ T(D), luego D ⊂ T(D). Se sigue de la hipótesis y el Lema 2.1
que T(D) = X .

Proposición 2.3. Para cualesquiera subconjuntos, A y B, de un espacio Hausdorff y compacto

X, si A ⊂ B entonces T(A) ⊂ T(B).

Demostración. Sean x ∈ T(A) y un subcontinuo, H, de X tales que x ∈ int(H). Se tiene que
H ∩A 6= ∅. Dado que A ⊂ B, se sigue que H ∩ B 6= ∅. Con lo cual x ∈ T(B).

Proposición 2.4. Para cualesquiera subconjuntos A y B de un espacio Hausdorff y compacto, se

tiene que T(A) ∪ T(B) ⊂ T(A ∪B).

Demostración. Como A ⊂ A ∪ B, por la Proposición 2.3 se tiene que T(A) ⊂ T(A ∪ B). Similar-

mente, T(B) ⊂ T(A ∪ B), de donde T(A) ∪ T(B) ⊂ T(A ∪B).

Sea X un espacio topológico, en general no se cumple que para cualquier subconjunto A de X ,

T(A) = T(A). (1)

Respecto a la igualdad en (1) en general sólo se cumple una contención y daremos un ejemplo
para mostrar que la otra contención puede ser falsa, vea la Proposición 2.5 y el Ejemplo 2.6.

Proposición 2.5. Para cualquier subconjunto A de un espacio Hausdorff y compacto, se tiene

que T(A) ⊂ T(A).

Demostración. Dado que A ⊂ A, se tiene por la Proposición 2.3 que T(A) ⊂ T(A).
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Ejemplo 2.6. Sea W el ćırculo de Varsovia, se tiene que existe un subconjunto A de W tal que

T(A) * T(A).

Para probar esto denotemos por S a la gráfica en R2 de la función sen( 1
x
), para cada x ∈ (0, 1],

esto es,

S = {(x, sen( 1
x
)) ∈ R2 : 0 < x ≤ 1}.

Sea X la cerradura en R2 del conjunto S. Tenemos que X es un continuo, el cual es conocido

como el continuo sen( 1
x
). Ahora, denotemos por p y q a los puntos (0,−1) y (1, sen(1)) de X ,

respectivamente. Sea L un arco en R2 con puntos extremos p y q tal que X ∩L = {p, q}. Conside-
remos W = X ∪L, se tiene que W es un continuo, el cual es conocido como el ćırculo de Varsovia.
Denotemos por J la barra ĺımite de S, es decir, J = {(0, y) ∈ R2 : −1 ≤ y ≤ 1}.

Ahora, fijemos una sucesión de puntos distintos {xn}n∈N, contenida en L, que converge al punto
p. Sea

A = {xn : n ∈ N}.

Vamos a ver que T(A) = A ∪ {p}. Es claro que A ⊂ T(A). Para probar que p ∈ T(A),

consideremos un subcontinuo, H, de W tal que p ∈ int(H). Dado que la sucesión {xn}n∈N converge
al punto p, tenemos que existe N ∈ N tal que xn ∈ int(H), para toda n ≥ N. De aqúı se sigue

que H ∩ A 6= ∅. Por lo cual p ∈ T(A). No es dif́ıcil ver que si y ∈ W \ (A ∪ {p}), entonces
existe un subcontinuo, H, de W tal que y ∈ int(H) y H ∩A = ∅. Con esto podemos concluir que

T(A) = A ∪ {p}.

Note que A = A ∪ {p}. Vamos a probar que T(A) = A ∪ J . Es claro que A ∪ {p} ⊂ T(A).

Ahora, consideremos un punto y ∈ J \ {p}. Sea H un subcontinuo de W tal que y ∈ int(H). Se
puede mostrar que sólo pueden darse los siguientes casos:

Caso 1. El continuo H es homeomorfo al continuo sen( 1
x
).

Caso 2. El continuo H es homeomorfo al continuo sen( 1
x
) ∪ B, donde B es un arco contenido

en L y contiene al punto p.

Caso 3. H = W.

En cualquiera de los tres casos, tenemos que p ∈ H , aśı H ∩ A 6= ∅. De aqúı se sigue que
J \ {p} ⊂ T(A). Luego, A ∪ J ⊂ T(A). Por otro lado, si y ∈ W \ (A ∪ J), es fácil ver que existe

un subcontinuo, H, de W tal que y ∈ int(H) y H ∩A = ∅. Con esto se obtiene que y /∈ T(A). De
aqúı se concluye que T(A) = A ∪ J .

Por lo tanto, T(A) * T(A).

En lo que sigue vamos a ver un par de propiedades relacionadas con conjuntos abiertos.
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Proposición 2.7. Si U es un conjunto abierto en un espacio Hausdorff y compacto X, entonces

el conjunto {x ∈ X : T(x) ⊂ U} es abierto en X.

Demostración. Denotemos

V = {x ∈ X : T(x) ⊂ U}.

Sea un punto x ∈ V . Vamos a probar que existe un conjunto abierto, W, en X tal que x ∈ W
y W ⊂ V . Para esto note que si y ∈ X \ U , entonces y /∈ T(x). Luego, existe un subcontinuo,
Hy, de X tal que y ∈ int(Hy) y Hy ∩ {x} = ∅. Se tiene que la colección {int(Hy) : y ∈ X \ U}
es una cubierta abierta del compacto X \ U . Aśı, existen puntos, y1, ..., yn, en X \ U tales que
X \ U ⊂ ⋃n

i=1 int(Hyi). Sea M =
⋃n
i=1Hyi . Note que M es un conjunto cerrado en X . Pongamos

W = X \M , Se tiene que W es un conjunto abierto en X y x ∈ W .

Resta probar que W ⊂ V , es decir, para cada w ∈ W se tiene que T(w) ⊂ U . Para esto sea

w ∈ W . Vamos a probar que X \U ⊂ X \T(w). Sea z ∈ X \U . Se tiene que existe j ∈ {1, ..., n} tal
que z ∈ int(Hyj ) ⊂ Hyj ⊂ M . Note que Hyj ∩W = ∅; como w ∈ W , se sigue que Hyj ∩ {w} = ∅,
aśı se obtiene que z /∈ T(w). Por lo tanto, V es un conjunto abierto en X.

Para un continuo X consideremos la colección

2X = {A ⊂ X : A es cerrado y no vaćıo en X}.

A este conjunto se le da una topoloǵıa como sigue; consideremos una colección finita, U1, . . . , Un,
de subconjuntos abiertos de X , denotamos

〈U1, . . . , Un〉 = {A ∈ 2X : A ⊂
n⋃

i=1

Ui y A ∩ Ui 6= ∅, para cada i ∈ {1, . . . , n}}.

Ahora, pongamos

B = {〈U1, . . . , Un〉 : Ui es un abierto en X, i ∈ {1, . . . , n} y n ∈ N}.

Se tiene que B es una base para una topoloǵıa para 2X ; la cual se conoce como la topoloǵıa de
Vietoris. La demostración de este resultado la puede consultar en [4, Teorema 4.5]. El conjunto

2X con la topoloǵıa de Vietoris se llama el hiperespacio de cerrados de X .

Consideremos un continuo X , por el Lema 2.1, tenemos que T(A) es un subconjunto cerrado

de X , para cada A ∈ P(X). De este modo la función

T|2X : 2X → 2X
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está bien definida. En el resultado que sigue vamos a probar que la función T|2X es semicontinua

superiormente, usando la equivalencia (ver [4, 7.15 (a)]): para cada conjunto abierto U en X , el
conjunto

{A ∈ 2X : T(A) ⊂ U}
es un abierto en 2X , con la topoloǵıa de Vietoris.

Teorema 2.8. Si X es un continuo, entonces T|2X : 2X → 2X es una función semicontinua

superiormente.

Demostración. Sea U un conjunto abierto en X . Denotemos

V = {A ∈ 2X : T(A) ⊂ U}.

Tomemos un elemento A ∈ V. Vamos a probar que existe un conjunto abierto, W, en 2X tal

que A ∈W y W ⊂ V.

Para cada y ∈ X \ U se tiene que y /∈ T(A). Luego, existe un subcontinuo, Hy, de X tal que
y ∈ int(Hy) y Hy ∩A = ∅. Se tiene que la colección {int(Hy) : y ∈ X \U} es una cubierta abierta

del compacto X \U. Aśı, existen puntos, y1, ..., yn, en X \U tales que X \U ⊂ ⋃n
i=1 int(Hyi). Sea

M =
⋃n
i=1Hyi. Note que M es un conjunto cerrado en X . Sea W = X \M , se tiene que W es un

conjunto abierto en X . Pongamos W = 〈W 〉. Note que A ∈W.

Resta probar que W ⊂ V, es decir, para cada D ∈ W se tiene que T(D) ⊂ U . Para esto sea
D ∈ W. Vamos a probar que X \ U ⊂ X \ T(D). Sea un punto z ∈ X \ U . Se tiene que existe

j ∈ {1, ..., n} tal que z ∈ int(Hyj ) ⊂ Hyj ⊂M . Note que Hyj ∩W = ∅; como D ∈W, se sigue que
Hyj ∩D = ∅, aśı se obtiene que z /∈ T(D).

Por lo tanto, V es un conjunto abierto en 2X .

3. La imagen bajo la función T de Jones de un continuo

En esta parte, vamos a demostrar que la imagen bajo la función T de Jones de un continuo es
un continuo (ver Teorema 3.4). Para esto adaptamos algunos resultados relacionados con la teoŕıa

de los teoremas de golpes en la frontera, para espacios Hausdorff compactos y conexos. El primer
teorema de golpes en la frontera es el siguiente, una prueba de este resultado está en [5, Teorema

1.10].

Teorema 3.1. Si U es un subconjunto abierto, propio y no vaćıo de un continuo X y K es una

componente de U, entonces K ∩ Fr(U) 6= ∅.
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Como consecuencia del Teorema 3.1 se obtienen los siguientes dos resultados de golpes en la

frontera.

Teorema 3.2. Si A es un subcontinuo propio de un continuo X y U es un subconjunto abierto de
X tal que A ⊂ U . Entonces existe un subcontinuo B de X tal que A ⊂ B ⊂ U y A 6= B.

Demostración. Como X es un espacio Hausdorff y compacto, por [3, Teorema 32.3], se tiene que

X es normal. Note que A es cerrado en X , aśı existe un conjunto abierto, V , en X tal que
A ⊂ V ⊂ V ⊂ U. Note que si V = X , tomando B = X se tiene la conclusión. Luego, supongamos

que V 6= X . Ahora, como A es conexo y A ⊂ V , podemos considerar la componente, B, de V que

contiene a A. Se tiene que B es cerrado en X y aśı compacto. Además, A ⊂ B ⊂ U . Luego, por
el Teorema 3.1, tenemos que B ∩ (X \ V ) 6= ∅. Con lo cual A 6= B.

Teorema 3.3. Sean E un subconjunto propio y no vaćıo de un continuo X y K una componente

de E. Se tiene que K ∩X \ E 6= ∅.

Demostración. Supongamos que K ∩X \ E = ∅. Como K 6= ∅ y E es un subconjunto propio de

X , se tiene que K 6= ∅ y X \ E 6= ∅. Note que K es un subconjunto compacto, conexo y propio de
X . Vamos a denotar por U = X \X \ E. Por el Teorema 3.2, tenemos que existe un subcontinuo,

B, de X tal que K ⊂ B ⊂ U y K 6= B. Ahora, como X \ E ⊂ X \ E, tenemos que U ⊂ E. De
donde, B es un subconjunto conexo de E el cual contiene propiamente a K. Lo cual contradice el

hecho de que K es una componente de E. Por lo tanto, K ∩X \ E 6= ∅.

Teorema 3.4. Si X es un continuo y A es un subconjunto conexo de X, entonces T(A) es conexo.

Demostración. Supongamos lo contrario, esto es, supongamos que T(A) = H ∪K, donde H y K

son no vaćıos, ajenos y cerrados en T(A). Por el Lema 2.1, T(A) es cerrado en X y aśı, H y K
también son cerrados en X . Dado que X es Hausdorff y compacto por [3, Teorema 32.3], se tiene

que X es normal. Luego, existen conjuntos ajenos y abiertos en X , U y V , tales que H ⊂ U y
K ⊂ V . Como A es conexo, podemos suponer que A ⊂ H .

Observe que U ∩ V = ∅, luego U ∩ K = ∅. Como Fr(U) ⊂ U se sigue que Fr(U) ∩K = ∅.
También, como U es abierto y Fr(U) ⊂ X \ U = X \ U , se tiene que Fr(U) ∩ U = ∅. Se sigue
que Fr(U)∩H = ∅ y aśı Fr(U)∩ T(A) = ∅. Esto es, para cada z ∈ Fr(U) se tiene que z /∈ T(A),

luego existe un subcontinuo Az de X tal que

z ∈ int(Az) y Az ∩ A = ∅.
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Note que la colección {int(Az) : z ∈ Fr(U)} es una cubierta abierta del cerrado Fr(U). Co-

mo Fr(U) es compacto, existen puntos, z1, ..., zn, en Fr(U) tales que Fr(U) ⊂ ⋃n
i=1 int(Azi).

Denotemos

E = (X \ U) ∪ (

n⋃

i=1

Azi).

Se tiene que E es un conjunto cerrado en X y aśı compacto. Es claro que E ∩A = ∅. Además,
K ⊂ X \ U ⊂ X \ U ⊂ E, como X \ U es un conjunto abierto en X , se sigue que K ⊂ int(E).

Vamos a probar que:

E tiene sólo un número finito de componentes. (2)

Dada i ∈ {1, . . . , n}, como Azi es conexo, podemos tomar la componente Ci de E tal que
Azi ⊂ Ci. Para probar (2) vamos a demostrar que E =

⋃n
i=1Ci. Para esto sea un punto x ∈ E. Se

tienen dos casos:

Caso 1. Si x ∈ X \U , entonces consideremos la componente, L, de X \U tal que x ∈ L. Como
X es un continuo, por el Teorema 3.3, se tiene que L ∩ (X \ (X \ U)) 6= ∅. Esto es, L ∩ U 6= ∅.
Ahora, como L ⊂ X \ U se sigue que L ∩ (X \ U) = L. Además,

L ∩ Fr(U) = L ∩ (U ∩ (X \ U)) = (L ∩X \ U) ∩ U = L ∩ U 6= ∅,

aśı obtenemos que L ∩ Fr(U) 6= ∅. Notemos que L es cerrado en X , por lo cual L ∩ Fr(U) 6= ∅.
Luego, existe i ∈ {1, ..., n} tal que L ∩ Azi 6= ∅. Aśı, L ∩ Ci 6= ∅. Como L es un conexo contenido
en E y Ci es una componente de E, se sigue que L ⊂ Ci. Con esto, x ∈ ⋃n

i=1Ci.

Caso 2. Si x ∈ ⋃n
i=1Azi, entonces x ∈ Azj , para algún j ∈ {1, ..., n}, y como Azj ⊂ Cj. Se sigue

que x ∈ ⋃n
i=1Ci.

Por lo tanto, (2) está demostrado.

Por otro lado, fijemos un punto x ∈ K. Como K ⊂ V y U ∩V = ∅, se tiene que K ⊂ E. Luego,
existe i ∈ {1, ..., n} tal que x ∈ Ci. Sin perder generalidad supongamos que i = 1, aśı x ∈ C1.

Ahora, pongamos

W = (X \ U) ∩ (X \
n⋃

i=2

Ci).

Se tiene que W es un conjunto abierto en X , tal que x ∈ W y W ⊂ C1. Note que C1 es un
subcontinuo de X tal que x ∈ int(C1) y C1 ∩ A = ∅, esto implica que x /∈ T(A). Lo cual es una

contradicción.

Por lo tanto, T(A) es conexo.
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Como una consecuencia del Lema 2.1 y el Teorema 3.4 obtenemos que la imagen bajo la función

T de Jones de un continuo, es también un continuo. Esto es:

Teorema 3.5. Si X es un continuo y A un subcontinuo de X, entonces T(A) es un continuo.

Finalizamos esta sección con una propiedad interesante, en espacios Hausdorff compactos.

Teorema 3.6. Si A es un subconjunto conexo de un espacio Hausdorff compacto X y T(A) no es

conexo. Entonces X tiene un número infinito de componentes.

Demostración. Lo que vamos a probar es que:

si X tiene un número finito de componentes y A es conexo en X, entonces T(A) es conexo.

Para esto consideremos las componentes de X , digamos C1, ..., Cn. Como A es conexo en X ,
podemos suponer que A ⊂ C1.

Primero vamos a demostrar que T(A) ⊂ C1. Para probar esto supongamos lo contrario, es
decir, supongamos que T(A) * C1. Esto implica que existen un número i ∈ {2, ..., n} y un punto

x ∈ X tales que x ∈ T(A) ∩ Ci. Note que Ci es un subcontinuo de X . Por otro lado,

Ci = X \ (
⋃
{Cj : j ∈ {1, ..., n} \ {i}}),

además, note que Ci es un subconjunto cerrado de X , para cada j ∈ {1, ..., n} \ {i}. Con lo cual

Ci es un conjunto abierto en X . Aśı, x ∈ int(Ci). Como i 6= 1, tenemos que Ci ∩C1 = ∅, de donde
Ci ∩A = ∅. Con todo hemos probado que x /∈ T(A), lo cual es una contradicción. Esto demuestra

que T(A) ⊂ C1.

Finalmente, aplicando el Teorema 3.4 al continuo C1 como espacio base y al subconjunto conexo
A de C1, obtenemos que T(A) es conexo. Esto termina la prueba del teorema.

4. Continuos T-simétricos y T-aditivos

Un continuo X se llama T-simétrico si para cualesquiera conjuntos cerrados, A y B, en X ,
A ∩ T(B) = ∅ implica que T(A) ∩ B = ∅. Un continuo X se llama T-aditivo si para cualesquiera

conjuntos cerrados, A y B, en X , se tiene que T(A) ∪ T(B) = T(A ∪B).

Un espacio topológico conexo, X , es unicoherente si cada par de continuos cuya unión es
X tiene intersección conexa. Si cualquier continuo en X es unicoherente, el espacio se llama

hereditariamente unicoherente.
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El resultado que sigue lo vamos a usar para probar que los continuos T-aditivos no necesaria-

mente son continuos T-simétricos.

Teorema 4.1. Si X es un continuo hereditariamente unicoherente, entonces X es T-aditivo.

Demostración. Sean A y B conjuntos cerrados en X . Por la Proposición 2.4 tenemos que T(A) ∪
T(B) ⊂ T(A ∪ B). Resta probar que T(A ∪ B) ⊂ T(A) ∪ T(B). Para esto consideremos un punto
x ∈ X \ (T(A) ∪ T(B)). Luego, x /∈ T(A) y x /∈ T(B). Aśı, existen subcontinuos, H y K, de X

tales que
x ∈ int(H), x ∈ int(K), H ∩ A = ∅ y K ∩B = ∅.

Note que x ∈ H ∩ K. Como X es hereditariamente unicoherente se tiene que H ∩ K es un

conjunto conexo. Luego,H∩K es un subcontinuo deX tal que x ∈ int(H∩K) y (H∩K)∩(A∪B) =
∅, esto implica que x /∈ T(A∪B). Esto es x ∈ X\T(A∪B). Por lo tanto, T(A)∪T(B) = T(A∪B).

Lema 4.2. Sean X un espacio Hausdorff compacto, A y B subconjuntos cerrados de X tales que
T(A) ∩ B = ∅. Entonces existen subconjuntos cerrados, M y N , de X tales que A ⊂ int(M),

B ⊂ int(N) y T(M) ∩N = ∅.

Demostración. Por hipótesis, para cada b ∈ B existe un subcontinuo, Hb, de X tal que b ∈ int(Hb)

y Hb ∩ A = ∅. Por la compacidad de B, existe un subconjunto finito, {b1, . . . , bn}, de B tal que
B ⊂ ⋃n

i=1 int(Hbi). Como A ∩ Hb = ∅, para cada b ∈ B, tenemos que A ⊂ X \ ⋃n
i=1Hbi . Por la

normalidad de X , existen conjuntos abiertos, U y V, en X tales que

A ⊂ U ⊂ U ⊂ (X \
n⋃

i=1

Hbi) y B ⊂ V ⊂ V ⊂
n⋃

i=1

int(Hbi).

PongamosM = U y N = V . Es claro queM y N son subconjuntos cerrados de X , A ⊂ int(M)

y B ⊂ int(N). Por otra parte, note que si x ∈ N entonces x ∈ int(Hbk), para algún k ∈ {1, . . . , n}.
Además, Hbk ∩M = ∅, aśı x /∈ T(M). Luego, T(M) ∩N = ∅.

Lema 4.3. Sean X un espacio Hausdorff compacto y A un subconjunto cerrado de X. Si x ∈
X \ T(A), entonces existe un subconjunto abierto, U , de X tal que A ⊂ U y x ∈ X \ T(U).

Demostración. Se tiene que {x} y A son subconjuntos cerrados de X . Por hipótesis, notemos que

{x} ∩ T(A) = ∅. Luego, por el Lema 4.2, existen subconjuntos cerrados, M y N, de X tales que

A ⊂ int(M), {x} ⊂ int(N) y T(M) ∩N = ∅.

Pongamos U = int(M). Es claro que U es un conjunto abierto en X y A ⊂ U . Por otra parte, como

U ⊂M =M, se sigue de la Proposición 2.3 que T(U) ⊂ T(M) = T(M), luego x ∈ X \ T(U ).
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Cabe mencionar que para el resultado que sigue vamos a usar el Lema 4.3, no es dif́ıcil ver

que en su prueba no se usa la conexidad del espacio. La supondremos porque en la definición de
T-aditivo está hecha para continuos.

Teorema 4.4. Si X es un continuo T-aditivo y A un subconjunto cerrado de X, entonces T(A) =⋃
a∈A T(a).

Demostración. Por la Proposición 2.3, obtenemos que
⋃
a∈A T(a) ⊂ T(A). Aśı, resta probar que

T(A) ⊂ ⋃a∈A T(a). Para esto consideremos un punto x ∈ X \⋃a∈A T(a). Esto es, x ∈ X \ T(a),
para cada a ∈ A. Por el Lema 4.3, para cada a ∈ A, existe un conjunto abierto, Ua, en X tal

que a ∈ Ua y x ∈ X \ T(Ua). Note que A es compacto en X , aśı existe un subconjunto finito,
{a1, . . . , an}, de A tal que A ⊂ ⋃n

i=1 Uai . Note que, en particular, x ∈ X \ T(Uai), para cada

i ∈ {1, . . . , n}. Luego, x ∈ X \⋃n
i=1 T(Uai). Como X es un continuo T-aditivo, se tiene que

n⋃

i=1

T(Uai) = T(

n⋃

i=1

Uai),

luego x ∈ X \ T(⋃n
i=1 Uai). Notemos que A ⊂ ⋃n

i=1 Uai . Por lo tanto, x ∈ X \ T(A).

Teorema 4.5. Si X es un continuo T-simétrico, entonces X es T-aditivo.

Demostración. Sean A y B subconjuntos cerrados de X . Por la Proposición 2.4 se tiene que
T(A) ∪ T(B) ⊂ T(A ∪ B). Ahora, vamos a probar que T(A ∪ B) ⊂ T(A) ∪ T(B). Para esto

consideremos un punto x ∈ T(A ∪ B). Note que {x} y A ∪ B son conjuntos cerrados en X
y {x} ∩ T(A ∪ B) 6= ∅. Como X es T-simétrico se tiene que T({x}) ∩ (A ∪ B) 6= ∅. Luego,
T({x})∩A 6= ∅ o bien T({x})∩B 6= ∅. Otra vez, como X es T-simétrico se tiene que {x}∩T(A) 6= ∅
o bien {x} ∩ T(B) 6= ∅. De aqúı se sigue que x ∈ T(A) o bien x ∈ T(B), aśı x ∈ T(A) ∪ T(B).

Concluimos esta sección con un ejemplo de un continuo T-aditivo que no es T-simétrico.

Ejemplo 4.6. Sea A el abanico armónico con pata larga. Se tiene que A es un continuo T-aditivo

y no es T-simétrico. Para probar esto consideremos los puntos en el plano R2:

p = (0, 0), q = (1, 0), r = (2, 0) y, para cada n ∈ N, sea qn = (1,
1

n
).

Sea L el segmento con puntos extremos p y r. Para cada n ∈ N, sea Ln es el segmento con puntos
extremos p y qn. Pongamos

A = L ∪ (
⋃

n∈N
Ln).

Se tiene que A es un continuo.
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p q r

q1

q2
qn...

Veamos que A es hereditariamente unicoherente. Para esto sea Y un subespacio cerrado y

conexo de A. Se tiene que p ∈ Y o bien p /∈ Y . Si ocurre que p /∈ Y , en este caso, Y es un arco

contenido en L o bien existe n ∈ N tal que Y ⊂ Ln. Ahora, si Y = C ∪ D, donde C y D son
cerrados y conexos en Y . Claramente tenemos que C ∩D es un punto o un arco, por lo cual C ∩D
es conexo. Aśı, Y es unicoherente. Por otro lado, no es dif́ıcil probar que Y es unicoherente en el
caso cuando p ∈ Y .

Ahora, aplicando el Lema 4.1, obtenemos que A es un continuo T-aditivo.

Por otro lado, para ver que A no es T-simétrico, consideremos los conjuntos cerrados, A = {p}
y B = {q}, en A.

Veamos que T(A) es el segmento con puntos extremos p y q, denotemos a éste por Q. Conside-

remos un punto y ∈ Q. Sea H un subcontinuo de A tal que y ∈ int(H). Esto implica que p ∈ H,
aśı obtenemos que H ∩ A 6= ∅. Con lo cual Q ⊂ T(A). Ahora, si y ∈ A \ Q entonces, no es dif́ıcil
convencerse de que existe un subcontinuo, H, de A tal que y ∈ int(H) y H ∩A = ∅. Por lo tanto,

T(A) = Q.

Para probar que T(B) = {q}. Basta considerar un punto y ∈ A \ B. No es dif́ıcil ver que

podemos hallar un subcontinuo, H, de A tal que y ∈ int(H) y H ∩B = ∅.
Finalmente, note que A ∩ T(B) = ∅ y T(A) ∩ B = {q}. Por lo cual A no es T-simétrico.

5. Propiedades de conexidad local y conexidad semilocal:

equivalencias

En esta parte damos condiciones necesarias y suficientes para la conexidad local y la conexidad

semilocal de un espacio Hausdorff y compacto, en términos de la función T de Jones.

Recordamos que un espacio topológico X es localmente conexo en el punto x ∈ X si, para
cada conjunto abierto, U, en X con x ∈ U, existe un conjunto abierto y conexo, V, en X tal que

x ∈ V ⊂ U. Aśı, X es localmente conexo si lo es en cada uno de sus puntos.
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Por otro lado, el espacio X es conexo en pequeño en el punto x ∈ X si, para cada conjunto

abierto, U, en X con x ∈ U, existe un conjunto conexo, V, en X tal que x ∈ int(V ) ⊂ V ⊂ U.
Luego, X es conexo en pequeño si lo es en cada uno de sus puntos.

Para probar la Proposición 5.3 vamos a usar la siguiente equivalencia de la conexidad local.

Proposición 5.1. Si X es un espacio topológico, entonces son equivalentes las siguientes condi-

ciones,

(1) X es localmente conexo;

(2) las componentes de los conjuntos abiertos de X son abiertos;

(3) X es conexo en pequeño.

Demostración. Veamos que (1) implica (2): sean U un conjunto abierto de X y C una componente

de U . Tomemos un punto x ∈ C. Por hipótesis, existe un abierto y conexo, V, en X tal que
x ∈ V ⊂ U. Note que V ⊂ C, aśı, x ∈ int(C). Por lo tanto, C es un conjunto abierto en X .

Para ver que (2) implica (3), sean un punto x ∈ X y U un conjunto abierto en X con x ∈ U.
Consideremos la componente C de U tal que x ∈ C. Por hipótesis, se tiene que C es un conjunto
abierto en X . Aśı, X es conexo en pequeño en el punto x.

Para probar que (3) implica (1), primero vamos a probar que (3) implica (2). Para esto sean U

un conjunto abierto en X y C una componente de U . Consideremos un punto x ∈ C. Por hipótesis,
X es conexo en pequeño en el punto x ∈ U, luego existe un conjunto conexo, V, en X tal que

x ∈ int(V ) ⊂ V ⊂ U. Se tiene que x ∈ int(V ) ⊂ C. Por lo tanto, C es un conjunto abierto en X.
Finalmente, sean un punto x ∈ X y un conjunto abierto, U, de X tal que x ∈ U. Consideremos la

componente C de U tal que x ∈ C. Luego, la hipótesis en (2) implica que C es abierto en X . Por
lo tanto, X es localmente conexo en el punto x.

Proposición 5.2. Si A es un subconjunto de un espacio Hausdorff, compacto y localmente conexo

X, entonces T(A) = A.

Demostración. Como A ⊂ T(A) se sigue que A ⊂ T(A). Por el Lema 2.1 se obtiene que A ⊂ T(A).

Por otro lado, sean un punto x ∈ T(A) y U un conjunto abierto en X tal que x ∈ U . Por hipó-
tesis, existe un conjunto abierto y conexo, V, en X tal que x ∈ V ⊂ U . Dado que X es normal,
podemos suponer que x ∈ V ⊂ V ⊂ U . Note que V es un subcontinuo de X tal que x ∈ int(V ).

Dado que x ∈ T(A), se tiene que V ∩ A 6= ∅. Aśı U ∩ A 6= ∅. Por lo tanto, x ∈ A. Por lo tanto,
T(A) ⊂ A.
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Proposición 5.3. Si para cada subconjunto, A, de un espacio topológico X se tiene que T(A) = A,

entonces X es localmente conexo.

Demostración. Vamos a probar que X es conexo en pequeño en cada uno de sus puntos, aśı por la
Proposición 5.1, se obtiene la conclusión. Para esto sean un punto x ∈ X y U un conjunto abierto

en X tal que x ∈ U . Note que X \ U es un conjunto cerrado en X . Luego, por hipótesis, se tiene
que

T(X \ U) = X \ U = X \ U.
Ahora, dado que x /∈ X \ U , se tiene que x /∈ T(X \ U). Se sigue que existe un subcontinuo, H,

de X tal que x ∈ int(H) y H ∩ (X \ U) = ∅. De donde, x ∈ int(H) ⊂ H ⊂ U . Por lo tanto, X es
conexo en pequeño en el punto x.

Como consecuencia de las Proposiciones 5.2 y 5.3 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5.4. Si X es un espacio Hausdorff y compacto, entonces X es localmente conexo si, y
sólo si, T(A) = A, para cada A ⊂ X.

Ahora, recordamos que un espacio topológico X es semilocalmente conexo en el punto x si para

cada conjunto abierto, U , en X con x ∈ U , existe un conjunto abierto, V , en X tal que x ∈ V ⊂ U
y X \ V tiene sólo un número finito de componentes. Aśı, un espacio X es semilocalmente conexo

si lo es en cada uno de sus puntos.

Lema 5.5. Sean X un espacio topológico y A un subconjunto cerrado de X con sólo un número
finito de componentes. Si x ∈ int(A) y C es la componente de A tal que x ∈ C, entonces x ∈
int(C).

Demostración. Sean C1, . . . , Cn las componentes de A. Como x ∈ int(A), existe un conjunto
abierto, U en X tal que x ∈ U ⊂ A. Como A es cerrado en X , se tiene que Ci es cerrado en X ,

para cada i ∈ {1, . . . , n}. Sin perder generalidad supongamos que C = C1. Sea

V = U ∩ (X \
n⋃

i=2

Ci).

Se tiene que V es un conjunto abierto de X y x ∈ V. Note que V ∩ (
⋃n
i=2Ci) = ∅ y V ⊂ U ⊂ A,

de aqúı se sigue que V ⊂ C1 = C. De donde, x ∈ int(C).

Teorema 5.6. Sean X un espacio topológico Hausdorff y compacto y un punto x ∈ X, entonces
X es semilocalmente conexo en x si, y sólo si, T(x) = {x}.
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Demostración. Es claro que x ∈ T(x). Para ver la otra contención sea y ∈ X \ {x}. Vamos a

probar que y /∈ T(x). Como X es Hausdorff, existen conjuntos abiertos y ajenos, U y W , de X
tales que x ∈ U y y ∈ W . Por hipótesis, como X es semilocalmente conexo en el punto x, tenemos

que existe un conjunto abierto, V , en X tal que

x ∈ V ⊂ U y X \ V tiene sólo un número finito de componentes.

Note que X \ V es un conjunto cerrado en X y y ∈ W ⊂ X \ V , de donde y ∈ int(X \ V ). Sea

C la componente de X \ V que contiene al punto y. Se sigue del Lema 5.5, que y ∈ int(C). En
conclusión tenemos que

C es un subcontinuo de X tal que y ∈ int(C) y C ∩ {x} = ∅.

De donde y /∈ T(x). Por lo tanto, T(x) = {x}.

Rećıprocamente, sea U un conjunto abierto de X tal que x ∈ U . Por hipótesis, para cada

y ∈ X \ U , tenemos que y /∈ T(x). Aśı existe un subcontinuo, Wy, de X tal que y ∈ int(Wy) y
Wy∩{x} = ∅. Se tiene que la colección {int(Wy) : y ∈ X \U}, es una cubierta abierta del conjunto

compacto X \ U . Luego, existen puntos, y1, . . . , yn, de X \ U tales que

X \ U ⊂
n⋃

i=1

int(Wyi).

Sea V = X \⋃n
i=1Wyi. Se tiene que V es un conjunto abierto en X tal que x ∈ V ⊂ U . Note

que X \ V =
⋃n
i=1Wyi y, para cada i ∈ {1, . . . , n}, tenemos que Wyi es un conjunto conexo. De

aqúı se sigue que cada Wyi está contenido en alguna componente de X \ V. Por lo cual, X \ V
tiene sólo un número finito de componentes. Por lo tanto, X es semilocalmente conexo en el punto
x.

Ahora, notamos que los conceptos de localmente conexo y semilocalmente conexo, son diferen-

tes.

Ejemplo 5.7. El abanico armónico con pata larga A es un continuo localmente conexo en el
punto p y no es semilocalmente conexo en el punto p. Por otro lado, A es semilocalmente conexo

en el punto q y no es localmente conexo en el punto q.

Recordemos que A está definido en el Ejemplo 4.6 y que p = (0, 0) y q = (1, 0).
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BR2(p, ε)

) ))
)

p = (1, 1) q = (1, 0) r = (2, 0)

q1 = (1, 1)

q2 = (1, 1
2
)

qn = (1, 1
n
)...

Veamos que A es localmente conexo en el punto p. Para esto sea U un conjunto abierto en A

tal que p ∈ U . Se tiene que podemos hallar un número positivo ε > 0 tal que (BR2(p, ε)∩A) ⊂ U.

Note que BR2(p, ε) ∩A es un conjunto conexo y abierto en A tal que p ∈ BR2(p, ε) ∩A. Con esto
se concluye que A es localmente conexo en p.

Por otra parte, en el Ejemplo 4.6 probamos que T(p) es el segmento con puntos extremos p y

q. Por el Teorema 5.6 concluimos que A no es semilocalmente conexo en el punto p.

Por otro lado, en el Ejemplo 4.6 demostramos que T(q) = {q}. Por el Teorema 5.6 obtenemos

que el continuo A es semilocalmente conexo en el punto q.

Finalmente, el continuo A no es localmente conexo en el punto q, dado que no existe un abierto

y conexo en A que contenga al punto q y que esté contenido en el abierto BR2(q, 1
3
) ∩A.

Por último, anotamos algunos problemas abiertos en relación con la función T de Jones. Para

esto recordamos los siguientes conceptos: un continuo es descomponible si se puede representar

como la unión de dos de sus subcontinuos propios, en otro caso se llama indescomponible. Una
función continua y suprayectiva entre continuos f : X → Z se dice monótona si para cada punto

z ∈ Z se tiene que f−1(z) es un subconjunto conexo de X . La función f es abierta si para cada
conjunto abierto U en X se tiene que f(U) es abierto en Z.

Problema [2, 7.2.1]: ¿Si la función T de Jones, T|2X , es continua para el continuo X , entonces
X es T-aditivo?

Problema [2, 7.2.3]: ¿Si la función T de Jones, T|2X , es continua para el continuo X y existe
un punto x en X tal que T(x) tiene interior no vaćıo, entonces X es indescomponible?

Problema [2, 7.2.5]: ¿Si la función T de Jones, T|2X , es continua para el continuo descomponible
X , entonces para cada punto x en X se tiene que int(T(x)) = ∅?

Problema [2, 7.2.7]: ¿Si X es un continuo indescomponible y W es un subcontinuo de X ×X
tal que int(W ) 6= ∅, entonces T(W ) = X ×X? (aqúı T : P(X ×X)→ P(X ×X).)
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Problema [2, 7.2.9]: ¿Si la función T de Jones, T|2X , es continua para el continuo X , Z es un

continuo y f : X → Z es una función monótona, entonces la función T de Jones, T|2Z , también es
continua para el continuo Z?

Problema [2, 7.2.12]: ¿Si f : X → Z es una función abierta y X es un continuo T-aditivo,
entonces Z es un conitnuo T-aditivo?

Problema [2, 7.2.12]: ¿Si f : X → Z es una función abierta y X es un continuo T-simétrico,
entonces Z es un continuo T-simétrico?
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Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Capı́tulo 9, páginas 209-225
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Matemáticas y sus Aplicaciones 4, Textos Cient́ıficos, Fomento Editorial de la
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Caṕıtulo 10

Espacios de dimensión cero y su relación con los espacios

totalmente disconexos

Fernando Maćıas Romero, Arturo Sánchez González

FCFM, BUAP

Resumen

En el presente caṕıtulo se presentan algunos resultados elementales en Teoŕıa de la
Dimensión, vista como una rama de la Topoloǵıa. En primer lugar se estudian algunos

conceptos básicos, después se presentan los primeros teoremas de espacios de dimensión

cero y aparece el conjunto de Cantor C como un caso general de ellos. Esta revisión
concluye con un ejemplo de un espacio totalmente disconexo que no es de dimensión

cero.

1. Introducción

En 1912, H. Poincaré escribió: “. . . de todos los teoremas del analysis situs, el más importante

es el que expresamos diciendo que el espacio tiene tres dimensiones. Es esta proposición la que
vamos a considerar y proponemos una pregunta en los suguientes términos: cuando decimos que

el espacio tiene tres dimensiones, ¿qué queremos decir?” (vea [?]). Dicho texto motivó a que un
año después Brouwer dasarrollara la noción de un invariante topológico llamado dimensión, sin

embargo, dicho concepto se mantuvo desconocido para la comunidad matemática, por lo cual en
1922, Menger y Urysohn formularon la misma definición, de forma independiente.

Desde la época de los griegos hasta antes del uso de la teoŕıa de conjuntos en su forma actual,

los matemáticos usaron la palabra dimensión con un sentido vago. Por ejemplo, una configuración
teńıa n dimensiones si el menor número de parámetros reales necesarios para describir sus puntos,

de alguna manera inespećıfica, es n. Al principio todo funcionaba bien, pero fue en el siglo XIX
cuando surgió un problema importante: Cantor descubrió una correspondencia biyectiva entre los

puntos de una ĺınea y los puntos del plano, mientras que Peano descubrió una función continua

del intervalo cerrado en la totalidad de un cuadrado. Esto trajo a la luz un problema importante:
¿era correcta nuestra intuición geométrica de que si m y n son números naturales diferentes,

entonces Rm y Rn son diferentes?, esto es, en términos topológicos, ¿existe un homeomorfismo
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entre Rm y Rn si m y n son naturales distintos? Fue Brouwer quien respondió negativamente en

1911, aunque su prueba no mostró relación expĺıcita con la “dimensión” de Rn. Afortunadamente
no fue el único intento de prueba, ya que Lebesgue intentó algo diferente. Él observó que un

cuadrado puede ser cubierto por bloques arbitrariamente pequeños de forma que ningún punto
del cuadrado esté contenido en más de dos de dichos bloques, pero que si los bloques son lo

suficientemente pequeños, entonces al menos tres de ellos tienen un punto en común. De forma
similar, un hiper-cubo en Rn puede ser descompuesto en bloques arbitrariamente pequeños de

forma que no más de n+1 de ellos se intersecten. Fueron estas ideas las que dieron lugar al concepto

de dimensión de cubierta, el cual será tratado en el presente texto. Asimismo, se presentarán
algunos teoremas básicos dentro de la Teoŕıa de la Dimensión, en particular respecto a los espacios

de dimensión cero, se construirán ejemplos de dichos espacios y se presentará cuál es su relación
con los espacios totalmente disconexos. El resultado principal será la construcción de un espacio

totalmente disconexo que no es de dimensión cero.

2. Preliminares

En el presente caṕıtulo con espacio nos referimos a un espacio topológico metrizable y sepa-
rable, esto es, un espacio topológico T3 y segundo numerable. Notemos que cada espacio tiene una

base numerable, de donde se sigue que es L̈ındelof. Además, como es usual, R, Q y N denotan
al conjunto de números reales, el conjunto de los números racionales y el conjunto de números

naturales, respectivamente, y con I y J denotamos a los intervalos [0, 1] y [−1, 1], respectivamente.

También, si f : X → Y es una función, siempre consideramos que f es continua a menos que se
indique lo contrario, si A ⊂ X , la restricción de f a A se denotará por f |A, y si f : X → R es una

función y t ∈ R, entonces f ≡ t significa que f es una función constante con valor t.

Una métrica d es admisible sobre un espacio X si la topoloǵıa inducida por d coincide
con la topoloǵıa de X . Como es usual, si X es un espacio topológico y A ⊂ X , entonces

intX (A), clX (A), frX (A) denotan el interior, la cerradura y la frontera deA enX , donde frX (A) =
clX (A)\intX (A). Cuando no haya lugar a confusión se omitirá el sub́ındice. También, con diám (A)

se denotará el diámetro de A.

Si X un espacio topológico y A ⊂ X , entonces

B(A, ε) = {y ∈ X : d(A, y) < ε}

es la bola abierta (generalizada) alrededor de A y de radio ε, y

D(A, ε) = {y ∈ X : d(A, y) ≤ ε}

es la bola cerrada (generalizada) alrededor de A y de radio ε. Cuando A = {x} para algún x ∈ X ,

escribimos B(x, ε) y D(x, ε) en lugar de B({x}, ε) y D({x}, ε), respectivamente.
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Si U y V son cubiertas abiertas de un espacio X , entonces U es un refinamiento de V, denotado

U < V, si para cada U ∈ U existe V ∈ V tal que U ⊂ V .

El Cubo de Hilbert QH se define como el producto topológico

QH =
∞∏

i=1

Ji,

donde cada Ji = J . En general, a la i−ésima coordenada de un punto x en un espacio producto
la denotamos por xi. Ya que nos interesa trabajar con espacios métricos, dotemos al Cubo de

Hilbert con una métrica “natural” que induce su topoloǵıa: Si x, y ∈ QH , entonces la función
d : QH ×QH → R ∪ {0} dada por

d(x, y) =
∞∑

i=1

|xi − yi|
2i

es una métrica sobre QH que induce su topoloǵıa (cf. [1]).

El siguiente resultado será útil en el presente texto.

Teorema 2.1. [Lema de Urysohn] Sea X un espacio. Si A y B son subconjuntos cerrados de X,
entonces existe una función continua α : X → I tal que α|A ≡ 0 y α|B ≡ 1.

Es importante recordar que a las funciones α como en el Teorema 2.1 se les llama funciones

de Urysohn. Una prueba del Teorema 2.1 se encuentra en cualquier libro de Topoloǵıa General.

A continuación vemos un resultado que siempre nos permitirá trabajar con subespacios del
Cubo de Hilbert.

Teorema 2.2. Si X es un espacio, entonces X es homeomorfo a un subespacio del Cubo de Hilbert

QH .

Demostración. Como X es un espacio, entonces X es segundo numerable, esto es, existe U base
numerable de X . Para cada par (U, V ) elementos de U tales que cl (U) ⊂ V 6= X , consideremos una

función de Urysohn f : X → I tal que f |(cl (U)) ≡ 0 y f |(X\V ) ≡ 1, la cual existe por el Teorema
2.1. Ahora, sea F = {fn : n ∈ N} la colección de todas las funciones de Urysohn obtenidas

anteriormente. Para concluir, definamos una función i : X → QH dada por

(i(x))n = fn(x), para cada n ∈ N.

Como puede verse, i es un encaje. Esto concluye la demostración.
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3. Dimensión de cubierta de un espacio X

En la presente sección se enuncian y demuestran algunos resultados básicos en la Teoŕıa de

Dimensión.

Definición 3.1. Sean X un espacio y A, B subconjuntos cerrados de X . Un subconjunto cerrado

C en X es una partición entre A y B si existen subconjuntos abiertos U, V ⊂ X tales que
A ⊂ U, B ⊂ V, U ∩ V = ∅, y X \ C = U ∪ V.

Como podemos ver, esto incluye la condición de que U ∪ V con la topoloǵıa relativa sea un

espacio topológico disconexo.

Ejemplo 3.2. 1. En el espacio de Sierpiński X = {0, 1} se tiene que ∅ es una partición entre
{0} y {1}.

2. En I con la topoloǵıa usual se cumple que {1
3
, 2
3
} es una partición entre {1

2
} y {0, 1}, ya que

basta considerar U =
(
1
3
, 2
3

)
y V =

[
0, 1

3

)
∪
(
2
3
, 1
]
.

3. En Rn con la topoloǵıa usual, C = {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1} es una partición entre A =
{(0, . . . , 0)} y B = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≥ 2}, para verlo es suficiente tomar U = {x ∈ Rn :

‖x‖ < 1} y V = {x ∈ Rn : ‖x‖ > 1}.

4. Notemos que si X es un espacio, A, B ⊂ X son subconjuntos cerrados en X, ajenos y U es

un conjunto abierto en X tal que A ⊂ U y cl (U) ∩B = ∅, entonces fr (U) es una partición
entre A y B.

Definición 3.3. Sean X un espacio y Γ un conjunto de ı́ndices. Una familia τ = {(Ai, Bi) : i ∈ Γ}
de parejas de conjuntos cerrados en X, ajenos es esencial si para cada familia {Ci : i ∈ Γ}, con Ci
una partición entre Ai y Bi para cada i ∈ Γ, se cumple que

⋂
i∈Γ Ci 6= ∅. En otro caso, se dirá que

τ es no esencial.

Observación 3.4. Cada subfamilia de una familia esencial es esencial.

Para construir ejemplos de familias esenciales presentamos los siguientes resultados auxiliares.

Lema 3.5. Sea X un espacio. Si A y B son subconjuntos no vaćıos ajenos cerrados en X, entonces
existe una función continuaα : X → I tal que α−1(0) = A y α−1(1) = B.

Demostración. Supongamos que A 6= ∅ y B 6= ∅. Sea α : X → R dada por

α(x) =
d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)
.

Como A∩B = ∅, para cada x ∈ X se cumple que d(x,A) + d(x,B) > 0, lo cual implica que α

está bien definida. Además, α(X) ⊆ I. Para concluir observemos que, como A y B son cerrados,
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α(x) = 0 si y sólo si d(x,A) = 0, y α(x) = 1 si y sólo si d(x,B) = 0. Por lo tanto, α cumple las

condiciones del lema.

Notemos que en caso de que A = ∅ o B = ∅, podemos asegurar que existe una función
continua α : X → I tal que A ⊂ α−1(0) y B ⊂ α−1(1), para ello basta considerar α ≡ 1 o α ≡ 0,

respectivamente.

Recordemos que una función continua f : X → X tiene un punto fijo si existe x ∈ X tal que
f(x) = x.

Lema 3.6. [Teorema de punto fijo de Brouwer] Si f : In → In es una función continua, entonces
f tiene un punto fijo.

Una prueba este resultado que utiliza n-simpliciales se puede encontrar en la página 106 de

[8], y otra prueba que resulta ser corolario de un teorema de no retracción se puede encontrar en
la página 308 de [1].

Lema 3.7. [Teorema de particiones] Sea n ∈ N. Consideremos el espacio Jn y para cada i ∈
{1, . . . , n} sean Ai = {x ∈ Jn : xi = 1} y Bi = {x ∈ Jn : xi = −1}. Si para cada i ∈ {1, . . . , n}
se satisface que Ci es una partición entre Ai y Bi, entonces

⋂n
i=1Ci 6= ∅.

Demostración. La prueba se hará por contradicción. Supongamos que existe una familia C = {Ci :
1 ≤ i ≤ n} tal que para cada i ∈ {1, . . . , n} se tiene que Ci es una partición entre Ai y Bi y⋂

C = ∅.
Sea i ∈ {1, . . . , n}. Construyamos una función ξi : J

n → J como sigue:

Notemos que exiten subconjuntos cerrados Ei y Fi de J
n tales que

Ai ⊂ Ei, Bi ⊂ Fi, Ei ∪ Fi, y Ei ∩ Fi = Ci.

Por el Lema 3.5 existen funciones continuas αi : E → I y βi : F → I tales que

α−1(0) = Ci y α
−1(1) = Ai,

β−1(0) = Ci y β
−1(1) = Bi.

Aśı, podemos definir ξi : J
n → J dada por

ξi(x) =

{
−αi(x) si x ∈ Ei,
βi(x) si x ∈ Fi.

Esto concluye la construcción de ξi. Vemos que ξi es una función continua, la cual satisface que

ξi(Ai) = {−1}, ξi{Bi} = {1} y ξ−1i (0) = Ci.
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Definamos f : Jn → Jn dada por f (x) = (ξ1(x), . . . , ξn(x)). Es claro que f es una función

continua, además se tiene que f−1 ((0, . . . , 0)) = ∅ ya que si x ∈ f−1 ((0, . . . , 0)), entonces
f(x) = (0, . . . , 0), esto es, para cada i ∈ {1, . . . , n},
ξi(x) = 0, lo cual implica que x ∈ Ci para 1 ≤ i ≤ n, entonces x ∈ ⋂n

i=1Ci, esto es una
contradicción porque

⋂n
i=1Ci = ∅ por hipótesis.

Ahora, notemos que para cada x ∈ Jn\{(0, . . . , 0)}, el rayo que va de (0, . . . , 0) a x intersecta

a la “frontera” B = ∪ni=1Ai ∪ ∪ni=1Bi de J
n en exactamente un punto, digamos r(x). Definamos la

función r : Jn \ {(0, . . . , 0)} → B tal que x 7→ r(x) y observemos que r es una función continua.

Consideremos g = r ◦ f : Jn → B. Vemos que g satisface que g ((0, 1)n) ∩ (0, 1)n = ∅ para
cada i ∈ {1, . . . , n} ,g (Ai) ⊂ Bi y g (Bi) ⊂ Ai, esto implica que g no tiene puntos fijos lo cual

contradice el Teorema 3.6. Esto concluye la prueba.

Del Lema 3.7 anterior se obtiene el siguiente

Corolario 3.8. Sea QH el Cubo de Hilbert. Para cada θ ∈ {−1, 1} e i ∈ N sea

Wi(θ) = {x ∈ QH : xi = θ}.

Si para cada i ∈ N, Ci es una partición entre Wi(−1) y Wi(1), entonces
⋂∞
i=1Ci 6= ∅.

Demostración. En la prueba, usamos la notación del Lema 3.7.

Consideremos para cada i ∈ N una partición Ci entre Wi(−1) y Wi(1). También, para cada
m ∈ N sea fm : Jm → QH definida por

fm (x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xm, 0, 0, . . .) .

Es claro que fm es un encaje.

Sea m ∈ N y consideremos i ≤ m. Vemos que f−1m (Ci) es un conjunto cerrado en Jm. También,

f−1m (Ci) ∩ Ai = ∅ y f−1m (Ci) ∩ Bi = ∅, y por esto, para cada i ≤ m se cumple que Ci es una
partición entre Ai y Bi.

Por el Lema 3.7 se obtiene que ∩mi=1Ci 6= ∅. Vemos que la familia de los Ci tiene la propiedad

de intersección finita, como QH es compacto, se tiene que
⋂∞
i=1Ci 6= ∅.

El Lema 3.7 muestra que In tiene una familia esencial, de parejas de conjuntos cerrados ajenos,
de cardinalidad n, y el Corolario 3.8 muestra que QH tiene, para cada n ∈ N, una familia esencial

de cardinalidad n y también que tiene una familia esencial de cardinalidad infinita.

Antes de definir la dimensión de cubierta de un espacio, damos una prueba de que si m, n ∈ N
conm 6= n, entonces Im no es homeomorfo a In, y para ello usamos los conceptos aqúı presentados.

Teorema 3.9. Sea n ∈ N. Se cumple que In tiene una familia esencial de cardinalidad n y que
cada familia de al menos n+ 1 parejas de subconjuntos cerrados ajenos de In es no esencial.
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Demostración. El Lema 3.7 prueba la primera parte, por lo cual resta demostrar la segunda parte

del teorema.

Sean A y B subconjuntos cerrados ajenos de In y E ⊂ I denso en I.

Se afirma que existe una partición D entre A y B tal que

D ⊂ {x ∈ In : ∃i ≤ n tal que xi ∈ E}.

Para demostrarlo, notemos que para cada x ∈ A existe una vecindad de la forma
∏n

i=1 (ai, bi), con

ai, bi ∈ E para cada i ≤ n tal que
∏n

i=1 [ai, bi]∩B = ∅. Notemos que existe una familia finita F de
tales vecindades cuya unión cubre a A, además, D = fr (∪F) ⊂ ∪{fr (F ) : F ∈ F}. Concluimos

que D es una partición entre A y B que cumple la condición pedida.

Sea τ = {(Ai, Bi) : i ≤ n + 1} una familia de n + 1 parejas de subconjuntos cerrados ajenoss

de In. Observemos que existen n+1 subconjuntos densos y ajenos por pares de I, podemos tomar,
por ejemplo,

E1 =
(√

2 +Q
)
∩ I, E2 =

(√
3 +Q

)
∩ I, E3 =

(√
5 +Q

)
∩ I, . . . ,

respectivamente. Por lo dicho anteriormente, existen particiones Di entre Ai y Bi tales que

Di ⊂ {x ∈ In : ∃i ≤ n tal que xi ∈ Ei}, para cada i ≤ n+ 1.

Como los Ei’s son ajenos por pares se observa que ∩n+1
i=1Di = ∅.

Notemos que el Teorema 3.9 formula una propiedad topológica de In que no comparte con Im

si m 6= n, por lo tanto, es inmediato el siguiente

Corolario 3.10. Sean m, n ∈ N. Si m 6= n entonces Im no es homeomorfo a In.

El resultado anterior motiva la siguiente

Definición 3.11. Sea X un espacio. La dimensión de cubierta de X 1, denotada dimX ,
está dada por

dimX = −1 ⇔ si X = ∅,
dimX ≤ n, n ≥ 0 ⇔ si X 6= ∅ y cada familia de n + 1 pares de conjuntos

ajenos cerrados en X es no esencial,

dimX = n ⇔ dimX ≤ n y dimX no es menor que n,

dimX =∞ ⇔ dimX 6= n para cada n ≥ −1.

Si dimX < ∞ decimos que X es de dimensión finita, en caso contrario es de dimensión
infinita.

1En inglés covering dimension.
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Observación 3.12. 1. Se cumple que dimX ≥ n si y sólo si existe una familia esencial formada

por n parejas de subconjuntos ajenos cerrados en X .

2. Si X y Y son espacios homeomorfos, entonces dimX = dimY .

Antes de proseguir con el estudio de la Teoŕıa de Dimensión, veamos algunas propiedades
adicionales de las familias esenciales de parejas de subconjuntos cerrados ajenos. Para ello, hagamos

las siguientes convenciones: Si X es un espacio, denotemos por ρX a la colección de subconjuntos
cerrados de X y para cada x ∈ X consideremos d (x, ∅) =∞.

Teorema 3.13. Sean X un espacio y Y un subespacio de X. La función κ : ρY → ρX definida
por κ(A) = {x ∈ X : d(x,A) ≤ d(x, Y \ A)} tiene las siguientes propiedades:

(1) κ(∅) = ∅, κ(Y ) = X,

(2) κ(A) ∩ Y = A para cada A ∈ ρX,

(3) si A,B ∈ ρY y A ⊆ B, entonces κ(A) ⊆ κ(B),

(4) si A,B ∈ ρY , entonces κ(A ∪B) = κ(A) ∪ κ(B).

Demostración. (1), (2) y (3) son claros.

(4) Tenemos que, por (3), κ (A) ∪ κ (B) ⊂ κ (A ∪ B). Ahora, sea x ∈ κ (A ∪ B). Notemos que
d (x,A ∪B) ∈ {d (x,A) , d (x,B)}, por lo cual podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

d (x,A ∪B) = d (x,A); probemos que x ∈ κ (A). Ya que x ∈ κ (A ∪B), se tiene que

d (x,A) = d (x,A ∪ B) ≤ d (x, Y \ (A ∪B)) ,

también se cumple que

d (x,A) = d (x,A ∪ B) ≤ d (x,B) ,

de donde se sigue que

d (x,A) ≤ d (x, (Y \ (A ∪ B)) ∪B) ≤ d (x, Y \ A)

ya que Y \ A ⊂ (Y \ (A ∪ B)) ∪ B. Esto concluye la prueba.

Redordemos que dado un espacioX , dos subconjuntos A,B ⊂ X están separados si cl (A)∩B =

∅ = A∩cl (B) . Observemos que si A y B son subconjuntos ajenos y ambos cerrados en X , o ambos
abiertos, entonces A y B están separados. Tenemos que algunos de los ejemplos más interesantes

de conjuntos separados se pueden obtener de la siguiente manera: consideremos un subespacio Y

de X , si U y V subconjuntos abiertos en Y ajenos, entonces U y V están separados en X . Para
esto notemos que existe un subconjunto abierto en X , digamos U ′ tal que U ′ ∩ Y = U , entonces

U ′ ∩ V = ∅, es decir, cl (V ) ∩ U = ∅; asimismo, se puede hacer una construcción análoga para V .
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Corolario 3.14. Si A y B son subconjuntos separados de un espacio X, entonces A y B pueden

ser separados por subconjuntos ajenos abiertos en X.

Demostración. Ya que A y B son cerrados en su unión A ∪ B, por el Teorema 3.13, existen
subconjuntos A′ y B′ de X tales que A ⊆ A′, B ⊆ B′ y A′ ∪B′ = X. Consideremos U = X \B′ y
V = X \ A′. Tenemos que U y V son vecindades abiertas de A y B, respectivamente.

El siguiente resultado es importante en el desarrollo de la Teoŕıa de Dimensión.

Teorema 3.15. Sean Y subespacio de un espacio X, A y B subconjuntos cerrados en X ajenos.

Si U y V son vecindades abiertas (en X) que contienen a A y B, respectivamente, tales que
clX U ∩ clX V = ∅, y S es una partición, en Y , entre Y ∩ clX (U) y Y ∩ clX (V ), entonces existe

una partición T entre A y B tal que T ∩ Y ⊂ S.

Demostración. Escribamos Y \ S como la unión disjunta de dos conjuntos abiertos E y F en Y

tales que Y ∩ clX (U) ⊂ E y Y ∩ clX (V ) ⊂ F .

Ya que E ∩V = ∅, se tiene que clX (E)∩B = ∅; análogamente se obtiene que clX (F )∩A = ∅.
De lo anterior se sigue que A∪E y B ∪F son separados. Por el Corolario 3.14, existen vecindades
abiertas disjuntas U ′ y V ′ de A ∪ E y B ∪ F , respectivamente. Finalmente se obtiene que T =

X \ (U ′ ∪ V ′) cumple lo solicitado.

Corolario 3.16. Sean Y un subespacio cerrado de un espacio X, A y B subconjuntos cerrados
ajenos de X. Si S es una partición, en Y , entre Y ∩ A y Y ∩ B, entonces existe una partición T

en X entre A y B tal que T ∩ Y ⊆ S.

Estos resultados nos permiten demostrar lo siguiente.

Teorema 3.17. Sean X un espacio, {(Ai, Bi) : i ∈ Γ} una familia esencial en X y Γ(0) ⊂ Γ. Si

para cada i ∈ Γ(0), Li es una partición entre Ai y Bi y L = ∩i∈Γ(0)Li, entonces {(L∩Ai, L∩Bi) :
i ∈ Γ \ Γ(0)} es esencial en L.

Demostración. Sea i /∈ Γ(0), y consideremos Ei una partición, en L, entre L∩Ai y L∩Bi. Por el
Corolario 3.16, existe una partición Fi, en X , entre Ai y Bi tal que Fi ∩ L ⊆ Ei. Entonces

∅ 6=
⋂

i∈Γ(0)
Li ∩

⋂

i∈Γ\Γ(0)
Fi ⊆ L

⋂

i∈Γ\Γ(0)
Ei =

⋂

i∈Γ\γ(0)
Ei.

Esto concluye la prueba.

Corolario 3.18. Sean X un espacio y n ≥ 0. Si dimX ≥ n, entonces existen subconjuntos
cerrados ajenos A y B en X tales que si L es una partición entre A y B, entonces dimL ≥ n− 1.
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Demostración. Si n = 0, se tiene el resultado. Supongamos que n ≥ 1. Si dimX ≥ n, entonces

dimX no es menor o igual que n−1 ≥ 0, esto es, existe una familia esencial τ = {(Ai, Bi) : i ≤ n}
en X. Ahora, sea L una partición entre A1 y B1. Tenemos que L 6= ∅ porque τ es esencial.

Consideremos dos casos. Si n = 1, ya que L 6= ∅, se sigue que dimL ≥ 0. Si n > 1, por el Teorema
3.17, L tiene una familia esencial de cardinalidad n− 1, a saber, {(L∩Ai, L ∩Bi) : i = 2, . . . , n},
de donde dimL ≥ n− 1.

4. Espacios de dimensión cero

Iniciamos esta sección con el concepto siguiente.

Definición 4.1. Un espacio X es de dimensión cero si dimX = 0. 2

Para notar que esta definición no es una trivialidad hagamos la siguiente

Observación 4.2. (1) Sea X un espacio. X es de dimensión cero si y sólo si para cualesquiera

dos subconjuntos ajenos A y B cerrados en X se cumple que el conjunto vaćıo ∅ es una
partición entre A y B.

(2) Sea X un espacio. X es de dimensión cero si y sólo si dados dos subconjuntos ajenos A y B
cerrados en X existe un subconjunto cerrado y abierto U de X tal que U contiene a A y no

intersecta a B.

Es importante notar, a partir de la Observación 4.2, que los espacios X de dimensión cero

(dimX = 0) son, en cierto sentido, los “bloques constructores” de otros espacios.

En adelante, para simplificar la redacción, si X es un espacio y A es un subconjunto de X que
es cerrado y abierto en X , decimos que A es un conjunto cerrado–abierto en X .

A continuación exponemos algunas caracterizaciones de los espacios de dimensión cero que nos

brindarán herramientas para trabajar con dichos espacios.

Teorema 4.3. Sea X un espacio no vaćıo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X es de dimensión cero.

(b) Para cualesquiera x ∈ X y cualquier vecindad U de x existe un subconjunto C cerrado–

abierto en X tal que x ∈ C ⊆ U .

(c) La familia de subconjuntos cerrado–abiertos de X es una base de X.

2En inglés se usa zero-dimensional spaces, por lo cual algunos autores lo traducen literalmente como espacios

cero-dimensionales, aqúı hemos preferido usar una traducción alternativa que nos ha parecido más apropiada

lingǘısticamente.
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(d) X tiene una base numerable formada por conjuntos cerrado–abiertos.

(e) cualquier cuabierta abierta U de X tiene una refinamiento abierto V tal que los elementos
de V son ajenos dos a dos, es decir, dichos conjuntos son cerrado–abiertos.

Demostración. (a)⇒ (b)⇒ (c) Se sigue de la Observación 4.2.

(c) ⇒ (d) Consideremos B una base numerable de X . Por (c) se tiene que para cada B ∈ B

existe una familia U(B) de conjuntos cerrado–abiertos tales que ∪U(B) = B. Como cada B ∈ B

es L̈ındelof, ya que es un espacio métrico separable, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que U(B) es numerable. De esto obtenemos que (U) = ∪B∈BU(B) es una base numerable para X

formada por conjuntos cerrado-abiertos.

(d)⇒ (e) Sean B una base numerable de X formada por conjuntos cerrado–abiertos y U una
cubierta abierta de X . Tenemos que para cada x ∈ X existe B(x) ∈ B tal que x ∈ B(x) y B(x)

está contenido en algún elemento de U.

Notemos que C = {B(x) : x ∈ X} es una cubierta de X , es numerable y refina a U. Aśı,
podemos suponer que C = {Bn : n ∈ N}. Ahora, para cada n ∈ N sea

Vn = Bn \ ∪m<nBm.

Observemos que V = {Vn : n ∈ N} es una familia de conjuntos abiertos en X, ajenos por
parejas y además cada elemento de V está contenido en algún elemento de U. Resta probar que

V es una cubierta abierta de X , para ello, dado x ∈ X , sea n(x) el menor natural tal que x ∈ Bn,
entonces x ∈ Vn.

(e) ⇒ (a) Sean A y B subconjuntos cerrados en X , ajenos. Vemos que para cada x ∈ X

existe una vecindad abierta U(x) de x tal que U(x) ∩ A = ∅ o U(x) ∩ B = ∅. Por (e), la cubierta
abierta U = {U(x) : x ∈ X} tiene un refinamiento abierto V de conjuntos ajenos por parejas.

Consideremos U = ∪{V ∈ V : V ∩A 6= ∅}. Vemos que U es un conjunto cerrado–abierto, contiene
a A y no intersecta a B. Por la Observación 4.2(2) se sigue que X es de dimensión cero.

En el siguiente resultado se reúne información relevante acerca de los espacios de dimensión
cero.

Teorema 4.4. (1) Si X es de dimensión cero y Y ⊆ X es no vaćıo, entonces Y es de dimensión
cero.

(2) Si Xn es de dimensión cero para cada n ∈ N, entonces ∏∞n=1Xn es de dimensión cero.

(3) Si X es de dimensión cero, entonces X puede ser encajado en {0, 1}∞.

(4) Si X es de dimensión cero, entonces X admite una compactación de dimensión cero.
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(5) Sea X un subespacio de dimensión cero de un espacio Y . Se cumple que para cada par de

subconjuntos cerrados A y B en Y, ajenos existe una partición S entre A y B en Y tal que
S ∩X = ∅.

(6) Si un espacio X es la unión de a lo más n + 1 subespacios de dimensión cero, entonces

dimX ≤ n.

Demostración. (1 ) La prueba se sigue del Teorema 4.3(c).

(2 ) Para cada n ∈ N, seaBn una base numerable deXn formada por conjuntos cerrado-abiertos.
Vemos que la familia de conjuntos de la forma

E1 ×E2 × · · · × Em ×Xm+1 ×Xm+2 × · · ·

donde m ∈ N y para i ≤ m, Ei ∈ Bi, es una base numerable para
∏∞

n=1Xn formada por conjuntos

cerrado-abiertos. Ahora, por el Teorema 4.3(d) se tiene el resultado deseado.

(3 ) Como X es de dimensión cero, por el Teorema 4.3(d) existe una base numerable B para
X formada por conjuntos cerrado-abiertos. Consideremos B = {Bn : n ∈ N}. Para cada n ∈ N
definamos f : X → {0, 1} por

fn(x) =

{
0 si x ∈ Bn,

1 si x /∈ Bn.

Se tiene que fn es continua. Se cumple que la función evaluación e : X → {0, 1}∞ definida por

e(x)n = fn(x), para cada n ∈ N, es un encajamiento.

(4 ) Por la parte (3 ), podemos suponer que X es un subespacio de K = {0, 1}∞. Ya que K es
compacto y, por la parte (2 ), es de dimensión cero, una compactacón de X tal que su cerradura

es de dimensión cero, es la cerradura de X en K.

(5 ) Sean A y B subconjuntos en Y, ajenos y sean U y V vecindades disjuntas de A y B,
respectivamente tales que cl (U) ∩ cl (V ) = ∅. Ya que X es de dimensión cero, ∅ es una partición

entre cl (U) ∩X y cl (V ) ∩X en X . Por el Teorema 3.15 se tiene el resultado pedido.

(6 ) Sea X =
⋃n+1
i=1 Xi con dimXi ≤ 0 para i ≤ n+1. Sea τ = {(Ai, Bi) : i ≤ n+1} una familia

de n + 1 parejas de subconjuntos en X , ajenos. Por la parte (5 ), para cada i ≤ n + 1 existe una

partición Li entre Ai y Bi en X tal que Li ∩Xi = ∅. Se sigue que ∩n+1
i=1 Li = ∅, esto es, τ es una

familia no esencial. Concluimos que dimX ≤ n.

Ahora caracterizamos los subespacios de dimensión cero de la recta real R.

Teorema 4.5. Un subespacio X de R, no vaćıo es de dimensión cero śı y sólo si no contiene

ningún intervalo (no degenerado).
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Demostración. Sea X ⊂ R de dimensión cero. Si X contiene un intervalo E, entonces X contiene

un subespacio que no es de dimensión cero, ya que por conexidad se obtiene que dimX ≥ 1. Esto
contradice (1 ) del Teorema 4.4.

Ahora, supongamos que X ⊂ R no contiene intervalos. Se tiene que el conjunto D = R \ X
es denso en R. Notemos que la colección {(d1, d2) ∩X : d1 < d2 y d1, d2 ∈ D} es una base de X
formada por subconjuntos cerrado-abiertos de X . De esto se sigue que X es de dimensión cero por

(c) del Teorema 4.3.

Ejemplo 4.6. Resulta del Teorema 4.5 que los números racionales Q, los números irracionales
R \Q, el producto Q× (R \Q), etc., son espacios de dimensión cero.

El siguiente ejemplo es muy interesante.

Ejemplo 4.7. El conjunto ternario de Cantor C. Este conjunto se obtiene de forma “geométri-

ca” como sigue:

Construyamos una sucesión E1, E2, . . . de subconjuntos de I de la siguiente manera:

E1 =

[
0,

1

3

]
∪
[
2

3
, 1

]
,

E2 =

[
0,

1

9

]
∪
[
2

9
,
3

9

]
∪
[
6

9
,
7

9

]
∪
[
8

9
, 1

]
,

...

En general, En se obtiene de En−1 descartando los intervalos abiertos que son el intervalo abierto

tercio de en medio de cada uno de los intervalos cerrados que forman En−1.

El conjunto de Cantor C es la intersección de los intervalos cerrados resultantes:

C =

∞⋂

i=1

Ei

Notemos que para cada i ∈ N, Ei es cerrado en I, de donde se sigue que C es cerrado en I,

y como I es compacto se obtiene que C es compacto. Vemos que el conjunto de Cantor C es de
dimensión cero porque no contiene ningún intervalo no degenerado y, por el Teorema 4.5, esto es

equivalente a que el espacio sea de dimensión cero.

Lema 4.8. El conjunto de Cantor C no tiene puntos aislados.

Demostración. Para cada i ∈ N, sea Fi la familia de los 2i intervalos cerrados de longitud 1
3i

que están contenidos en Ei. Consideremos x ∈ C y supongamos que a < x < b. Por propiedad
arquimediana existe n0 ∈ N tal que 1

3n0
< mı́n{x− a, x− b}. Sea F ∈ Fi tal que x ∈ F . Entonces

F ⊂ (a, b). Vemos que hay exactamente dos elementos de Fi+1, digamos F1 y F2, contenidos en F .
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Es claro que para cada F ∈ Fn, con n ∈ N, se cumple que F ∩C 6= ∅. De lo anterior se sigue que

F1 ∩C 6= ∅ y F2 ∩C 6= ∅. Por lo tanto, (a, b) ∩C contiene al menos dos puntos. Esto concluye la
prueba.

Antes de mostrar la importancia del Lema 4.8 requerimos la siguiente

Definición 4.9. Sean X un espacio y U una colección de subconjuntos de X . La malla de U es

mesh (U) = sup {diám (U) : U ∈ U}.

Se permite que mesh (U) =∞.

Veamos el siguiente resultado.

Teorema 4.10. El conjunto de Cantor C es (topológicamente) el único espacio compacto de
dimensión cero sin puntos aislados.

Demostración. El Ejemplo 4.7 muestra que existen espacios compactos de dimensión cero sin
puntos aislados, por ello, resta demostrar que si X y Y son espacios compactos de dimensión cero

sin puntos aislados entonces X y Y son homeomorfos.

Sean X y Y espacios compactos de dimensión cero sin puntos aislados. Por inducción sobre
n, construyamos elementos m(n) ∈ N y una cubierta finita de conjuntos cerrado-abiertos ajenos

Un = {U(n,i) : i ≤ m(n)} y Vn = {V(n,i) : i ≤ m(n)} de X y Y , respectivamente, formadas por

conjuntos no vaćıos, tales que m(1) = 1,U1 = {X},V1 = {Y }, y para n ≥ 2 se satisface que

(1) mesh(Un) <
1
n
, mesh(Vn) <

1
n
,

(2) Un < Un+1, Vn < Vn+1,

(3) para cada i ≤ m(n − 1) y cualesquiera j ≤ m(n) se cumple que U(n,j) ⊂ U(n−1,i) si y sólo si

V(n,j) ⊂ V(n−1,i).

Supongamos que ya se han construido las cubiertas Up y Vp para cada p ≤ n, con n ≥ 1, y
tomemos i ≤ m(n) arbitrario. Por (e) del Teorema 4.3 existen cubiertas E y F de U(n,i) y V(n,i),

respectivamente, formadas por conjuntos abiertos en X y Y, respectivamente, ajenos por pares
tales que

(4) E < {B
(
x, 1

2(n+1)

)
: x ∈ U(n,i)}, y

(5) F < {B
(
y, 1

2(n+1)

)
: y ∈ V(n,i)}.
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Ya que U(n,i) y V(n,i) son compactos, podemos suponer que las cubiertas E y F son finitas y,

además, que cada elemento de E y de F es no vaćıo.

Si |E| < |F|, fijemos E ∈ E. Ya que X no tiene puntos aislados, existen dos puntos diferentes
x, y ∈ E, y ya que X es de dimensión cero, por el inciso (c) del Teorema 4.3, los conjuntos cerrado-

abiertos de X forman una base para X , lo cual implica que existe un subconjunto cerrado-abierto
C ⊂ E tal que x ∈ C y y /∈ C. De esta manera, E se puede descomponer en dos conjuntos

cerrado-abiertos no vaćıos (C y E \C). Si repetimos el procedimiento con C o con E \C, es posible
obtener tantos conjuntos cerrado-abiertos como deseemos. Por lo anterior, existe una cubierta G

de E formada por |F| − |E|+ 1 conjuntos cerrado-abiertos, no vaćıos, ajenos. Si sustuimos E por

(E \ E) ∪ G. Por esto podemos suponer sin pérdida de generalidad que |E| = |F|.
Vemos que para cada i ≤ m(n), existen cubiertas Ei y Fi de U(n,i) y V(n,i), respectivamente,

tales que

(6) |Ei| = |Fi|,

(7) Ei y Fi están formados por conjuntos abiertos no vaćıos y ajenos por pares, cada uno con
diámetro menor que 1

n+1
.

Sean Un+1 = ∪m(n)
i=1 Ei y Vn+1 = ∪m(n)

i=1 Fi. Por la construcción, podemos enumerar Un+1 y Vn+1

de forma que (3 ) se cumpla para n + 1. Esto completa la construcción inductiva. Notemos que

∪∞n=1Un es una base para X y, de manera similar, ∪∞n=1Vn es una base para Y .

Ahora, si x ∈ X , entonces para cada n ∈ N, existe un único i(n, x) ≤ m(n) tal que x ∈ Un,i(n,x).
Por (3) se sigue que la colección {Vn,i(n,x) : n ∈ N} es decreciente y, ya que Y es compacto,

tenemos que ∩n∈NVn,i(n,x) 6= ∅. Luego, por (1), se obtiene que ∩n∈NVn,i(n,x) consiste precisamente
en un punto. Intercambiamos a X y Y , y por estas consideraciones, la función f : X → Y definida

por f(x) = y si y sólo si para cada n ∈ N, y para cada i ≤ m(n) se cumple que x ∈ U(n,i) śı y
sólo si y ∈ V(n,i)), es una biyección. También se tiene que f es continua ya que para cada n ∈ N
y para cada i ≤ m(n), se cumple que f−1(V(n,i)) = U(n,i). De forma similar se muestra que f−1 es
continua. Concluimos que f es un homeomorfismo.

De ahora en adelante, cualquier espacio X homeomorfo a C se llamará conjunto de Cantor.
Además, la caracterización de C permite identificar “muchos” conjuntos de Cantor.

Corolario 4.11. Si X es un espacio compacto de dimensión cero, entonces X×C es un conjunto

de Cantor.

Demostración. Vemos que X × C es compacto. Tenemos que, por el inciso (2) del Teorema 4.4,
X × C es de dimensión cero. Ya que C no tiene puntos aislados, se sigue que X × C no tiene

puntos aislados. Finalmente, por el Teorema 4.10 se tiene el resultado deseado.
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Ya que {0, 1} es compacto y de dimensión cero se sigue, por el inciso (2) del Teorema 4.4,

que {0, 1}∞ es compacto y de dimensión cero, además, {0, 1}∞ no tiene puntos aislados, lo cual
implica que C es homeomorfo a {0, 1}∞. Notamos, por un argumento diagonal, que {0, 1}∞ es

no numerable, de donde se deduce que C es no numerable. Ahora, por el Corolario 4.11, C es
homeomorfo a C × C de donde existe una familia no numerable de conjuntos de Cantor ajenos

por parejas en R. Ahora, dado que hay sólo una cantidad numerable de números racionales en
R, se tiene que existe un conjunto de Cantor K que no intersecta a Q, es decir, K está formado

únicamente por números irracionales.

Ya que por el inciso (3) del Teorema 4.4, todo espacio de dimensión cero se puede encajar en

{0, 1}∞, obtenemos el siguiente

Corolario 4.12. Si X es un espacio de dimensión cero, entonces X puede ser encajado en C y

en R \Q.

A continuación nos interesa demostrar que para cada espacio compacto X existe una función

continua y sobreyectiva f : C→ X . Este resultado es importante dentro de la Teoŕıa de Dimensión
porque implica que existe una función continua y sobreyectiva del espacio de dimensión cero C

al espacio de dimensión 1 , [0, 1], esto implica que las funciones continuas pueden aumentar la
dimensión.

Lema 4.13. La función f : C×C→ [−1, 1] definida para cada (x, y) ∈ C×C por f(x, y) = x−y
es una función continua y sobreyectiva.

Demostración. Ya que C ⊂ I se tiene que f está bien definida. Además, es claro que f es continua.
Consideremos E1 =

[
0, 1

3

]
∪
[
2
3
, 1
]
, esto es, la primera aproximación a C. Notemos que E1 −E1 =

{x − y : x, y ∈ E1} = [−1, 1]. Vemos que la segunda aproximación a C, E2 =
[
0, 1

9

]
∪
[
2
9
, 3
9

]
∪[

6
9
, 7
9

]
∪
[
8
9
, 1
]
también cumple que E2−E2 = [−1, 1]. Por inducción sobre n, se puede ver que para

cada n ∈ N se satisface que la n−ésima aproximación a C, En, cumple que En − En = [−1, 1].
Ya que los En’s forman una sucesión decreciente y C = ∩∞i=1Fn, se sigue por compacidad que

C−C = [−1, 1], es decir, f(C×C) = [0, 1].

Veamos el último resultado de esta sección.

Teorema 4.14. Si X es un espacio compacto, entonces existe una función continua y sobreyectiva
h : C→ X.

Demostración. Aplicamos el Lema 4.13 para ver que existe una función continua y sobreyectiva

f : C∞ → QH . Sea X un espacio compacto. Por el Teorema 2.2, podemos considerar que X ⊂ QH .

Sea Y = f−1(X). La restricción g = f |Y : Y → X es una función continua y sobreyectiva. Por el
inciso (2) del Teorema 4.4 tenemos que C∞ es de dimensión cero, y por el inciso (1) del mismo

Teorema 4.4 se obtiene que Y es de dimensión cero. Aśı, por el Corolario 4.11, C × Y y C son
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homeomorfos. Sean π2 : C× Y → Y la segunda proyección y m : C→ C× Y un homeomorfismo,

que existe por el Corolario 4.11. La función h = g ◦ π2 ◦m : C→ X cumple lo pedido.

5. Espacios totalmente disconexos

El concepto que da t́ıtulo a esta sección es el siguiente.

Definición 5.1. Sea X un espacio. X es totalmente disconexo si para cualesquiera x, y ∈ X ,

con x 6= y, entonces existe un conjunto cerrado-abierto C en X tal que x ∈ C y y /∈ C.
Observación 5.2. Todo espacio X de dimensión cero es totalmente disconexo.

En vista del inciso (b) del Teorema 4.3 una pregunta natural es la siguiente

Pregunta 5.3. ¿Es todo espacio totalmente disconexo de dimensión cero?

Antes de responder la Pregunta 5.3, construyamos el espacio de Hilbert ℓ2.

Sea ℓ2 la colección de todas las sucesiones infinitas (xi) en R tales que
∑∞

i=0 x
2
i < ∞. Al

conjunto ℓ2 se le llama conjunto de Hilbert. Definimos una norma p sobre ℓ2 tal que si x = (xi)
es un elemento de ℓ2, entonces p(x) =

√∑∞
i=0 x

2
i , la cual induce una una métrica sobre ℓ2 como

sigue: si x = (xi) y y = (yi) son elementos de ℓ2, entonces ρ(x, y) =
√∑∞

i=1(xi − yi)2. El espacio
topológico generado por la topoloǵıa inducida por ρ se llama espacio de Hilbert.

Denotemos 0 = (0i) ∈ ℓ2.
Ahora ya podemos contestar a la Pregunta 5.3 con el siguiente

Ejemplo 5.4. El espacio de Erdös E.

Sea E = {x ∈ ℓ2 : xi ∈ Q para cada i ∈ N}. Primero vemos que E es totalmente disconexo.

Para ello, notemos que existe una función continua inyectiva sobre el producto Q∞. Vemos que
Q∞ es de dimensión cero por el Teorema 4.5 y el inciso (b) del Teorema 4.4. Esto implica que E

es totalmente disconexo.

Ahora demostremos que E no tiene dimensión cero, para ello, mostremos que si U ⊂ ℓ2 es un
conjunto abierto tal que 0 ∈ U ⊂ {x ∈ ℓ2 : p(x) < 1}, entonces U ∩ E no es conjunto cerrado-

abierto en E. Para esto, sea U una vecindad abierta de 0. Para cada i ∈ N definimos una sucesión
qi ∈ Q tal que para cada i ∈ N se cumple que

xi = (q1, . . . , qi, 0, 0, . . .) ∈ U y ρ
(
xi, ℓ

2 \ U
)
≤ 1

i
. (1)

Sea q1 = 0 y supongamos que para j ≤ i − 1, con i ≥ 2, se ha definido qj . Para cada
m ∈ {0, . . . , i} sea

x(i,m) =
(
q1, . . . , qi−1,

m

i
, 0, 0 . . .

)
.
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244 Fernando Maćıas Romero, Arturo Sánchez González

Notemos que x(i, 0) = xi−1 ∈ U y que x(i, i) = (q1, . . . , qi−1, 1, 0, 0, . . .) tiene norma al

menos uno por lo cual x(i, i) /∈ U . Luego, existe m0 ∈ {0, . . . , i − 1} tal que x(i,m0) ∈ U y
x(i,m0 + 1) /∈ U . Consideremos qi =

m0

i
, entonces qi cumple que

xi = (q1, . . . , qi, 0, 0, . . .) = x(i,m0) ∈ U,

y también,

ρ
(
xi, ℓ

2 \ U
)
≤ ρ (x(i,m0), x(i,m0 + 1)) = p

(
0, 0, . . . ,

1

i
, 0, 0, . . .

)
=

1

i
.

Esto completa la construcción inductiva.

Por (1) se sigue que para cada i ∈ N se cumple que

i∑

j=1

q2j ≤ 1,

y, por lo tanto,
∞∑

i=1

q2i ≤ 1.

De lo anterior se concluye que q = (q1, q2, . . .) ∈ ℓ2 y, por su forma, q ∈ E. Ya que ĺımi→∞ xi =

q, en ℓ2, se sigue de (1) que q ∈ clE (U ∩ E).

Por otro lado, ρ(q, ℓ2 \ U) = ĺımi→∞ ρ(qi, ℓ
2 \ U) = 0, lo cual implica que, q /∈ U .

Finalmente, concluimos que U ∩ E no es cerrado en E y, por tanto, no es un cerrado-abierto
en E.

Como puede verse, el espacio de Erdös muestra que hay espacios totalmente disconexos que
no son de dimensión cero. De hecho, en la página 179 de [8], en el Teorema 4.7.10 se presenta el

resultado siguiente:

Teorema 5.5. Para cada n ≥ 0 existe un espacio topológicamente completo y totalmente disconexo

de dimensión n. Además, existe un espacio totalmente disconexo y topológicamente completo de
dimensión infinita fuertemente.

Dicho resultado hace uso del hiperespacio 2X de un espacio X y de algunas de sus propieda-
des, las cuales escapan al objetivo del presente texto, remitimos al lector a [8] para desarrollos

ulteriores.
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de Investigación y Estudios de Posgrado de la Benemérita Universidad Autónoma de Puebla,
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