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Presentacion

La Academia de Mateméticas de la Facultad de Ciencias Fisico Matema-
ticas (FCFM) de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla (BUAP) se
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nuestra comunidad —profesores y estudiantes por igual— ha impulsado el
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y aplicadas. Con el fin de garantizar el rigor cientifico y la relevancia de los
resultados expuestos, cada contribuciéon ha sido sometida a un estricto proceso
de arbitraje por pares.

Deseamos expresar nuestro profundo agradecimiento a los revisores y
dictaminadores, cuya labor desinteresada, profesionalismo y generosidad inte-
lectual han sido fundamentales para mantener los estandares de calidad de
esta serie. Asimismo, extendemos un reconocimiento especial a Felipe de Jesiis
Aguilar Romero y a Leonardo Ramirez Aparicio por su dedicada labor en la
coordinacion editorial, asi como a Kevin Aguila Méndez por su indispensable
apoyo técnico en la preparacion de este libro 29.
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cimiento especializado, sino también la motivaciéon necesaria para continuar
avanzando en la exploracion cientifica.
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Capitulo 1

Teorema fundamental de los grupos abelianos
finitamente generados

Diana Avella Alaminos, Rocio Leonel Gémez
Facultad de Ciencias, UNAM

Resumen

El estudio de la estructura de los grupos abelianos ha sido una piedra an-
gular en el desarrollo del dlgebra moderna. El Teorema fundamental de los
grupos abelianos finitamente generados ofrece una poderosa clasificacion:
afirma que cualquier grupo abeliano finitamente generado es isomorfo
a un producto directo de grupos ciclicos, lo que revela una sorprenden-
te regularidad y simplicidad en su estructura interna. En este capitulo,
presentamos una demostracién detallada de este teorema. Ademas de
explicar los aspectos técnicos, buscamos resaltar la motivacion y las ideas
clave que hacen de este resultado un punto de encuentro entre la teoria
de grupos, la aritmética de los enteros y la descomposicién de estructuras
algebraicas.

1 Introduccion

En este capitulo desarrollamos la prueba del Teorema fundamental de los
grupos abelianos finitamente generados. A pesar de que esta demostracion
puede encontrarse en diversos textos de algebra, aqui se presenta de manera
detallada, enfatizando los argumentos estructurales y las ideas clave que
intervienen en ella.

El capitulo se organiza en varias secciones: primero, con el fin de situar el
resultado en un contexto més amplio, se presenta un breve panorama histérico
basado en [9, Cap. 2| donde se describe el surgimiento de los conceptos
fundamentales de la teoria de grupos, tales como grupo, subgrupo normal,
grupo cociente, grupo libre, homomorfismo e isomorfismo. Posteriormente, se
mencionan los conceptos bésicos de grupos necesarios para llegar al objetivo

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5



6 Diana Avella Alaminos, Rocio Leonel Gémez

planteado, para después continuar el analisis de la estructura de los grupos
abelianos finitos. Finalmente se presenta la prueba del Teorema fundamental
para grupos abelianos finitamente generados. Cabe senalar que parte de
la argumentacion y del enfoque seguido estéan inspirados en diversos libros
como Abstract Algebra: Theory and Applications 7] y Classical Topology and
Combinatorial Group Theory [14], los cuales estan citados en el transcurso del
trabajo.

2 Un poco de historia

Diversos autores consideran que la teoria de grupos tiene sus raices en
el estudio de las permutaciones, ya que el analisis de las permutaciones de
las raices de una ecuacién fue esencial en la teoria general de las ecuaciones
algebraicas desarrollada por Lagrange. De hecho, él sostenia que en éstas se
encontraban “los verdaderos principios para la resolucion de ecuaciones”. (8,
pag. 197|. A pesar de que Lagrange no formul6 un calculo formal de permu-
taciones, en el sentido moderno de considerar explicitamente la composicion
o la cerradura, en su obra aparece de manera intuitiva el concepto de grupo,
ver [8]. En este contexto, como lo considera Kleiner, podriamos decir que la
historia del concepto de grupo comienza con los trabajos de Lagrange a finales
del siglo XVIIIL.

En este proceso del surgimiento de la teoria de grupos, Joseph-Louis
Lagrange desempené también un papel crucial. Si bien él no logré concluir
el problema de la resolubilidad algebraica de la ecuacién de quinto grado, su
trabajo representd un punto de inflexion. Fue el primero en relacionar las
soluciones de una ecuaciéon polindémica con las permutaciones de sus raices,
haciendo de estas transformaciones el eje central de su teoria de las ecuaciones
algebraicas. Sin proponérselo explicitamente, inauguré una forma de pensar
estructurada sobre las permutaciones que méas tarde seria esencial para el
desarrollo de ideas méas generales en algebra.

Unos anos después, en 1801, Carl Friedrich Gauss publicé las Disquisi-
tiones Arithmeticae [5], una obra monumental que unificé buena parte del
conocimiento acumulado en la teoria de los niimeros. Aunque su objetivo no
era desarrollar la teoria de grupos, Gauss introdujo ideas que anticipaban
estructuras algebraicas fundamentales. En su trabajo, los grupos aparecen
bajo cuatro formas distintas: el grupo aditivo de los enteros médulo m, el

Matem&ticas y sus aplicaciones 29, Capitulo 1, paginas 5-28



Teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente generados 7

grupo multiplicativo de los enteros primos relativos con m, el grupo de clases
de equivalencia de formas cuadréticas binarias y el grupo de raices n-ésimas
de la unidad. Gauss trato estas estructuras como entidades con propiedades
comunes, lo que hoy reconocemos como grupos abelianos finitos, y utiliz6
demostraciones que constituyen prototipos claros del algebra moderna, todo
ello sin recurrir al lenguaje formal de la teoria de grupos.

En 1854, Arthur Cayley propuso una definicién abstracta de grupo basada
en simbolos que al operar entre sf no necesariamente conmutan, pero si cumplen
la propiedad asociativa y demostré que todo grupo finito puede representarse
como un grupo de permutaciones (Teorema de Cayley). Aunque introdujo
nociones como la tabla de multiplicaciéon y clasific6 grupos de orden 4 y 6,
su enfoque fue ignorado en su tiempo. Fue hasta 1878 que retomo6 su vision
abstracta, ya con mas resonancia, [3|. En 1882, Heinrich Weber formul6 una
definiciébn moderna de grupo finito y en ese mismo ano W. von Dyck presentd
la primera definiciéon general que incluia grupos finitos e infinitos, utilizando
generadores e inversos de manera explicita. También introdujo el concepto de
grupo libre y mostré que todo grupo finitamente generado es cociente de uno
libre. Estas ideas encontraron mayor recepcion en la comunidad matematica
entre 1880 y 1890, ver [8, pag. 214|, cuando el enfoque abstracto se volvio util
para unificar las teorfas de grupos en el algebra, la geometria, la teorfa de los
ntmeros y el analisis, especialmente con el auge de la logica y la teoria de los
conjuntos.

A finales del siglo XIX, la teoria de grupos dio un giro hacia la abstraccion.
Frobenius ofrecié pruebas abstractas de los teoremas de Sylow, desvinculan-
dolos del contexto de grupos de permutaciones. Hélder introdujo conceptos
clave como el grupo cociente y los automorfismos, y estudié por primera vez
los grupos simples de forma abstracta. Dedekind, Miller y otros mateméticos
avanzaron en la caracterizacion de grupos como los hamiltonianos, introdu-
ciendo las nociones de subgrupo y subgrupo conmutador. La versiéon moderna
fue desarrollada por Heinrich Weber y Walther von Dyck hacia 1882. La teorfa
de caracteres, desarrollada por Burnside y Frobenius, también fortalecié este
enfoque. Aunque el concepto de grupo abstracto se consolidé entonces, su
adopcion formal en libros y cursos no ocurrié sino hasta inicios del siglo XX,
con obras pioneras como las de Séguier en 1904 y Schmidt en 1916.

No obstante, fue con la publicacion del libro, escrito en aleméan, Moderne
Algebra de B. L. van der Waerden entre 1930 y 1931, ver [16], que el concepto
de grupo, junto con otras estructuras como anillos y cuerpos, se consolid6

Matem&ticas y sus aplicaciones 29, Capitulo 1, paginas 5-28



8 Diana Avella Alaminos, Rocio Leonel Gémez

como parte del marco teédrico del algebra abstracta.

Desde entonces, se han desarrollado métodos y herramientas para clasificar
grupos y explorar su estructura interna. Esto ha dado lugar a una rica teoria
que permite responder preguntas especificas, tales como: jcuantos grupos (no
isomorfos) existen de un orden dado?, jqué caracteristicas tienen los grupos no
abelianos en los que todo subgrupo propio es normal? o jcémo se comportan
los subgrupos solubles dentro de un grupo mas general?

La clasificacion de grupos, asi como la respuesta a algunas preguntas, se
apoya en propiedades clave como el orden, la ciclicidad, la normalidad, la
solubilidad o la nilpotencia. Por ejemplo, se sabe que todo grupo de orden
primo es necesariamente ciclico, y por lo tanto isomorfo al grupo aditivo Z,
para algin primo p. Este tipo de resultados resalta como ciertas propiedades
permiten entender y describir las estructuras algebraicas con gran precision.

En este contexto, uno de los resultados mas significativos es el Teorema
fundamental de los grupos abelianos finitamente generados, el cual establece
que cualquier grupo abeliano finitamente generado es isomorfo a un producto
directo de la forma:

m P o
Zp;ll X Zpgg X o+ X Lyns X Z™ donde py, ..., ps son nimeros primos, no
necesariamente distintos, ny, ne, ..., n, naturales positivos y m € N.

La importancia de este teorema radica en que proporciona una carac-
terizacion tnica de los grupos abelianos finitamente generados, mostrando
como pueden describirse en términos de componentes mas simples (grupos
ciclicos finitos e infinitos). Esta descomposicion no solo facilita su clasificacion
y estudio, sino que también revela conexiones profundas con otras areas de
las matematicas, como la teorfa de los ntimeros, la criptografia, la teoria de
graficas y la geometria algebraica.

Aunque existen multiples fuentes que documentan este teorema y su
demostracion, en este articulo se presenta un desarrollo detallado y accesible,
enfatizando los conceptos fundamentales de la teoria de grupos que se requieren
para la demostracion y destacando el papel crucial de esta descomposiciéon en
el analisis de la estructura de los grupos abelianos.

En la siguiente secciéon, se presentan las definiciones necesarias para
comprender el desarrollo de este trabajo. Para detalles adicionales sobre los
conceptos, lemas, proposiciones y teoremas utilizados, se sugiere consultar |2],
[4]> [6]’ [11}7 [12]7 [13] y [17]'

Matem&ticas y sus aplicaciones 29, Capitulo 1, paginas 5-28



Teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente generados 9

3 Conceptos basicos

En este trabajo N denotaré al conjunto de los nimeros naturales {0, 1, ... }
y Z denotaré al conjunto de los niimeros enteros. Dado un par de ntmeros
enteros a y b denotaremos al maximo comun divisor de a y b por mcd(a, b).

Una operacion binaria en un conjunto no vacio G es una funcion de G x G
en G. Dado un conjunto no vacio GG y una operacion binaria x definida sobre
G, diremos que la pareja (G, *) es un grupo si se cumplen tres condiciones:
la primera es que la operacion binaria sea asociativa, la segunda que exista
un elemento en el conjunto GG, que denotaremos por e, tal que para cualquier
elemento g € GG se cumple que e x g = gxe = g. A este elemento e se le llama
el elemento neutro de G respecto a la operacion . La tercera condicion es que
para cada elemento g en (G, existe otro elemento en G, que denotaremos por
g talque gx g ! = g ' x g = e. A este elemento g~! se le llama el inverso
de g respecto a la operacion . Se puede demostrar que en cualquier grupo el
neutro es tinico y que cada elemento tiene un tnico inverso.

Conviene observar que el neutro y los inversos en un grupo GG dependen
de la operacion x, pues existen conjuntos con més de una operaciéon binaria.
Si es claro cuél es la operacion del grupo (G, ), escribiremos simplemente que
G es un grupo en lugar de (G, *).

A lo largo de este articulo estaremos trabajando con grupos abelianos o
grupos conmutativos, que son grupos donde la operaciéon x es conmutativa,
es decir, para cualesquiera dos elementos a,b en un grupo G, se tiene que
a*b = bxa. Sino hay confusién con la operacion del grupo, escribiremos ab
en lugar de a % b.

Dado un grupo G y g cualquier elemento de GG, denotaremos por (g) al
conjunto {¢g" : n € Z}, donde ¢° = e, para todo n € N*, g"™! = gg" y para
todon € N, g™ = (¢71)™. Un grupo G es ciclico si existe un elemento g € G
tal que G = (g), es decir, los elementos de G son las potencias de g. En este
caso a g se le llama un generador de GG y decimos que g genera a G. Notemos
que pueden existir varios generadores de un mismo grupo ciclico.

Para la demostracion del Teorema fundamental de los grupos abelianos
finitamente generados consideraremos dos casos: cuando el grupo es finito y
cuando es infinito. En el caso de grupos finitos, utilizaremos subgrupos ciclicos
generados por elementos del grupo con ciertas caracteristicas para entender
su descomposicion. Por otro lado, en el caso infinito, combinaremos la parte

Matem&ticas y sus aplicaciones 29, Capitulo 1, paginas 5-28



10 Diana Avella Alaminos, Rocio Leonel Gémez

libre de torsion del grupo abeliano con su subgrupo de torsiéon, aprovechando
las propiedades de los elementos de orden infinito y finito para obtener la
descomposicion correspondiente.

En este contexto, necesitamos introducir la nociéon de orden tanto de un
grupo como de un elemento. Dado un grupo G, se define el orden del grupo
G, denotado por |G| como la cantidad de elementos de G. Se dice que G es
finito si existe n € N tal que |G| = n, en caso contrario diremos que el grupo
G es infinito. Dado un grupo G y ¢ cualquier elemento de G, se dice que g
es de orden finito si existe n € N distinto de cero tal que ¢" = e. Al menor
namero natural n positivo que satisface que ¢g" = e se le llama el orden de gy
lo denotaremos por O(g). Diremos que el elemento g tiene orden infinito si
no existe tal n. Una observacion inmediata es que para cualquier grupo G,
el elemento neutro tiene orden 1, ya que se cumple trivialmente que e = e
para todo n € N, siendo entonces 1 el menor ntimero natural n positivo que
satisface que e" = e. Ademas, el neutro es el tnico elemento de orden 1, ya
que si g € G es un elemento de orden 1 se tiene que g = g' = e.

Sea G un grupo y H C (. Diremos que H es un subgrupo de G si H es
un grupo con la misma operacion de G restringida a H. Si H es un subgrupo
de Gy g € G, se definen las clases laterales izquierdas y derechas de H
en G con representante g, denotadas por gH y H g respectivamente, como
los siguientes conjuntos: gH = {gh:he€ H} y Hg = {hg: h € H}. Es un
resultado conocido que, si H es un subgrupo de GG, entonces las clases laterales
izquierdas, al igual que las clases laterales derechas, forman una particién
de G. Esto significa que cada clase lateral es no vacia, cada elemento de
G pertenece a una clase lateral y la interseccion de cualesquiera dos clases
laterales distintas es vacia, es decir, son disjuntas entre si. En general, las
clases laterales izquierdas y derechas no coinciden. Sin embargo, si para todo
g € G se cumple que gH = Hg, entonces diremos que H es un subgrupo
normal de G. En este caso, el conjunto de las clases laterales izquierdas y el
conjunto de las clases laterales derechas coinciden y podemos referirnos a él
simplemente como el conjunto de clases laterales.

Uno de los aspectos interesantes de los subgrupos normales es que permiten
construir un nuevo grupo, llamado el grupo cociente, denotado por G/H. El
conjunto G/ H esté formado por las clases laterales de H en G y la operacion
entre estas clases estda dada por (aH) (bH) = abH, donde aH, bH € G/H.
Es posible probar que si H es un subgrupo normal esta operacion esta bien
definida, es decir, no depende de los representantes elegidos. Por otro lado,

Matem&ticas y sus aplicaciones 29, Capitulo 1, paginas 5-28



Teorema fundamental de los grupos abelianos finitamente generados 11

cuando estudiamos grupos es importante tener herramientas para distinguir si
los grupos se comportan de la misma forma o no, es decir, si tienen la misma
estructura algebraica o, dicho de otro modo, si son esencialmente iguales como
grupos. Diremos que dos grupos (G, *) y (G', *") son isomorfos si existe una
funcion f : G — G’ biyectiva tal que para todos a,b € G se cumple que
f(axb) = f(a)* f(b). En este caso diremos que f es un isomorfismo entre
G y G, lo cual denotaremos por G = G’. Los isomorfismos permiten clasificar
grupos en términos de su estructura algebraica, independientemente de como
se representen.

Dado un grupo G'y Ny, ..., Ng subgrupos normales de G, definimos el
conjunto NyNy--+ Ny = {ning---ns | Vi € {1,...s}, n; € N;} y se puede
verificar que N1 Ns - - - Ny es un subgrupo de G. Diremos que G es el producto
directo interno de Ny, ...,Ngz, si NyNy--- Ny =G y paracadatcon 1 <i<s
se tiene que (N1Ny - - - N;) N N1 = {e}.

Dados grupos G, . . ., G, se define el producto directo externo de G, ..., Gy
como el producto cartesiano de GG; X --- X (G4 con la siguiente operacion bina-
ria; (g1,...,9s) (h1,...,hs) = (g1h1, ..., gshs) para cualesquiera (g1, ..., 9s),
(hi,...,hs) € Gy X -+ X Gy. Se puede ver que con esta operacion Gy X - -+ X G
es un grupo.

El producto directo interno y el producto directo externo estéan relaciona-
dos, como se puede observar en el teorema 3.4 que se enuncia mas adelante.

Dados un grupo G' y un primo p decimos que G es un p-grupo si todo
elemento de G tiene orden alguna potencia de p. Cuando G es un grupo finito
es posible probar que G es un p-grupo si y solo si |G| es una potencia de p.

A continuacién enunciaremos algunos resultados conocidos que seran esen-
ciales para desarrollar a detalle la prueba del Teorema fundamental para grupos
abelianos finitamente generados. Aunque no incluimos las demostraciones, se
indican las referencias correspondientes para su consulta.

Proposicion 3.1. [11, Corolario 3.2, pag. 47| Sea G un grupo y g cualquier

elemento de G de orden n. Entonces para cualquier i € N, O (¢°) = IR

El siguiente resultado se conoce como el Segundo teorema de isomorfia.

Teorema 3.2. [13, Teorema 2.119, pdg. 180] Sea G un grupo y H y K
subgrupos de G con H normal en G. Entonces HK es un subgrupo de G,

H es un subgrupo normal de HK, H N K es un subgrupo normal de K y
HK/H=K/(HNK).
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Por otro lado, el resultado a continuaciéon se conoce como el Teorema de
la correspondencia.

Teorema 3.3. [12, Teorema 2.28, pdg. 38| Sea K un subgrupo normal de un
grupo G. Existe una correspondencia biunivoca ® entre todos los subgrupos de
G que contienen a K y la familia de todos los subgrupos de G/K dada por
®(H) = H/K para todo H subgrupo de G que contenga a K.

A continuacién se enuncia un resultado que relaciona los productos directos
internos con los externos.

Teorema 3.4. [11, Teorema 5.2, pdg. 87] Sea G un grupo tal que G es el
producto directo interno de sus subgrupos normales Ny, ..., Ns. Entonces G es
1somorfo al producto directo externo Ny X - -+ X Ng.

Finalmente, mencionemos coémo un grupo abeliano finito se puede expresar
como un producto directo externo de p—grupos.

Lema 3.5. [11, Lema 5.5, pdg. 89] Sea G un grupo abeliano finito con G # {e}
y sean pi, ..., pr todos los distintos nimeros primos que dividen al orden de G.
Entonces G = Hy x - -+ x Hy, donde H; es el subgrupo de G que contiene a
todos los elementos de G de orden alguna potencia de p;.

4 Teorema para grupos abelianos finitos

En esta secciéon, probaremos un resultado estrechamente relacionado con
el Teorema fundamental para grupos abelianos finitamente generados, pero
aplicado exclusivamente a grupos abelianos finitos. Este resultado establece
que todo grupo abeliano finito es isomorfo a un producto directo de la forma:

Zp?l X Zp;lQ X -+ X Lyns cON P1, P2, ..., Ps Primos, no necesariamente distintos,
y ni,Na,...,Nns enteros positivos, caracterizando asi la estructura de cualquier

grupo abeliano finito como un producto directo de subgrupos ciclicos de érdenes
que son potencias de primos. Su importancia radica en que esencialmente nos
dice que basta entonces entender a los grupos del tipo Z,» para comprender
a todos los grupos abelianos finitos. Dado que, gracias al lema 3.5 sabemos
que todo grupo abeliano finito se puede descomponer como un producto
directo de p—grupos, bastard demostrar que el teorema es cierto para los
p-grupos abelianos finitos. La demostracién que presentamos esta basada en
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la desarrollada por Judson en |7, Seccion 13.1]. Asi, utilizaremos el siguiente
lema: en un p—grupo abeliano finito, siempre podemos descomponer el grupo
como un producto directo de un subgrupo ciclico generado por un elemento
de orden maximo y otro subgrupo. Esta propiedad es fundamental para iterar
el proceso de descomposiciéon en subgrupos més pequenos.

Lema 4.1. Sea G un p-grupo abeliano finito y sea a un elemento en G de
orden mdzimo. Si (a) es un subgrupo propio de G y b es un elemento de orden
minimo en G\ (a), entonces

1. O(b) =p,

2. (@) N {b) = {e} y
3. O(a(b)) = O(a) y a(b) es un elemento de orden mdzimo en G/(b).

Demostracion. Sea G un p-grupo abeliano finito de orden p” y sea a un
elemento en G de orden maximo. Supongamos que (a) es un subgrupo propio
de G y consideremos b un elemento de orden minimo en G\ (a).

1. Dado que G es un p-grupo, sabemos que el orden tanto de a como de b
son una potencia de p. Sea p™ el orden de a con 0 < m < n. Notemos
que debido a que G es un p-grupo y a es de orden maximo, entonces para
todo = € G se tiene que O (z) = p' con 0 < ¢ < m y en consecuencia
2P = ()P = (e} = e. Asi, para todo z € G se tiene que

P =e. (1)

En particular, " = e.

Veamos que O (b) = p. Por la proposicion 3.1, considerando que p es un
primo, se tiene que

O (b) O (b)

O(bp):mcd(p, o®) p

esto implica que O (b”) < O (b). Ahora, dado que b es de orden minimo
en G\ (a), se deduce que ¥ ¢ G\ (a), es decir, que bP € (a). Asi, b* = a’

para algin entero i.
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Aplicando de nuevo la proposicion 3.1 tenemos que

P\ O (a) _ p"
0 (a) = med (i, O (a))  med (i, p™)
y dado que (a")pm_1 = ()" =" = e se tiene que O (@) < p™, y en

consecuencia ¢ = pj para algin j € Z.

Consideremos el elemento ¢ = a~7b. Dado que ¢® = (a™7b)" = (a™7)" b =
aPal = a~'a’ = e, se tiene que c es de orden 1 o p. Ademés, observemos
que si ¢ € {a), por estar a7/ en (a), se tendria que ca’/ = b € {(a),
contradiciendo la eleccion de b. En consecuencia, ¢ ¢ (a), en particular
¢ # e y por lo tanto O (¢) = p. Hemos encontrado entonces un elemento
c € G\ {a) con O (¢) = p, como b es de orden minimo en G'\ (a) podemos
concluir que O (b) = p.

2. Probemos ahora que (a) N (b) = {e}. Como (a) N (b) es un subgrupo
de (b) y éste es de orden p con p primo, por el Teorema de Lagrange
O ({(a) N (b)) es 1 o p y en consecuencia se tiene que (a) N (b) = {e} o
{(a) N (b) = (b). Pero si (a) N (b) = (b), entonces (b) C (a) contradiciendo
que b ¢ (a). Por lo tanto, (a) N (b) = {e}.

3. Probemos ahora que O(a(b)) = O(a), es decir que O (a(b)) = p™. Su-
pongamos por reduccion al absurdo que O (a(b)) < p™, entonces tendria-
mos que a?” (b)) = (a(b))’” = ec/py = (b) de donde se deduce que
a”" " e (b). Asi, a?™ € (a) N (b). Pero por el lema 4.1 sabemos que

m

(a) N (b) = {e}, por lo tanto a”"~ = e lo que contradice que O (a) = p".

En consecuencia tenemos que O (a(b)) = p™.

Finalmente, por la igualdad 1 sabemos que para todo z € G se tiene que
2P" = e, por lo que para todo x € G se tiene que (x(b))P" = xP" (b) =
e(b) = (b), lo que nos permite concluir que para todo = € G se cumple
que O(z(b)) < p™. Asi, a(b) es un elemento de orden maximo en G/(b).

]

Teorema 4.2. Sea G un p-grupo abeliano finito y sea a un elemento en G
de orden mdximo. Entonces G es el producto directo interno (a)K para algin
subgrupo K de G.
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Demostracion. Sea G un p-grupo abeliano finito con |G| = p™ para alguna
n € N y sea a un elemento en GG de orden méximo. Esta prueba se hara por
inducciéon sobre n.

El caso cuando n = 0 es trivial, pues G' = {e} es igual al producto directo
interno (e){e}, con el neutro e un elemento en G de orden méaximo.

Sea n > 0. Supongamos que para todo G’ p-grupo abeliano finito de
orden |G'| < p" y g un elemento en G’ de orden méximo se tiene que G’ es el
producto directo interno (g) K’ para algtin subgrupo K’ de G'. Ahora, de todos
los elementos de G, tomemos uno de orden maximo, digamos a con O (a) = p™
para alguna m < n. Si G = (a), hemos terminado, pues G = (a){e} con a de
orden méximo. Supongamos entonces que (a) es un subgrupo propio de G.

Sea b un elemento de orden minimo en G\ (a). Por ser G abeliano, (b) es
un subgrupo normal de G. En consecuencia, podemos considerar el cociente
G/(b) que es un grupo de orden menor que el orden de G.

Sea B = (b). Por el tercer inciso del lema 4.1, sabemos que aB es un
elemento de orden méaximo en el p-grupo abeliano finito G/B y |G/B| < p™,
entonces podemos aplicar la hipotesis de induccion a G/ B, por lo que G/ B es
el producto directo interno (aB)K’ para algun subgrupo K’ de G/B.

Por el teorema 3.3, K’ = K/B para algun subgrupo K de G tal que
B C K. Asi, G/B es el producto directo interno (aB)K/B.

Finalmente, veamos que G es el producto directo interno (a)K. Para
justificar la afirmacién anterior debemos ver que todo elemento g de G se
escribe de la forma a°k para algin s € Z y para alguna k£ € K y que
(a) N K = {e}.

Veamos primero que todo elemento g de G se escribe de la forma a®k
para algin s € Z y para alguna k € K. Sea g € G. Sabemos que G/ B es es el
producto directo interno (aB)K /B, por lo que para gB € G/B = (aB)K/B,
se tiene que gB = a*BkB para algunos s € Z y k € K. Notemos que como
B C K, entonces a*BkB C a*KkK = a*K. Asi, g € a°K, es decir, g = a°k
para algin s € Z y para alguna k € K.

Veamos ahora que (a) N K = {e}. Sea z € (a) N K, entonces zB € (aB)
y 2B € K/B, es decir zB € (aB) N K/B. Pero como G/B es el producto
directo interno (aB)K/B, sabemos que (aB) N K/B = {eg/p}, entonces
2B = eq/p = B, lo que implica que z € B = (b). Asi, z € (a) N (b). Del
segundo inciso del lema 4.1 se tiene que (a) N (b) = {e} y por lo tanto z = e.
Hemos probado entonces que (a) N K = {e}.

Asi, G es el producto directo interno (a) K, con a un elemento en G de
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orden maximo. O]

Corolario 4.3. Todo p-grupo abeliano finito es isomorfo a un producto directo
externo de la forma (a) X K para algin a € G y algun subgrupo K de G.

Demostracion. La demostracion se sigue de los teoremas 4.2 y 3.4. ]

Teorema 4.4. Todo grupo abeliano finito no trivial es isomorfo a un producto
directo de la forma: Zprln X Zp;lz X o+ X Lyns CON P1, P2, ..., Ps Primos (no
necesariamente distintos) y ny,na, . ..,ns enteros positivos.

Demostracion. El lema 3.5, nos dice que todo grupo abeliano finito no trivial
se puede descomponer como un producto directo externo de p—grupos, por
lo que basta demostrar que el teorema es cierto para los p-grupos abelianos
finitos.

Sean p un nimero primo y G un p—grupo abeliano finito no trivial, es
decir, |G| = p™ para algtun entero positivo m.

La demostraciéon la haremos por induccién sobre m.

Si m = 1, entonces, al ser G de orden primo p, G es ciclico e isomorfo al
grupo aditivo Z,, y hemos terminado.

Sea m > 1. Supongamos que cualquier grupo abeliano finito no trivial
de orden p* con k < m es isomorfo a un producto directo externo de grupos
ciclicos del tipo Z;, con t una potencia de p.

Por el corolario 4.3, G es isomorfo a un producto directo externo de
la forma (a) x K para algin a € G y algin subgrupo K de G. Por ser G
un p-grupo, se tiene que (a) y K también son p-grupos y ademas el orden
de K es menor que p™. Recordemos que un grupo ciclico de orden finito es
isomorfo a Z; para algin t € N, [11, Teorema 4.14, pag. 74|, por lo que un
p-grupo ciclico de orden finito es isomorfo a Z,» para algin n € N. Asi, (a)
es isomorfo a Z,~ para algin n; natural positivo. Por lo tanto, si K = {e},
entonces G es isomorfo a (a), que a su vez es isomorfo a Z,»: con n; un natural
positivo. Por otro lado, si K # {e}, aplicando la hipdtesis de induccion a
K tenemos que K es isomorfo a un producto directo externo de la forma
Ligna X - -+ X Lpns CON Ny, . .., Ng Naturales positivos. Por lo tanto, G es isomorfo
a (a) x K que a su vez es isomorfo a un producto directo externo de la forma
Liny X Ly X - -+ X Lyns CON N, Ng, . .., Mg Naturales positivos. O

Como podemos observar este resultado describe la estructura de los grupos
abelianos finitos como productos directos de grupos ciclicos cuyos 6rdenes
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son potencias de primos. Sin embargo, ademas de la existencia de dicha
descomposicion, es posible demostrar que la descomposicion es tnica salvo el
orden de los factores. Es decir, si un grupo abeliano finito se expresa como
producto directo de grupos ciclicos de orden potencias de primos, entonces los
primos que aparecen y los exponentes correspondientes quedan completamente
determinados por el grupo, excepto por el orden en que se escriben los factores
en el producto directo, ver [4, lema 4, pag. 233].

El teorema que acabamos de probar es un caso particular del teorema que
deseamos demostrar y basicamente describe la estructura de todos los grupos
abelianos finitos de manera estandar y muy sistematica, estableciendo que
cada grupo abeliano finito es isomorfo a un producto directo de grupos ciclicos,
cuyos o6rdenes son potencias de nimeros primos. En otras palabras, podria-
mos decir que el “esqueleto” de los grupos abelianos finitos estd compuesto
exclusivamente por grupos ciclicos.

Esta descomposiciéon puede ser vista como una analogia con el Teorema
fundamental de la aritmética, donde cualquier ntimero natural se puede ex-
presar como un producto tnico de potencias de ntimeros primos. De manera
similar, en el contexto de los grupos abelianos finitos, descomponemos estas
estructuras algebraicas como un producto directo de grupos ciclicos.

Ademés, este teorema es un resultado 1til y poderoso ya que nos da la
idea de como construir grupos abelianos finitos de cualquier orden, utilizando
propiedades aritméticas simples sobre la descomposiciéon en nimeros primos y
las particiones de niimeros naturales positivos.

Por ejemplo, para cualquier niimero primo p y cualquier nimero natural
n, construyamos un grupo abeliano finito de orden p".

De acuerdo con el Teorema 4.4, el grupo que buscamos es isomorfo a un
producto directo de la forma Zpn X Zyny X -+ X Zipns, donde ny,no, ..., ng
son enteros positivos.

Ademés, se cumple que

P" =Ly X Lo X -+ X Lpns | = |Lpra | |Zpra | -+ + | Zigns | = p™p"* -+ - p™.
Por lo que, n =ny +ngy + -+ - 4+ n,.
Consideremos, por ejemplo, la descomposicion

n=1+1+---4+1 (n veces),
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que da lugar al grupo abeliano finito
Ly X Ly X =+ X Ly,

es decir, el producto directo de n copias de Z,.

De este modo podemos construir grupos abelianos finitos de todos los
ordenes posibles, mas atin, podemos dar, salvo isomorfismo, la lista completa
de grupos abelianos finitos no isomorfos de determinado orden.

Veamos por ejemplo como construir todos los grupos abelianos de orden
6125. Descomponiendo en factores primos tenemos que 6125 = 5372.

La estrategia consiste en analizar y describir primero las diferentes formas
en que el exponente 3 puede escribirse como una suma de ntimeros naturales,
reflejando como se distribuyen las potencias de 5 en los factores ciclicos. En
este caso tenemos las siguientes posibilidades: la primera y la mas basica es
1+1+1, la segunda, 241 y la tercera y dltima 3.

Cada una de estas descomposiciones corresponde a un grupo abeliano no
isomorfo de orden 53, descrito como un producto directo de grupos ciclicos.
En total, existen tres grupos no abelianos no isomorfos de orden 5* que son:
Lis X Ls X Lis, Lisz X Lig Y L.

De modo analogo, analizando las diferentes formas que el exponente 2
puede escribirse como una suma de niimeros naturales, tenemos las siguientes
posibilidades: 141 y 2, que corresponden a los dos grupos no abelianos no
isomorfos de orden 72 que son: Z; X Zq y Zra.

Asi, la lista de todos los grupos de orden 6125 = 5372 salvo isomorfia es:

Zis X Ui X L5 X Lq X Lo,

Zis X Qg X Lis X L2,

Tis2 X Zis X Ly X Do,

Z52 X Lg X Z727

Tiss X Uiy X L7 y

Z53 X Z72.

Este procedimiento puede generalizarse para cualquier niimero natural
positivo m, permitiéndonos clasificar a todos los grupos abelianos finitos de
orden m.

Cabe senalar que esta descomposiciéon no es tnicamente teérica sino que
tiene aplicaciones en Teoria de grafos y Criptografia, ver [10, 15].
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5 Grupos abelianos finitamente generados

Para establecer la prueba del Teorema fundamental de los grupos abelianos
finitamente generados, necesitamos introducir dos definiciones adicionales que
jugaran un papel crucial en la demostracion.

Sea G un grupo. Dado X un subconjunto de G, el menor subgrupo de G
que contiene a X es el subgrupo generado por X. Si este subgrupo es todo G,
entonces decimos que X genera a G' o que los elementos de X son generadores

de G. Si existe un subconjunto finito {x1, ..., z,,} que genere a GG, entonces
G se llama finitamente generado y denotaremos al generado por {z1,..., 2}
como (T, ..., Tpm).

Es posible probar que si un grupo G es finitamente generado por el
conjunto X, entonces cada elemento g de GG puede escribirse de la siguiente
forma: g = x]'x3? - - - x* para algunos zy,...,x, € X y ny,...,n; € Z. Ver
[4, Prop. 9, pag. 63].

Un grupo ciclico G es el caso més sencillo de un grupo finitamente
generado, ya que puede ser generado por un solo elemento. El grupo Z x Zs es
otro ejemplo de un grupo finitamente generado; un conjunto generador para

este grupo es, por ejemplo,

{(1,0), (0, 1)},

Veamos el siguiente resultado, que nos dice que la propiedad de ser
finitamente generado se conserva al tomar subgrupos y cocientes de un grupo
abeliano.

Proposicién 5.1. Sea G un grupo abeliano finitamente generado.

1. Si K es un subgrupo de G, entonces K es un grupo abeliano finitamente
generado.

2. Si K es un subgrupo de G, entonces G/K es un grupo abeliano finita-
mente generado.

Demostracion. 1. Sabemos que todo subgrupo de un grupo abeliano es
abeliano, por lo que basta probar que todo subgrupo de un grupo
abeliano finitamente generado es finitamente generado. Consideremos
un grupo G abeliano finitamente generado, generado por n elementos.
Realicemos la prueba por inducciéon sobre n.
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Sin =1, entonces G es ciclico, por lo que todo subgrupo de G es ciclico,
ver |13, Proposicion 2.71, pag. 148]. Asi, todo subgrupo de G es ciclico
y, en consecuencia, finitamente generado.

Sea n > 1. Supongamos que para cualquier grupo abeliano finitamente
generado tal que haya un conjunto de n elementos que lo genera, todo
subgrupo suyo es finitamente generado. Sea G un grupo abeliano finita-
mente generado y {x1,..., 2,41} un conjunto generador de G con n + 1
elementos. Consideremos H el subgrupo de G generado por {z1,...,x,}
y K cualquier subgrupo de GG. Entonces H N K es un subgrupo de H vy,
por la hipotesis de induccioén, es finitamente generado; digamos que el
conjunto finito {yi, ...y, } genera a H N K. Por el teorema 3.2, sabemos
que
K/(HNK)=2 HK/H

con HK/H un subgrupo de G/H. Notemos que G/H es ciclico, ya
que dado gH € G/H con g € G, como {z1,...,2,41} genera a G,

sabemos que g = x{"zy? -z, 7" para algunos mq,...,my11 € Z;
entonces gH =z -z, 'T"H y, como H es el grupo generado por
{x1,...,2,}, en particular xq,...,x, € H, por lo cual

_ M1 ,m2 Mnp41 _ Mnt1 _ m
gH—xl Lo xn-ﬁl H—xn-:l H = (.CCn+1H) .

Asi, G/H es ciclico y estéa generado por x,1H. Entonces, HK/H,y en
consecuencia K/(H N K), son ciclicos. Digamos que yH N K genera al
cociente K/(H N K).

Veamos que el conjunto finito {y, y1, ...y, } generaa K. Sea k € K. Como
kHNK € K/(HNK) = (yHNK), entonces kHNK = y' HNK para algin
teZ Asi, y 'k € HNK = (y1,...,y,), por lo que y~tk = ¢} ---y/br
para algunos [y, ...,[, € Z, de donde concluimos que k£ = ytyi1 eyl
Por lo tanto, {y,y1,...y.} genera a K, probando asi que K es un grupo

finitamente generado.

. Sea G un grupo abeliano finitamente generado y K un subgrupo de G.

El grupo cociente G/K es nuevamente un grupo abeliano; probemos
que también es finitamente generado. Como G es finitamente generado,
consideremos {x1,...,2,} un conjunto generador de G' de n elementos;
verifiquemos que

{r1K,... 2, K}
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genera a G/ K.

Sea g € G; como {x1,...,x,} genera a G, se tiene que
— x’fl [N xfl"

para algunos ki, ...k, € Z, entonces

gK =abt ok K = Kk K
= (r K)f oo (2, K )k,

Por lo tanto,
{v1K,... 2, K}

genera a G/K vy, en consecuencia, G/K es finitamente generado.

]

A continuacion, distinguiremos entre la parte del grupo formada por sus
elementos de orden finito y el resto.

Dado un grupo G se define el conjunto torsion de G, denotado por T (G)
como la coleccion: T'(G) = {z € G | x es de orden finito}. Notemos que el
elemento neutro de G siempre es un elemento de 7' (G), ya que su orden es 1.
Diremos que G es un grupo libre de torsion si T(G) = {e}.

En la siguiente proposiciéon veremos algunas propiedades que cumple este
conjunto en grupos abelianos finitamente generados.

Proposicion 5.2. Sea G un grupo abeliano finitamente generado, entonces
se cumple:

1. T (G) es un subgrupo abeliano finito de G.
2. G/T (G) es un grupo abeliano finitamente generado.

3. T(G/T(G)) = {ec/r)}, es decir G/T (G) es un grupo libre de torsion.

Demostracion. 1. Mencionamos que e € T(G) por lo que e € T(G) es
no vacio. Ademas, dados a,b € T(G) existen m,n € N7 tales que
a™ = e =b"y, por ser G abeliano, (ab)™ = (a™)"(b")" = e"e™ = e,
por lo que ab € T(G). Finalmente, si a € T(G), existe m € NT tal
que a™ = e, entonces a”™ = (a™)"! = e = ey asi, at € T(G).
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En consecuencia, T(G) es un subgrupo de G. Como G es un grupo
finitamente generado, por el primer inciso de la proposicién 5.1 sabemos
que T(G) es un grupo finitamente generado, veamos que de hecho
es finito. Sea {z1,xs,...,2,} un conjunto generador finito de 7' (G),
entonces tenemos que

T(G) = {a"---apm | Vim; € Z}

pero gracias a que xy, s, ..., T, € T (G), su orden es finito y podemos
reescribir al subgrupo de torsiéon como

T(G)= Az x| Vi(m; € 2,0 <m; < O(xy))},

lo cual nos permite concluir que sélo hay un nimero finito de elementos
en T (G).

. Es consecuencia directa del segundo inciso de la proposiciéon 5.1.

. Sea gT(G) € T(G/T(Q)), entonces existe r € NT tal que

(9T(G))" = €G/T(G)-

Como

9'T(G) = (4T(G))" = eqrc) = T(G),
se tiene que ¢"T(G) = T(G), es decir, g" € T(G). Esto implica que
existe k € N7 tal que
(9")" = ea.
Por lo tanto g"* = eg con rk € Nt y asi, g € T(G), lo que implica que
9T(G) = T(G) = eqr(c)-

Concluimos que T(G/T(G)) = {eq/rc) }-
]

De acuerdo al resultado anterior, dado G un grupo abeliano finitamente

generado, su subgrupo de torsién es un grupo abeliano finito y por el teorema

4.4 conocemos su estructura. Por otro lado, sabemos que G/T(G) es un grupo

abeliano finitamente generado libre de torsion. Tratemos de entender mejor
c6Hmo es este grupo cociente para posteriormente describir a G mediante su
subgrupo de torsiéon y su cociente respecto a él.
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Teorema 5.3. Sea G un grupo abeliano finitamente generado libre de torsion.

1. Sean x1,...,x,, elementos distintos de G tales que {x1,...,x,} es un
conjunto generador de G de cardinalidad minima. St x7" - - -z} = e con
Niy...,Nm € Z, entonces ny =ng = -+ = n,, = 0.

2. G es isomorfo a Z™ para algun m € N.
Demostracion. Sea G un grupo abeliano finitamente generado libre de torsion.

1. Sean w1, ...,x,, elementos distintos de G tales que {x1,...,z,,} es un
conjunto generador de GG de cardinalidad minima. Sean ny,...,n,, € Z
tales que z7"' - -z = e. Supongamos por reduccion al absurdo que
algiin n; es no nulo y sin pérdida de generalidad digamos que n; # 0.
Consideremos d el méximo comun divisor de nq, ..., n,,. Entonces, para
toda i € {1,...,m} sabemos que n; = dr; para algtn r; € Z. Asi,

drq drm, — (l,?l“l . ZETm)d

— Al Nm
e=xy rx,=a] T o

por lo que z7' -+ - 2I™ € T(G). Pero, dado que G es libre de torsion, se

sigue que zi' -+ -zl™ = e, con 1y, ..., T, enteros primos relativos entre si.
Sean ay,...,a, € Z tales que 1 = ayry + - -+ + Gy, ver [1, Teorema

3.66, pag. 114], entonces

21 = af = T g gt )
Por otro lado, como z7' - - - 2] = e, se tiene que
ot =yt (3)
y al sustituir la igualdad 3 en la igualdad 2
ry = (" ) )

Concluimos que x; se puede expresar como un producto de factores

en {xs,..., Ty}, por lo que {zs,...,z,} genera a G. Esto contradice
el hecho de que {zy,...,2,,} es un conjunto generador de cardinalidad
minima. Por lo tanto, ny =--- =n,, = 0.
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2. Sean x1,..., %, elementos distintos de G tales que {z1,...,x,,} es un
conjunto generador de G de cardinalidad minima. Consideremos la
funcion ¢ : Z™ — G tal que para toda (ni,...,n,) € Z™ se tiene
que ¢(ny, ..., ny) = a7 - -xrm. Veamos que ¢ es un isomorfismo. Sean

(N1, ... ynm), (I, ..., L) € Z™, entonces, usando que G es abeliano,

(g, nm) + (I, ln) =dng+ 1,y nm + L)

?1+ll R R A fnmm)(-rlll )

= ¢(n1, Ce ,nm)qb(ll, . .,lm),

por lo que ¢ es un homomorfismo. Ademaés, sabemos que todo g € G

=T

se puede expresar como g = x7'---x' para algunos ny,...n, € Z,
entonces g = x}* -+ - a2l = ¢(nq,...,ny), probando con ello que ¢ es
suprayectiva. Finalmente, si (ny,...,n,),(l1,...,l,) € Z™ son tales
que ¢(n,...,nm) = ¢(ly,...,In), entonces ' - z"m = gl ... i
Asi, e = gg=' = a7 - at (g 2l) 71y dado que G es abeliano,
obtenemos que

e=gt .. ghmlm,

Del primer inciso de este teorema se sigue que
n; —l; = 0 para todo i € {1,...,m},

es decir, n; = [; para todo i € {1,...,m}. Por lo tanto ¢ es inyectiva.
Concluimos que Z™ = (.

O

Veamos ahora como podemos describir a un grupo abeliano finitamente

generado, a partir de su subgrupo de torsiéon y su cociente respecto a él. El
siguiente resultado y su prueba son una adaptacion de [14, Teorema 5.2.3, pag.

177).

Teorema 5.4. Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Entonces

G2 T(G) x G/T(Q).

Demostracion. Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Por el segun-
do inciso de la proposicion 5.2, sabemos que G/T(G) es un grupo abeliano
finitamente generado, por lo que podemos considerar x,;T(G), ..., z,T(G) ele-
mentos distintos en G/T(G) tales que {z1T(G),...,z,T(G)} es un conjunto
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generador finito de G/T(G) de cardinalidad minima. Sea K = (xy,...,%m).
Notemos que la funcion
7: K — G/T(G)
tal que para toda k € K 7(k) = kT(G) es un homomorfismo, ya que para
cualesquiera k?l, ]{32 € K, W(klkg) = k’ll{?QT(G) = k1T<G>k52T(G) = W(kl)ﬂ'(kig).
Ademas, siky = a7 -2 ky = 28 - oalm € Kconng, ... 0, ty ..., ty, € Z,
son tales que (k) = m(ka), entonces k\T(G) = koT(G), lo que implica que
T(G) =ki'kT(G) = (2" - apr) Mo - - afy) € T(G)

m

=2l I T(G) = (0 T(G) T (@ T(G)

Dado que G/T(G) es un grupo abeliano finitamente generado y x,7(G),
., 2, T(G) son elementos distintos en G/T(G) con {z1T(G),...,z,T(G)}
un conjunto generador finito de G/T'(G) de cardinalidad minima, usando el pri-
mer inciso del teorema 5.3, concluimos que t; —n; = 0 para todai € {1,...,m},
es decir, t; = n; para toda ¢ € {1,...,m} y asi k; = ko, probando con ello que
7 es inyectiva. Ahora, dado ¢T'(G) € G/T(G), como {x,T(G),...,z,,T(G)}
un conjunto generador de G/T'(G), existen ny,...,n,, € Z tales que ¢7'(G) =
(e, T(G))™ -+ (2, T(G))™™, por lo que

m(ayt ) = w(r)™ ()" = (a T(G)™ - (2 T(G))"™ = gT(G),

m

probando con ello que 7 es suprayectiva.

Finalmente, veamos que G es el producto interno de T(G) y K. Dado
g € G, consideremos k € K tal que w(k) = ¢T(G), entonces kT(G) = ¢T'(G),
por lo que k7lg = x para alguna z € T(G). Asi, g = kx = 2k € T(G)K.
Ahora veamos que T(G) N K = {e}. Sea h € T(G) N K, como h € T(G)
tenemos que w(h) = hT'(G) = T(G) = eT(G) = w(e). Asi, n(h) = 7(e) con 7
inyectiva, por lo que h = e.

Por lo tanto, G es el producto directo de T(G) y K, que, por el teorema
3.4, es isomorfo a T(G) x K,y como K es isomorfo a G/T(G), entonces G es
isomorfo a T'(G) x G/T(G). O

Con todos los resultados anteriores, la prueba del Teorema Fundamental
para grupos abelianos finitamente generados resulta muy sencilla de seguir.

Teorema 5.5. Todo grupo abeliano finitamente generado es isomorfo a un
producto directo de la forma

m
Zp;q X Zp;lz X X Ligns X L™,
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CON P1, P2, ...y Ps PTIMOS (no necesariamente distintos), ny,na, .. .,ns naturales
positivos y m € N.

Demostracion. Sea G un grupo abeliano finitamente generado. Por el teorema
5.4, G es isomorfo a T'(G) x G/T(G). Ahora, de acuerdo al teorema 5.2, T'(G)
es un grupo abeliano finito, entonces por el teorema 4.4, obtenemos que T(G)
es trivial o isomorfo a un producto directo de la forma

valu X Zpgz X X Zp257
con pi, Pa, ..., Ps primos (no necesariamente distintos) y ny,ns, . . ., ng naturales
positivos.

Por otro lado, por la proposicion 5.2 sabemos que G/T(G) es un grupo
abeliano finitamente generado libre de torsion, entonces, de acuerdo al segundo
inciso del teorema 5.3, G/T(G) es isomorfo a Z™ para algin m € N.

Asi, G es isomorfo a un producto de la forma

m
7, m prgzx---prgst ,

51
con py, Pa, ..., Ps primos (no necesariamente distintos), ny, n, ..., ng naturales
positivos y m € N. ]
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Resumen

El control difuso (CD) es el algoritmo que se desarrolla utilizando logica
difusa y teoria de conjuntos difusos, el cual se aplica para el control de
sistemas mecéanicos, electrénicos, financieros, etc. El algoritmo de CD es
la generalizacién de la regla de inferencia de la logica clasica, llamada
Modus Ponens para proposiciones y conjuntos difusos. La estructura
general del CD, tiene cuatro partes; fusificacion, inferencia difusa, base de
reglas, estas dos ultimas forman parte del motor de inferencia y finalmente
la defusificacion. La defusificacién es una parte muy importante en el
desarrollo del CD. Al selecionar algun método, este debe obtener resultados
que preserven la informacion de la o las variables de entrada, representadas
de forma difusa en los conjuntos y las reglas difusas asignadas a estas,
para ser procesados en el motor de inferencia. Al conjunto difuso que
resulta del motor de inferencia, se le aplica algunos de los métodos de
defusificaciéon. Hay tres conceptos muy importantes que debe cumplir
el método seleccionado, el primero; no debe requerir mucha capacidad
de procesamiento, el segundo; preservar la informacién inicial en este
proceso y el tercero; obtener un resultado representativo del problema
a resolver y hacer mas preciso el proceso recursivo del algoritmo de
CD. La propuesta es utilizar la Integral de Lebesgue en el método de
defusificacion centro de gravedad (CoG), para cumplir con los 3 puntos
expuestos anteriormente, es decir, disminuir el proceso computacional
sin perder informacion, representada por los valores difusos,los cuales
cumplen con las caracteriticas de las variables lingiiisticas.
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1 Introduccion

La logica clasica estudia la representacion simbélica y las propiedades de
las proposiciones, utilizando las estructuras que involucran a los conectivos
logicos, su estudio se basa en la verdad de las proposiciones y la teoria de prueba.
En la logica clésica, el valor de verdad v(p) € {0,1} de modo que v(p) =1
significa que p es verdadera y v(p) = 0 que es falsa. Tiene su representacion
simbolica en la logica proposicional, esta nos permite representar en forma
simboélica el razonamiento, a través de un mecanismo que evaltia proposiciones,
las cuales son: elemental o compuesta, cada proposicién elemental corresponde
a una frase del lenguaje natural, tales como “esta lloviendo” o “7 es impar”.
A partir de las proposiciones elementales se pueden formar proposiciones
compuestas mediante la aplicaciéon de conectivos, que son cinco: un conectivo
unitario, la negacion (=) y cuatro conectivos binarios: la conjunciéon (A), la
disyuncion (V), la implicaciéon (—) y la doble implicacion (<»). En la logica
proposicional el valor de verdad de las proposiciones simples o compuestas, se
asigna por una funcién que se nombra funciéon de evaluacion.

El razonamiento del ser humano y del mundo que lo rodea no es repre-
sentado en forma simbolica en su totalidad por la légica clasica, por tal razon
surgen las logicas multivaluadas, para posteriormente sentar las bases de la
logica difusa.

En la logica clasica, cada una de la proposiciones elementales o compuestas
se le asigna un valor de verdad v(p), dado por la funcion de valuacion v.

Los valores de verdad en las l6gicas n -valuadas son elementos del siguiente
conjunto:

o(p) € v = {0 L 2 nze 1, (1)

n—1" n—-1"n-1’

para la logica difusa

v(p) € 10, 1], (2)

en todos los casos, el valor de verdad est& entre 0 y 1.

Como notamos, cada funcién v representa nuestro estado de conocimiento
acerca del mundo. Es posible que dos personas distintas tengan creencias
diferentes o que las creencias de una persona varien con el tiempo o que se
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pueda razonar sobre mundos hipotéticos y por ello puede haber distintas
funciones de verdad v [1].

La regla de inferencia de la logica clasica es la representacion de ar-
gumentos validos, de tal forma que no importa el valor de verdad de las
proposiciones que la componen, la conclusiéon es una consecuencia del conjunto
de proposiones que forman parte de la regla de inferencia.

Basandonos en las estructuras de las reglas de inferencia de la logica
clasica, se construye el algoritmo de CD donde se consideran los valores
de verdad de las proposiciones que lo componen en el intervalo [0, 1]. Este
tipo de algoritmos nos permite crear situaciones del mundo real, donde las
proposiciones no son solo falsas o verdaderas, sino que tienen valores de verdad
entre estos.

2 Logica difusa

Las logicas n-valuadas, son aquellas que toman valores de verdad en v,.
En la logica de Lukasiewicz y la de Kleene, las funciones f estan definidas a
partir de la suma, la resta, el maximo, el minimo y el valor absoluto, lo cual
garantiza que si a y b pertenecen a v, también f_(a), fi(a), fu(a), f-(a),y
fo(a) pertenecen. En una logica n-valuada no se podria tener, por ejemplo,
una funcién de conjuncion como fa(a,b) = a - b, pues ello implicaria que
fa(l/n,1/n) = 1/n* ¢ v, [1].

Esta es una de las razones por las que en la logica difusa se permite que
v(p) tome cualquier valor del intervalo [0, 1], con lo cual existe mayor libertad
a la hora de definir las funciones logicas. En este sentido, la 16gica difusa es
una generalizacion de las logicas n-valuadas, del mismo modo que éstas son
una generalizacion de la logica clasica.

Naturalmente, las 16gicas n-valuadas exigen que los valores de verdad sean
nimeros racionales y que el conjunto de valores sea finito, de hecho, basta
que el valor de verdad asignado a las proposiciones elementales pertenezca al
intervalo [0, 1] para que los valores de verdad de las proposiciones compuestas
pertenezcan también al intervalo [0, 1]. En consecuencia, tanto la logica de
Lukasiewicz como la de Kleene son casos particulares de la logica difusa [1],
2].

Una de las condiciones fundamentales, denominada limite clasico, en que
toda logica difusa ha de ser una extension de la logica clasica, en el sentido de
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que cuando los valores de verdad de dos proposiciones esté en {0, 1}, los valores
de verdad de las proposiciones resultantes al aplicar los conectivos sean los
mismos que en la logica clasica. Por ejemplo, la propiedad del tercer excluido
(pV —p=1) de la légica clésica es equivalente a decir que f§(0,1) = 1, por
tanto, la l6gica difusa debe cumplir que f,(0,1) = f§(0,1) = 1, en general
fu(a,b) # 1 cuando @ o b sean distintos de 0 y 1 [1], [2].

Ademés de mantener el limite clasico y otras propiedades de la logica
clasica es posible y conveniente mantener en la logica difusa.

3 Teoria de los Conjuntos Difusos

Los elementos que forman un conjunto clasico, deben cumplir alguna
condicion o cuando hablamos de proposiciones, esta debe ser verdadera, es
decir, un conjunto esta formado por los elementos que hacen verdadera alguna
proposicion descrita. Cuando se consideran proposiciones difusas los valores
de verdad estan en el intervalo [0, 1], ahora los elementos pertencen a un
conjunto difuso con cierto valor de verdad, el cual es asigando por la funcién
de pertenencia, que es una generalizacion de la funcién caracteristica, a
continuacion se definen los conjuntos difusos [1], [2].

Funcion caracteristica

Sabemos que dados un conjunto universal X y A un subconjunto de X,
(A C X) el conjunto A puede ser representado mediante una funcion, llamada
funcién caracteristica, denotada por x, la cual estd definida por:

La funcion y, : X — {0, 1} es una funcién que caracteriza al subconjunto
A, esto ocurre si y s6lo si, para todo z,

1 sizeA
= 3
A {0 si x ¢ A. )

llamada funcién caracteristica.

La funcién caracteristica se utiliza para representar conjuntos clasicos.
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Funcién de pertenencia o membresia

La funcién caracteristica puede ser generalizada, al asignar a cada elemento
del conjunto universal X un valor de pertenencia al subconjunto A, que en
logica difusa sera llamado grado de pertenencia o membresia. Dicha
funcion recibe el nombre de funciéon de pertenencia o membresia y el conjunto
que se obtiene al evaluar la funcién de pertenencia sobre los elementos de
un conjunto universal es nombrado conjunto difuso. La cercania del valor
de la funcién a 1 indica un mayor grado de pertenencia.

Cada conjunto difuso estd completamente y univocamente determinado
por la funcién de pertenencia y el intervalo en el que se asignan los valores de
la funcién de membresia es [0, 1].

Si X es el conjunto universal y z € X, entonces un conjunto difuso A en
X es definido como el conjunto de los pares ordenados

A= {(z, A(z))/x € X}

A= {(z, pa(z))/z € X}
donde A(x) o pra(x) es llamado grado de pertenencia de x [1], [2].

Variables lingiiisticas

En la formulacion de variables de cuantificaciéon el concepto de conjunto
difuso desempena un papel importante, cuando estos representan conceptos
lingiifsticos tales como muy pequeno, pequeno, medio, grande, etc. segin
lo interpretado en un contexto en particular. Cada estado de la variable
lingiiistica se representa por un conjunto difuso, definido en términos de un
conjunto de variables.

Como ejemplo y descripcion de variables lingiiisticas tenemos las variables
fisicas (temperatura, presion, velocidad, voltaje, humedad, etc.) asi como cual-
quier otra variable ntimerica (edad, tiempo de funcionamiento, sueldo, confia-
bilidad, etc.). En una variable lingiiistica, los términos lingiiisticos representan
valores aproximados de una base variable, relacionados con una aplicacién
en particular, los cuales son capturados por conjuntos difusos apropiados.
Cada variable lingiiistica es caracterizada por la quintupla (v, T, X, g,m) en
la cual v es el nombre de la variable, T es el conjunto de términos lingiiisticos
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que refieren a una base variable que toma valores en un rango definido en
el conjunto universal X, g es una regla sintactica para generar los términos
lingiifsticos y m es una regla seméantica que asigna a cada término lingiiistico
t € T, su significado, m(t) y el cual es un valor difuso definido en X (esto es
m:T — F(X)).

Las variables lingiiisticas representadas por los conjuntos difusos, tienen
las operaciones de los conjuntos clasicos.

Ejemplo 3.1. Para ilustrar los conceptos de los conjunto difusos, consideramos
tres conjuntos difusos de la Figura 1, que representan los conceptos de hombre
joven, adulto, viejo. La forma de presentar estos conjuntos difusos serd en
forma trapezoidal. Estas funciones se definen en el intervalo [0, 80], la variable
T S0M anos.

1 st x <20
By (z) = Bz ¢ 20 <z <35
0 st 3D <z

0 st x<200x >60
=20 g 20 < < 35
0=z g 45 < 1 < 60
1 s1 35 < x <45

0 st x <45

By(r) = ¢ 28 s 45 <z <60

1 st 60 < x.

Operaciones sobre conjuntos difusos

En la teoria de conjuntos se establecen operaciones entre estos, la union,
intersecciéon, complemento, etc. Definiremos esta operaciones para conjuntos
difusos, veremos que estas operaciones no son tnicas, por ejemplo tenemos
varios tipos de uniones e intersecciones para conjuntos difusos. Para cada
operacion existe una clase de funciones cuyos elementos son calificados como
la generalizacion de las operaciones clasicas. Cada clase es caracterizada por
un conjunto de axiomas justificados apropiadamente.
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u(x)

joven: B, adulto: B, viejo: B3

'
L | I ! | | i x
| I I T

Edad(x)

Figura 1: Conjuntos difusos

Aunque se pueden definir varios complementos, intersecciones y uniones difusas,
las estandar poseen ciertas propiedades que les dan un significado especial [2].

Complemento difuso

Sea A un conjunto difuso en X cuya funcion de pertenencia A : X — [0, 1],
A(z) es interpretada como el grado con el cual = pertenece a A, cA denota
el complemento difuso de A tipo ¢ donde la funcién de pertenencia de cA es
cA: X —[0,1].

El valor de ¢(A(z)) es interpretado como el valor de cA(z), tal que
c(A(z)) = cA(z) para todo z € X. Dado un conjunto difuso A, obtenemos cA
de aplicar la funcién ¢ a los valores de A(x) para todo z € X.

El punto de equilibrio de un complemento difuso tiene un grado de
pertenencia en un conjunto difuso A, y tiene el mismo grado de pertenencia
en el complemento cA [2].

Teorema 3.2 (Primera caracterizacion del complemento difuso). Si ¢ es una
funcion de [0,1] a [0,1], entonces ¢ es un complemento difuso involutivo si
y solo si existe una funcion g : [0,1] — R tal que g(0) = 0, g estrictamente
creciente donde

c(a) = g ' (g(1) — g(a)) para todoa € [0,1]. (4)
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Teorema 3.3 (Segunda caracterizacion del complemento difuso). Sea ¢ una
funcion de [0,1] a [0, 1], entonces ¢ es un complemento difuso si y sélo si
existe f :[0,1] = R continua tal que f(1) =0, f estrictamente decreciente y

c(a) = fHF(0) = f(a)), (5)
para todo a, € [0,1]

Las funciones definidas en el teorema anterior son llamadas generadores
decrecientes, cada funcion f es calificada como un generador decreciente que
determina un complemento difuso [2].

Complemento difuso estandar

Para definir el complemento difuso, partimos de la definiciéon del com-
plemento A para un conjunto clasico A, sabemos que se define de la forma
siguiente: A = {z € X : =(z € A)}, la negaciéon de la proposicion es lo que
describe a los elementos del conjunto complemento.

Sea A un conjunto difuso cuya funcion de pertenencia juay : X — [0, 1],
cA denota el complemento difuso de A donde la funciéon de pertenencia de cA
es: ¢(peay) : X — [0, 1], el valor c(pu(a)) es el valor del complemento, para todo
x e X.

Para definir el complemento difuso estandar, utilizamos la negacion
difusa estandar (—v(p) =1 — v(p)).

Interseccion difusa t-normas

La interseccion de dos conjuntos difusos A y B es generalizada mediante
una operacion binaria en el intervalo unitario, esta es una funcion de la forma

i:10,1] x [0,1] = [0,1].

Para cada elemento x del conjunto universal, esta funcién toma como
argumento los grados de membresia, en los conjuntos difusos A y B respecti-
vamente y obtenemos el grado de pertenencia en el conjunto contruido por la
interseccién de Ay B. Asi

(AN B)(x) = i[A(x), B(x)], (6)

para todo € X.

Matemadticas y sus aplicaciones 29, Capitulo 2, paginas 31-56



Método de defusificacion centro de gravedad, utilizando integracién de
Lebesgue 39

Para que una funcién 7 de esta forma sea una interseccion difusa, debe
poseer las caracteristicas apropiadas, las cuales aseguran que los conjuntos
difusos producidos por 7 sean intuitivamente aceptables para el manejo de las
intersecciones difusas, de cualquier par de conjuntos difusos dados.

Dada una funcion ¢ (t-norma) y los conjunto difusos A y B, aplicamos a
cada x € X para determinar la interseccion de A y B.

La funcién ¢ es totalmente independiente del valor de z; depende solamente
de los valores A(z) y B(x). Por lo tanto, podemos no hacer caso de x y asumir
que los valores de i son representados por los nimeros a, b € [0, 1].

La interseccion o t-norma difusa i es una operacion binaria en el intervalo
de unidad que satisface los siguientes axiomas para todo a, b, d € [0, 1]:

i1) i(a,1) =a (condicion de frontera)
i2) si b < d entonces i(a,b) < i(a,d) (monotonia)

i3) i(a,b) =i(b,a) (conmutatividad)

i4) i(a,i(b,d)) =i(i(a,b),d) (asociatividad)

se llama una t — norma o interseccion difusa.

Llamaremos a estos axiomas el esqueleto axiomatico para la interseccion
difusa de una t-norma difusa. Los tres primeros axiomas aseguran que la
interseccion difusa se convierta en la interseccion clasica cuando los sistemas
Ay B son clasicos: i(0,1) = 0y i(1,1) = 1 se consiguen de la condiciéon de
frontera: i(1,0) = 0 resulta de la conmutatividad, mientras que i(0,0) = 0 se
obtienen de la monotonia.

Algunos ejemplos de t — normas que son usadas como intersecciones
difusas.

Para cualesquiera a, b € [0, 1] :

1) i(a,b) = min(a, b) interseccion  estandar
2) i(a,b) = ab producto algebraico
3) i(a,b) = max(0,a +b—1) diferencia acotada.

a sib=1
4) imin(a,b) = { b sia=1 interseccion dréstica

0 sio.c.
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Los ejemplos anteriormente dados cumplen las siguientes relaciones:

imin(a,b) <méx(0,a +b—1) < ab < min(a,b),
para todo a,b € [0, 1]. [2].

Unién difusa (t-conormas)

De igual forma que en la interseccion difusa, generalizamos la union difusa
de dos conjuntos difusos A y B, la cual se especifica por la funcion

w:[0,1] x [0,] — [0,1].

El argumento de esta funcién, consiste del par de grados de membresia,
de un elemento x en el conjunto difuso A y el otro grado de membresia de
igual forma para el conjunto difuso B. El resultado de aplicar la funciéon u es
el grado de pertenencia de un valor x el conjunto difuso AU B.

Esto es,
(AU B)(z) = u[A(z), B(z)] (7)

para todo z € X.

Las propiedades que una funcién u debe satisfacer para ser uniéon difusa,
son las propiedades que debe de cumplir la funcién llamada t-conorma.

La unién difusa t-conorma u, es una operaciéon binaria en el intervalo
unitario que satisface los siguientes axiomas, para toda a, b, d € [0, 1],

ul) u(a,0) =a (condicion de frontera)
u2) b <d entonces u(a,b) <u(a,d) (monoticidad)

u3) u(a,b) = u(b,a) (conmutatividad)

ud) u(a,u(b,d)) = u(u(a,b),d). (asociatividad)

Estos son los axiomas béasicos de la unién difusa, a este conjunto de
axiomas lo llamamos esqueleto axiomético de la unién difusa t-conorma.

Comparando los axiomas ul) — u4) con il) — i4) vemos que la diferencia
es la condicion de frontera.

Los axiomas ul hasta u3 nos aseguran que la uniéon difusa dada se
puede convertir en la unién clasica cuando los conjuntos A y B son clésicos:
u(0,0) =0, u(0,1) = u(l,0) = u(l,l) = 1.
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Una t-conorma que es continua y superidempotente es llamada Arquime-
diana, si es estrictamente monotona, es llamada estrictamente arquimediana.

El siguiente teorema muestra el significado de la uniéon difusa estandar
respecto a idempotencia.

Teorema 3.4. La union difusa estdndar es la inica t-conorma idempotente.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de t-conormas que son
usadas para realizar la union de conjuntos difusos, para todo a,b € [0,1] [2].

1) u(a,b) = maz(a,b) Unién  estandar
2) u(a,b)=a+0b—ab Suma algebraica
3) u(a,b) =min(l,a+b) Suma acotada.
a sib=20
4) Upmin(a,b) = { b sia=0 Union dréstica
1 o.c.

Teorema 3.5. Para todo a,b € [0,1],

maz(a,b) < u(a,b) < umin(a,b).

Combinacién de operaciones

En la teoria de conjuntos clasicos se dice que la interseccion y la unién
son duales respecto del complemento ya que cumplen las leyes de De Morgan,
esto es:

ANB=AUB y AUB=ANB.

Nos preguntamos, si esta dualidad se satisface para los conjuntos difusos.
La respuesta es si, s6lo que son algunas las combinaciones de t-normas y
t-conormas, y el complemento difuso las que pueden satisfacer la dualidad.
Esto es dada una t-norma y t-conorma son duales respecto al complemento
difuso si y s6lo si:

c(i(a, b)) = u(c(a), c(b)) (8)
c(ufa,b)) = i(c(a), c(b))- (9)
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Estas ecuaciones describen las leyes de De Morgan para los conjuntos difusos.
Sea la terna < i,u, c > tales que, i, u sean duales respecto de ¢, se denominan
ternas duales.

En los siguientes ejemplos se verifica que para distintos tipos de t-normas y
t-conormas existe dualidad respecto al complemento estandar.

Ejemplo 3.6. < min(a,b), max(a,b),cs >,
probaremos que:
cs(min(a, b)) = mazx(cs(a), cs(b))
para lo que suponemos que a < b
cs(min(a,b)) =1 —min(a,b) =1 —a=maz((1 —a), (1 —0))
= maz(cs(a), cs(b)).
Ahora demostremos que:
cs(max(a,b)) = min(cs(a), cs(b))
supongamos que a < b
cs(max(a,b)) =1 —maz(a,b) =1—b=min((1 —a), (1 —0b))
= min(cs(a), cs(b)).

Teorema 3.7. Las ternas < min, méx,c > ¥ < iymm, tmax, ¢ > Son duales
respecto de cualquier complemento difuso.

Teorema 3.8. Dada una t-norma i y un complemento involutivo c, la opera-
cion binaria u en [0,1] definida por

u(a,b) = c(i(c(a), ¢(b))) (10)
para todo a, b en [0,1] es una t-conorma tal que < i,u,c > es una terna dual.

Como un ejemplo de este teorema, consideramos la t-norma i(a, b) = ab 'y
la clase Sugeno de complemento difuso

ca(a)

aplicando estas operaciones a (11), obtenemos la clase de t-conormas

ur(a,) = ex(i(er(a), ex(8) = exlil5 e 7—10)

(1—a)(1-0) . a+b+(A—2)ab
1+)\a)(1+)\b)) 1+ (A =1ab

B 1—a
1+ \a

si (A >—1)

ux(a,b) = cA((
2].
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4 Control difuso (CD)

Los sistemas de control difuso (CD) basados en reglas, conocidos como
controladores difusos, son sin duda la aplicaciéon mas extendida de la logica
difusa. La estructura tipica de un controlador basado en un sistema difuso
puede verse en la Figura 2.

El CD, es un algoritmo que se construye utilizando las teorias de la
logica difusa y los conjuntos difusos, que se utiliza para resolver problemas de
ingenierfa, economia, finazas, etc., para controlar sistemas complejos utilizando
informacién imprecisa.

Los algoritmos de CD estan basados en reglas y conjuntos difusos, que
intentan emular el razonamiento humano. Por cual, el funcionamiento éptimo
del control depende de la informacion del sistema en el que se aplica. La
informacion que se considera en el desarrollo del algoritmo puede considerarse
de la simulacién de un modelo dindmico o de la experiencia de algin o algunos
operadores.

En el CD se utilizan los conjuntos difusos que describen los estados de las
variables para describir las reglas difusas, que representan el conocimiento de
expertos. Las variables del sistema son descritas por expresiones lingiiisticas, las
cuales se llaman variables lingiiisticas, pueden ser variables fisicas, electronicas,
quimicas, etc., los estados de estas pueden describirse como: alto, medio,
poco, mucho, negativo, bajo, etc., estos estados de las variables lingiiisticas
son representados por conjuntos difusos, que asignan un valor o grado de
pertenencia a los elementos de un conjunto, en el cual estan contenidos los
valores de la variable (fisica, eléctrica, financiera, etc.).

Consta de cuatro etapas: la fusificacion, inferencia difusa, regla de infe-
rencia difusa y la defusificacion. En la fusificacion, los valores de las variables
de entrada se convierten en valores difusos por medio de las funciones de
pertenencia que describen a los conjuntos difusos. En el motor de inferencia,
se utilizan las reglas y la inferencia difusa, para determinar el comportamiento
del sistema. Por ultimo, en la defusificacion, en esta etapa los valores que se
obtienen del motor de inferencia se convierten en valores reales, que se aplican
al sistema a controlar.

Se utiliza cuando queremos resolver problemas complejos e imprecisos, que
no sea lineal, con un modelo matemaético de segundo o tercer orden. Se aplica
en diversas areas tales como: sistemas de temperatura, sistemas médicos, la
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toma de decisiones. Este tipo de algoritmos se basa en informacién imprecisa,
proporcionada por expertos o usuarios. Por tal razoén es importante, que los
métodos que se utilizan en las etapas de este, sean simples o no tan complicados,
de facil programaciéon y que conserven los valores de la informaciéon, para
llegar al resultado final de forma 6ptima y precisa. Para lo cual se propone que
en el método del centroide se utilice la Integral de Lebesgue, de esta forma
simplificar el proceso computacional y que el diseno del algoritmo sea lo mas
simple posible [3], [4].

Las salidas y las entradas del CD son los estados del sistema controlado,
esto es el CD es un estado de las variables controladas por una familia de
reglas y mecanismos de inferencia difusa.

Una forma tipica de estas reglas se ejemplifica por la regla: "SI la tempe-
ratura es muy alta Y la presion es ligeramente baja ENTONCES el cambio de
calor es ligeramente negativo", donde la temperatura y la presion son variables
del proceso y el cambio de calor es la acciéon que ejecuta el controlador, los
términos muy alto, ligeramente bajo y ligeramente negativo son representados
por conjuntos difusos.

Un controlador difuso consiste de 4 médulos:

— Un moédulo de fusificacion

— Una base de reglas difusas

— Una inferencia difusa

— Un moédulo de defusificacion,

y el controlador opera por repeticion en ciclos de los cuatro pasos anteriormente
descritos [3], [4], 5]

Sistema experto

Un sistema experto es una base de datos computarizados que intenta
emular el proceso de razonamiento humano en un dominio de conocimientos
(informacién) especifico. Los sistemas expertos son construidos con el fin de
tomar la experiencia, el entendimiento y resolver problemas con la informacion
obtenida de un experto en un tema en especial, por una persona que no
necesariamente sea experta en el tema. Algunos de los temas para los que
se disenan sistemas expertos son; consultoria, diagnésticos médicos, lectura,
toma de decisiones, investigaciéon y desarrollo.

El nicleo de un sistema experto consiste en una base de conocimientos
(informacion), una base de datos y un motor de inferencia. Estas tres unidades,
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Accién
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Salida del
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Condicion

Figura 2: Diagrama de Control difuso

junto con un interfaz para comunicarse con el usuario, forman la configuracion
minima de un sistema experto.

- La base de conocimiento (informacion) contiene informacion general
que pertenece al dominio de conocimiento para el problema. En un sistema
experto difuso, el conocimiento es representado por un conjunto de reglas
difusas, las cuales conectan el antecedente con el consecuente, premisas con
conclusiones 6 condiciones con acciones. En un sistema experto difuso, tiene
la forma “ SI A, ENTONCES B”, donde A y B son conjuntos difusos.

- La base de datos es un almacen de estos, dispuestos para ser utilizados
por el sistema experto, estos datos establecen un dialogo entre el sistema
experto y el usuario. Otros datos pueden ser obtenidos por la inferencia del
sistema experto.

- El motor de inferencia de un sistema experto difuso que opera en
una serie de reglas de produccion y realiza la inferencia difusa. Existen dos
aproximaciones para evaluar las reglas de produccion. La primera es el manejo
de datos y es ejemplificado por la regla de inferencia modus ponens. En este
caso, provee los datos disponibles al sistema experto, los cuales son evaluados
en las reglas de produccion y obtenida la posible conclusion. Un método
alternativo de evaluacion es el manejo de meta; este es generalizado por la
regla de inferencia modus tollens. El motor de inferencia también puede
utilizar el conocimiento de la base en las reglas de produccion. Este tipo
de conocimiento cuyo nombre es metaconocimiento se localiza en la base de
conocimiento [6], |7], [8], [9]-
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Fusificacion

Los conjuntos difusos se utilizan para calificar la informacion en las bases
de reglas, y el mecanismo de inferencia opera sobre conjuntos difusos para
producir conjuntos difusos: Por lo tanto, debemos especificar como el sistema
difuso convertira sus entradas numéricas x;, en conjuntos difusos (un proceso
llamado fusificacion) para que puedan ser utilizados por el sistema difuso.

Sea U que denota el conjunto de todos los posibles conjuntos difusos que
se pueden definir en U;. Dada z; € U;, transformacion de fusificaciéon x; a un
conjunto difuso denotado por A; definido en el universo de discusion. Esta
transformacion es procesada por el operador F' de fusificaciéon, definido como
F:U; — U} donde F(x;) = A,.

Motor de inferencia

El motor de inferencia tiene dos tareas basicas: (1) determinar en qué
medida cada regla es relevante para la situacion actual, caracterizada por las
entradas z;, y (2) extraer conclusiones utilizando estas misma y la informacion
de la base de reglas. A esta tarea la denominamos paso de inferencia.

Base de reglas

La base de reglas para un sistema de CD, es un conjunto de reglas con la
forma SI———FENTONCES——— que considera la logica difusa para utilizar
la impresicién en un sistema para obtener resultados precisos. Las reglas tienen
que copiar el razonamiento de algun experto que utilizado variable lingiiisticas,
las cuales son: variables fisicas, electronicas, finacieras, etc., y sus distintos
estados representados por conjuntos difusos. Es la parte mas representativa del
razonamiento humano y modela las relaciones entre las variables constituyen
el nacleo de un sistema de logica difusa y se utilizan para modelar relaciones
entre las variables lingiiisticas, para situaciones complejas.

Razonamiento aproximado

El razonamiento aproximado es la generalizacion de la regla de inferencia
Modus Ponens de la logica clasica, para conjuntos difusos, en las aplicaciones
del CD, se requiere una base de reglas, la cual es un conjunto de n proposiciones
difusas de la forma SI — —ENTONCES — —, por lo cual es necesaria la
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construcion de algoritmos donde se consideren estas caracteristicas del sistema.
Por lo cual se construye el Razonamiento aproximado multicondicional [8], [9].

Razonamiento aproximado multicondicional

Aqui se considera la base de reglas y por cual, la forma general del
razonamiento aproximado multicondicional es

Regla 1: Si X es A; entonces ) es By (11)

Regla 2 : Si X es Ay entonces ) es By

Regla n: Si X es A, entonces ) es B,
Hecho: X es A’
Conclusién: Y es B

Dadas n reglas si — entonces donde A, A; € F(X) paratodo j € N, y
X, Y conjuntos de valores de las variables X' y ), esta forma de razonamiento
es tipica en los controladores construidos con logica difusa.

El método comin para determinar B', es el método de interpolacion, el
cual consiste de dos pasos:

PASO 1.- Calcular el grado de consistencia de 7;(A’), entre el hecho dado
y el antecedente de cada j-regla si — entonces en términos de la interseccion
de los conjuntos asociados A" y A;, esto es para cada j € N,

ri(A) = h(A N Ay),
o usando la intersecciéon difusa estandar,

r;(A") = supmin[A'(z), A;(z)] : (12)

zeX

PASO 2.- Calcular la conclusion B’ por truncamiento de cada conjunto

Bj por los valores de rj(A/), el cual expresa el grado con el cual el antecedente

A, es compatible con el hecho A’, y tomando la unién de conjuntos truncados,
esto es:

B' = sup min|r;(A’, B;(y)] (13)

JENn
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para todoy € Y.
El método de interpolacion es un caso especial de la regla de inferencia
composicional, para ver esto mostramos que si R es una relacion difusa en

X x Y definida por

R(x,y) = sup min[A;(z), B;(y)]

jEN’n

para todo z € X y y € Y, entonces la B es igual a A" o R donde o denota la
composicion sup — min.

Observamos que la relacion difusa R empleada en este razonamiento
es obtenida de las reglas ST — — — ENTONCES — —— para cada regla j
determinamos una relacion R; por la férmula

R;(z,y) = min[A;(x), B;(y)] (14)

para todo x € X, y € Y. Entonces R se define por la uniéon de las relaciones
R; para todas las reglas, esto es

R=J R, (15)

JENR

En estos casos, tratamos la regla ST — — — ENTONCES como disyuntiva,
obtenemos una conclusion para un hecho dado A’ siempre que rj(A') > () para
al menos una de las reglas j. Cuando 7;(A") > 0 [6], [7], [8], [9]-

Método de defusificacion

Es un método que transforma valores difusos o también llamado vector
difuso resultado del motor de inferencia difuso, en un valor no difuso o real.
El valor defusificado del CD representa la accién a tomar en el control del
proceso determinado. Para cumplir con este objetivo, se pueden emplear el
método descrito a continuacion [9], [10]:

Método centro de gravedad (CoG)

El més utilizado de todos los métodos de defusificacion, el principio basico
del método CoG, representado en la Figura 3, para calcular el valor defusificado
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VE@ Wd
. .

>

*

X

Figura 3: Centro de gravedad

x*, consiste en calcular la linea vertical que corta la unién de los truncados.
como se describe en la Figura 4.
También conocido como método de centro de masa o de gravedad,
donde [ p.dz denota el area bajo la curva c.

5 Integral de Lebesgue

Teorema 5.1. Sea
f:R—R,

acotada, [ es integrable sobre R si y solo si D g tiene medida de Lebesgue
cero. Sea A C R acotada, diremos que A tiene medida cero si para todo € > 0
existe una coleccion de intervalos {(an, b,)}o2 ,, tales que:

AC D(an,bn)y i(bn —a,) <€
n=1 n=1

Sea E C R, definimos la funcién caracteristica de F como la funcion
xe: R— R,

dada por xp ={1si X € E},0si x € E.
Si E es un intervalo de la forma [a,b], (a,b), (a,b] o [a,b) donde a, b € R
entonces

/baXE(x)dx = /b ldz =b—a =m(E).
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Lema 5.2. Sea f una funcion integrable y f => " bim(E;), con una repre-
sentacion E1, ..., E, disjuntos y medibles. Entonces

/f: szm(Ez) (16)

Corolario 5.3. Dados aq, ...,an € R conjuntos medibles E1, ..., E,, con medida
finita, tenemos que

/ (Z:L: aiXEi> = Z:L: a;m(E;). (17)

De forma general, si f : [a,b] — R es continua, la imagen de f es el
intervalo [m, M| donde m = min{f(z) : © € [a,b]} y M = max{f(z) : z €
[a,b]}. [11], [12].

Consideremos una particion P = {yo, 41, ..., Y } del intervalo [m, M] para
cada i = 1,...,n escogemos ¢; € [y;_1,y;] v definimos

El = fﬁl[y(]?yl]a

El - f_l[yn—la yn]

Definimos una funcion g, : [a,b] — R dada por

3

entonces

/b " () = > (B (19)
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Figura 4: Truncado de los conjuntos difusos

6 Ejemplo del método de defusificacion

Ejemplo de CoG

El calculo del centro de masa para la defusificacion en este ejemplo se

realiza para la union de los truncados de la Figura 5, aplicando la ecuacion
(17)

. Jropdr A
v [ pedz B’

Los limites superiores de las areas son: para A; la funcion y = 0.35z, para
el area A, por y = 0.7, el drea As por la funcion y = = — 2, el area A4 por
y =1y el dera A5 por la funcién y = —0.5x 4+ 3, como se muestra en la figura
5 y descrita de forma general,

¢

0.5z 0<zx<l1
056 1<x<35
p(x) = 0.6x—16 35<x<4

0.8 4<z<6
| —04r+32 6<x<8

. Jrpedr
Tt = ——
J pedz

Ahora calculamos zu(x) esta funcion tiene la forma:

(20)
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Figura 5: Unién de los conjuntos truncados

0522 0<z<1
0.5z 1<z <35
zp(x) = 0.62> — 1.6z 3.5 <z <4
08z 4<x<6
\ 042> +32r 6<x<8

Calculamos las integrales del numerador y el denominador

1 3.5 4
A= / 0.5z%dx +/ 0.5xdx + / (0.6 — 1.6x)dz+
0 1 3

.5

6
/ 0.8zdx + / (—0.42* + 3.22)dxr = 15.53,
4

3.5 4
B = / 0.5xdx + / 0.5dz + / (0.62 — 1.6)dz+
0 3.5

6
/ 0.8dz + / —0.4z + 3.2)dz = 3.925,
4

el resultado es:

. A 155385
1' = 5 = oo = 3.9588.
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Integral de Lebesgue en el Método de defusificaciéon
centro de gravedad (CoG)

Utilizamos la integracion de Lebesgue para calcular el centroide del
conjunto difuso presentado en la figura 5.

Caso de método de defusificacion CoG, utilizando integral de
Lebesgue

Primero calculamos la siguiente integral:

El rango de la funcion p(z) es el intervalo [0, 0.8], se considera la parti-
cion P = 0,0.5,0.8 de tal forma que el intervalo se divide en los siguientes
subintervalos, [0,0.5), [0.5,0.8), [0,0.8].

Los puntos medios de los subintervalos son:

0.25 € [0,0.5), 0.65 € [0.5,0.8), 0.4 € [0,0.8].

0.5z 0<z<1
05 1<z<35
p(x) = 0.6x—16 35<z<4

08 4<z<6
[ 042 +32 6<2<8

Consideramos los conjuntos

By =1 '0,0.5) = [0,3.5),
Ey = p1710.5,0.8) = [3.5,4),
By = pu7'[0,0.8) = [4,6),
Ey = p710,0.8) = [6,8].

Construimos la funcion g(z) = 0.25xg, + 0.65xg, + 0.4xg, + 0.4xE,,
despues integramos esta funcion

8 3.5 4 6 8
B = / g(x)dx = 0.25/ XE, + 0.65/ XE, + 0.4/ XEs t 0.4/ XEs»
0 0 3.5 4 6

B = /6 g(x)dz = 0.25(3.5 — 0) + 0.65(4 — 3.5) + 0.4(6 — 4) + 0.4(8 — 6)
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6
B = / g(x)dr =1+ 0.325+ 0.58 + 1.6 = 3.725,
0

el resultado de la integral es:

6
/ g(x)dx = 3.725.
0

Ahora calculamos zpu(x) esta funcion tiene la forma:

(

0522 0<az<1
0.5z 1<z<35
rp(r) = 0.622 —1.6x 35<z<4
08z 4<x<6
\ —0422+32r 6<x<8

El rango de la funcion zpu(z) es el intervalo [0, 4.8], se considera la particion
P =1{0.5,1.75,3.2,4.8} de tal forma que el intervalo [0, 4.8] se divide en los
siguientes subintervalos; [0,0.5), [0.5,1.75), [1.75,3.2), [3.2,4.8], los puntos
intermedios son:

0.25 € [0,0.5), 1.12 € [0.5,1.75), 2.5 € [1.75,3.2), 2.4 € [0,4.8).

Consideramos los conjuntos

By = (zp)7'(0,0.5) = [0,1),
Ey = (xp)7'[0.5,1.75) = [1,3.5),
B3 = (xp) '[1.75,3.2) = [3.5,4),

E, = (zp)1[3.2,4.8) = [4,6),

Es = (zp)71[0,4.8) = [6,8).

Construimos la funcion h(z) = 0.25xg, + 1.12xg, + 2.5x8, + 2.4xE, +
2.4x g, , después integramos esta funcion

A= /04'8 h(z)dx
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4.8 1 3.5 4 6 8
/ h(x)dx:().25/ XE1+1-12/ XE2+2-5/ XE3+2-4/ XE4+2-4/ X Es
0 0 1 3.5 4 6

/4'8 h(x)de = 0.25(1—0)+1.12(3.5—1)+2.5(4 —3.5) +2.4(6 —4) +2.4(8 — 6),

[P h(z)de = 0.25 + 2.8 + 1.25 + 4.8 + 4.8 = 13.9, el resultado de la

integral es: f04'8 h(z)dx = 13.9, el resultado de la defusificacion CoG utlizando
la integral de Lebesgue es

A 139
L L 5T
T =T 3ms 0B

Este es el resultado final de la aplicacion de la Integral de Lebesgue en el
método de defusificacion CoG.
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Capitulo 3

Modelando el problema del diseno de las
palabras codigo del ADN a través de grafos y
formulas booleanas

Sonia Navarro Flores, Carlos Guillén Galvan, Carlos
Alberto Lopez Andrade

FCFM, BUAP

Resumen

El problema de diseno de palabras codigo del ADN es un problema de
biologia computacional que tiene aplicaciones relevantes en el almacena-
miento de informacién. En este trabajo, introducimos el problema del
disenio de las palabras codigo del ADN y lo modelamos mediante gra-
fos, donde la bisqueda de un conjunto 6ptimo de codigos se traduce
en encontrar el maximo conjunto independiente de los grafos obtenidos.
Como el problema del maximo conjunto independiente en grafos es un
problema NP-duro, lo abordamos mediante su formulacién en términos
formulas booleanas. De esta manera, el problema se transforma en una
instancia del problema de satisfactibilidad méaxima (Partial MaxSAT) que
busca satisfacer la mayor cantidad de clausulas de una féormula booleana
dada. Si bien Partial MaxSAT también es computacionalmente complejo,
ofrece la ventaja de que cuenta con una vasta literatura y herramientas
algoritmicas robustas. Finalmente, presentamos resultados experimentales
para palabras de longitud 2, 4 y 6 analizando las ventajas y limitaciones
del enfoque propuesto.

1 Introducciéon
El problema de diseno de palabras cédigo de ADN consiste en seleccionar

un conjunto de cadenas de nucledtidos {A, C, G, T’} que cumplan restricciones
combinatorias especificas. Es un problema fundamental para garantizar la
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fiabilidad en el almacenamiento y recuperacion de informacion, con aplicaciones
en tecnologias de micromatrices de ADN, en computacion biomolecular, y en
el desarrollo de codigos de barras moleculares para manipular moléculas en
bibliotecas quimicas |23, §|.

Un factor critico en este proceso es la tendencia natural del ADN a
la hibridacién: si las secuencias no presentan la suficiente diferenciacion,
pueden unirse a sus complementos no deseados, induciendo errores durante
la recuperacién de datos. En este contexto, la distancia de Hamming ha
demostrado ser una métrica eficaz para cuantificar la distincion entre cadenas.
Este trabajo se centra en el problema de diseno de palabras de ADN, definido
como la biisqueda del mayor conjunto de cadenas de una longitud fija que
satisfaga restricciones combinatorias preestablecidas. Histéricamente, este
reto ha sido abordado mediante diversas técnicas, tales como la estrategia de
mapa-plantilla [8], el uso de anillos finitos [14], la busqueda local estocastica
[21, 22|, asi como diversas metaheuristicas [24] y algoritmos evolutivos [18].

Numerosos autores han trabajado en la optimizacién de los limites in-
feriores para este problema, empleando métodos de teoria de la codigos
(empaquetamiento de esferas) y enfoques algebraicos [5]. Si bien los algoritmos
evolutivos y la busqueda con vecindario variable han mostrado resultados
prometedores, ain existen interrogantes abiertos; por ejemplo, se desconoce si
la solucién conocida actualmente para palabras de longitud 8 y distancia de
Hamming 4 representa un maximo global. En el enfoque que presentamos en
este trabajo, observamos que a medida que la longitud de las palabras aumenta,
el tamano de los grafos resultantes crece de forma explosiva, superando la
capacidad de resolucion de los métodos computacionales convencionales para
hallar el conjunto independiente maximo.

El capitulo esta estructurado de la siguiente manera: la seccién 2 presenta
los preliminares sobre complejidad computacional, el problema MaxSAT y
teoria de grafos, ademas al final de la secciéon describimos el problema de
diseno de palabras c6digo de ADN. En la Secciéon 3, modelamos el problema
mediante grafos y presentamos detalladamente la soluciéon para cadenas de
longitud d=2. En la Seccién 4, describimos como se traduce el problema del
maximo conjunto independiente a una formulacion en MaxSAT y presentamos
los resultados experimentales obtenidos computacionalmente. Finalmente, se
describen las conclusiones.
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2 Preliminares

Una idea intuituva de la complejidad computacional

La teoria de la complejidad computacional se encarga de estudiar la can-
tidad de recursos computacionales que se requieren para resolver un problema,
estos recursos pueden ser tiempo, memoria, entre otros. Conocer el tiempo
necesario para resolver un problema es sumamente importante pues cuando
queremos resolver un problema de la vida real, nos gustaria saber que obten-
dremos una respuesta en un tiempo razonable. Ahora bien, deseamos medir el
tiempo que le toma a un algoritmo resolver un problema de forma que esta
mediciéon no dependa de la computadora que estamos usando ni del lenguaje
de programacion que estamos usando. Para esto, de forma intuitiva podemos
pensar que el tiempo que se tarda un algoritmo en resolver un problema es la
cantidad de pasos que debe realizar hasta encontrar la solucién. Si decimos
que un problema se puede resolver en tiempo O(n?) intuitivamente queremos
decir que se conoce un algoritmo que al recibir una instancia de tamano n,
resolvera el problema para esa instancia en a lo mas n? pasos.

Para poder establecer las clases de complejidad computacional al menos
de manera intuitiva, es necesario hablar de la diferencia entre los algoritmos
deterministas y los algoritmos no deterministas. Intuitivamente, los algoritmos
deterministas son aquellos donde en cada situaciéon posible el algoritmo conoce
una Unica accion para realizar a continuacion. En los algoritmos no determinis-
tas, dada una posible situacion el algoritmo conoce varias acciones posibles a
ejecutar a continuacién. Normalmente los algoritmos no deterministas pueden
resolver un problema ejecutando una menor cantidad de pasos que un algorit-
mo determinista pero el problema es que los algoritmos no deterministas no
se pueden implementar.

Asi podemos clasificar los problemas computacionales de acuerdo a su
dificultad y el tiempo que toma resolverlos dentro de las siguientes categorias:

e La clase P contiene a los problemas computacionales para los cuales se
conoce un algoritmo determinista que los resuelve en tiempo polinomial.
Podemos pensar estos problemas como aquellos que son faciles de resol-
ver. En esta clase se encuentra el problema de ordenar una lista de n
elementos, este problema se puede resolver en tiempo O(n?).

e La clase NP contiene a los problemas computacionales para los cuales
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se conoce un algoritmo no determinista que los resuelve en tiempo
polinomial. Podemos pensar estos problemas como aquellos que son
dificiles de resolver pero una vez que nos dan la solucion es facil verificar
la validez de la soluciéon. En esta clase se encuentra el problema del
agente viajero (TSP), en el cual se debe encontrar el camino mas corto
que pase por todas las ciudades de una lista dada. Si nos dan una
solucion es facil verificar su validez, pero encontrar la solucién 6ptima
es un muy dificil y no se puede realizar en tiempo polinomial.

La clase NP-completo contiene a los problemas que son NP y se pueden
reducir a cualquier otro problema en clase NP en tiempo polinomial.
Estos problemas son muy importantes pues si se encuentra un algoritmo
para resolverlos en tiempo polinomial, ese algoritmo se puede traducir a
un algoritmo para resolver cualquier problema de la clase NP. En esta
clase se encuentra el problema de la mochila (KP) en el cual se debe
encontrar la combinacion de objetos de una lista, cada uno con valor
y peso especifico, de forma que dicha seleccion maximiza el costo sin
sobrepasar una capacidad maxima de la mochila. Este problema es dificil
y no se puede resolver en tiempo polinomial pero se puede reducir a
otros problemas NP.

La clase NP-duro contiene a los problemas que se pueden reducir a
cualquier otro problema en clase NP en tiempo polinomial, pero no
necesariamente son NP. En esta clase encontramos a los problemas
de decision que son al menos tan dificiles como un problema NP. Un
problema que es NP-duro pero no es NP-completo es el problema de
parada, este problema consiste en decidir si dados un programa y una
entrada, este puede terminar después de un nimero finito de pasos o no.

El lector interesado en profundizar sobre la Teoria de la complejidad

computacional puede revisar [2].

Los problemas SAT y Partial MaxSAT

El problema SAT es un problema muy importante dentro de la Teoria de

complejidad computacional. La importancia de este problema radica en que
diversos problemas de computacion, inteligencia artificial e investigacion de
operaciones se pueden modelar a través del problema SAT. Este problema es
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Figura 1: Algunas clases de complejidad computacional

NP-Duro

P-Completo

NP

NP, lo que significa que no se conoce un algoritmo determinista que lo resuelva
en tiempo polinomial y ademas es de los problemas mas dificiles dentro de
esta clase. Mas aun, este fue el primer problema que se clasifico dentro de la
categoria de los NP- completos, lo que significa que encontrar un algoritmo
que resuelva este problema en tiempo polinomial implicaria que las clases P y
NP son las mismas. Vamos a presentar las definiciones basicas necesarias para
introducir los problemas SAT y MaxSAT.

Una wariable booleana es cualquier simbolo al que se le pueden asociar
los valores 0 y 1.

Definicion 2.1. Las formulas booleanas se definen recursivamente de la
siguiente manera:

e Las variables booleanas y las constantes 0 y 1 son formulas booleanas.

e Si ¢ y 1 son formulas booleanas entonces =, ¢V 1 y ¢ A también
son formulas booleanas.

Dada una férmula booleana ¢, denotaremos al conjunto de sus variables
como var(¢). Una asignacion de verdad para las variables de una férmula ¢
consiste en una funcion A : var(¢) — {0,1}, si la asignacion asocia 0 a una
variable booleana entenderemos que la hace falsa y si la asignacion asocia 1 a
una variable booleana entenderemos que la hace verdadera.

Dada una asignacion A : var(¢) — {0, 1}, podemos extender A\ a subfor-
mulas de ¢ de la siguiente manera:
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o M) =1-= A1)
e A\t Vahy) = 0siysolosi A(11) =0y A(ghs) = 0.

o A1y Ahy) = 1siysolosi AN¢r) =1y AMepg) = 1.

Decimos que una férmula booleana es satisfactible si existe una asignacion
para sus variables que hace verdadera a la formula. El problema SAT consiste
en decidir si cualquier formula booleana libre de cuantificadores es satisfactible.

Una literal [ es o bien una variable booleana z; o bien la negacion de ella
—x;. Una cldusula es una disyuncion de literales. Las clausulas tienen la forma
[y V... V,.. Finalmente, decimos que una férmula F esta en su forma normal
conjuntiva si es la conjunciéon de un conjunto de clausulas. Las féormulas en
su forma normal conjuntiva son conjunciones de clausulas ¢ = C; A ... A C,,.
Por ejemplo, la formula (x; V —x3) A (22 V 24) A (3 V 2xy4) esta en la forma
normal conjuntiva. La razon por la que presentamos las féormulas FNC es
porque cualquier féormula booleana libre de cuantificadores se puede expresar
en su forma normal conjuntiva por lo cual es suficiente estudiar las féormulas
booleanas que tienen esta forma.

Para determinar si una férmula es satisfactible o no, basta con realizar la
tabla de verdad de la formula e intentar con diversas asignaciones de verdad
para las variables de la féormula. El problema con esta estrategia es que si
la formula tiene n variables, el nimero de asignaciones de valores de verdad
para las variables es 2", lo cual no es eficiente para problemas con una gran
cantidad de variables.

Ejemplo 2.2. La siguiente tabla de verdad muestra las asignacion de verdad
para la formula ® es (1 V —x3) A (T2 V x4) A (23 V —24)

Una generalizacion del problema SAT es el problema Partial MaxSAT.
Se utiliza para modelar problemas en los que es imposible satisfacer todas
las clausulas. En este caso, dividimos las cldusulas en dos tipos: las que
forzosamente deben satisfacerse (duras) y las que pueden satisfacerse o no
(blandas). En las clausulas que se pueden satisfacer o no, podemos asociar
pesos a las clausulas para indicar su importancia. Dada una instancia de
Partial MaxSAT, se busca encontrar una asignacion que satisfaga todas las
clausulas duras y minimice la suma de los pesos de las clausulas blandas no
satisfechas.
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Cuadro 1: Tabla de verdad

x| T | wg | g || (21 V xg) | (22 Vay) | (x3V —oxy) || @
0] 0]01O0 1 0 1 0
O[O0 |01 1 1 0 0
0O)j0 110 0 0 1 0
O[O0 |11 0 1 1 0
O[1,0]0 1 1 1 1
O(1 01 1 1 0 0
01 110 0 1 1 0
0] 1 1 1 0 1 1 0
1101070 1 0 1 0
170]01 1 1 0 0
170110 1 0 1 0
1101 1 1 1 0 0
1 110710 1 1 1 1
1 1101 1 1 0 0
1 1 110 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Una cldusula pesada es un par (C,w) donde C' es una clausula y w puede
ser un nimero natural o infinito. A w le llamamos el peso de C'. La idea es que
el peso representa la penalizaciéon por no cumplir la clausula C'. Una clausula
pesada es dura si su peso correspondiente es infinito, y es blanda en otro caso.

Definicion 2.3. Una formula pesada de Partial MaxSAT es un conjunto de
clausulas pesadas

Y = {(Ol,wl), ey (Cmawm>7 (Cm+17wm+1)7 e (Cm—‘rmwm—i-n)}

donde las primeras m clausulas son blandas y las ultimas n clausulas son
duras, es decir, Wy, ; = 00.

El conjunto de todas las variables que aparecen en las clausulas de ¢ se
denota var(y). Dada una asignacion de valores de verdad I para las variables
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de ¢, el costo de la asignacion A sobre ¢ es la suma de los pesos de las clausulas
que son falsas bajo la asignacion A, es decir,

cost(p, \) = Z w;

(Ciywi)€p
A(Ci)=0

En el problema Partial MaxSAT se busca minimizar el costo de las
clausulas que no se salisfacen, asi, se define el costo de la féormula ¢ como:

costo(p) = min{cost(p, \)|A(¢) — {0,1}}

Diremos que una asignacion A es éptima si su costo es el minimo posible,
es decir, costo(p) = cost(p, A). El problema Partial MaxSAT para una variable
© consiste en encontrar una asignacion 6ptima para las variables de ¢. Si el
costo 6ptimo es oo es porque alguna de las clausulas duras es insatisfactible y
en ese caso diremos que la formula ¢ es insatisfactible.

Observamos que si en una férmula no hay clausulas blandas entonces el
problema es parte de SAT. El problema Partial MaxSAT para formulas que no
tienen clausulas duras es el problema MaxSAT. El problema Partial MaxSAT
puede ser utilizado en planificacion, creaciéon de horarios, enrutamiento en
FPGA, instalacion de paquetes de software, etc. Este problema es NP-duro
por lo tanto hay diversos trabajos encaminados a encontrar algoritmos que
pueden resolver de forma eficiente los problemas reales, nosotros usaremos
PySAT de Python.

Veamos un ejemplo intuitivo de como se modela un problema con Partial

MaxSAT.

Ejemplo 2.4. Un ejemplo de un problema de la vida real que se puede modelar
con el problema Partial MazSAT es el problema de asignacion de horarios. En
este problema tenemos clausulas duras como las siguientes:

e Dos clases no pueden ocurrir en el mismo salon y el mismo horario.
e Un profesor no puede dar dos clases diferentes al mismo tiempo.
e Se deben abrir todos los cursos solicitados.

e FEl salon asignado a un curso debe tener espacio suficiente para los
alumnos que se inscribirdn al curso.
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Las clasusulas blandas pueden ser de este tipo:
e (lierto profesor prefiere dar clases por la manana.
e Se debe procurar que los profesores tengan las clases consecutivas.

e Se debe evitar que haya dos cursos de la misma materia en el mismo
horario para que los alumnos tengan opciones.

Si modelamos este problema con una férmula booleana con clausulas sin
peso y resulta imposible que todos los profesores tengan su horario corrido
simultaneamente, obtendriamos que la férmula es insatisfactible. Al modelarla
con clausulas pesadas los algoritmos que resuelven MaxSAT buscaran una
asignacion que haga verdaderas todas las clausulas duras y la mayor cantidad
de clausulas blandas por lo cual con MaxSAT obtenemos mejores resultados.

Definiciones basicas de Teoria de grafos

Vamos a presentar las definiciones basicas de teoria de grafos necesarias
para presentar el problema del maximo conjunto independiente. Elegimos este
enfoque para abordar el problema pues los grafos son estructuras muy generales
y gracias a ello nos permiten modelar una gran variedad de problemas tanto
de matematicas como de otras areas.

Definicién 2.5. Un grafo es un par G = (V, E) donde V es el conjunto de
vértices y E C [V]? es el conjunto de aristas. Si {u,v} € E, diremos que los
vértices u y v son adyacentes y escribiremos uv € E.

Ejemplo 2.6. El siguiente grafo tiene como conjunto de vértices {a,b, c,d, e, f}
y el congunto de aristas {ab, ac, be, bd, be,bd, de,ef}.

Figura 2: Algunas clases de complejidad computacional
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Definicion 2.7. Un grafo G es completo si tiene todas las aristas posibles, es
decir, existe una arista para cada par de vértices.

Ejemplo 2.8. FEl grafo completo con 4 vértices, K.

Qvﬁ
GAQ

Definicion 2.9. Un conjunto independiente es un conjunto de vértices I CV
tal que para cada u,v € I distintos se cumple que uwv ¢ E. Un conjunto
independiente es maximal si no estd contenido propiamente en otro conjunto
independiente.

Los conjuntos independientes son muy importantes dentro de la teoria de
grafos pues permiten identificar grupos donde no haya relaciones o conflictos.

Ejemplo 2.10. Retomando el grafo del Ejemplo 2.8, observamos que el
conjunto de vértices {a,d, f} es un conjunto independiente pues ningin par
de vértices son adyacentes.

Definicion 2.11. Un clique en un grafo G es un grafo completo contenido en
G. El numero de clique w(G) es el tamano mdzimo de un clique contenido en

G.

Ejemplo 2.12. El triangulo generado por los vértices a, b y ¢ es un clique de

G.
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El problema del maximo conjunto independiente consiste en encontrar un
conjunto independiente de maxima cardinalidad. Es un problema NP-duro con
aplicaciones en muchos campos. Diversos problemas de optimizacién combina-
toria, asignacion de recursos y toma de decisiones sin conflictos se resuelven a
través de un conjunto independiente maximo. Uno de los mejores enfoques
para abordar este problema, desarrollado inicialmente para el problema de
clique maximo, es un algoritmo de ramificacion y acotacion (MCQ) [20] basado
en la kernelizacion, que también se ha propuesto en [10]. En este trabajo para
encontrar el méaximo conjunto independiente de un grafo vamos a traducirlo
con féormulas booleanas a una instancia del problema SAT.

Descripcion del problema

El problema de disenio de palabras codigo de ADN consiste en buscar
conjuntos de cadenas de nucleotidos {A, C, G, T} que satisface restricciones
adicionales. Una de sus aplicaciones es codificar informacién con cadenas de
ADN y luego descodificarla de forma confiable. Un incoveniente es que si las
cadenas de ADN son muy parecidas pueden hibridar con su complemento, lo
que produce errores en sus diversas aplicaciones. Algunas de las restricciones
més comunes en la literatura son la distancia de Hamming, que garantiza la
diferencia entre cadenas de ADN, y sus complementos inversos. La restriccion
de distancia de Hamming del complemento inverso asegura la diferencia entre
las palabras cédigo de ADN y sus cadenas complementarias inversas. La
restricciéon de contenido GC constante asegura que cada palabra codigo tenga
la mitad de su longitud en contenido GC y, por lo tanto, la mitad de su
longitud en contenido AT.

Vamos a presentar las definiciones necesarias para plantear el problema
formalmente.

Un alfabeto en un conjunto de simbolos finito y no vacio, utilizamos el
simbolo Y para designar al alfabeto.
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Una cadena (o palabra) de un alfabeto ¥ es una sucesion finita w =
Wy, Wa, ..., w, con w; € 2. Por ejemplo, 011101 es una cadena del alfabeto
{0,1}, ATTCGAA es una cadena en el alfabeto ¥ = {A,C,G,T}.

Para cada n € N, 2" denota el conjunto de cadenas con simbolos en X
de longitud n. Asi, la cadena G pertenece a X!, la cadena T'C' pertenece a Y2,
la cadena GTC pertenece a Y3, v la cadena TAGC pertenece a 3* para el
alfacbeto {A,C,G,T}.

Como nos interesan secuencias de ADN, trabajaremos con el alfabeto
X ={A,C,G,T} donde A, C, G, y T representan los nucleotidos.

Siw = wyws...w, es una palabra, el reverso de w es la palabra w,w, _1...w;
que denotaremos por R(w). Por ejemplo, el reverso de la palabra AACATG
es GTACAA.

Definicion 2.13. Sin € N y w € X", el complemento de Watson-Crick de w
es la cadena obtenida al reemplazar cada ocurrencia de A por T, de T por A,

de C por G y de G por C.

Por ejemplo, el complemento de Watson-Crick de w = AACATG es la
cadena TTGTAC.

Definicion 2.14. Sin € N y x,w € X" son palabras distintas, la distancia
de Hamming H(xz,w) es la cantidad de indices i € {1,...,n} tal que x; # wj.
Es decir, es el numero de posiciones en las que x y w difieren.

El problema busca encontrar el conjunto méas grande S de cadenas (pa-
labras) de longitud n sobre el alfabeto ¥ = {A,C, G, T} con las siguientes
restricciones:

e Restriccion de Contenido GC: Cada palabra en S tiene el 50 % de
sus simbolos de {C, G} y el 50 % restante de simbolos de {A,T}.

e Restriccion de Distancia de Hamming (HD): Cada par de pa-
labras distintas wy,ws € S, difiere en al menos d posiciones, es decir,
H(U)l, U}Q) Z d.

e Restriccidon de Distancia de Complemento Inverso (RC): Cada
par de palabras wy,w,; € S, donde w; puede ser igual a ws, tiene
H(R(w),C(ws)) > d. R(w) representa la inversa de la palabra w y C'(w)
representa la palabra complementaria de w, obtenida reemplazando cada
C en w por G y viceversa, y cada A en w por Ty viceversa.
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A partir de este punto, definiremos un problema-instancia como el par
(n,d), que significa que las palabras de una solucién tienen que satisfacer las
restricciones de Distancia de Hamming y Distancia de Complemento Inverso
para d. Uno de los casos més estudiados en la literatura es (8,4). La Tabla 2
obtenida de [15] muestra los resultados conocidos para n = 8, d = 4 utilizando
diferentes técnicas.

Cuadro 2: Resultados conocidos para la instancia n=8, d=4

Método Tamano de la Solucién
Estrategia de mapa-plantilla [§] 108
Busqueda Local Estocastica [21] 112
Busqueda Local Estocastica [22] 128
Enfoque de codigo algebraico [14] 224

3 Modelando el problema con grafos

El problema puede traducirse a un grafo definido por las siguientes
condiciones:

e Cada palabra de ADN tiene un vértice asignado vy;

El conjunto V' contiene todos los vértices vy;

Eyp contiene pares de vértices que tienen un conflicto en la distancia
de Hamming;

Erc contiene pares de vértices que tienen un conflicto en la distancia
de Complemento Inverso;

o /' = ExpU Egc;

Una solucién para el problema de Diseno de Palabras de ADN es un
Conjunto Independiente Maximo para el grafo G = (V| E).

Los pasos necesarios para generar el grafo asociado a un problema-
instancia definido por el par (n,d) son:
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e Paso 1. Generacion de palabras: Generamos todas las palabras de
tamano n que pueden tener en cada posicién una letra del alfabeto

{A,C,G,T}.

e Paso 2. Filtrado de palabras: Aplicamos el filtro de contenido GC' a
todas las palabras generadas y mantenemos solo aquellas que tienen la
mitad de sus simbolos en {A, T'} y la otra mitad en {C, G'}; verificamos la
restriccion RC aplicada a la propia palabra, recordando que la restriccion
RC también se aplica a dos palabras distintas.

e Paso 3. Generacion de grafos: Cada palabra restante representa un
vértice. Se establece una arista entre dos vértices generados si tienen un
conflicto de HD o RC.

Grafos que modelan el problema del diseno de palabras
codigo del ADN de longitud 2

Ejemplo 3.1. Vamos a generar el grafo que modela la instancia del problema

(2,0).

e FEn el paso 1 consideramos todas las cadenas de longitud 2 letras del
alfabeto ¥ = {A,C,G,T}. En este caso obtenemos la lista:
AA, AC, AG, AT, CA, CC, CG, CT, GA, GC, GG, GT, TA, TC, TG,
TT.

o En el paso 2 removemos de la lista las cadenas que no tengan la mitad de
sus letras en {A, T} y la otra mitad en {C, G} y también removemos de
la lista las palabras w que no cumplan que H(R(w),C(w)) > d. Como
en este caso d = 0, solamente tenemos que remover a las palabras que
tengan ambas letras en el conjunto {A, T} o ambas letras en el conjunto

{C,G}. Asi nos queda la lista:

AA, AC, AG, AT, CA, £C, CG, CT, GA, &C, GG, GT, PA, TC, TG,
PT.

Los vértices del grafo son las palabras: AC, AG, CA, CT, GA, GT, TC,
TG.
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o En el paso 3 agregamos una arista a un par de palabras wy, wy si falla
alguna de las condiciones H(wy,we) > d o H(R(wy),C(wy)) > d. Como
en este caso d =0, no agregamos ninguna arista a nuestro grafo.

Por lo tanto, el grafo que modela esta instancia del problema consiste en 8
vértices aislados. Observamos que el conjunto total de vértices es un conjunto
independiente.

AG

TGQ Q QTC

cA () () Ac

CTO O OGT

GA

Ejemplo 3.2. Vamos a generar el grafo que modela la instancia del problema

(2.1).

e Fn el paso 1 consideramos todas las cadenas de longitud 2 letras del
alfabeto ¥ = {A,C,G,T}. En este caso obtenemos la lista:
AA, AC, AG, AT, CA, CC, CG, CT, GA, GC, GG, GT, TA, TC, TG,
TT.

e FEn el paso 2 removemos de la lista las cadenas que no tengan la mitad de
sus letras en {A, T} y la otra mitad en {C, G} y también removemos de
la lista las palabras w que no cumplan que H(R(w), C(w)) > d. Primero
removemos a las palabras que tengan ambas letras en el conjunto {A, T}
o ambas letras en el conjunto {C,G}. Asi nos queda la lista:

AR, AC, AG, AT, CA, CC, C6, CT, GA, G€, GG, GT, P4, TC,
TG, PT.

Ahora necesitamos remover las palabras w que no cumplan que

H(R(w),C(w)) > 1.
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Calculamos H(R(AG),C(AG)) = H{GA,TC) =2y H(R(TC),C(TC)) =
H(CT, AG) = 2.

Antes de sequir haciendo cdlculos observamos que como w tiene una
letra en {A, T} y una letra en {C,G}, al tomar el complemento de
Watson-Crick se cambian ambas letras y asi w y C(w) no tienen niguna
letra en comin. Asi obtenemos que H(R(w),C(w)) =2 > 1 y no es
necesario remover mds palabras.

Los vértices del grafo serdn las palabras: AC, AG, CA, CT, GA, GT,
TC, TG. Tenemos que revisar 28 parejas de vértices para determinar si
forman arista o no.

e Fn el paso 3 agregamos una arista a un par de palabras wy, wy si falla
alguna de las condiciones H(wi,ws) > d o H(R(wy),C(ws)) > 1.

Primero observamos que si tomamos dos vértices distintos wy y we puede
ocurrir que wy Yy we no compartan letras, que compartan una letra o
que compartan ambas letras. Si wy y we no comparten letras entonces
wy y C(wsy) tienen las mismas letras, puede ser en la misma posicion o
en diferente posicion, es decir w; = C(ws) 0 R(wy) = C(ws). Entonces
tenemos los siguientes casos:

Caso 1. wy y wy no comparten letras y R(w,) = C(wy). Entonces
H(wy,wy) =2 y como R(wy) y C(wsy) coinciden, H(R(wy),C(wsy)) =
0 < d. Por lo tanto debemos incluir la arista wyws en nuestro grafo. Los
pares de vértices que cumplen esta condicion son AG y CT, TC y GA,
AC yGT, TG y CA.

Caso 2. wy y we no comparten letras y wy = C(wy). En este caso R(wy)
y C'(wy) tienen las mismas letras pero en diferente posicion. Entonces
H(wy,wy) =2y H(R(wy),C(ws)) = 2. Entonces no debemos incluir la
arista wiwsy en nuestro grafo. Los pares de vértices que cumplen esta

condicion son AG yTC, CT yGA, AC y TG, GT y CA.

Caso 3. wy y we comparten una letra © que se encuentra en la misma
posicion en ambas palabras. En este caso H(wi,ws) =1 = d. Ademds,
wy y C(wsy) también comparten una letra en la misma posicion (distinta
de x), por lo tanto R(wy) y C(wse) no comparten letras en la misma
posicion y H(R(wy),C(ws)) = 2 > d. Por lo tanto tampoco debemos
incluir la arista wiwy en nuestro grafo. Las parejas que cumplen esta
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condicion son AG y AC, AG y TG, TG yTC, TG y AG,CA y CT,
CAyGA, CT yGT, GA y GT.

Caso 4. wy y wy comparten una letra que se encuentra en diferente
posicion en ambas palabras. En este caso H(wy,ws) =2 > d. Ademds,
R(wy) y C(wse) comparten una letra en la misma posicidn, entonces
H(R(wy),C(ws)) = 1 = d. Por lo tanto tampoco debemos incluir la
arista wywe en nuestro grafo. Las parejas que cumplen esta condicion
son AG yCA, AG yGT, TG yCT, TG yGA, CAyTC, CT y AC,
GA y AC, GT y TC.

Caso 5. wy y wy comparten ambas letras pero en diferente posicion. En
este caso R(wy) = wy y H(wy,ws) = 2 > d. Ademds, R(w,) y C(ws)
no comparten ninguna letra y por lo tanto H(R(w),C(wy)) = 2 > d.
Entonces la arista wiws no es parte de nuestro grafo. Las parejas que

cumplen esta condicion son AG y GA, TC y CT, AC yCA, GT yTG.

Estos cinco casos cubren las 28 parejas posibles de vértices. Enton-
ces nuestro grafo consiste de las cuatro aristas disjuntas {AG,CT?},

{TC,GA}, {AC,GT} y {TG,CA}.

Observamos que si tomamos un vértice de cada arista obtenemos un
conjunto independiente de tamano 4. Ademds, si tomamos un conjunto
de 5 vértices este debe contener una arista.

AG
TG TC
CA £ éj AC
CT aT
GA

Ejemplo 3.3. Vamos a generar el grafo que modela la instancia del problema

(2,2).
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De manera andloga al ejemplo anterior, los vértices del grafo serdn las
palabras: AC, AG, CA, CT, GA, GT, TC, TG. Tenemos que revisar 28 parejas
de vértices para determinar si forman arista o no. Nuevamente, debemos
analizar 5 casos diferentes para decidir si incluimos cada arista o no. En el
ejemplo anterior ya calculamos H(wy,we) y H(R(wy),C(ws)) en los 5 casos.

Caso 1. wy y wy no comparten letras y R(w;) = C(wy). Entonces
H(wy,wy) =2 y H(R(wy),C(wy)) =0 < d. Por lo tanto, debemos incluir la
arista wiwsy en nuestro grafo. Los pares de vértices que cumplen esta condicion
son AG yCT, TC yGA, AC yGT, TG y CA.

Caso 2. wy y we mo comparten letras y wy = C(ws). En este caso
H(wy,we) = 2 y H(R(wy),C(wg)) = 2. Entonces no debemos incluir la
arista wiwsy en nuestro grafo. Los pares de vértices que cumplen esta condicion
son AG yTC, CT yGA, AC y TG, GT y CA.

Caso 3. w1 y wo comparten una letra x que se encuentra en la misma posi-
cion en ambas palabras. En este caso H(wy,w2) =1 < d y H(R(w,), C(ws)) =
2. Por lo tanto si debemos incluir la arista wyws en nuestro grafo. Las parejas
que cumplen esta condicion son AG y AC, AGyTG, TG yTC, TG y AG,CA
yCT, CA yGA, CT yGT, GA y GT.

Caso 4. w1 ywy comparten una letra que se encuentra en diferente posicion
en ambas palabras. En este caso H(wi,ws) =2 y H(R(wy),C(ws)) =1 < d.
Por lo tanto si debemos incluir la arista wiwe en nuestro grafo. Las parejas
que cumplen esta condicion son AG y CA, AG yGT, TG yCT, TG y GA,
CAyTC, CT yAC, GA y AC, GT yTC.

Caso 5. wy y wy comparten ambas letras pero en diferente posicion. En
este caso H(wy,ws) =2 y H(R(wy),C(ws)) = 2. Entonces la arista wyw, no
es parte d enuestro grafo. Las parejas que cumplen esta condicion son AG y
GA, TC yCT, AC yCA, GT yTG.

Estos cinco casos cubren las 28 parejas de vértices por lo que las aris-
tas del grafo son las siguientes: {AG,CT}, {TC,GA}, {AC,GT}, {TG,CA},
{AG, AC}, {AG, TG}, {TG, TC}, {TG,AG} {CA,CT}, {CA,GA}, {CT,GT},
{GA,GT}, {AG,CA}, {AG,GT}, {TG,CT}, {TG,GA}, {CA, TC}, {CT, ACY},
{GA, AC}, {GT, TC}.

Observamos que todos los vértices tienen grado 5. Ademds, si fijamos un
vértice, los dos vértices que no estan conectados con €l si estan conectados
entre si. Por lo tanto el tamano mdzimo de un conjunto independiente es 2.

Ejemplo 3.4. Vamos a generar el grafo que modela la instancia del problema
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(2,3).

En el ejemplo 2 observamos que para cualquier par de nodos wy, ws,
H(wy,we) < 2 y H(R(wq),C(wy)) < 2 por lo tanto violan la condicion
H(wy,we) > d. Asi, el grafo que modela esta instancia de problema es el
grafo completo de 8 vértices. Por lo tanto el mdzimo tamano de un conjunto
independiente es 1.

Los tamanos estimados de los grafos que modelan diversas instancias del
problema se dan en la Tabla 3) que hemos tomado de [15].
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Cuadro 3: Tamanos estimados de los grafos.

Tamano de la instancia V] |E| ‘ Tamano de la instancia V] |E|
n=4, d=2 88 396 | n=10, d=2 238,848 2,51 -10°
n—4, d—3 88 2064 | n—10, d—3 238,848 57,14 - 10°
n=4, d=4 88 3872 | n=10, d=4 238,848 0,38 10"
n=6, d=2 1,088 7,372 | n=10, d=5 238,848  1,32-10"2
n=6, d=3 1,088 56,032 | n=10, d=6 238,848  3,18-10'2
n—=6, d—4 1,088 202,192 | n=10, d=7 238,848 12,08 - 10°
n=6, d=5 1,088 469,472 | n=10, d=8 238,848 22,55 10°
n—6, d—6 1,088 586,976 | n—10, d—9 238,848 26,38 - 10°

n=10, d=10 238,848 28,5 - 10°
n=8, d=2 17,440 145,240 | n=12, d=2 5,664,384 45,81 -10°
n—8, d=3 17,440 1,75-10% | n=12, d=3 5,664,384  0,38-10'?
n=8, d=4 17,440 9,43-10° | n=12, d=4 5,664,384 1,61-10'2
n=8, d=5 17,440 32,65 10° | n=12, d=5 5,664,384 0,78 -10%
n=8, d=6 17,440  91,17-10° | n=12, d=6 5,664,384 214,44 - 10°
n-8, d=7 17,440 138,89 -10° | n=12, d=7 5,664,384 0,78 10%
n=8, d=8 17,440  151,5-10° | n=12, d=8 5,664,384 21,14 -10'2

n=12, d=9 5,664,384 4,28 102

n=12, d=10 5.664,384 6,04 102

n—12, d=11 5,664,384 6,48 - 1012

n—12, d=12 5,664,384 6,71 1012

4 Modelando el problema del maximo conjunto
independiente con Partial MaxSAT

Dado un grafo G = (V, E), podemos modelar el problema de encontrar
un conjunto independiente a través del Problema SAT.

Ejemplo 4.1. Queremos determinar si existe un conjunto independiente de
tamano k = 2 en el grafo G = (V, E) donde V = {v1,va,v3, 04,05} ¥y

E = {/Ulv% V13, V1V4, U1V5, U2, U3, UV2V4, UV2Us, U3U4}
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Para cada vértice v; con i € {1,2,3,4,5}, sea x; una variable booleana,
la idea es que los nodos correspondientes a las variables booleanas que resulten
verdaderas formen un conjunto independiente. Para esto, vamos a definir las
clausulas de forma que las variables correspondientes a los dos extremos de
una arista no puedan ser verdaderas al mismo tiempo.

Para cada arista viv; € E, consideramos la cldusula Cy; como (—x;V —x;).
Observamos que el unico caso donde esta clausula es falsa es cuando x; y x; son
verdaderas stmultdineamente. Por lo tanto para que la cldusula sea verdadera
por lo menos una de las dos variables debe ser falsa. Esto nos garantiza
que al tomar los vértices asociados a las variables que resulten verdaderas
obtendremos un conjunto independiente. Sea:

(I)[ = (_k’L'l V _h’L'Q) A (_h’L’Q V _|ZL’3) A (_|ZE3 V _|ZE4) A\ (_|Z‘4 V _'Il)
Az V —xs) A (mz V —as) A (—ay Vo) A (—xg Vo)

Ahora, vamos a agregar clausulas que nos garanticen que al menos haya
dos variables verdaderas, esto para que el conjunto independiente que obten-
dremos no sea un singulete. Para garantizar que al menos haya dos variables
verdaderas, debemos evitar que 4 variables sean falsas al mismo tiempo.

Las clausulas que vamos a considerar son:

1. C5 es (1 Vaa VgV xy)
2. Cyes (x1VaaVazVrs)

3. Cy es (x1 Vxg VgV Ts)
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4. Cyes(x1Vaws3VayVas)
5. Cyes(xaVazVaryVrs)

Observamos que C; es la unica cldusula donde no aparece la variable x;.
Ademds, las cuatro variables que aparecen en C; son falsas si y solamente si C;
es falsa. Por lo tanto si C; es falsa, la inica variable que podria ser verdadera
es x; y entonces no se cumpliria la restriccion de que el tamano del conjunto
independiente es 2. Entonces sean:

S =CiANCoNC3 NCy ANCs

O =P NPy

Ya quedefinimos la formula booleana que modela el grafo, buscamos una

asignacion de verdad A para las variables x1, x9, x3, T4, T5 que haga verdadera
aP.

o Si elegimos \(x5) = 1:

— Como —x1 V —x5 es una clausula de ®r, A\(z1) = 0.
— Como —xy V x5 es una cldusula de Oy, MN(xg) =0

o Como (z1VxeVaszVay) es una cliusula de @, alguno de x3 o x4 pueden
ser verdaderos.

e Observamos que ninguna cldusula de ® 4, incluye a x5 y x3 entonces
podemos asignar A(zs) = 1. Como —x3 V —xy es una cliusula de Py,

Por lo tanto, la asignacion A(z1) =0, A(z2) =0, AM(xz) =1, AM(z4) =0,
Mazs) = 1 hace verdadera a la formula ®. Observamos que entonces {vs, vs}
es un conjunto independiente.

De forma andloga pudimos asignar A(x3) =0 y A(z4) = 1 obteniendo el
conjunto independiente {vy, vs}.
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Si bien podemos modelar un conjunto independiente mediante SAT, las
clausulas que elegimos no nos garantizan que este sea maximal. En el siguiente
ejemplo veremos cémo encontrar el maximo conjunto independiente de un
grafo y lo haremos traduciendo el problema a una formula de Partial MaxSAT
y encontrando una asignaciéon 6ptima para la férmula.

Ejemplo 4.2. Vamos a encontrar el mdaximo conjunto independiente del grafo
G = (V,E) donde V = {vy, va,v3,v4, 5,06, 07} Yy las aristas

E = {v1v2, v2v3, U304, V41, U3Us, UsVg, VgU7, U703 }.

V2

V4 Vs

(<)
N

—)

Para cada vértice v; coni € {1,2,3,4,5,6,7}, sea x; una variable booleana,
nuevamente la idea es que los nodos correspondientes a las variables booleanas
que resulten verdaderas formen un conjunto independiente. Enumeramos las
aristas €1 = V1V2, €2 = VU3, €3 = UVU3V4, €4 = VyV1, €5 = V3V5, €6 = UV5Vg,
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e7 = VgU7, eg = v7v3. Para cada arista e; = vvy definimos la cldusula C; como
(mz; V —xy). Como en el ejemplo anterior, el unico caso donde esta cldusula
es falsa es cuando x; y xy, son verdaderas simultdineamente. Por lo tanto para
que la cldusula sea verdadera por lo menos una de las dos variables debe ser
falsa. Esto nos garantiza que al tomar los vértices asociados a las variables que
resulten verdaderas obtendremos un conjunto independiente. Estas cldusulas
serdan las clausulas duras pues nos sirven para garantizar que los vértices
asociados a las variables que resulten verdaderas van a formar un conjunto
independiente.

Ahora, vamos a agregar las cldusulas blandas que nos garanticen que
nuestra astgnacion haga verdaderas la mayor cantidad de variables posibles.
Para cada i € {1,2,3,4,5,6,7}, sea Cry; la clausula que consiste en la variable
booleana x;. A estas cldusulas les asignaremos el peso 1. Recordamos que en
el problema Partial MaxSAT se busca minimizar el total de los pesos de las
cldusulas que sean falsas bajo la asignacion. Como en este caso las cldusulas
blandas son las variables y el peso de cada una es 1, lo que se va a minimizar
es la cantidad de variables que resulten falsas, es decir, la cantidad de vértices
que no agregaremos al conjunto independiente.

Con todas nuestras cldusulas podemos definir la formula de Partial Max-
SAT

Y = {(Cl, OO), ceey (07, OO)7 (Cg, ]_), ceny (015, 1)}

Observamos que si A es una asignacion de verdad para las variales
{1, 9, X3, T4, 5, X6, T7} entonces

cost(W, \) Z w; = Z 1.

(Ciwi)€p i€{1,2,3,4,5,6,7}
A(C;)=0 A(z;)=0

Para resolver el problema Partial MaxSAT para la formula ¥, buscaremos
una asignacion X : {xy, a9, x3, x4, T5, x6, 7} — {0,1} que sea dptima. Vamos
a revisar varios casos posibles para A.

Caso 1. Primero, vamos a ver qué pasa si tenemos una asignacion de
verdad X tal que N(x3) = 1. Este seria el caso donde incluimos el vértice vs
en un conjunto independiente. Como x3 es parte de las cldusulas duras Cy,
Cs, Cs y Cs; para hacer verdaderas esas cldusulas es necesario que A(xs) = 0,
AMzy) =0, Mzs) =0 y AMz7) = 0. Las variables que podrian ser verdaderas o
falsas son x1 y x7, y como ambas no son parte de una misma clausula dura
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todas las asignaciones de estas variables dan lugar a una asignacion vdlida
para V. Osea que podemos tener entre 4 y 6 variables falsas. Tendremos 4
variables falsas st M(x1) =1 y Mxg) = 1; por otro lado tendremos 6 variables

falsas si M(x1) =0 y AM(zg) = 0.

Observamos que esta asignacion hace verdaderas a todas las cldusulas
duras y

4 < 2: 1<6

i€{1,2,3,4,5,6,7}
A(zq)=0

Entonces en este caso el valor minimo del costo de X es 4.

V2

Uy

Us

()
&

)

Caso 2. Ahora veamos qué pasa si tenemos una asignacion de verdad X\ tal
que A(z3) = 0. Sin importar la asignacion de xs, x4, T5 y x7 las cldusulas Cy,
Cs, C5 y Cy son verdaderas. Tenemos los siquientes casos:

e Todas las variables xo, x4, T5 y 7 son falsas, es decir \(xg) = 0, A(xy) =
0, AM(zs) = 0 y AM(z7) = 0.. En ese caso las unicas que pueden ser
verdaderas o falsas son x1 y xg asi

5< > 1<T.

i€{1,2,3,4,5,6,7}
A(z;)=0
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V2

V4

Us

(<)
N

)

e Fxactamente una variable de x4, x4, x5 y x7 es verdadera. En este caso

4 < Z 1<7.

i€{1,2,3,4,5,6,7}

V2

Uy

Us

()
&

)

e Fxactamente dos variables de xo, x4, x5 y 7 Son verdaderas. Fsencial-
mente hay dos casos distintos.

1. Suponga que A(z3) =1 y Maxy) =1, Mxs) =0 y Mxz) =0. Como
1 Y x9 pertenecen a la clausula Cy y como xo es verdadera entonces
Az1) =0 En este caso

4< Y 155

i€{1,2,3,4,5,6,7}
Xzi)=0
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Observamos que el caso donde N(x2) =0 y AMz4) =0, AM(z5) =1y
Az7) =1 es andlogo.

V2

Uy Us

(<)
N

)

2. Suponga que A(z2) = 1 y Mzg) = 0, AMzs) = 1 y Marz) = 0.
Como 1 y xo son parte de la cldusula Cy y como x4 es verdadera
entonces x1 debe ser falsa. Como x5 y xg son parte de la cldusula Cg
y como x5 es verdadera entonces xg debe ser falsa. Asi, AN(z1) =0
y Mxg) = 0. Entonces

> 1=5

i€{1,2,3,4,5,6,7}
Xzi)=0

Observamos que el caso donde A(z3) =0 y AM(xy) =1, M(z5) =0y
AMz7) =1 es andlogo.

V2

V4

Vs

(<)
N

——)
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e FExactamente tres variable de entre xo, x4, x5 Yy T7 son verdaderas. Sin
pérdida de generalidad suponga que A(z3) =1 y AM(xy) = 1, AMzs) =1
y AMz7) = 0. Como 1 y w9 son parte de la cldusula Cy y como x5 €S
verdadera entonces x1 debe ser falsa. Como x5 y xg son parte de la
clausula Cg y como x5 es verdadera entonces xg debe ser falsa. En este

caso
Z 1=5

i€{1,2,3,4,5,6,7}

V2

Uy

Us

(<)
N

—)

e Todas las variables x5, x4, x5 y x7 son verdaderas, es decir A(zs) = 1,
Mzg) =1, Mzs) =1 y Mzy) = 1. Como x1 y x9 son parte de la cliusula
Cy y como x5 es verdadera entonces xy debe ser falsa. Como x5 y ¢
son parte de la clausula Cg y como x5 es verdadera entonces xg debe ser
falsa. Asi, obtenemos que

cost(W, \) = Z 1=3
i€{1,2,3,4,5,6,7}
)\(1‘1‘):0
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V2

Uy

(<)
N

Us

)

Observamos que es en el ultimo caso donde se minimiza cost(W, \), es
decir, cuando todas las variables xo, x4, x5 y x7 son verdaderas. Asi, hemos en-
contrado el mdzimo conjunto independiente del grafo que es I = {vg, vy, vs,v7}.

Grafos que modelan el problema del diseno de palabras
codigo del ADN de longitud 4, 6 y 8

Para estudiar las instancias de las palabras codigo de ADN con n = 4,

n = 6 y n = 8 haremos uso de Python ya que los grafos que modelan
las instancias tienen demasiados vértices y aristas. Ahora presentamos los

resultados que obtuvimos con el codigo que aparece al final de esta Subseccion

en=4 d=2.

El grafo que modela esta instancia, Gy tiene 88 vértices de los cuales
72 tienen grado 9 y 16 tienen grado 5. A continuacién presentamos los
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vértices de Gy .

'AACC'! AACG'! AAGC'] AAGG') ACAC'! ACAG' ACCA'] ACCT'} A
CTC') ACTG') AGAC') AGAG'] AGCA'! AGGA!! AGGT'! AGTC', AGTG
TCC'! ATCG') ATGC'] ATGG'! CAAC'! CAAG'! CACA!! CACT') CAG!
'CAGT'] CATC'! CCAA'! CCAT'! COTA'/ CCTT'] CGAA'! CGAT'! CG1
'CGTT'/ CTAC'/ CTCA' CTCT') CTGA'! CTGT') CTTC') CTTG') GAZ
'GAAG') GACA') GACT'] GAGA') GAGT'! GATG'! GCAA' GCAT') GC:
'GCTT') GGAA'! GGAT'! GGTA'! GGTT') GTAG'! GTCA'! GTCT', GTC
'GTGT') GTTC') GTTG') TACC') TACG') TAGC') TAGG', TCAC', TC /
'TCCA') TCCT'! TCGT') TCTC') TCTG' TGAC') TGAG') TGCT'! TGC

'TGGT'/ TGTC') TGTG') TTCC') TTCG' TTGC') TTGG

El maximo conjunto independiente tiene 24 nodos:

AGG') ACTC'] AGGT'! AGTG'! ATCG', CAGA',

'CCOAA! CTAC' CTGT') CTTG') GAAC'! GAC A,
'GATG' GCAT' ! GGAA'! GGTT', GTCT'! GTGA’,
'TACG, TAGC'! TCCA') TCGT') TGAG', TGCT'

en=4d=4

El grafo que modela la instancia para n =4, d = 4, G4 4 tiene 72 nodos
y 2412 aristas. Todos los nodos tienen grado 67. Los vértices de Gy 4

son los vértices del grafo G4 pero removiendo los siguientes vértices de
bido a que cumplen H(R(w),C(w)) = 2.

'TGCT'! CTTG', TCGT') CATC' GTAG'! AGCA'] TCCA'! ACCT,
'CTAC') GATG' ) AGGT'! GTTC', GAAC'! ACGA'! CAAG' TGG A’

El méaximo conjunto independiente tiene 2 nodos: "T'GTG" y "TACG'.

e n—=6, d=2, El grafo G que modela esta instancia tiene 1280 vértices
y 8320 aristas. Todos los nodos tienen grado 13. El conjunto con los
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vértices que mostramos a continuacion es un conjunto independiente de
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tamano maximo y tiene cardinalidad 320.

AACCC'] AAACGG'] AAAGCG', AAAGGC!! AACACC') AACAGG,
ACCAC!! AACCCA'] AACCGT') AACOTG') AACGAG'! AACGCT,
ACGGA'! AACGTC'! AACTCG'] AACTGC') AAGACG', AAGAGC,
AGCAG'! AAGCCT'! AAGCGA'! AAGCTC' ! AAGGAC' ! AAGGC A’
AGGGT') AAGGTG', AAGTCC! ! AAGTGG' | AATCCG') AATCGC,
ATGCC"! AATGGG',! ACAACC' ACAAGG', ACACAC'! ACACCA,
CACGT') ACACTG', ACAGAG'! ACAGCT'] ACAGGA!,! ACAGTC',
CATCG') ACATGC", ACCAAC!! ACCACA') ACCAGT', ACCATG,
CCOCAA ACCGAT'! ACCGTA'! ACCTAG') ACCTCT') ACCTGA,
COTTC'] ACGAAG', ACGACT'! ACGAGA') ACGATC', ACGC AT,
CGOTA') ACGGAA! ACGTAC'! ACGTCA') ACGTTG') ACTACG,
CTAGC') ACTCAG', ACTCCT', ACTCGA'! ACTCTC'! ACTGAC,
CTGCA') ACTGTG') ACTTCC') ACTTGG') AGAACG', AGAAGC,
GACAG'! AGACCT'! AGACGA'] AGACTC') AGAGAC', AGAGC A,
GAGTG') AGATCC", AGATGG', AGCAAG' AGCACT') AGCAGA,
GOATC') AGOCAT') AGCCTA' ! AGCGAA') AGOTAC", AGCTC A,
GOTTG' | AGGAAC'"! AGGACA'! AGGATG') AGGCAA!! AGGGAT',
GGGTA') AGGTAG', AGGTGA'! AGGTTC'! AGTACC'! AGTAGG,
GTCAC') AGTCCA!! AGTCTG', AGTGAG'! AGTGGA'] AGTGTC',
GTTCG'| AGTTGC') ATACCG') ATACGC', ATAGCC'! ATAGGG,
TCACG', ATCAGC',! ATCCAG'! ATCCGA') ATCCTC') ATCGAC,
TCGCA' ATCGTG', ATCTCC", ATCTGG', ATGACC'! ATGAGG,
TGCAC'! ATGCCA!! ATGCTG', ATGGAG'! ATGGGA'] ATGGTC',
TGTCG') ATGTGC') ATTCCC") ATTCGG!) ATTGCG, ATTGGC,
'CAAACC' CAAAGG' ! CAACAC!) CAACCA ! CAACTG'! CAAGAG,
'CAAGGA!] CAAGTC'! CAATCG' CAATGC') CACAAC'! CACACA,
'CACATG' CACCAA'! CACGTA') CACTAG', CACTGA!,! CACTTC',
'CAGAAG') CAGAGA'! CAGATC') CAGCTA!) CAGGAA'! CAGTAC,
'CAGTCA') CATACG', CATAGC'! CATCAG'! CATCGA') CATCTC',
'CATGAC") CATGCA!! CATTCC", CATTGG', CCAAAC' CCAACA,
'COACAA] CCAGT A CCATAG' CCATGA') COATTC') COCAAA,
WIEPFA SR ARPAFPEIOT A/ PRHFYA S BTN A T BeT AT,
'COTOTA') COTGAA') COTTAC!) COTTCA') CGAAAG' CGAAGA,
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e n=0,d=4 1,088 vértices, 201,440 aristas

Para este grafo el algoritmo que usamos no resuelve el problema en un
tiempo razonable. Usando un algoritmo que aproxima el problema en
Python obtenemos el siguiente conjunto de 14 nodos:

ACCCT' ACAAGC'! ACCGAA') AGTTCC') ATAGCG', ATGOGA,
'CAACAG' CACATC' COATC A CGTAGA!! CTTGAC') GAGT AC',
'GCGATA') TAGGC A’

e n =8,d=2 El grafo G que modela esta instancia tiene 17,824 vértices
y 150,736 aristas. Para este grafo el algoritmo que usamos no resuelve el
problema en un tiempo razonable. Usando un algoritmo que aproxima
el problema en Python obtuvimos un conjunto independiente de 4,336
nodos.

en=8d=14

El grafo G que modela esta instancia tiene 17,440 vértices y 9,110,096
aristas. Con otros enfoques se han encontrado conjuntos independientes
de 128 y 224 secuencias. Por la gran cantidad de aristas el algoritmo que
resuelve MaxSAT no es eficiente en este grafo. Usando una aproximacion
obtuvimos un conjunto independiente de 112 secuencias.

Matematicas y sus aplicaciones 29, Capitulo 3, paginas 57-95



90 Sonia Navarro Flores, Carlos Guillén Galvan, Carlos Alberto Lopez Andrade

AAACCCC"] AAAAGGGG') AACCAACC!! AACCCGAT') AACCGOTA'
ACCTTGG') AAGGAAGG'! AAGGCGTA') AAGGGC AT AAGGTTCC,
ATTCCGG') AATTGGCC' ACACACAC'! ACACCAGT') ACACGTCA,
CACTGTG'| ACCAACGT') ACCACAAC'! ACCAGTTG' ACCATGC A,
CGTACCA') ACGTCATG') ACGTGTAC", ACTGACTG'! ACTGCACA',
CTGTGAC') AGAGAGAG', AGAGCTGA'! AGAGGACT') AGAGTCTC',
GOTAGGA') AGCTCTAG'! AGCTGATC', AGCTTCCT',! AGGACTTC',
GGAGAAG'! AGGATCGA ! AGTCAGTC'! AGTCGAGA') AGTCTCAG,
TATCGCG') ATATGCGC", ATCGATCG', ATCGCCAA ! ATCGTAGC',
TGCATGC') ATGOGGAA!] ATGCTACG'! ATTACGGC'! ATTAGCCG,
'CAACACCA'! CAACCATG' CAACGTAC') CAACAACTG'! CACAC A
'CACATGAC'! CAGTACAC'! CAGTGTCA') CATGCAAC', CATGTGC.
'COAAATCG CCAACCAA' ! COAATAGC') CCCCAAAA ! COGGTTA.
'COTTATGC' COTTGGAA') COTTTACG', CGATAACC', CGATGCT
'CGCGTAT A CGGCATTA!! CGTACGT A CGTATTCC', CTAGCTT(
'CTAGGAAG', CTAGTCGA'] CTCTAGTC", CTCTGAGA',! CTCTTCAC
'CTGACTGA') CTGATCTC') CTTCAGGA') CTTCGATC') GAAGAGG.
'GAAGGATC' GACTCTGA!! GACTTCTC', GAGAGAGA'| GATCTCG.
'GOATCGTA') GOATTTCC') GOCGATTA') GCGCTAT A, GCTAAAC(
'GOTAGCTA') GGAAGGAA ! GGOCTTAA'! GGGGAAAA! GGTTCCA.
'GTACCAAC', GTACTGCA!] GTCAACAC' GTCAGTCA'| GTGTC AC.
'GTTGACCA') TACGGGAA' TAGCCCAA'! TCAGGAGA') TCCTTCG.
'TGACCACA, TGCAACC A’

A continuacion presentamos el codigo con el cual calculamos el méaximo
conjunto independiente para los grafos que modelan el problema de codigos
de ADN.

1 import itertools

> from pysat.examples.rc2 import RC2
3 from pysat.formula import WCNF

4
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# --- 1. CONFIGURACION INICIAL ---
LONGITUD = 4

DISTANCIA_MINIMA 3

BASES = [’A’, °C’, °G’>, ’T’]

MAPA_COMPLEMENTO = {’A’: °T?>, °T’: ’A°>, °C’: °G’, °G’: ’C’}
def obtener_reverso(s): return s[::-1]
def obtener_complemento_simple(s): return "".join([

MAPA_COMPLEMENTO [b] for b in s])
def distancia_hamming(sl, s2): return sum(l for a, b in zip(sil

, s2) if a != b)

def cumple_contenido_gc(s):
return (s.count(’A’)+s.count(’T’)) == len(s)/2 and (s.
count (’C’)+s.count (’°G?)) == len(s)/2

# --- 2. GENERAR VERTICES VALIDOS ---

print (f"Buscando cdédigo: Longitud {LONGITUD}, Distancia {
DISTANCIA_MINIMAZ}...")

todas = [’’.join(p) for p in itertools.product (BASES, repeat=
LONGITUD)]
nodos_validos = []

for w in todas:
# Filtro GC
if not cumple_contenido_gc(w): continue

# Filtro Auto-Hibridacién

rev_w = obtener_reverso (w)

comp_w = obtener_complemento_simple (w)

# Ahora pedimos que para cada nodo, la distancia de su

reverso con su complemento sea >= d

if distancia_hamming(rev_w, comp_w) >= DISTANCIA_MINIMA:
nodos_validos.append (w)

print (f"Nodos candidatos (cumplen filtros intermnos): {len(
nodos_validos)}")

# --- 3. MAPEQO A id’s ---
mapa_nombre_a_id = {nombre: i+1 for i, nombre in enumerate(
nodos_validos)}

r mapa_id_a_nombre = {i+1: nombre for i, nombre in enumerate (

nodos_validos)}

wenf = WCNF ()
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# --- 4. GENERAR RESTRICCIONES (ARISTAS) ---

2 conflictos = O
print ("Generando grafo de conflictos (esto sera demnso)...

5 for 1 in range(len(nodos_validos)):

for j in range(i + 1, len(nodos_validos)):
u = nodos_validos [i]
v = nodos_validos[j]
id_u = mapa_nombre_a_id [u]
id_v = mapa_nombre_a_id[v]

hay_conflicto = False

# 1. Similitud Directa (d < 3)
if distancia_hamming(u, v) < DISTANCIA_MINIMA:
hay_conflicto = True

# 2. Hibridacidén Cruzada (d < 3)
if not hay_conflicto:
rev_u = obtener_reverso (u)
comp_v = obtener_complemento_simple (v)
if distancia_hamming(rev_u, comp_v) <
DISTANCIA_MINIMA:
hay_conflicto = True

if hay_conflicto:
wenf . append ([-id_u, -id_v], weight=None)
conflictos += 1

print (f"Total de conflictos encontrados: {conflictos}")
# --- 5. TRADUCIR A FORMULAS BOOLEANAS ---

for id_nodo in mapa_id_a_nombre.keys():
wenf . append ([id_nodo], weight=1)

# --- 6. RESOLVER ---
print ("\n--- EJECUTANDO SOLVER ---")
with RC2(wcnf) as rc2:

modelo = rc2.compute ()

if modelo:
ids_elegidos = [x for x in modelo if x > 0]

adn_elegido = sorted([mapa_id_a_nombrel[x] for x

in
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ids_elegidos])

print (f"Tamafio del cdédigo encontrado: {len(adn_elegido
)X
print (f"Palabras: {adn_elegidol}")

Listing 3.1: Generacion de Codigo de ADN con PySAT

Como observamos en los célculos que realizamos, la complejidad de los
grafos crece demasiado al aumentar la longitud de las palabras y la distancia
de Hamming. En el caso donde n = 8 y d = 4 ya se ha encontrado un conjunto
de cadenas de 224 elementos pero usando computo convencional encontramos
un conjunto de 112 cadenas. La conclusion es que para obtener resultados
competitivos debemos buscar heuristicas que aprovechen la estructura de los
grafos para agilizar los calculos.
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Capitulo 4

Algunos resultados sobre compactaciones del
rayo [0, co)

Felipe de Jestis Aguilar Romero, Diana Cuaya Simbro,
David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero
FCFM, BUAP

Resumen

Una compactacién de un espacio topologico consiste en “completarlo”
mediante la adicion de puntos ideales o fronteras, transforméndolo en
un espacio compacto. Este trabajo aborda, en primer lugar, las propie-
dades basicas y ejemplos fundamentales de las compactaciones del rayo
X = [0,00). Se demuestra que, para cualquier compactacion cX, el residuo
R resultante es necesariamente un subcontinuo de ¢X. A partir de esta
base teorica, se presenta un ejemplo especifico donde el residuo obtenido
es el cuadrado unitario [0,1]2, lo que conduce al resultado general de que
cualquier continuo X puede servir como residuo de una compactacion de
[0, 00). Finalmente, se analiza la clasificacion de estos espacios, estable-
ciendo la existencia de E-continuos que no son homeomorfos entre si.

1 Introduccion

Un problema fundamental en topologia consiste en extender un espacio
topoldgico dado a otro que posea propiedades deseables, como la compacidad.
Desde los inicios de la topologia general, a comienzos del siglo XX, con los
trabajos de matematicos como Pavel Serguéyevich Alexandroff, Eduard Cech
y Marshall Harvey Stone, el estudio de las compactaciones ha desempenado
un papel central en la comprension de espacios no compactos y en la relacion
entre propiedades locales y globales.

A grandes rasgos, una compactacion consiste en construir un espacio
compacto a partir de otro que no lo es, mediante la adicion de puntos. El

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 99
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proposito de este proceso es obtener un espacio méas completo que conserve
las propiedades topologicas esenciales del espacio original y, al mismo tiempo,
permita aprovechar caracteristicas propias de la compacidad, tales como la
existencia de puntos extremos, la convergencia de redes y sucesiones, y la
posibilidad de extender funciones continuas definidas inicialmente en el espacio
de partida.

En este trabajo se exploran algunos resultados relevantes en el topico
de las compactaciones del rayo [0,00), un ejemplo clasico en topologia que
ilustra de manera clara la diversidad de compactaciones posibles de un mismo
espacio. Se presentan algunos ejemplos visuales que ilustran estas ideas, asi
como propiedades béasicas de las mismas. Se demuestra que todo continuo es
el residuo de alguna compactacion del rayo [0, 00). Asimismo, se exhiben dos
compactaciones del rayo que no son homeomorfas y, posteriormente, se discute
la generalizacion del concepto de compactaciones no comparables.

2 Preliminares

A lo largo de este trabajo se condirerara la siguiente notacion. Si X es un
espacio topologico y A un subconjunto de X, los simbolos clx(A) e intx(A)
denotan la cerradura de A y el interior de A en X, respectivamente. A su
vez, Idy denotara la funciéon identidad de X en X. La cardinalidad de un
conjunto A se representa por |A| y Ng = |N|. Un arco sera cualquier espacio
homeomorfo a [0, 1]. Para n € N, una n-celda es cualquier espacio homeomorfo

n o0
a H[O, 1]; € R™. Denotaremos el cubo de Hilbert por Q = H[O, 1];, y lo
i=1 i=1
. . - |7 — yil
consideramos con la métrica dg(Z,7) = Z -
i=1
Un continuo es un espacio métrico con méas de un punto, conexo y
compacto. Un subcontinuo de un continuo X es un subconjunto cerrado,
conexo y no vacio de X. Sea d la métrica de un continuo X, parap € X,y

r > 0, definimos Bx(p,r) ={z € X : d(p,z) <r}.
Definicién 2.1. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es conexo

por trayectorias si para cada par de puntos p,q € X, existe una funcion
f:10,1] = X continua tal que f(0)=p y f(1) =q.
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Definicion 2.2. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es arco conexo
si para cada par de puntos p,q € X existe un encaje homeomorfo f :[0,1] — X

tal que f(0) =p y f(1) =q.

A modo de complemento, presentamos la demostracion del siguiente
resultado, cuya aplicacion sera relevante en este trabajo.

Teorema 2.3. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Entonces X es conexo
st y solo st para cada p,q € X y cada € > 0, existen xg,x1,...,Ty, € X tal
que To =p, Ty =q y d(z;_1,2;) < € para cada i € {1,...,m}.

Demostracion. =] Supongamos que X es conexo y sean p,q € X y € > 0.
Dado que X es compacto entonces existen xg, x1,...,xs € X tales que X =

OB (m,,%) Sean B = {B(z;,5) i€ {l,...,s}}y
i=1

C = {xeX: existe B={By,DBs,...,B,} C B no vacio, finito e indexado
tal que p € By, x € B, y B; N Biy1 # () para cualquier i = 1,...,n — 1}.

Veamos que C es abierto de X. Si =z € C(C entonces existe
B ={By,Bs,...,B,} C B no vacio, finito e indexado tal que z € B,,. Como
B,, € B, entonces existe k € {1,...,s} tal que B, = B(x, §), de ahi que B,
es abierto de X. Ademaés, notemos que para todo z € By, se tiene que z € C,
por lo tanto x € By C C. De manera que C es abierto.

Ahora, veamos que X \ C es abierto de X. Sea z € X \ C, entonces exis-
te j € {1,...,s} tal que z € B(zj,5), luego observemos que para todo
w € B(xz;, 5), se tiene que w € X \ C (ya que en caso contrario, implicaria
que = € C, lo cual es una contradicciéon). Por lo tanto » € B(z;,5) € X \ C,
de donde se sigue que X \ C es abierto de X. En conclusion, C es abierto y
cerrado de X, ademés p € C por lo que C # ). Por lo tanto, dado que X es
conexo, se tiene que C = X.

Como ¢ € X = C entonce existe B = {By,Bs,...,B,} C B no vacio,
finito e indexado tal que p € By, ¢ € B, y B; N B;,; para cualquier
k=1,...,n—1.Seat=1,...,n, como B; € B entonces existe k € {1,...,s}
tal que By = B(wy, §), denotemos por y, = . Evidentemente, d(p,y1) < €
Yy d(Yn,q) < €. Sea j € {2,...,n}, como Bj_; N B; # 0 entonces existe
x; € Bj_1 N By, luego d(y;-1,y;) = d(yj—1,z;) +d(x;,y;) < 5+ 5 =¢€ Porlo
tanto los puntos yo = p, Y1, - - -, Yn, Ynt1 = ¢ cumplen que d(y;_1,y;) < € para
cada j € {1,...,n+ 1}.
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[«<] Supongamos que X es disconexo. Entonces existen A y B cerrados
de X y distintos del vacio tales que AUB = X y AN B = (). Luego, por
[6, lema 5.3.1|, se tiene que d(A, B) = min{d(a,b) : a € A,b € B} > 0.

d(A, B)

Sean € = ,p € Ay q € B, por hipotesis, existen xg, z1,...,T, € X

tal que zg = p, ¥, = q y d(x;_1,2;) < € para cada i € {1,...,m}. Sea
=min{i € {1,...,m} : x; € B}, luego d(zy_1,zr) < € (contradiccion, ya
que € < d(A, B)). Por lo tanto, X es conexo. O

Sean X y Y espacios topologicos, y sea M un subespacio de X. Dada
una funciéon f: X — Y, se denomina restriccion de f a M a la funcion

flar : M =Y tal que f|y(z) = f(z) para todo x € M.
Asimismo, denotaremos por
FIM e M — f(M),

a la funcion que asigna a cada z € M el punto f(z) del subespacio f(M) C Y.

3 Compactaciones

En esta seccidon presentamos la definicion de compactacion, junto con
algunos ejemplos representativos. Asimismo, establecemos ciertas convenciones
de notaciéon que se utilizaran a lo largo de este trabajo.

Definicion 3.1. Sean X un espacio topologico y M un subespacio de X. Un
encaje del subespacio M en el espacio X es una funcion ey : M — X tal que

ey(x) = .

Definicion 3.2. Sean X, Y espacios topologicos. Una funcion f: X — Y es
llamada un encaje homeomorfo si es una composicion de un homeomorfismo
y un encaje, es decir, si existe Y C'Y y un homomorfismo h : X — Y’ tal que
f(z) = (eyr o h)(x) para todo x € X. Ademds, se dice que X se puede encajar
(o que estd encajado) en'Y si existe un encaje homeomorfo de X en Y.

Note que Y' = f(X) y ademads, f(x) = (eys o h)(z) = h(zx) para toda
x € X. De manera que X se puede encajar en Y si existe Y' un subespacio
de'Y homeomorfo a X.
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Definicion 3.3. Una compactacion del espacio X es un par (¢,Y), donde
Y es un espacio compacto y c : X — Y es una encaje homeomorfo tal que

cly(e(X)) =Y.
Definiciéon 3.4. Sea ¢cX una compactacion de un espacio X. El conjunto
X \c(X)={recX ¢ cX)}

es el restduo de la compactacion cX.

Ejemplo 3.5. Consideremos el intervalo abierto (0,1) en R, con la topologia
euclidiana inducida. Como es bien conocido, este conjunto no es compacto.
Sea c:(0,1) — [0,1] la funcion definida por c(x) = x. Note que el par (c, [0, 1])
constituye una compactacion de (0,1).

. s N

O O @ L ]

Ejemplo 3.6. Sea D = {(z,y) € R? : 2% +y* < 1} el disco abierto unitario en
R2. Consideramos a D con la topologia inducida por la euclidiana de R?. Este
conjunto no es compacto, ya que no es cerrado en R%. Similar al Ejemplo 3.5,
podemos considerar el par (¢, clg2(D)), donde ¢ es la funcion de D a clgz(D))
definida por c((x,y)) = (x,y), la cual constituye una compactacion de D.

D CIRQ (D)

Ejemplo 3.7. Sea X el subconjunto del plano R? definido por

1
Xz{(x,sen—)ER2:O<x§1}.
x
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Este conjunto no es compacto, ya que no es cerrado en R%. Sea
cX=XU{(0,y) eR*: -1 <y<1)}.

El par (¢,cX), donde c es el encaje identidad de X en c¢X, es una compactacion
de X, ya que X es un subconjunto denso de cX y ademds cX es cerrado y
acotado en R, por lo cual es compacto. A cX se le conoce como curva del
topdlogo.

Figura 1: Curva del topdlogo.

Observacion 3.8. En adelante, por compactacion de X nos referiremos no
solo a un par (¢,Y), sino también al espacio compacto Y en el que X puede
estar encajado como un subespacio denso. Las compactaciones de un espacio
X se denotardn habitualmente por los simbolos cX, ¢; X, aX, etc., donde ¢, c;
y a son los simbolos para los encajes homeomorfos de X en la compactacion
correspondiente. Por lo tanto, al considerar una compactacion como un espacio
stempre sabremos qué encaje homeomorfo se estd utilizando. Asi, para una
compactacion cX de un espacio X tenemos

c: X =X, c|N: X = c(X) es un homeomorfismo, y clex(c(X)) = cX.

4 Compactaciones del rayo [0, co0)
En esta seccion consideraremos el espacio [0, 00) con la métrica euclidiana
inducida por R. Para comenzar, presentamos la definicién que usaremos en

este trabajo y algunos ejemplos visuales de compactaciones del rayo [0, 00).
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Definicién 4.1. Una compactacion del rayo [0,00) es un par (¢,cX),
donde c¢X es un continuo y ¢ : [0,00) = ¢X es una encaje homeomorfo tal que
clex (¢([0,00))) = ¢X. Para cada a > 0, denotamos por ¢, X a clex (c([a, 00))).

Figura 2: Compactacion del rayo con residuo una circunferencia.

Figura 3: Compactacion del rayo con residuo un triodo simple.

El Teorema 4.3 describe propiedades acerca de las compactaciones del
rayo. Antes de abordar este resultado, es necesario demostrar el siguiente
lema.

Lema 4.2. Sean Y un espacio topoldgico y f : [0,00) — Y una funcion inyec-
tiva. Sean x,y € [0,00), entonces x <y si y solo si f([y,o0)) C f([x,00)).

Demostracion. Sean x,y € [0,00). Supongamos que x < y, esto sucede si y
solo si [y, 00) € [z, 00), luego dado que f es inyectiva, entonces [y, c0) C [z, 00)

=

si y solo si f([y, oo)) - f([x, oo)) ]
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Teorema 4.3. Sea cX una compactacion del rayo X = [0,00) con residuo R.
Las siguientes proposiciones se cumplen:

a) Si0<a<b entonces c([0,b)) y c((a,b)) son abiertos en cX.

b) Si0 < a entonces cX\{c(a)} es disconexo y ¢([a,00))UR es homeomorfo
acX.

¢) Si A es un subcontinuo de ¢X con ANR # (), entonces AC R o R C A.

d) Si A es un subcontinuo de cX entonces A tiene una de las siguientes
formas:

i) A es un subcontinuo de R,
i) A =c([a,b]) para algunos 0 < a <b,
ii) A= c([a,00)) UR para algin a € [0,00).

e) Existe una funcion f : ¢X — [0,1] continua y suprayectiva tal que
F7Y{t}) es un subcontinuo de cX, para cada t € [0,1].

f) Si R es un conjunto de un solo punto entonces cX es un arco.

g) Si R tiene mds de un punto entonces cX no es conexo por trayectorias.

Demostracion.  a) Sean a,b € X tales que 0 < a < b. Sabemos que los
conjuntos (a,b) y [0,b) son abiertos en X, y dado que c[* : X — ¢(X)
es un homeomorfismo, entonces ¢((a, b)) y ¢([0,b)) son abiertos en ¢(X).
Luego, existen A;, Ay abierto de cX tales que

A ne(X) = ¢((a,),

Ay Ne(X) = ¢([0,0)).

Veamos que A; = c((a, b)), para ello basta probar que A; C c((a, b))
En efecto, como [a, b] es compacto en X entonces ¢([a,b]) es compacto
en cX, de ahi que c([a, b]) es cerrado de ¢X. Ademés, como (a,b) C
[a, b] entonces ¢((a,b)) C ¢([a,b]) asi clex(c((a,b))) C clex(c([a,b])) =
c([a, b]) Finalmente, por |5, Teorema 1.3.6], tenemos que

A; C clex(4Ay) C clex (A1 Ne(X)) = clex(e((a, b)) € ¢([a, b]),
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pero ¢([a,b]) C ¢(X), por ende
Ar = A ne(la,b]) € Ay ne(X) =c((a,b)),

es decir, A; C c((a, b)) De manera anéloga se prueba que A, = c([O, b))
Por lo tanto hemos demostrado que ¢((a,b)) y ¢([0,b)) son abiertos en
cX.

Sea a € X con a > 0. Por a) sabemos que ¢([0,a)) es abierto de
¢X, por ende ¢([0,a)) = ¢([0,a)) N <cX \ {c(a)}) es abierto de ¢X \
{c(a)}. Ademas, sabemos que ¢([0,a]) es cerrado de ¢X, de manera que
¢([0,a)) = ¢([0,a]) N (cx \ {c(a )}) es cerrado de ¢X \ {c(a)}. Asi, el

conjunto ¢([0,a)) es cerrado y abierto de ¢X \ {c¢(a)}. Por lo tanto, se
deduce que ¢([0,a)) v ¢((a,0)) U R desconectan a ¢X \ {c(a)}.

Ahora demostraremos la segunda parte del enunciado. Sean d > a,
A =X\ ¢([0,d)) y B = ¢([0,d]). Por a), sabemos que A y B son
cerrados en cX y ademéas cX = AU B. Sean

hi: A — c([a,00)) U R tal que hy(x) =  para todo = € A

hy 1= c|[‘1’d} ogo (c|[0’d])_1 : B — c([a, oo)) UR

z(d—a
donde ¢ : [0,d] — [a,d] tal que g(z) = ( y ) + a. Observemos que,
la funcién h; es continua y por construcciéon la funciéon ho también es
continua, ademas AN B = {c(d)} y

ha(e(d)) = (@0 go (e[ ) (c(a))
= eI (g(a)
= ¢(d)
= hy(c(d)).
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Aplicando el Lema del pegado (ver [9, Teorema 18.3]) para las funciones
hy v hs, se tiene que la funcion f : cX — c([a, oo)) U R tal que
x si xecX\c([0,d));

fla) = (%q s wec(l0,d),

(1)

es continua. Resta probar que f es biyectiva. Para ello, note que f(A) =
fi(A) = A, ademés

1(B) = f2(B) = (cog) (¢ (B)) = (cog) ([0,d]) = c(g([0.d])) = e([a, d]),
de manera que
f(eX)=f(AUB) = f(A)U f(B) = AUc(la,d]) = c¢(la,00)) UR,

por lo cual f es suprayectiva. Por otro lado, para demostrar la inyec-
tividad de f y dado que h; y hs son inyectivas, resta probar que si
f(z) = f(y) donde x € A, y € B entonces z = y. Observemos que

F(A) N f(B) = (c(ld, 00) U R)) Ne(la, d]) = {c(d)},

luego f(z) = f(y) = ¢(d). Dado que = € A entonces f(z) = x de ahi
que x = ¢(d). Por otro lado, dado que y € B, tenemos que

(i) = ) = haly) = (=D )

de ahi que

— d—a=
= d=c"(y)
= c(d) =y.

Por lo tanto y = ¢(d) = x, concluyendo que = y. De esta manera, hemos
probado que f es una funciéon biyectiva. Finalmente, por [4, Corolario
7.8(3)], tenemos que f es un homeomorfismo entre ¢(|a, 00)) U Ry cX.
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¢) Sea A un subcontinuo de ¢X con ANR # 0. Si A € R, entonces existe
a > 0 tal que ¢(a) € A. Veamos que c([a, oo)) C A. Supongamos que
existe b > a tal que ¢(b) ¢ A. Dado que b > 0, por b), tenemos que
cX \ {c(b)} es disconexo, mas atin, sabemos que ¢([0,b)) y ¢((b,00)) UR
desconectan a ¢X \ {c(b)}. Luego, tenemos que f (definido como en

b)(1) con d = b) es un homeomorfismo, de manera que f(c([O, b))) y
f(c((b, 00)) U R) desconectan a f(cX \ {c(b)}), pero

7(e(10,8)) = c([a.0)).

f(c((b, 00)) U R) = ¢((b,00)) UR,
f(cX\{c(b)}) - (c([a,oo)) UR) \ f(c(b)) = (c([a, 0)) UR> \{e(b)}.

Luego, (c([a, b))) NAy (c((b, 00)) U R) N A desconectan a A (lo cual
es una contradiccion, ya que A es conexo). Por lo tanto c([a, oo)) Cc A.

Por otro lado, notemos que f(c([O, oo))) = ¢([a, 00)) entonces

cle, x (f(c([O, oo)))) =cl,x (c([a,, oo))) Cecl,x(A)=A

pero

cleox (£(e(10.50))) ) = f(elex (e((0,50))) ) = f(eX) > R

de manera que R C A.
d) Sea A un subcontinuo de ¢X. Consideramos los siguientes casos:

1. Si AN R # 0, por ¢), tenemos que A C Ro RC A.SiACR
entonces A es un subcontinuo de R. Si R C A, entonces B = AN
c(X) es distinto del vacio, luego ¢™*(B) es cerrado de X y acotado
inferiormente, por lo tanto tiene minimo. Sea a = min (cfl(B)) y

notemos que ¢([a,0)) = B (ver la demostracion del inciso ¢)). Por
lo tanto, A = BU R = ¢([a,c0)) U R.
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e)

2. Si AN R = () entonces A C ¢(X). Dado que A es cerrado de ¢X
entonces A es compacto, de ahi que ¢~ !(A) es compacto, asi, por
el [6, Lema 5.28], tenemos que ¢~ *(A) tiene minimo y maximo, es
decir, existen 0 < a < b tales que a < z < b para todo = € ¢ 1(A).
Finalmente, dado que A es conexo entonces ¢™*(A) = [a, b] de ahi
que A = ¢([a, b]).

Sabemos que (c/®)~! es un homeomorfismo, y ademéas notemos que
la funcion g : ¢([1,00)) U R — [0,1] tal que g(z) = 1 para todo z €
¢([1,00)) U R, es continua. Sean A = ¢([0,1]) y B = ¢([1,00)) U R,
observemos que A y B son cerrados en ¢X y ademéas AN B = {c¢(1)}
luego (c[®1)=1(¢(1)) =1 = g(c(1)). Aplicando el Lema del pegado (ver
[9, Teorema 18.3]) para las funciones (c|l*1)~! y g, se tiene que la funcién
f:eX —[0,1] tal que

fa) = { cHx) st oz ec(0,1]);

1 si 2 €c([l,00)) UR.

es continua. Dado que (c[[1)~! es un homeomorfismo, entonces f es su-
prayectiva. Finalmente, sea t € [0, 1] y recordemos que f~'({t}) = {z €
cX : f(x) =t}.Sit€[0,1) y dado que (c|/®1)~! es inyectiva, entonces
Y {t}) = {c(t)}, dado que f~1({t}) es un conjunto singular, entonces
es cerrado de c¢X y evidentemente es conexo, por lo tanto f~({t}) es un
subcontinuo de ¢X. Sit =1 entonces f~({t}) = ¢([1,00)) U R, por a)
tenemos que f~1({t}) es cerrado de cX y por b), se tiene que f~({t}) es
conexo, por lo tanto f~'({t}) es un subcontinuo de ¢X. En conclusion,
para cada t € [0, 1], se tiene que f~'({¢}) es un subcontinuo de cX.

Sea ¢X una compactacion del rayo [0, 00), tal que |¢X \ ¢([0,00))] = 1.
Digamos que {2} = ¢X \ ¢(]0, 00)). Consideremos la la funcion f : ¢X —
[0, 1] definida por

fa) = 1;_(}&) si yec(0,00));
1 si oy =

Note que la funciéon f, esta bien definida y es biyectiva. Veamos que f
es continua. Sea {y,}>°; una sucesién que converge a algin yy € cX.
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Si yo # 2, podemos suponer sin perder generalidad que {y,}52, C
c([0,00)). Dado que yy € ¢([0,00)) y ¢! es un homeomorfismo, se

cumple que {c!(y,)}52; converge a ¢~ !(yp). Como f(y,) = li_cl,—(l?’(’;l)
<! (yo)

cumple que { f(yn)}5>, converge a f(yo) = Tre - S1 %o = £2, podemos
suponer sin perder generalidad que {y,,}5°, C ¢([0,00)). Note que, la
sucesion {c¢7(y,)}52, no es acotada. Si fuese acotada, se llegarfa a una
contradiccién, ver la demostracion de la afirmacion del Teorema 4.5.
Sea n € N, veamos que existe m,, € N tal que 1 — % < [(Ym, ). Como
{cHyn)}52 no es acotada, existe m,, € N tal que n—1 < ¢ !y, ). Asi,
n—14+nc" Ym,) < HYm,) +nc " (Ym,), luego, n — 1+ nc (Y, ) —
T Ym,,) < e (Ym,,), es decir, ¢ Hym, )(n — 1) + (n — 1) < ncHym, ),
entonces (n — 1)(¢™ (Ym,) + 1) < nc™ (Ym, ), esto implica que, =4 <
15;(1—% Por ende, 1 — % < f(Ym,,). Como f(y,) < 1 para todo n € N.
Obtenemos una subsucesion {ym,, 122, de {y,}52, que por la propiedad
que cumple, se tiene que lim f(y,,,) = 1. De |6, Teorema 4.18| se tiene que
lim f(y,) = lm f(ym,) =1 = f(yo). De [4, Proposicion 3.42| concluimos
que f es continua. Por lo tanto, de [4, Corolario 7.8(3)] se tiene que f
es un homeomorfismo. Luego, ¢X es un arco.

, se

Sean p,q € R tal que p # ¢. Supongamos que cX es conexo por trayec-
torias, por lo que existe una funcion continua f : [0,1] — ¢X tal que
f(0) = ¢(0) y f(1) = p. Notemos que f([0,1]) es compacto y conexo,
por lo que es un subcontinuo en ¢X, asi por ¢) y d) se cumple que
f(]0,1]) = ¢X. Luego, existe 0 < r; < 1 tal que f(r;) = g. Ahora, obser-
vemos que [0, 1] es cerrado y conexo, de manera aniloga al razonamiento
previo, se tiene que R C f([0,71]), por lo que existe 0 < ry < r; tal
que f(ry) = p. Continuando de esta manera podemos crear la sucesion
{rn}nen donde f(r;) = psiiespary f(r;) = ¢siiesimpar. Luego,
dado que la sucesion {r,},en es decreciente y acotada inferiormente,
entonces es convergente, por lo que existe r € [0,1] tal que r, — r,
pero f es una funcion continua, por lo que f(r,) — f(r). Dado que
{f(r2n) tnen ¥ {f(T2n-1) }nen son subsucesiones de { f(7,)}nen entonces
F(ran-1) = F() ¥ flran—s) = f(r), de ahi que p = f(r) = g (contra-
diccion ya que por hipotesis p # ¢). Por lo tanto ¢X no es conexo por
trayectorias.

]
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Corolario 4.4. Si X =[0,00) y ¢X es una compactacion de X con residuo
R, entonces R es un subcontinuo de cX.

Demostracion. Por el inciso a) y b) del Teorema 4.3, tenemos que c([n, oo)) U

R es un subcontinuo de ¢X, para cualquier n € N U {0}. Veamos que
o (o]

ﬂ ¢([n,00)) = 0. Supongamos que existe ¢ € ﬂ ¢([n,00)), luego ¢7(t) €
= n 0

OO
ﬂ n,00), esto es una contradiccion, ya que ﬂ n,o0) = (). Note que, c([n +

n= n=0

1, )) UR C c([n, oo)) U R, para cada n € N U {0}, luego por el Teorema

4.3(b)) y |7, Teorema 1.2], tenemos que ﬂ (c([n, 00)) U R> es un subcontinuo
n=0

de cX, pero
ﬂ(c([n,oo)) ) Ruﬂ =RUD =R,
n=0
es decir, R es un subcontinuo de cX. O

En relaciéon con la conexién entre continuos y compactaciones, el siguiente
resultado muestra un caso particularmente interesante e ilustrativo en el que
el residuo de una compactacion del rayo [0, 00), es una 2-celda.

Teorema 4.5. Eziste una compactacion de X = [0,00) con residuo [0, 1]2.

Demostracion. Sea I = [0, 1] y consideremos a J = I* X {0} como subespacio
de I* = [0,1]>. Sea P = {(z;,v:,0) : i € N} un subconjunto denso y numerable
de J.

Para cada i,j € N con i # j y t € (0, 1], fijemos a - un arco contenido
en I? x {t} con puntos extremos (z;,v;,t) y (z;,y;,1). A su vez, para cada
s,t € (0,1] con s < tyi €N, fijemos 8° = {(x;,y;,7) : € [5,t]} el arco en
I*? con puntos extremos (z;,y;,t), (zs,yi, S).

Sea . .
A = 0&’2 UGy Uai,.

A continuacién, dividimos el intervalo [1 l} en tres partes iguales, y sean

302
d3,d3 € } con % <& <di< % los puntos que determinan dicha division.
Sea

€53

d 1
Ay = 57 LuBEtUa uﬂ;’s Uai,.
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Luego, dividimos el intervalo [}L, %} en cuatro partes iguales, y sean

d3,d3, di € [, 3] con § < di <di <dj <3 los puntos que determinan dicha
division. Sea

1
_ g% Uaf UBP%E el Ut Ua uﬁ;“l Uy

En general, sea n € N con n > 2. La construcciéon de A, es de la
siguiente forma, dividimos el intervalo [— l} en n + 1 partes iguales, sean

n+17
n 1
rdn

—] con
dlcha division. Sea

[n—i—l’ n
dr,dn " d 1
A n7 n U Gfl n+1 U U /Bm+1m 1 U U am m+1 U /8217n+1 U O{{L;é—l

m=2

- +1 <dt <o <dl < % los puntos que determinan

Observacion 1. De la construccion de A,, se tiene que:

1. A, es un arco contenido en I? x [L %] cuyos puntos extremos son

n+17
1 1 ).
(xlﬂyhﬁ) Yy (x17y17n+1>7

tal que A,, contiene al

2. para cada j € {1,...,n + 1} existe s/ € [ " —}

punto (z;,y;,s%);

3. A,NJ =10

4. A, N A, #0siysolosi|n—m|<1. Ademas, si n > 1 entonces

(G ) = {ln) om )}
Sea eX = clys (G An> :

n=1
Dado n € N, como A,, es un arco, podemos definir un homeomorfismo

1 1
¢t [n—1,n] — A, tal que c,(n—1) = (fEhyh ﬁ) Y n(n) = < Z1, Y1, nt 1) ~

Sea ¢ : [0,00) = ¢X definida por ¢(t) = ¢,(t) cuando t € [n — 1, n| para
algtin n € N. Por el inciso (4) de la Observacion 1, se cumple que ¢ es una
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1
a%’z (9027y2a1)
(z1,91,1)
1,1
Ay p2"
1
2
1
2
al,Z (962»112, %)
(w1,91, %)
L R d2 _L,
3, dy 2 )
1 0‘1,23 (3,3, d3)
(w1,v1,d3) [3d§7 a3
2 - [
d (zz,yz,df)
d? (w37y37d§
Qg3
dz, 1

/8217 3

(2,92, 3)

43
0‘1,34
©4,va,d3)
3 5 a3
(3,3, d3)
(ac4, Y4 d%) a3
| %5 g 4
d3 (zz, Yo, d‘;’) 3
3

ably (z2.va.a)

1 af, g

1

(w2,92, 1)

1
T1,Y1, 7 i

Figura 4: Construcciéon de los A,,.

Matemadticas y sus aplicaciones 29, Capitulo 4, paginas 99-127



Algunos resultados sobre compactaciones del rayo [0, c0) 115

funcion inyectiva, ademéas por el Lema del pegado (|9, Teorema 18.3]), ¢ es
una funciéon continua. Observemos que cada ¢, es un homeomorfismo, por lo
ue (¢|l%))~1 es un homeomorfismo; por ende, ¢ es un encaje homeomorfo
Y )
[o¢]

de [0,00) sobre ¢X. Ademas, notemos que ¢([0,00)) = U A,; v por ende,
clps(e([0,00))) = ¢X. Por lo tanto, (¢,c¢X) es una compactacion del rayo
[0, 00).

Afirmacion. J = c¢X \ ¢([0, 00))

Demostracion de la afirmacion. [C] Por el inciso (2) de la Observacion
1, se cumple que P C cX, de esto se deduce que cl;s(P) C ¢X, es decir,
J C ¢X. Luego, por el inciso (3) de la Observacion 1 concluimos que
J C X\ ¢([0,00)).

[D] Sea (z,y,2) € ¢X \ ¢([0,0)). Dado que ¢X C I3, entonces z,y, z €
[0,1]. A su vez, existe una sucesion {(z;,y;,2;)}52, de elementos de

U Ay tal que im(zy, 5, 2;5) = (2,9, 2), esto define una sucesion {¢;}52,
n=1

en [0, 00) tal que c(t;) = (7;,Y;, z;). Note que la sucesion {¢;}32, diverge
a infinito, ya que en caso contrario seria acotada, lo que darfa una subsu-
cesion convergente en algun intervalo cerrado de la forma [0, k| para algtn
k € N; esto implica que (z,y, z) € ¢([0,00)), lo cual es una contradiccion.

Asi, para cada m € N existe j,, € N tal que (.., Yj.. %) ¢ U A,
=1

5 -
(donde (., Yjrns Zim )1 es un elemento de la sucesion {(z;,y;, 2;)}32;, esto
L o ) ~

implica que zj,, < . Luego {2;,, }7_; es una subsucesién de {z;}32,

tal que lim z;,, = 0 = lim z;. Por lo tanto, z = 0. Por ende, (z,y, z) € J.

Por la afirmacién anterior, podemos concluir que (¢, cX) es una compac-
tacion del rayo [0, 00), cuyo residuo es J. O

Con el proposito de generalizar el Teorema 4.5, se da el siguiente resultado,
que es necesario para poder realizar dicha generalizacion.

Teorema 4.6. Sean X un continuo yr > 0. La nube Ng, (X, 1) U Bo(z,r)

zeX
es un subconjunto arco conexo de Q.
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Demostracion. Por el |7, Teorema 1.1|, podemos considerar a X como un
subespacio de Q. Sean r > 0y 7',7 € N4, (X,r). Luego, existen p,g € X
tales que p' € Bq(p,r) v ¢ € Bg(q,r). Luego, por el Teorema 2.3, existen
T1, ..., Ty, € X tales que Ty = P, Ty, = q v dg(Ti, Tip1) < r para cada i €
{1,...,n — 1}. Definamos Ty =D’ y Tp+1 = ¢, entonces dg(T;,T;+1) < r para
cada i € {0,...,n}.

Sea i € {0,1,...,n}, definimos «; : [i,i + 1] — Q tal que oy(t) = (1 —
(t — 1))@ + (t — i)T;11 para todo t € [i,i + 1] Donde si 7; = (24)52, y
Tip1 = (xz“)j 1 entonces o;(t) = ((1 — (t — i)zl + (t —i)xi*")%2,. Note que
«; es una funcion continua, o;(i) = T; y oy (i + 1) =Ti1.

Sean i € {1,....,n} y t € [i,7 + 1], entonces

oo ’(1—t—2))x +(t— )x?l)—xé
Y

do(ai(t), T;) =

7j=1
00 z—i—l - i ’
|t — — (t—i);

:Z 97

L Jait —
- -y

7j=1
= (t—1)do(Ti, Tit1)
< T

Esto implica que a;([i,4 4 1]) C Bg(Ti,7) C Ngy (X, 7). Ademas, similarmente
obtenemos que ay ([0, 1]) C Bg(T1,7) C Ng, (X, 7). Definimos a : [0,n + 1] —
Q por «a(t) = «;(t) cuando t € [i,i + 1]. Por el Lema del pegado (|9, Teorema
18.3]), tenemos que « es una funcion continua. Ademas «(0) =7/, a(n+1) =7
y a([0,n+1]) C Ny, (X,r). Por [10, Proposicién 8.16], tenemos que ([0, n+-1])
es un continuo localmente conexo, luego de [10, Proposicion 8.23|, se cumple
que a([0,n + 1]) es arco conexo. Por lo tanto, existe v un arco con puntos
extremos ', ¢, tal que v C «a([0,n + 1]) C Ng,(X,7). Concluimos que
N, (X, 7) es un subconjunto arco conexo de Q. ]
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Teorema 4.7. Si X es un continuo, entonces existe una compactacion del
rayo [0,00) con residuo X.

Demostracion. Por |7, Teorema 1.1], podemos considerar a X como un subes-
pacio de Q. El espacio en el cual definiremos nuestra compactacion sera en
Q % [0, 1], usando ideas similares a las del Teorema 4.5

Por [5, Teorema 4.1.18], existe P = {p; : i € N} un subconjunto denso y
numerable de X. Para cada t € [0, 1] consideramos X; una copia homeomorfa
de X, contenida en Q x {t} C Q x [0,1]. A su vez, sea Ng,(X,t) x {t} una
copia homeomorfa de Ny, (X, t) contenida en Q x {t}.

Por el Teorema 4.6, Ng,(X,t) x {t} es un subconjunto arco conexo de
Q x {t}, para cada t € [0,1]. Para cada i,j7 € Nconi # jyt € (0,1],
fijemos aj ; como el arco contenido en Ny, (X,t) x {t} cuyos extremos son
(p;,t) v (p;,t). A su vez, para cada s,t € (0,1] con s <ty i € N, fijemos
BY® = {(p;,r) i 7 € [s,1]} el arco en Q x [0, 1] con extremos (5;, 1), (T;, s).

Sea

1.1 1
A = 0&’2 U By Uai,.

A continuacién, dividimos el intervalo [%, %} en tres partes iguales, y sean

d3,d3 € [3,3] con 3 < di < dj < 3 los puntos que determinan dicha division.
Sea

A 2 d27d1 d% d%’% %
2 = U 13U5 Ua2,3U52 Uaj,.
Dividimos el intervalo [, 3] en cuatro partes iguales, y sean di, d3, dj €

[1, 3] con 1 < df < dj < dj < 3 los puntos que determinan dicha division. Sea
13 43 43 .d3 43 d3 a3 43 a3.1 1
— 373 3 3072 2 2°71 1 174 4
Az =370 U gy U By Uagy U B3 Uays U Byt U Q9.

En general, sea n € N con n > 2. La construccion de A, es de la

siguiente manera, d1V1d1mos el intervalo [ ——l n] en n + 1 partes iguales y sean

T dl € [TL_-H’ 1] con +1 <d} <--- < dl <+ los puntos que determinan
dicha divisiéon. Sea

1d" Y1 n
= pr UaanrlU(Uﬁerl ) (Uammﬂ)uﬁ; TUary 1.

m=2

n

Observacion 2. De la construcciéon de A, se observa que:
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1
(- al, (z2,y2,1)
(zlayh 1)
1,4
1 2
2 B
1 (w2, v2, 1)
2
)
(zf 91, %)
2
d2 o d .
4 allifg (131 Y3, d%)
d3, d?
(21,91, 3) B3
=
ds %,.
2 a3 x3,ys, di
a2’3 ( 1)
i, 3
1 /82
3
1 1
a3 (w2,y27 §)
(xhylw

Figura 5: Construccion de A,.
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1 1

: 1
1. A, es un arco contenido en Ny, (X, ) X [, ;] cuyos extremos son

(Pr:3) ¥ (Pr )5
2. para cada j € {1,...,n + 1} existe s, € =7, ] tal que A, contiene al
elemento (7;, 53);

4. A, N A, #0siysolosi|n—m|<1. Ademas, si n > 1 entonces
°° 1 1

o ((08) 1) (6.2 62
ﬂ((L_Jl )\ ) Py ) \Po g

Sea X = clqxo] <U An> )

n=1
Dado n € N, como A,, es un arco, podemos definir un homeomorfismo

ot [n—1,n] = Ay tal que ¢,(n — 1) = (By,3) ¥ ca(n) = (P, 727)- Sea

¢ :[0,00) = X definida por ¢(t) = ¢,(t) cuando t € [n — 1,n| para algtin
n € N. De (4) de la Observacion 2 se cumple que ¢ es una funciéon inyectiva
y por el Lema del pegado (|9, Teorema 18.3]), se tiene que ¢ es una funciéon
continua, por ende ¢ es un encaje homeomorfo de [0, 00) sobre X. Ademaés,

c([0,00)) = U A, y por ende clgxo,1(c([0,00))) = X. Por lo tanto, (¢, X) es
n=1
una compactacion del rayo [0, 00).

Afirmacion. Xo = X \ (|0, 00)).

Demostracion de la afirmacion. [C] De (2) de la Observacion 2 se cumple
que P x {0} C X, de esto que clqxpo,1)(P x {0}) C X, es decir, X, C X,
y por (3) de la Observacion 2, concluimos que Xy C X \ ¢([0, 00)).

[D] Sea (7, 2) € X \¢([0,00)),donde T € Qy z € [0, 1]. Luego, existe una

sucesion {(T;, zj)}32, de elementos de U A, tal que lim(7;, z;) = (7, 2);
n=1

note que {7;}32; es una sucesiéon en Q que converge a Ty {z;}32; es

una sucesion en [0, 1] que converge a z. A su vez, existe una sucesion

{t;}52, en [0,00) tal que c(t;) = (7, 2;). Observemos que la sucesion
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{t;}32, diverge a infinito, ya que en caso contrario seria acotada, lo
que daria una subsucesion convergente en algin intervalo cerrado de
la forma [0, k] para algin k& € N, esto implica que (7T, z) € ¢([0,0)),
lo cual es una contradiccion. Asi, para cada m € N existe j,, € N

m
tal que (Tj,,2j,.) ¢ U A, (donde (ZTj,,zj,) es un elemento de la
n=1
sucesion {(7;, 2;)}32,) esto implica que z;,, < mLH Luego {z;, }°_; es
una subsucesion de {2;}32; tal que lim z;,, = 0 = lim 2;. Por lo tanto,
z = 0. Esto siginifica que, (7, 2) € Q x {0}.

Supongamos que T ¢ X, dado que X es compacto, existe r > 0 tal

que Bg(7,r7) N X = (. Por otro lado, existe N; € N tal que para todo

j > Ni se cumple que dq(7,7;) < 5. Por la propiedad arquimediana

existe N € N tal que % < 5. Dado que limz; = 0 existe No € N

tal que para todo j > N, se cumple que 0 < |z;| < ﬁ Sea my =
N

max{ Ny, No}. Note que (Zpg, 2m,) ¢ U A, por lo que existe N’ > N
n=1

tal que (g, 2my) € Anr. De (1) de la Observacion 2 se cumple que

(ZTings Zmo) € Nag (X, 777) X [N,;H, %] Esto implica que existe @ € X tal

que dg(a, Tp,) < 77 < % < 5. Asi,

AQ(%,@) < d(F. Fny) + d(@ Tmy) < 5+ 5 =

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, 7 € X, es decir, (7, 2) € Xo.
Luego, Xy = X \ ¢([0, 00)).

Por la afirmacion anterior, podemos concluir que (¢, X') es una compacta-

cion del rayo [0, 00), cuyo residuo es Xp. O

Entre la familia de continuos que resultan ser una compactacion del rayo

[0,00), se distingue una subfamilia cuyos elementos se definen a continuacion.

Definicion 4.8. Un continuo de Elsa es una compactacion del rayo [0, 00)
cuyo residuo es un arco; lo denotaremos por E-continuo.
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(LY,

Figura 6: Ejemplo de un E-continuo.

Teorema 4.9. Existen dos E-continuos no homeomorfos.

Demostracion. Para cada n € N consideremos

1 2n +1
L*—{ cR?: e[ } =2 1 —2}
" (z,v) T i T D) Y n(n+ 1)z —2n

L, = {(:U,y) €R*: x¢ [%,%}, yz—2n(n+1)x+2(n+1)}.

Sea A, = L} U L., observemos que A,, es un arco (ver figura 7).

Ay A
(0,1) ¢

(0,0) o /\

Figura 7: Compactacion (¢, cX) de [0, 00)
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Asi, para cada n € N podemos considerar un homeomorfismo ¢, :
[n—1,n] = A, tal que ¢,(n — 1) = (£,0) y ¢,(n) = (-55,0). Sea cX =

nti’
CIRZ (U An) .
n=1

Sea ¢ : [0,00) = ¢X definida por ¢(t) = ¢,(t) cuando t € [n — 1, n| para
algin n € N. Por construccion y por el Lema del pegado (|9, Teorema 18.3]),
se cumple que (¢, ¢X) es una compactacion del rayo [0, 0c), cuyo residuo es el
arco I = {0} x [0,1], es decir, cX es un E-continuo.

Ahora, para cada n € N, sean

1 dn+1
n+1 4n(n+1)

J,j:{(a:,y)ERzz xe[ }, y:4n(n+1)x—4n},

4dn + 1 2n+1 dn + 3
l—:{ , R?: [ , } = -2 1 }
n = (@) e T ) ey VT Tt et

2n +1 4dn + 3 4dn + 1
l*:{ R? : [ } =2 )z — }

J,

4 3 1
;:{(x,y)eRQ: xe[ nt },y

m7ﬁ :—4n(n+1)x+4(n+1)}.

Sea B, = J,- Ul Ul UJ, . Observemos que B, es un arco (ver figura 8).

(O 1) R Yz T3 Y2 T2

Y1 T
(07 %) T zZ4) | %3 z9 \Z/\
(0,0) ¢ (1,0)
B

By Bj

Figura 8: Compactacion (s,sX) de [0, c0).
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Asi, para cada n € N podemos considerar un homeomorfismo s, :
[n —1,n] = B, tal que s,(n —1) = (£,0) y s5(n) = (75,0). Sea sX =

ClRZ (G Bn) .
n=1

Sea s : [0,00) = ¢X definida por s(t) = s,(t) cuando t € [n — 1,n| para
algiin n € N. Por construccion y por el Lema del pegado (|9, Teorema 18.3]),
se cumple que (s, sX) es una compactacion del rayo [0, 00), cuyo residuo es el
arco I = {0} x [0, 1], es decir, sX es un E-continuo.

Veamos que ¢X no es homeomorfo sX. Para ello supongamos que existe
h : sX — ¢X un homeomorfismo. Dado que la propiedad de ser localmente
conexo en un punto se conserva bajo homeomorfismo entonces se cumple

que h(s([o, oo))) = ¢([0,00)) ¥ h(I) = I. Por ende h({(0,1),(0,0)}) =
{(0,1),(0,0)}. Supongamos, sin perdida de generalidad, que h((0,1)) = (0,1)
y h((0,0)) = (0,0). Para cada n € N consideremos y,, = ( Antl 1), Zp =

4n(n+1)’
2n+1 1 4n+3
(2n(ntr1) ) Yy Tn = (471(7;»1)7 1) (ver figura 8).

Note que {z,}2 1, {yn}22, v {2,152, son sucesiones en s([0,00)) tales
que lim z, = (0, 2) y limy, = (0,1) = lim x,,. De la continuidad de h se cumple
que lim A(z,) = h((0,3)) y im x,, = lim A(y,) = k((0,1)) = (0, 1).

Como h((0, 3)) §Z {Rr((1,0)),h((0,0))}, entonces h((0, 3)) € {0} x (0,1).
) €

Para ¢ = w, existe N € N tal que h(z,), (yn B((0,1),e) y

h(z,) € B(h((0,3)),e), para todo n > N. Como h((0,3)) € {0} x (0,1),
podemos suponer que h((0,3)) = (0,w) para algin w € (0,1). Definimos
H={(z,y) eR*:y <w+2}y H =R?\ H. Note que B(h((0,1)),e) C H
y B((0,1),e) C H'. Sea V,, al arco en s([0,00)) con puntos extremos Ty YV Yns
Note que que V,, =1, UlF.

Afirmacion. Para cada ti,ty € [0,00) tales que t; < ty, existen unicos
r1,72 € [0,00) tales que 1 < 19, h(s(ty)) = c(r1) v h(s(tz)) = c(rq).

Demostracion de la afirmacion. Primero, veamos que h(s(0)) = ¢(0). En
efecto, dado que h(sX \ {s(0)}) = cX \ {h(s(0))}, como sX \ {s(0)} es
conexo y h es un homeomorfismo, se debe cumplir que ¢X \ {h(s(0))} es
conexo, del Teorema 4.3(b), se tiene que la tnica opcion para que esto sea
posible es que h(s(0)) = ¢(0). Sean ty,t5 € [0, 00) tales que t; < £y, de la
inyectividad de h, s y ¢ existen tnicos r1, 5 € [0, 00) tales que h(s(t;)) =
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c(r1) v h(s(tz)) = c(r2). Supongamos que r; > 79. Dado que t; # to
nuevamente de la inyectividad de h, s y ¢ tenemos que 71 # ro. Por otro
lado, si r; > r9, dado que h(s(0)) = ¢(0) entonces h(s([0,t1])) = ¢([0,7])
y como r; > 1y entonces h(s([0,t1])) = ¢([0,71]) = ¢([0,r2]) U c([re, 1)),
es decir, ¢(r2) € h(s([0,t1])). Ademas, dado que s([0,¢1]) N s((¢1,t2]) =0
entonces h(s([0,t1])) NA(s((t1,t2])) = O (contradiccion ya que c¢(rs) €
h(s([0,t1])) N h(s((t1,1s])) debido a que h(s(t2)) = ¢(r2)). Por lo tanto

r <Ta.

Sea n > N, consideremos m,, € N tal que h(z,) € A,,, . Veamos que
(ﬁ, 0) = A, NAn,,+1 C h(V,). Supongamos lo contrario, por la afirmacion
anterior tenemos que h(V,) C Ap,,. Note que h(z,) € L,, NH' o h(z,) €
L}, NH', en cualquier caso la afirmacion anterior implica que h(z,) € L}, NH.
Como h(y,) € h(V,,), la afirmacion anterior implica que h(y,) € L}, NH lo cual
es una contradiccion, ya que h(y,) € H'. Por lo tanto A,,, N A, +1 C h(V,)

Asi, tenemos una sucesion {m,}2 \ estrictamente creciente, tal que
(;757:0) € h(V,) para cada n > N. Note que, la sucesion (;——,0) con-
verge a (0,0). De la continuidad de h™", se tiene que lim 2" ((-4,0)) =
h=1((0,0)) = (0,0). Pero, dado que h™"(5,-,0) € V, para toda n > N, se tiene
que lim h_l((min, 0)) € imV,, = {0} x [%, 1], lo cual es una contradiccon, esto
de suponer que sX es homeomorfo a ¢X. Por lo tanto, ¢X no es homeomorfo
asX. O

Dos continuos se dicen incomparables si no existen funciones continuas
y suprayectivas en ninguna direccion; es decir, X y Y son incomparables
si no existe f : X — Y continua y suprayectiva, ni tampoco g : ¥ — X
continua y suprayectiva. En el Teorema 4.9, mostramos que existen dos FE-
continuos que no son homeomorfos entre si, y por ende son incomparables.
Sin embargo, Marwan M. Awartani en el articulo titulado An Uncountable
Collection of Mutually Incomparable Chainable Continua (|3]), demuestra el
siguiente resultado.

Teorema 4.10. [3, Teorema 4.7] Existe una coleccion no numerable de com-
pactaciones del rayo [0,00) con residuo un arco, tal que sus elementos son
incomparables por pares.

En resumen, en este articulo Awartani trabaja con el conjunto de Cantor,
donde cada punto de este conjunto es visto como una sucesiéon de ceros y unos.
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Primero define dos relaciones en el espacio de Cantor: la relacion dominar y
dominar verticalmente. Luego demuestra que, con respecto a estas relaciones,
existe una colecciéon no numerable de sucesiones mutuamente incomparables.
Finalmente, asocia cada elemento de dicha coleccién con un F-continuo y se
demuestra que no existe una funcién continua y suprayectiva entre cualquier
par de tales compactaciones resultantes. La compactacion del rayo que se
construye a partir de algtin punto de Cantor es de la siguiente forma.

Figura 9: Compactacion de [0,00) a partir de un elemento del conjunto de

Cantor.

Si es del interés del publico estudiar la construccion de estas compac-
taciones, recomendamos ver [2]. En [2], se realiza la construccion de estas
compactaciones y se desarrollan exhaustivamente los resultados del articulo
[3].

Finalmente, mencionamos que en 2014, Ver6énica Martinez-de-la-Vega y
Piotr Minc demuestran en el articulo titulado Uncountable families of metric
compactifications of the ray el siguiente Teorema.

Teorema 4.11. /8, Teorema 1]
Todo continuo no degenerado X, tiene una cantidad no numerable de
compactaciones del rayo [0,00), no homeomorfas entre si y con residuo X.
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Capitulo 5

El arco y la curva cerrada simple tienen
hiperespacio cociente C,,/C} tinico

Maricela Briones de Gante, Fernando Macias Romero y
David Herrera Carrasco
FCFM, BUAP

Resumen

En este capitulo presentamos un estudio del hiperespacio cociente
Cn(X)/C1(X) para cuando X es un arco o una curva cerrada simple
y con n > 1, y detallamos la prueba presentada en [7] de que estos conti-
nuos tienen dicho hiperespacio cociente tnico.

1 Preliminares

Definicion 1.1. Un continuo es un espacio métrico X con mds de un punto
compacto y conexo. Un subconjunto Y de X es un subcontinuo de X si Y es
un continuo.

Ejemplo 1.2. Si consideramos [0,1] con la métrica usual, se cumple lo
siguiente:

i) [0,1] es conexo por ser un intervalo,
ii) [0,1] es compacto ya que es cerrado y acotado,

Ast, [0,1] es un continuo.

[0,1]
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Definiciéon 1.3. Un arco es un espacio topoldgico homeomorfo al intervalo
cerrado [0,1]. St ac: [0,1] — A es un homeomorfismo, diremos que «(0) y a(1)
son los puntos extremos del arco A.

Ejemplo 1.4. Sea S' = {(z,y) € R? : 2* + y* = 1} la circunferencia unitaria
con la métrica euclideana de R?, entonces se cumple que

i) St es conexo pues S es conexo por trayectorias, luego S' es conexo.

ii) St es compacto pues es un conjunto cerrado y acotado.

Sl

Definicion 1.5. Una curva cerrada simple es un espacio topologico ho-
meomorfo a la circunferencia unitaria S*.

Definicion 1.6. Sean € N. Una n-celda es un espacio topologico homeomorfo
a la bola cerrada n — dimensional B™ en R™, donde

B" = {(z1,....,x,) €R" : /22, .. 22 < 1}
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Definiciéon 1.7. Sea n € N. Una n-esfera es cualquier espacio homeomorfo
a la esfera n — dimensional S™ en R, donde

" = {(@1, s Tnsr) € R™ /22,02 =1}

Definiciéon 1.8. Un continuo X es una grdfica finita si es la union de una
familia finita de arcos tales que cada par de ellos o son ajenos o se intersectan
en uno o dos de sus puntos extremos.

Algunas gréficas finitas significativas son el intervalo cerrado [0, 1], la
circunferencia unitaria St y los n — odos simples.

Dada un gréfica finita X, £ (X) denota el conjunto de puntos de X cuyo
orden es uno. Los elementos de E(X) se denominan puntos extremos de X.
El conjunto de puntos de X cuyo orden es mayor o igual a 3 se denota por
R(X) y sus elementos se denominan puntos de ramificaciéon de X. Notese
que R(X) es el conjunto de vértices de X.

2 Hiperespacios
Definicién 2.1. Sea un continuo X, decimos que un hiperespacio de X

es una coleccion de subconjuntos de X que cumplen alguna propiedad en
particular.

Ejemplo 2.2. Sea X un continuo,

2X = {AC X : Aes cerrado de X y no vacio},

C(X)={Ac2%: Aes conexo},
Co(X) ={A € 2% : A tiene a lo mas n componentes},

F.(X)={A C X : Atiene a lo mas n puntos},

F(X) =[] Fu(X).
n=1
Estas colecciones son algunos ejemplos de hiperespacios del continuo X .
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Notemos que como X es un compacto, entonces 2% es el hiperespacio
de todos los subconjuntos compactos no vacios de X, en particular X € 2%,
y C(X) es el hiperespacio de todos los subcontinuos de X. Por otra parte,
C,, (X) es conocido como el n-ésimo hiperespacio de X.

Para un continuo X y n € N| se tiene lo siguiente:

i) CX)=Ci(X),
ii) Fo(X) C Foi(X) y Co(X) C Cria(X),
i) Fo(X) C Cy(X).

Definicion 2.3. Sean un continuo X con métrica d, A C X yr > 0. La nube
de radio r con centro en A es

N(r,A) ={z € X :d(z,a) <r para algin a € A}.

Definicion 2.4. Sean un continuo X y un hiperespacio H(X) de X, se dice
que el continuo X tiene hiperespacio unico H(X) si, para cada continuo Y
tal que H(X) es homeomorfo a H(Y'), entonces X es homeomorfo a Y.

Ahora nos interesa dotar al hiperespacio 2% de una métrica, pero antes,
tenemos lo siguiente.

Sean X un continuo y A, B C X, la distancia entre A y B que denotamos
como d (A, B), esta dada de la siguiente manera:

d(A,B) =inf{d(a,b): a € Ay b€ B}.

Sip € X, escribimos d (p, A) = d ({p}, A). Mientras no se diga lo contrario,
dado un continuo X, denotaremos por d la métrica de X. Ademés, sipe X y
e > 0, denotamos por By (€, p), la bola abierta con centro en p y radio e.

Si A, B € 2% la funcién Hy: 2% x 2% — [0,00), para cada A, B € 2%
esta dada por

Hy(A,B)=nf{e>0: AC Ny(e, B) y BC Ny(e, A)}.

Esta funciéon define una métrica en 2.

A la métrica Hy se le conoce como la métrica de Hausdorff inducida
por d o simplemente métrica de Hausdorff. De ahora en adelante, siempre
que consideraremos a 2%, lo haremos con esta métrica. También, al ser los
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demés hiperespacios, F; (X), C (X) y C, (X) subconjuntos de 2%, se les
considera dotados con la restricciéon correspondiente de la métrica de Hausdorft
H,.

Si X es un continuo con métrica d, € > 0y A € 2%, denotaremos la bola
abierta de 2% con centro en A y radio € como:

By, (e, A)={B 2% : H;(A, B) <e¢}.

Definicion 2.5. Sean X un continuo, n € N y Uy, Us, ..., U, C X. El vieto-
rico de Uy, Us,, ...,U, en 2%, estd dado de la siguiente manera:

(U, Uy, ., Uy ={A€2%: AC UUi y ANU; # 0, para cada i € {1,...,n}}.
i=1

Definicion 2.6. Sean un continuo X y un hiperespacio H(X) de X, se dice
que el continuo X tiene hiperespacio unico H(X) si, para cada continuo Y
tal que H(X) es homeomorfo a H(Y), entonces X es homeomorfo a Y .

Teorema 2.7. [8, Teorema 1.2.10] Sea f : X — Y wuna funcion sobreyectiva
entre espacios métricos, Gy = {f*(y) : y € Y} una particion de X y la
funcion ¢y : X/Gy —Y dada por ps(q(x)) = f(x). Si f es abierta o cerrada,
entonces ¢y : X/Gy —Y es un homeomorfismo.

3 Hiperespacio de subcontinuos de [0, 1]

Sea T = {(a,b) e R?: 0<a<b<1}yseap: C([0,1]) = T definida
por

#(la, 0]) = (a,b).

Sabemos que ¢ es un homeomorfismo entre C([0,1]) y 7. Es decir, el triangulo
representado en la figura 1 es un modelo para C([0, 1]).
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\
4

Figura 1: Modelo geométrico de C ([0, 1]).

4 Hiperespacio de subcontinuos de S*

Sea R = {(z,y) € R* : 22 + y* < 1}.
Sea ¢ : C'(S') — R dada por

L4)

p(A) = [ T or }m(A%A#Sl

(0,0), A= 5"

donde L(A) es la longitud de arco de Ay m(A) el punto medio.

Sabemos que ¢ es un homeomorfismo entre C'(S') y R, y como R es el
disco unitario, C(S') es una 2-celda.
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Figura 2: Modelo geométrico de C' (S*).

Con este modelo vemos que el hiperespacio de subcontinuos tanto para
[0, 1] como para S! es una 2 — celda, ambos continuos tienen el mismo hiperes-
pacio. En otas palabras, los continuos [0, 1] y S! no tienen hiperespacio C'(X)
Unico.
Teorema 4.1. Cy([0,1]) es homeomorfo a [0,1]*.

Demostracion. Demostracion Sea D' = {A € Cy([0,1])]1 € A} y D§ ={A €
Cs([0,1]) ] 0,1 € A}.

Veamos que C5([0,1]) es homeomorfo a K (D) (el cono sobre D). Sea
[ K(D') — Cy([0,1]) dada por f((A,t)) = (1 —t)A={(1—-1t)a:a € A}.
Dado que f((A,1)) = {0} para cada A € Cy(]0,1]), f es una funcién bien
definida. Sean A, B € D'y s, t € [0, 1] tales que f((4,t)) = f((B,s)). Dado
quel e ANB,1—t=mazx(1—-t)Ay 1—s=maz(l—s)B. Esto implica que
t=s.Sit=s=1, entonces (4,1) y (B, 1) representan el vértice de K (D).
Por lo tanto, asumimos que ¢ < 1. Como (1 —t)A = (1 —t)B, A= B. Por lo
tanto, f es inyectiva.

Ahora, sea A € C5([0,1])\ {0}. Supongamos que t = 1 —maxA. Entonces,
maz(:5)A = 1. Por lo tanto, (5)A € D' y f((1%)A,t) = A. Por lo tanto,
[ es suprayectiva. Por lo tanto, Cy([0, 1]) es homeomorfo a K (D).

Veamos que D' es homeomorfo a K(D}). Sea g : K(D}) — D' dada por
g(At)=t+ (1 —t)A={t+ (1 —t)a:a € A}. Entoces, de manera similar
a f, g es un homeomorfismo.

Finalmente veamos que (D}) es homeomorfo a [0, 1]%. Sea T = {(a,b) €
R*:0<a<b<1},yseaS=T/A, donde A = {(a,b) € T:a=0b}. Notese
que S es homeomorfo a [0, 1]2.
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Sea h: T — D} dada por h((a,b)) = [0,a] U [b, 1]. Entonces h es continua.
Notese que h((a,b)) = h((¢,d)) siy solo si a = cy b =d. Por lo tanto, por
Teorema 2.7, S'y D§ son homeomorfos. O

Lema 4.2. Eziste un encaje p de Cy([0,1]) en R* tal que p(C1([0,1])) es
COnvexo.

Demostracidn. Siguiendo la notaciéon del Teorema 4.1, tenemos f : K(D') —
C5([0, 1]) el homeomorfismo dado por

(1-tA ,t<1

f(A’t):{{O} =1

y
g: K(D{§) — D" es el homeomorfismo dado por

_Jt+(-1A <1
g(Aat)_ { {1} ,t:1

El Teorema 4.1, se muestra que D} es una 2 —celda y, usando f y g, que el
K(K(D})) es homeomorfo a Cy([0, 1]). Sea T5 el 2— simplejo estandar definido
por el origen y la base estdandar de R?, y sea h; : D} — T un homeomorfismo
tal que hy([0,1]) = (0,0). Sea T3 el 3 — simplejo estandar definido por el
origen y la base estandar de R3. De la construccién de hq, tenemos que existe
un homeomorfismo hy : Cono(Dg) — Ty tal que ho(([0,1],0)) = (0,0,0) y
ha(([0,1],%)) = (0,0,t). Por lo tanto, hy(vertice(K(D}))) = (0,0,1). Ahora,
sea r3 : T3 x I — R* la funcion definida por r3((z,y,2),t) = (1 — ¢)x, (1 —
t)y, (1 — t)z,t), la cual es continua y es un homeomorfismo de K(T3) al
4 — stmplejo estandar. Por lo tanto, r3 y hy inducen un homeomorfismo
¢ : K(K(D})) — Ty, con Ty el 4 — simplejo estandar, de modo que ([0, 1])
se asigna al 2 — simplejo estandar en el plano zt, que es convexo. ]

5 Espacio Cociente

Definicion 5.1. Sea X un espacio topologico no vacio. Una familia & de
conjuntos no vacios y ajenos dos a dos de X tales que | JZ = X, se llama
particion de X. Si los elementos de la particion son todos subconjuntos
cerrados de X, se dice que la particion es cerrada.
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Teorema 5.2. Sean (X, 7) un espacio topoldgico no vacio y ¥ una particion
de X. La coleccion

T2 ={% c2: |JUer)

Uew
es una topologia para 9.

Demostracion. 1) Como Z C P y es tal que |JZ = X € 7, entonces
9 €T(Z). Ademas como ) € 2 y |JO =0 € 7, se tiene que ) € T(2).

ii) Sean %,V € T(2). Luego, %,V C 2 y cumplen que |J U €Ty

vew
U Ver. Luego [ U UNU V]er,asiZ NV er.

vey vew vey
iii) Por ultimo sea {U; : i € I} una familia de subconjuntos de T(2). Para

cadai € I, tenemos que |J A€7.Luego U V=U(U A er.

A€eU; Ve U U; el Ael;
el
Por lo tanto, |JU; € T(2).

il

]

Definicion 5.3. Sea X un espacio topologico y 9 una particion de X. El
espacio topoldgico (2,T(2)) es llamado espacio de descomposicion de X
y la topologia 2 es llamada la topologia de descomposicion.

Intuitivamente una descomposicion es el espacio que se obtiene del espacio
original indentificando todos los puntos de cada miembro de una particién
determinada. Por esta razon, a las descomposiciones frecuentemente se les llama
espacios de identificaciéon o también se les suele llamar espacios cocientes.

Teorema 5.4. Sea (X, T) un espacio topoldgico, Y un conjunto no vacio y
g: X =Y una funcion suprayectiva, entonces

,={ECY :g'E] €1}
es una topologia para 'Y .
Demostracion. Sea g : X — Y suprayectiva.

i) Como 0, X € 7, y como g es suprayectiva tenemos que § = g~*(0) € 7,
yvY = ¢ (X) € 7,. Por lo tanto, el vacio y el conjunto total ¥ son
abiertos.
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ii) Si W, W, son abiertos de X, g7 (Wy) N g~ Y (Wy) = g~ (W, N Wa) es la
interseccion de dos abiertos de X y, en consecuencia, también abierto
en X. Por lo tanto, W; N W5 es abierto de Y.

ii) Si{W;|j€ J} es una familia de abiertos de X, entonces p~!(W;) son
abiertos de X y U, p~'(W;) = p! (U] Wj> también es abierto. Por
tanto, la uniéon |J; W; es un abierto de Y.

]

La funcién g es continua con la topologfa 7,. Ademas, si 7 es otra topologia
para Y con la que g resulta ser continua, entonces 7 C 7.

Definiciéon 5.5. Sea (X, 1) un espacio topoldgico, Y un conjunto no vacio y
g: X =Y una funcion suprayectiva. La topologia T, ={E CY : g (E) € 7}
es conocida como la topologia cociente sobre Y inducida por la funcion g.

Definicién 5.6. Sean X un espacio topoldgico y & una particion de X. La
funcion natural de X sobre & es la funcion w: X — 2 dada por

m(x) =D siy solo si x € D.

La funcién natural 7 es una funcién continua ya que dado % C & abierto
deZ, tenemos que

TN (%) ={r € X : existe D € % tal que 7(z) = D}
={r € X : existe D € Z tal que x € D}

:UD

De%

que es un abierto de X, es decir, 771(%) es un abierto de X.

Si tenemos un espacio de descomposicion de un espacio topolégico X,
la topologia T'(% ) es la topologia més grande tal que la funcion natural es
continua. Més atun, m es una funcién cociente.

Definiciéon 5.7. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una particion 2 de X es
semzicontinua superior si para cada D € 9 yU € 7 tal que D C U existe
VerconDCV taquesiAe 2 yANV #10), entonces ACU.
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Definicion 5.8. Sea & un espacio de descomposicion de un espacio topoldgico

X. Un subconjunto E de X es P-saturado si existe % C P tal que |J U.
vew

Teorema 5.9. Si & es una descomposicion semicontinua superior de un
espacio métrico compacto X, entonces (2,T(Z)) es metrizable.

Demostracion. Como X es compacto, basta probar que el espacio de descom-
posicion (2,T(Z)) es un espacio Hausdorff. Para ello sean Dy, Dy € 2 tales
que Dy # Dy, como X es T, tenemos que Dy y D, son cerrados de X y
Dy N Dy = (). Luego, como X es normal existen dos subconjuntos abiertos
y ajenos de X, digamos U; y U, tales que D C Uy y Dy C Uy. Como Z es
una descomposicion semicontinua superior por el, existen dos subconjuntos
Vi y V; abiertos de X tales que, para cada i € {1,2}, D, C V; C U; y V;
es 9 — saturado. Ahora, observemos que para todo i € {1,2}, se tiene que
D; € w[Vi], pues de lo contrario si D; ¢ «[V;] entonces D; ¢ [V;], pero D; C [V}]
lo que es absurdo.

Ahora, como V; y V5 son abiertos y Z-saturados, tenemos que 7[Vi] y
7[Vz] son abiertos de 2. Como UyNU, = 0y V; C Uy, se sigue que Vi NUy = ().
Luego, tenemos que para todo i € {1,2} se cumple que 7 '[x[V}]] = V;
por ser V; Z-saturado. Asi, n[Vi] N 7w[V,] = 0. De esta forma encontramos
dos subconjuntos abiertos w[Vi] y 7[V3] ajenos de Z tales que D; € w[Vi]
y Dy € 7w[Vs]. Por lo tanto, hemos probado que (2,7(Z)) es un espacio
Hausdorft. ]

Teorema 5.10. Sean un continuo X y & una descomposicion semicontinua
superior de X, entonces 9 es un continuo.

Demostracion. Consideremos a 7 : X — & la funciéon natural. Como 7 es
continua, la compacidad y conexidad son invariantes topolégicos. Tenemos
que Z es compacto y conexo. Ademés, por el Teorema 5.9, tenemos que Z es
metrizable. Asi, & es un continuo. ]

Teorema 5.11. Sea (X, 7) un espacio topoldgico y sea A un subconjunto

cerrado de X mno wacio, entonces la particion G4 definida como sigue es
semicontinua Superor.

Ga={AHJ{{z} 2 e X\ A}
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Demostracion. Sean G € G4y U € T con G C U.

CASO 1: Primero supongamos que G = Aysean V=Uy B € G4 con
BNV #0.Si B= A, sesigue que B C U. Si B={z} para algin z € X \ A
entonces z € U, luego B={z} C U

CASO 2: Supongamos que G = {z} para algin z € X \ A. Sea V =
UN(X\A) €7y B € Gycon BNV # (. Notemos que B # A pues
de lo contrario por un lado tendriamos que ANV # () y por otro lado
ANV =ANUN(X\A)) =0, de aqui que B = {z} para algin z € X \ A,
como {z} NV # 0, luego {z} € U, es decir, B C U.

En ambos casos llegamos a que B C U, por lo tanto G4 es semicontinua
superior. O

Dado (X, 7) un espacio topologico y G4 definida como arriba, denotaremos
el espacio de descomposicion (G4, 7(G4)) simplemente por X/A, a saber,
podemos pensar intuitivamente a X/A como el espacio obtenido de X al
reducir A a un punto y se le conoce como espacio cociente.

6 Hiperespacio C,(X)/Ci(X)

Sea n un entero positivo. Dado un continuo X, consideremos el siguiente
cociente C7'(X) = C,,(X)/C1(X), con la topologia cociente.
La funcion ¢% : C,,(X) — C7(X) denota la funcion cociente. Definida por

{A}, A e Cu(X)\ Ci(X)

ax(4) = { ¢ Ae Oy (X).

De este modo

Cf = {{A}: A€ Gu(X)\ Ci(X)} U {ck

Donde c’ es el elemento ¢'% (C} (X)) de C7(X).

Notese que si m < n, entonces C]"(X) es un subconjunto de C{"(X).
Por lo tanto, si f es una funcién con dominio Cj'(X), entonces hay una res-
triccion natural de f a Ci"*(X). Notese que si m < n, entonces ¢ = g |cn (X).

Observacion 6.1. Notese que sin € N, entonces ¢% : Cp(X) \ C1(X) —
CHX) \ {cx} es un homeomorfismo.
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Recordemos que el hiperespacio C,,(X)/C1(X) lo denotamos por C7(X).
En esta seccion presentamos la prueba dada en 7] de que las gréficas finitas
sin puntos de ramificacion, es decir, el arco y la curva cerrada simple, X,
tienen hiperespacio C7(X) tnico para cada n > 1.

Sea X una grafica finita tal que R(X) = (). Definimos el conjunto de
aristas de X de forma topologica de la siguiente manera:

Us(X) ={J C X|J es un arco libre maximal o J es un ciclo en X}

Ur(X) denota el conjunto de ciclos de X y g (X) es el subconjunto de LUg(X)
que consiste en arcos que tienen un solo punto de ramificaciéon de X. En el
caso de R(X) = (), definimos $lg(X) como el conjunto {X}.

Dada una grafica finita X y n € N, definimos:

L, (X)={A € C,(X)|A tiene una vecindad N € C,(X)

tal queN es una 2n — celda};

QL,(X) ={x € CT(X)|x tiene una vecindad N € C}'(X)

tal queN es una 2n — celda};

09QL,(X) ={x € CT(X)|x tiene una vecindad N € C7(X)
tal queN es una2n — celda y x esta en la

frontera como variedad de N'}.

Lema 6.2. Sea X una grdfica finita yn > 3. Sea A € C,,_1(X)\ C(X) tal que
AN R(X) = 0. Entonces existe una vecindad V de A en C,(X) tal que cada
vecindad cerrada W de A en C,,(X) que satisface W C V' puede separarse por
un conjunto cerrado S C Cy,_1(X) tal que dim[S] < 2n — 2.

Demostracion. Sean A € C,,_1(X)\ C(X) tal que ANR(X) =0y Ay, ..., Ann
las componentes de A. Notemos que 2 < m < n. Sean

a = min{d(A4;,A;) : 1,7 € {1,...,m} coni # j}; 06 = min{d(A;R(X)) :
i€{l,...,m}}ye=min{2 ¢}

Luego, N(e, 4;) N N(e,A;) =0y N(e, A;) N R(X) = 0 para cada ,j €
{1,...,m} con i # j, por la normalidad de X para j € {1,...,m}, existe
un conjunto abierto T en X tal que A; C T; C T; C N(e, A;). Sea M; la
componente de 7T} tal que A; C M;,tenemos que M; es un conjunto abierto en
X y de aqui, M; es no degenerado. Luego, A; C M; C T; C N(e, A;). Para
cada j € {frmlo]——, ..., m}, sea J; = M;.
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Como J; es un subcontinuo de X, tenemos que J; es una gréfica finita,
como J; N R(X) =0, J; # X y J; es no degenerado, se obtiene que J; es un
arco. Para cada i, € {1,...,m}, tenemos que J;NJ; =0y A; Cintx(J;).

Tomemos a V = (Ji, ..., Jym)n. Como A € (M, ..., M), C V, tenemos
que V es una vecindad de A en C,(X).

Sean W una vecindad cerrada de A en C,,(X) tal que W C V y conside-
remos los conjuntos

P ={B €W : BnJ tiene al menos dos componentes} y Q = {B €
W: BN (JoU,...,Uly,) tiene al menos n — 1 componentes}.

Sean C' € P, C,...,C; las componentes de C' con m < [y & =
mm{M 4,5 € {1,..,1} con i # j}. Sea e = min{§, %}, notemos
que B, (X)(C,e1) N W es un conjunto abierto en W y esta contenida en P.
De manera analoga sean D € Q, Dy, ..., Dy las componentes de D con m < k
y 0o = min{=—5= D“D) 14,7 € {1,...,k} con i # j}. Sea e = min{3, 2} asi
Be, (X)(D,e) N W es un conjunto abierto en ¥ y esté contenido en Q. Por
lo tanto, P y Q son conjuntos abiertos en W.

Como W es una vecindad de A, existe v > 0 tal que B¢, (X)(A,7) C
Seap € Ji\ A4, tal que d(p, A1) < v notemos que AU{p} € B¢, (X)(A,~) C
y que (AU {p}) N J; tiene dos componentes, donde (AU {p}) € P. Asi, 73 es
no vacio.

Sean ¢, i1, .-, qn € J2 \ Ay puntos distintos tales que d(g;, A2) < 7, para
i€ {m+1,...,n} asi, AU {qni1, - ¢} € 2Bc,(X)(A,v) C W. Notemos
que en este paso estamos usando la hipétesis de que n > 3, ya que A U
{@m+1,---,qn} tiene al menos 3 componentes, Ay, A2 v {¢,}. Notemos que
AU{Gms1, -, @u } N (2, ..., UJ,,) tiene al menos n— 1 componentes, de donde
AUA{¢ns1,--aqn} € Q asi, Q es no vacio. Supongamos que P N Q # (),
sea B € PN Q, luego, B tiene al menos n + 1 componentes lo cual es una
contradiccion ya que PN Q C C,(X). Por lo tanto, PN Q = (). En conclusion,
P v Q son subconjuntos abiertos de WW no vacios y ajenos.

Sea S =W\ (PNQ)={B e W : B tiene exactamente una componente
contenida en Jy y BN (JU,...,UJ,) tiene a lo mas n — 2 componentes}.
Notemos que S C C,,_1(X). Como W es vecindad cerrada en C,,(X)y PU Q
es un conjunto abierto en W, tenemos que S es un conjunto cerrado en
C,_1(X). Luego, para cada B € S tenemos que BN R(X) =0, asi, S C {B €
Cr-1(X): BNR(X) =0} =W,_1(X), tenemos que dimW,,_1(X)] < 2n —2
y como § C W,,_1(X), tenemos que dim[S] < 2n — 2. Como W\ S =P U Q,
concluimos que W es separado por un subconjunto cerrado S en C,,_1(X) tal
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que dim[S] < 2n — 2. O

Teorema 6.3. Sea X un continuo. Sin € N, entonces C,,(X) es nada denso
en Cpy1(X). En particular, C,,(X) es nada denso en 2%,

Demostracion. Sea n € N. Supongamos que Intc,, (x)(Crn(X)) # 0. Recor-
demos que F(X) es denso en 2% (véase la demostracion del Corolario 1.8.9).
Por lo tanto, X no pertenece a Intc, ,(x)(Crn(X)).

Sea A € Inte, ,(x)(Cn(X) \ {X}), y supongamos que Ay, ..., A; son las
componentes de A. Por lo tanto, k < n. Entonces existe € > 0 tal que N (e, A)N
Cni1(X) C Inte,, ,(x)(Cr(X)). Sin pérdida de generalidad, asumimos que €
es lo suficientemente pequefio como para que N (e, A;) N N (e, A;) = 0si y solo
sij#Llyjl,e{l, ..k} Supéngase que n — k = m y sean &y, ..., Ty €
N(e, A1) \ Ay m + 1 puntos distintos. Sea B = AU {x1, ..., Ty+1}. Entonces
B € Copi(X)\ Co(X) v H(A, B) < . O

Teorema 6.4. Sea X una grifica finita con R(X) =0 yn > 3. Entonces
On(X) \ On—l(X) = »Cn(X>

Demostracion. Sea A € C(X)\ Cp—1(X). Sean Ay, ..., A, las diferentes com-
ponentes de A. Para cada i € {1,...,n}, existe un arco J; en X tal que A; esta
contenido en el interior de J; en X y Ji, ..., J, son ajenos por pares. Entonces
U= (J1,..., Jn)n es una vecindad de A en C,,(X). Ademas, el producto carte-
siano C'(J1) X, ..., xC(J,,) es homeomorfo a U. Dado que cada C(J;) es una
2 — celda, concluimos que U es una 2n — celda. Por lo tanto, A € £,,(X).

Ahora, tomemos A € £, (X). Entonces, existe una vecindad U de A en
Cn(X) tal que U es una 2n — celda. Necesitamos demostrar que A ¢ C,,_1(X).
Supongamos lo contrario, es decir, que A € C,,_1(X). Entonces existe un
elemento Ay € C,—1(X) \ C(X) tal que Ay € intc,x)(U).

Sea V una vecindad de Ay en C,(X). Dado que U es una 2n — celda, existe
una 2n — celda W tal que Ag € W C UNV. Por el Lema 6.2 y como W es una
vecindad cerrada de Ay en C,(X), W puede separarse por un subconjunto
cerrado S de W tal que dim[S] < 2n—2. Esto es una contradiccion al Corolario
del Teorema IV .4 de [5]. Por lo tanto A ¢ C,,_;(X). O

Teorema 6.5. Sea X una grifica finita y supongamos que R(X) = (. Si
n > 3, entonces ¢%(L,) = QL (X).
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Demostracion. Como n > 3y R(X) = 0, por Teorema 6.4, tenemos que
L,(X)=Ch(X)\ Cpr1(X). Sea A € L,(X), entonces existe una 2n — celda
M en C,(X) tal que A € Intc,x)(M). Como A € M N (Cp(X) \ Cr_i1(X)),
existe una 2n—celda M’ en MN(C, ( NCr—1(X)) tal que A € Inte, (x)(M') C
M"C M 0 (Co(X) \ G (X)).

Por lo tanto,qy (M’) es una 2n — celda contenida en C7(X) \ {c%} v
q%(A) € Intonx) (g% (M')). Por lo tanto, ¢%(L,) C QL,(X).

Ahora, sea A € QL,(X) \ {c%}, entonces existe una 2n — celda N en
CT(X) tal que A € Intepxy(N). Como A € N N (QL,(X) \ {c%}), existe
una 2n — celda N' en N N (QL,(X) \ {c%}) tal que A € Intenx)(N') C
N C NN(QL,(X)\ {c%}). Luego, por la Observacion 6.1, (¢%)"'(N’) es una
2 celda y (%) (A) € Inte,o((g3) " (V)), Asi (%) (A) € L,(X). Por
lo tanto QL,,(X) \ {c%} C L,(X).

Veamos que ¢y € C7(X) \ QL,(X). Supongamos que ¢y € QL,(X).
Entonces existe una 2n — celda M en C7(X) tal que ¢y € Intc, (x)(M). Sea
A’ € C1(X). Notese que A’ € Inte,x)((q%) "1 (M)). Sea A € C,,—1(X)\ C1(X)
tal que ¢%(A) € Interx)(M) (Teorema 6.3), pero ¢%(A) # ¢ por lo que
existe una 2n — celda N en CT(X) \ {c } tal que g% (A4) € Inton(x)(N). Por
la Observacion 6.1, tenemos que (¢%)~'(N) es una 2n — celda en C,(X) y
A € Inte,(x)((¢%) 1 (M)), es decir, A € L, una contradiccion con el hecho
de que £, = C,(X) \ C,—1(X). Por lo tanto, ¢%(L,) = QL,(X) O

Teorema 6.6. El hiperespacio cociente C3([0,1]) es una 4 — celda.

Demostracion. . Sean z, y, z y w las coordenadas estandar de R*. Como ya
vimos, el hiperespacio Cy([0, 1]) es una 4 — celda, Teorema 4.1.

Sea ¢ : C5([0,1]) — [0,1]* un homeomorfismo. Sea 3 la frontera como
variedad de ¢(Cy([0,1])). Por el Lema 4.2, tenemos que ¢(C1([0,1])) C S.
Como ¢(C1([0,1])) C By B es una 3 — esfera, se deduce que 5/¢(C4([0,1]))
es una 3 — esfera [1, Teorema, p. 21|.

Para ver que C?([0,1]) es una 4 — celda, sea q : 3 — 3/C1([0, 1]) la funcion
cociente. Dado que 'y 3/C1(]0,1]) son 3 — esferas y C1([0,1]) es compacto,
q es una funcion celular [10, Corolario 1.8.1, pag. 44|. Por lo tanto, ¢ puede
extenderse a una funcion f desde la 4 — celda Cy([0, 1]) sobre una 4 — celda
I* tal que f es un homeomorfismo en el interior de la variedad de Cy([0, 1]) al
interior de la variedad de I* [11, Teorema, pag. 1279]. Notese que la tinica fibra
no degenerada de f es ¢ '(C1([0,1])) = C1([0,1]), que también es la tnica
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fibra no degenerada de la funcién cociente q[zo,u : Cy([0,1]) — C£([0, 1]). Por lo
tanto, gfy,y o /=" es un homeomorfismo de I* sobre C7([0, 1]) (la continuidad

se demuestra por el Lema de Transgresion |9, 3.22, p. 45|. Esto demuestra que
C?%([0,1]) es una 4 — celda. O

Teorema 6.7. Sea n > 2. Entonces el espacio C}([0,1]) no es homeomorfo a

o (sh).

Demostracion. Consideramos dos casos.

Caso 1.n =2

Por el Teorema 6.6, C?(]0, 1]) es una 4 — celda. Esto implica que, para
cada x € C%([0,1]), C%([0,1]) \ {x} es simplemente conexo.

Veamos que Cy(S*) \ C1(S!) no es simplemente conexo. Esto implica que
C2(S1) \ {c%} no es simplemente conexo (Observacion 6.1).

Definamos mid : C;(S') \ {S'} — F1(S') de la siguiente manera: Para
un arco A en S' sea mid(A) como el singular del punto medio del arco
A, y para cualquier punto p € S! defina mid({p}) = {p}. Obsérvese que
mid|cy sy sty - C1(SY) \ {S'} — F1(S') es una funcién continua.

Si A € Cy(Sh) \ C1(Sh), entonces sean A; y A, las dos componentes
de A. Sea f1 : 02(51) \ Cl(Sl) — FQ(Sl) \ Fl(Sl) dada por fl(Al U Ag) =
{mld(A1)7m1d(A2)} y sea Jo FQ(Sl) \ Fl(Sl) — FQ(Sl) \ Fl(Sl) definida

por fo({a,b}) = {mid({a,b ),mid(m)ﬁonde m es el arco que une

a con b en sentido horario de modo que {a, b} comienza en el elemento con
argumento complejo minimo y termina en el elemento con argumento complejo

maximo, y {a, b} es el arco que une a con b en sentido antihorario de modo
<_

que {a, b} comienza en el elemento con argumento complejo minimo y termina
en el elemento con argumento complejo maximo.

Obsérvese que f; v f2 son funciones continuas. Por lo tanto, la funcion
g = fa0 foo f1 también es una funciéon continua de Cy(S*)\ C1(S') en Fy(S?),
con la propiedad de que cada elemento de Cy(S') \ C1(S?) se aplica a un par
de puntos antipodas {p, ¢}.

Sea S = {{p,q} € F2(SY)|p = —q}, tenemos que S C Co(S*) \ C1(S") v
la restriccion de g a S es la funcion identidad, g|s : S — S, mas aun, g|s es
un homeomorfismo. Notemos que que S* es homeomorfo a S C Fy(S'). Por
lo tanto, Cy(S*) \ C1(S!) no es simplemente conexo. Luego, CZ(S') \ {c%}
tampoco lo es (Observacion 6.1). Hemos demostrado que CZ(S') \ {c%} no es
simplemente conexo y que CZ([0,1]) \ {x} es simplemente conexo para todo
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x € C%(]0,1]). Por lo tanto, C?(]0,1]) no es homeomorfo a CZ(S').

Caso 2. n >3

Sea n > 3y sea h: C([0,1]) — C7(S') un homeomorfismo. Por la
Observacion 6.1 y el Teorema 6.5, tenemos que £,([0,1]) es homeomorfo a
QL,.([0,1]), L,(S') es homeomorfo a QL, (S') y h(QL,([0,1])) = QL,(S").

Como n > 3, R([0,1]) = 0 y R(S') = 0, por Lema 6.4, tenemos que
L,([0,1]) = C,([0,1]) \ C,iu1([0,1])) ¥ Lo (SY) = Cn(SY) \ Cr_1(S1). Por lo
tanto, C,,([0,1]) \ C,,_1([0, 1]) es homeomorfo a C,,(S) \ C,,_1(S'). Sea

fi 2 Cu([0, 1)\ Ca ([0, 1]) = C(Sh)

y
f2 1 Cu(SM)\ Cra (S1) = Cu([0,1])
dadas por
Fi(A) = (g5) " (hldfp yy(A)))
Yy

F2(B) = (qo.y) ™" (B (g5:(B))).-

Como qﬁm, h'y g% son continuas con dominio compacto, son uniforme-
mente continuas, asi Q[%,u|Cn([0,1})\0n_1([0,1]) y qg1|0n(51)\cn71(51) también son
uniformemente continuas. Por la Observacion 6.1, (QEB,1]’Cn([O,l})\Cnfl([O,l]))_1
y (qgl\cn(gl)\cn_l(sl))_l, son uniformemente continuas. Con ello, f; y f2 son
uniformemente continuas. Ademés tenemos sus espacios de rango son espacios
métricos compactos, en particular, son espacios métricos completos. Por Teore-
ma 6.3, C,,([0, 1))\ C,,—1([0,1]) y C.(S*)\ Cr,—1(S*) son subconjuntos densos de
Cn([0,1]) y C,,(S1), respectivamente. Por lo tanto, por [12, Teorema D, péag. 78],
existen extensiones tnicas f1 : Cy([0,1]) = Co(SY) v fa : Cu(SY) = Ca([0,1])
de f1 y fo, respectivamente, que son uniformemente continuas.

Sea A € Cp,_1([0,1]) y sea { A, }5°_; una sucesion en C, ([0, 1])\Cr—1(]0, 1])
que converge a A. Entonces, {E(Am)}fn":l es una sucesion de Cauchy en
C,(SY). Por lo tanto, existe B € C,,(S!) tal que {E(Am)}ﬁzl converge a By
E(A) = B, hemos llegado a que E(Cn—l([o, 1])) € C,—1(S") y similarmete,
};(Cn_l(Sl)) C Cn_1([0,1]), y por como se defini6 fi y fs, tenemos que fy es
la inversa de f,. Por lo tanto, C,([0,1]) es homeomorfo a C,,(S'), lo cual es
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una contradiccion, |6, Teorema 3.8|. Por lo tanto, C7'([0, 1]) no es homeomorfo
a CT(Sh).
Por los casos 1y 2, C7([0, 1]) no es homeomorfo a C7'(S'). O

Teorema 6.8. [2, Teorema 5.12] Sea n > 1. Si X es un continuo tal que

C(X) es homeomorfo a C7([0,1]) o a C7(S"), entonces X es homeomorfo a
[0,1] 0 a S*.

Teorema 6.9. Sean > 2, sea X € {S',[0,1]} y Y un continuo. Si C7(X) es
homeomorfo a C}(Y) entonces X es homeomorfo a Y.

Demostracion. Supoéngase que X = S*. Por hipotesis tenemos que C7(X) es
homeomorfo a C7(Y'). Por Teorema 6.8, Y es homeomorfo a S* o a [0, 1], pero
por Teorema 6.7, C7([0, 1]) no es homeomorfo a C}'(S'), asi Y es homeomorfo
a X. Un argumento similar prueba el caso X = [0, 1]. O

Hemos demostrado que [0,1] y S? tienen hiperespacio C,,(X)/C;(X)
unico.
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Capitulo 6

Sobre abanicos suaves

José Alberto Ortega Becerril, David Herrera Carrasco,
Fernando Macias Romero
FCFM, BUAP

Resumen

A partir del estudio de los dendroides surgen los dendroides simples,
comunmente llamados abanicos. El anélisis de estos continuos ha dado pie
al desarrollo de la teorfa de curvas y, en particular, al estudio de diversas
nociones asociadas a los abanicos, tales como la suavidad.

El propésito de este capitulo es presentar la estructura de los abanicos
suaves y analizar algunas propiedades que se preservan bajo ciertas fun-
ciones. Los resultados expuestos en este capitulo se basan principalmente
en el trabajo de Charatonik [1].

1 Preliminares

A lo largo de este capitulo, los espacios topologicos considerados seran,

bajo las hipotesis correspondientes, continuos; es decir, espacios métricos,
compactos y conexos.
La siguiente notacion seréd usada: zy denota un arco no vacio con puntos
extremos = y y. §(X) = didm(X), p(z,y) la distancia entre x y y, p(z, A) =
inf{p(z,a) : a € A} y A(A) la longitud de un arco rectificable A. Més atn, .%
denotaré el segmento 01. Sea X un continuo,

2% = {A C X : Aes cerrado de X y no vacio},
Recordemos la definicion de la métrica de Hausdorff para A, B € 2%,

Hd<A, B) =inf {8 >0: AC Nd(E, B) y B C Nd(€,A) }
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donde Ny(e,A) = {z € X : d(z,a) < e paraalgin a € A}, es la e-nube
abierta alrededor de A (analogamente para B).

Lema 1.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo y sean { A}, {Bn}22,
sucesiones de conjuntos compactos no vacios en X tales que A, C B, para
todon € N. Si A, - A y B, — B en la métrica de Hausdorff Hy, entonces
ACB.

Demostracion. Sea a € A. Probaremos que a € B. Dado ¢ > 0, como
Hy(An,, A) — 0, existe N7 € N tal que para todo n > Ny se tiene Hy(A4,, A) <
. Esto implica, por definiciéon, que

AC Nd(é‘, A)

En particular, para a € A, existe a, € A, tal que d(a,a,) < ¢.

Como A,, C B, tenemos a,, € B,,. Por la convergencia Hy(B,, B) — 0,
existe Ny € N tal que para todo n > Ny se cumple Hy(B,, B) < ¢, lo que
implica

B, C Nu(z, B).
Luego, para a,, € B,, existe b, € B tal que d(a,,b,) < ¢.

Tomando n > max{Nj, N2}, obtenemos

d(a, B) <d(a,b,) <d(a,a,)+ d(an,b,) <e+¢e=2¢.

Como ¢ > 0 es arbitrario, concluimos que d(a, B) = 0. Puesto que B es
compacto (en particular cerrado), se sigue que a € B.
Por lo tanto, A C B. ]

Lema 1.2. Sean {by}3°, y {b)};°, sucesiones en un espacio métrico, con
métrica d tales que

by >b y by —b.

Entonces la sucesion intercalada {c,}2, dada por
Co1—1 = by, cu=0b, leN.
Satisface ¢, — .
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Demostracion. Sea € > 0. Como by — b, existe N; € N tal que
k> Ny = d(bg,b) <e.

Como b; — b, existe Ny € N tal que
[ > Ny = d(b},b) <e.

Tomemos
N =2 méX{Nl, Ng}

Sea n > N. Entonces se presentan dos casos:
e Sin esimpar, n = 20 — 1 para algin [ > méx{Ny, N2}, y por tanto

d(cy,b) = d(by,, b) < e.

e Sin es par, n = 2l para algin [ > max{N;, No}, y por tanto

d(cp,b) = d(b],b) < <.

En ambos casos se tiene d(c,,b) < € para todo n > N, lo cual prueba que
cn, — b.
O

Definicion 1.3. Un punto p de un continuo arco conexo X es un punto
de orden r en el sentido cldsico, si p es un punto extremo en comun de
exactamente r arcos ajenos dos a dos salvo en el punto p y estan contenidos
en X, se escribe Ord,X = r. En particular, un punto p de X es un punto
extremo de X en el sentido cldsico si Ord,X =1, y un punto de ramificacion
de X en el sentido cldsico si Ord,X > 3.

A partir de ahora las palabras “en el sentido clasico” seran omitidas. El
conjunto de todos los puntos extremos de X sera denotado por E(X).

Definicion 1.4. Un continuo X es unicoherente si es conexo y para cuales-
quiera A y B subconjuntos cerrados y conexos de X tales que X = AU B, se
cumple que AN B es conexo.

Un continuo X es hereditariamente unicoherente si cada uno de sus
subconjuntos cerrados y conexos son unicoherentes.
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Definicién 1.5. Un dendroide es un continuo arco conexo y hereditaria-
mente unicoherente. Un abanico es un dendroide X con un tunico punto de
ramificacion, llamado top o vértice de X.

Observacion 1.6. Un abanico visto como un dendroide es un continuo 1-
dimensional y puede ser encajado en un 3- dimensional cubo unitario .73 en
virtud del Teorema Menger-Nobeling (vedse el teorema 1.11.4 de [2]).

Observacion 1.7. Sea t el top de un abanico X y e un punto extremo de
este, por la definicion de abanico se tiene

X:

te.
e€E(X)

Donde el conjunto E(X) es el conjunto de todos los puntos extremos de X .

Como se estableci6 en 1.5, un abanico es un continuo hereditariamente uni-
coherente. En consecuencia, en lo que sigue presentaremos una caracterizacion
de la unicoherencia en términos de la nocién de irreducibilidad.

Definicion 1.8. Sea Y un continuo y sea A CY. Entonces Y es trreducible
respecto de A si ningun subcontinuo propio de 'Y contiene a A. Un continuo
Y es irreducible si Y es irreducible respecto de {p,q} para algunos p,q € Y;
en este caso, a veces decimos que Y es irreducible entre p y q.

Proposicién 1.9. Sea X un continuo.

(a) Si A C X es cerrado, entonces existe un subcontinuo de X que es
irreducible respecto de A.

(b) Sip,q € X, entonces existe un subcontinuo de X que es irreducible
entre p y q. En particular, todo continuo no degenerado contiene un
subcontinuo 1rreducible no degenerado.

Demostracion. 1. SeaC ={K € C(X): AC K}. Como X € C, se sigue
que C # (). Afirmamos que C es un subconjunto cerrado de 2%. Sea
B € clyx(C). Entonces existe una sucesion {C;}5°, C C tal que

C;— B en 2%.

Por el Corolario 4.7 de [4] se tiene que B € C(X).
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Soélo resta ver que A C B. Como cada C; € C, entonces A C C; para
cada i. Sea x € A, entonces x € C; para cada i. Para todo € > 0 se tiene
que,

Ci - Nd(€,B).

Como z € C; para cada i, existe b; € B tal que
d(l’, bz) < E.

De aqui se sigue que & € B = B, pues B es cerrado. Por lo tanto, A C B
y B € C, lo que prueba que C es cerrado en 2%.

Como C es cerrado en 2%, por [6, 4.34, pag. 68| existe E € C tal que F
es minimo con respecto a la inclusion. Es decir,

ACEFE ynoexiste KeCtalque ACK C E.

En otras palabras, E es irreducible con respecto a A.

2. Se sigue de 1 puesto que {p, ¢} es un subconjunto cerrado de X.
(]

Teorema 1.10. Un continuo M es hereditariamente unicoherente, si y solo
si, dados dos puntos x yy de M, existe un unico subcontinuo irreducible de
M respecto a {x,y}.

Demostracion. Sea x,y € M. La existencia del continuo I({z,y}) C M se
sigue por 2 de 1.9

Supongamos que existe mas de un continuo. Sea {z,y} C I({z,y}) N
L({z,y}), de donde se sigue que

h({z,y}) N L({z,y}) # 0.

Por lo tanto, la union 1) ({z,y}) U Io({x,y}) es un subcontinuo del continuo
hereditariamente unicoherente M. En consecuencia, I1({x,y}) N I({z,y}) es
un continuo y, por tanto,

L({z,y}) = L({z,y}) N L({z,y}) = L({z,y}),

por la irreducibilidad de los continuos I; ({z,y}) e L({z,y}). O
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Corolario 1.11. Si X es un dendroide, entonces para cada par de puntos
distintos de X, existe un unico arco que los une.

Demostracion. Sean xz,y € X tales que x # y, como X un dendroide entonces
hereditariamente unicoherente, entonces por 1.10, existe H un tnico subconti-
nuo irreducible entre {x, y}, mas ain X es arco conexo, entonces existe o un
arco con punto extremos x y y, como « es un subcontinuo irreducible entre
{z,y} entonces por la unicidad de H se tiene que H = a. O

Definicion 1.12. Sea (S,T) un espacio topoldgico, y sea {A;}5°, una sucesion
de subconjuntos de S. Definimos liminf A; y el lim sup A; como sigue:

liminf A; ={x € S : para cada U € T tal que x € U, UNA# ()

para todos, salvo para un numero finito de i}.

limsup A; ={x € S : para cada U € T tal que x € U, UNA# ()

para infinitos i}.

Observacion 1.13. Podemos notar que liminf A; C lim sup A;, por como
se definen los conjuntos.

Definiciéon 1.14. Sean (S,T) y {A;}2, como en la definicion 1.12 , y sea
A C S. Entonces lim A; = A, siempre que

liminf A; = A =limsup A,.

Proposicion 1.15. Sea (S,T') un espacio topoldgico, y sea {A;}32, cualquier
sucesion de subconjuntos S. Entonces

1. liminf A; y lim sup A; son subconjuntos cerrados de S.

2. liminf A; = liminf A; y lim sup A; = lim sup A;

3. lim A; = lim A; siempre y cuando lim A; o lim A; existan.
Demostracion. [4, 3.3, pags. 203-204] O

Teorema 1.16. Sea X un espacio métrico compacto, y sea {A;}3°, una
sucesion de subconjuntos no vacios y compacto de X. Entonces lim A; = A si
y solo si {A;}32, converge a A en 2% con respecto a la métrica de Hausdorff
Hy.
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Demostracion. |4, 3.5, pags. 204—206] ]

Lema 1.17. Sea X un espacio métrico compacto y sea {E;}2, una sucesion
de subconjuntos conezxos de X tales que liminf E; # (). Entonces limsup E; es
CONETO.

Demostracion. Supongamos que
limsup E; = AU B, ANB =10,

con Ay B cerrados de limsup E;.

Como limsup E; es un cerrado de X por 1.15, se sigue que A y B son
cerrados de X. Ademés, como X es un espacio normal, existen abiertos y
disjuntos U y V tales que

AcCU y BcV.

Sea C'= X \ (UUYV). Entonces C es cerrado en X.

Notemos que para todo x € C se tiene = ¢ lim sup E;, por lo tanto existe
un abierto W, que contiene a x tal que W, intersecta solamente a un nimero
finito de los conjuntos F;.

Luego,
cclJw..
zeC
Como C' es compacto, existen x4, ..., x,, € C tales que
m
cclyws,.

i=1

Como cada W,, intersecta solo a un ntmero finito de los Ej, entonces existe
Ny € N tal que para todo ¢ > Ny,

Es decir,
E,CcUUYV, para cada ¢ > Nj.

Como liminf E; # (), sea p € liminf F;. Supongamos sin perdida de la
generalidad que p € A, luego, p € U. Entonces existe N; € N tal que para
todo 7 > Ny,

E;NU # 0.
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De manera analoga, como B # (), sea ¢ € B, entonces ¢ € limsup F;, se
sigue que
E; NV # () para infinitos 1.

Por tanto, si
1 > méX{No, Nl};

se tiene

EZ'CUUV, ElﬂU#@, EZOV#(Z)

Esto formaria una desconexiéon de los F;, siendo una contradiccion puesto
que cada FE; es conexo.
Por lo tanto, lim sup E; debe ser conexo. O

Lema 1.18. Sean X un continuo hereditarimente unicoherente y {Cy,}2
una sucesion de continuos en X. Entonces, liminf C,, es un continuo.

Demostracion. Como liminf C,, es compacto (por ser cerrado de X por 1.15),
basta con probar que es conexo. Si liminf C), # (), supongamos que lim inf C,,
no es conexo. Entonces existen conjuntos compactos no vacios A y B tales que

AUB =1liminfC, y ANB=1{.

Sean a € Ay b e B. Por 1.17 y 1.15, limsup C,, es un continuo; entonces
por 1.9, contiene un continuo irreducible I({a, b}) entre los puntos a y b.
Como lim inf C}, no es conexo, existe en lim sup C,, un punto ¢ € I({a, b})\
lim inf C,,, una vecindad U de ¢ y una sucesion {C,,, }5°_, tal que ninguno de
los C,,,, interseca a U. Por lo tanto L = limsup C,,,, # 0 y U C X \ L. Donde L
es un continuo y {a,b} C L. Denotemos por I'({a,b}) un continuo irreducible
en L entre los puntos a y b, tenemos que ¢ € X'\ L, por lo cual ¢ € X\ I'({a, b}),
esto es I({a,b}) # I'({a,b}), contradiciendo la unicoherencia de X.
[

Corolario 1.19. Si X es un dendroide y sean {a,}22, y {bn}22, sucesiones
convergentes de X, entonces liminf a,b, es un continuo y

a=lima, y b= limb,. (1.1)
n—oo n—oo
Implica que
ab C liminf a,b,,. (1.2)

Matemdticas y sus aplicaciones 29, Capitulo 6, paginas 149-167



Sobre abanicos suaves 157

Demostracion. Como X es un dendroide, para cada par de puntos a, y b,
existe un tnico arco que los une. Ademas, la sucesion {a,b, }°2; es una sucesion
de subcontinuos de X, por 1.18 tenemos que

liminf a,b,
es un continuo. Ahora si
a=lima, y b= limb,.
n—oo n—oo

Consideremos el arco ab y sea x € ab y U un abierto tal que x € U. Si x = a,
entonces r = lim,,_,, a,, existe N € N tal que a,, € U para n > N, es decir,
anb, NU # () para n > N, implica que z € liminf a,b,. Si x = b es analogo.
En otras palabras a,b € liminf a,b,, como el arco ab es un continuo que
contiene a los puntos a,b, se sigue que ab N liminf a,b, # (); como X es un
dendroide, se sigue que ab N liminf a,b, es conexo, pero notemos que el arco
ab es irreducible, entonces ab = ab N liminf a,,b,, C liminf a,b,,. O

2 Suavidad

Definicion 2.1. Un abanico X con vértice t es suave si siempre que una
sucesion {a,}°2, de puntos de X converge a un punto limite a, entonces la
sucesion de arcos {ta,}>2, es convergente y

lim ta,, = ta.

Observacion 2.2. Si un abanico X es suave, entonces todo subabanico de X
también es suave (la suavidad para abanicos es hereditaria).

Teorema 2.3. Un abanico
X = te
e€E(X)

es suave si y solo si para cualesquiera dos sucesiones {an}>2 | y {b,}5, de
puntos de X que satisfacen la condicion (1.1) y ademds

anb, \ {t} es conexo paran =1,2,..., (2.1)
implica que

ab = lim a,b,,. (2.2)

Matemdticas y sus aplicaciones 29, Capitulo 6, paginas 149-167



José Alberto Ortega Becerril, David Herrera Carrasco, Fernando Macias
158 Romero

Demostracion. Si la implicacion anterior es valida, el abanico X es trivialmen-
te suave tomando b, = t. Reciprocamente, si esta implicacion no es verdadera,
entonces existen en X dos sucesiones de puntos {a,}>°; v {b,}>2, que satisfa-
cen (1.1), (2.1) y la negaciéon de (2.2). Por el 1.19 tenemos (1.2). Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer en relacion con (2.1) que

a, €th, paran=12,... (2.3)

Ahora consideremos dos casos.
Caso 1.

liminf a,b, # limsup a,b,,.
n—oo n—o00

Entonces existe un punto

¢ € limsup a,b, \ lim inf a,,b,,.

Como ¢ € lim sup a,b,, entonces, para cada m, B(c, ni) Ny, by, # 0, de ahi,
existe una sucesion de puntos {c,,, }°°_; tal que

Cn,, € Qp, b, ~param =12 ..., (2.4)
ademas
c= lim ¢,,. (2.5)
m—ro0

Por lo tanto, ¢,,, € tb,, por (2.3)y (2.4),y
¢ € limsup tb,, (2.6)

por (2.5). Si c € X — tb, entonces th # lim sup tb, por (2.6), y por lo tanto, X
no es suave.
Si ¢ € tb, tenemos ¢ € tb \ ab, ya que

ab C liminf a,b,

por 1.19. Asi,
ceta\{a}. (2.7)

Sustituyendo en el mismo corolario 1.19 el punto ¢ por los puntos b, y b,
concluimos que liminf ta,, es un continuo y que

ta C liminf ta,,
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de donde, por (2.7), se sigue que
¢ € liminf ta,,.

Esto implica, en particular, que existe una sucesion de puntos {c,}°°,, con
n # n,y,, tal que

Cp € ta, paran # n,,, (2.8)
y
c= lim ¢, paran # n,,. (2.9)
n—oo

(La sucesion existe por los mismos argumentos de (2.4) y (2.5)).
Asi, por (2.5) y (2.9), se tiene

c=lime, n=12,...
n—oo

Ademas, se sigue de (2.3) y (2.4) que
an, ¢ tc,, param=1,2,...,
de donde a € limsup,,_, . tc,. Pero (2.7) implica que

tc =ta \ {a};

por lo tanto,
tc # limsup tc,,

y el abanico X no es suave.
Caso 2.
liminf a,,b, = lim sup a,,b,,.

Entonces, la sucesion {a,b,}52, es convergente, y por 1.19 se tiene
ab = lima,b,,.
Por lo tanto, la negacion de (2.2) implica que existe un punto ¢ tal que
¢ € limayb, \ ab. (2.10)
Asi, existe una sucesion de puntos ¢, con las propiedades

Cn € Gpbn, (2.11)
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c= lim ¢,. (2.12)

n—o0

(La sucesion existe por los mismos argumentos de (2.4) y (2.5)).
Si X es suave, entonces (1.2) y (2.12) implican

ta = limta,, th = lim tb,,, y tc = limtc,. (2.13)
Pero se sigue de (2.3) y (2.11) que
ta, C tc, C tb,,

de donde
ta Cte Cth

por el Lema 1.1 y (2.13). En consecuencia,
c € ab,

en contradiccion con (2.10), lo cual completa la demostracion.
]

Corolario 2.4. Si un abanico X = UeeE(X) te es suave, y st para cualesquiera
dos sucesiones {a, 152, y {b,}5°, de puntos de X se satisfacen las condiciones
(1.1) y (2.1), entonces el conjunto

ab\ {t}
es conexo.

Demostracion. Supongamos que
ab \ {t} no es conexo .
Entonces existen abiertos disjuntos U,V C ab \ {t} tales que
ab\ {t} =U UV, unv =g, U£0D#V

Por el teorema 2, ab = lim a,b,,. Como U # (), entonces existe z € U, lo que
implica que x € ab\ {t}; en particular, existe N; € N tal que

UnNapb, # 0 para todon > Nj.
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Luego, para cada n > Ny, existe z,, € U Nayb, \ {t}, notemos que z,, # {t}
puesto que x, € U C ab\ {t}.
De manera analoga, como V # (), existe N, € N tal que

Vayb, \{t} #0 para todon > Nj.
Sea
N = méX{Nl,NQ}.

Entonces, para todo n > N, se cumple que
UnNagb, \ {t}, VnNa,b,\{t}, forman una separacion de a,b, \ {t}

lo cual contradice su conexidad.

Por lo tanto,

ab\ {t} es conexo .

La hipotesis de suavidad del abanico X es esencial en el 2.4. En efecto, sea
X el abanico en el plano compuesto por el segmento recto ab, donde a = (0, 1),
b= (0,—1), y por la sucesion de lineas poligonales de la forma a,b,c,t, donde

an=(3. 1),  bu=(5 "), a=(- ")
t =(0,0).
Entonces

ab = lim a,b,,
n—oo

la condicién (2.1) se satisface, pero el punto ¢ desconecta al arco ab.
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Teorema 2.5. Un abanico X = UeeE(X) te es suave st y solo si para cada
nimero € > 0 existe un numero n > 0 tal que para cada punto e € E(X) las
condiciones

acte, bete, y pla,b)<n (2.14)

mmplica
d(ab) < e. (2.15)

Demostracion. En primer lugar, supongamos que el abanico X es suave y
que existe un numero € > 0 tal que para cada ntimero 7 > 0 existe un punto
e € E(X) y puntos a y b que satisfacen (2.14) con la negacion de (2.15).
Asi, tomando n = 1/n, donde n = 1,2,. .., vemos que existen dos sucesiones
{an}22, v {b,}22, de puntos de X tales que

a, € tby,, (2.16)

(G, by) < 1 (2.17)
p a’n? n n? .

d(anby) > €. (2.18)
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Como X es compacto, la sucesion {a,}°, contiene una subsucesion
convergente {a,, }5°_,. Sea

nlbl_{noo Up, = Q. (2.19)
Luego, por (2.17),
mh_rgo b,, = a. (2.20)

Se sigue de (2.18), existen puntos ,,, Ym € an,, by, tales que p(Tp, Ym) >
g, luego, por la desigualdad del triangulo se tiene

2Ty Ym) < (T, ) + POy Yim)-

Por lo tanto, al menos una de las siguientes desigualdades debe cumplirse:

DO M

Do ™

p(anm7 -Tm) >

Entonces los puntos que satisfacen lo anterior los denotamos ¢, y son tales
que

Cm € Gp,, by, (2.21)

. (2.22)

| ™

p(anm7 Cm) >

La sucesion {c,,}>°_; contiene, por la compacidad de X, una subsucesion
convergente {cy,, }o°_;. Sea

lim ¢,,, =c.
k—oo Mk

Por lo tanto, (2.19) y (2.22) implican que

a # c. (2.24)

Si a = ¢, eso implicarfa que lfm,, ;s an, = ¢, luego para 5, existe N; € N
tal que p(a,,,,c) < §5 para m > Ny, por otra parte existe Ny € N tal que
p(Cmy, ) < 5 para k > N, entonces, para k > N = max{Ny, Nz} se tiene que

Pan, s my,) < plan,, c)+ p(c, cm,) < €, contradiciendo (2.22). Como el abanico
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X es suave y a,b, \ {t} es conexo, concluimos, por (2.19) y (2.20) y segun el
Teorema 2, que

lima,, b, = {a},

Puesto que ay,, by, C Ny(e,{a}) para cualquier € > 0, y para cada m,
Cm € G, by, , nos implica que ¢ = lim,,_,, ¢, = a, en contradiccion con (2.24)
debido a (2.21) y (2.23).
Ahora para la contra reciproca, supongamos que el abanico X no es suave, es
decir, que existe una sucesion {a, }°°; de puntos de X que tiende a un punto
limite a, esto es,

a= lim ay, (2.25)

n—o0

y tal que o bien {a,}>; no es convergente, o bien es convergente con

limta, # ta. (2.26)

Por 1.19 tenemos
ta C liminf ta,,

y por 1.13
lim inf ta,, C lim sup ta,, (2.28)

Existe un punto ¢ tal que
¢ € limsupta, \ ta, (2.29)
porque de lo contrario tendriamos limsup ta,, C ta y, por (2.27) y (2.28),
ta = liminf ta,, = lim sup ta,,,

en contradiccion con (2.26). Por (2.29) para cada m € N, ¢ € B(c, +) lo
cual implica que B(c, %) N ta, # 0, entonces hay una subsucesion de arcos
{tan,, }>°_, vy una sucesion de puntos {c,,}5°_, tales que

Cm € tay,,, param=1,2, ..., (2.30)
Yy
c= lim ¢, (2.31)
m—00

Matemdticas y sus aplicaciones 29, Capitulo 6, paginas 149-167



Sobre abanicos suaves 165

Como X es hereditariamente unicoherente, ta N tc es un arco o un punto.
Si es un arco, denotemos por b el extremo de ese arco diferente de ¢; si es un
) )
punto, sea b = t. En ambos casos tenemos

tb=taNtc (2.32)
(en particular podemos tener b = a). Se sigue de (2.29) y (2.32) que
b#c+#a. (2.33)
Ademas, (2.32) implica que
b€ te. (2.34)

Por 1.19, 1.13 lim inf ¢¢,,, C limsup ta,, y (2.31) implican tc C lim sup te,,,
y tenemos b € limsup tc,, por (2.34). Para cada k € N, b € B(b, 1) lo cual
implica que B(b, 1) Ntcn, # 0. Asi, hay una subsucesion de arcos {tc,, }72, v
una sucesion de puntos {b}5>, tales que

bp € tc,,, parak=1,2,... (2.35)
Yy
b= lim by. (2.36)
k—o0

Ademas, se sigue de (2.32) que
b € ac. (2.32)

Sea
Ap =y, Cp, - (2.38)

Por (2.25) y (2.31), concluimos, por el mismo argumento anterior, que
ac C limsup Ay, (2.39)

Por lo tanto, existen por (2.37) y (2.39) una subsucesion de arcos {Ax}22, vy
una sucesion de puntos {b} }32, tales que

b, € A, paral=1,2,... (2.40)
y
b= lliglo b, (2.41)
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(Para cada [ € N, b € B(b, 1) lo cual implica que B(b, 1) N Ay, # 0). Sea € un
ntmero positivo. Para ese € existe por hipotesis un nimero positivo n tal que
para cada arco te de X las condiciones (2.14) implican (2.15).

Observemos que para cualquier [ fijo los puntos by, y b, pertenecen al
mismo arco te del abanico X, y por (2.35) y (2.40)

Cmy, € bi,by, paral=1,2,... (2.42)
Por (2.36) y (2.41) y 1.2 la sucesion
bry s Uy by Uy, ooy gy by

converge al punto b, y asi para indices [ suficientemente grandes tenemos
0(bk,, b)) < n, de donde d(by,b)) < e por hipotesis. Por (2.42) tenemos que
Cmy, € b, b, para todo [, se tiene por definicién del didmetro que

0(Cmy, s biy) < 6(biby).-
Sea ¢ > 0. Como 6(by,b;) — 0, existe L € N tal que
1> Ly = §(biby) <e/2.

Ademaés, como by, — b, existe Ly € N tal que

> Ly = o(by,b) <e/2.
Sea L := max{L;, Ly}. Para [ > L, usando que Cmy,, € by, by, se tiene

o(Cmy,» br,) < 6(br,by) < /2.
Por la desigualdad triangular,

0(Cmy, 0) < 0(Cmy, s b)) + 0(biy 0) < e

Por lo tanto,

lhm Cy, = b.
— 00

Es decir, ¢ = b por (2.31) y (2.36), en contradiccion con (2.33). Esto
completa la demostracion .
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Capitulo 7

Mas acerca de funciones sobre continuos

Daniel Dominguez Malaga, David Herrera Carrasco,
Fernando Macias Romero
FCFM, BUAP

Resumen

El objetivo de este capitulo expositivo es el de presentar una breve
actualizacion acerca de funciones especiales sobre continuos gran parte
de este trabajo se centra en la tesis doctoral de Tadeusz Mackowiak [5].
Dado que el tema es bastante amplio no podemos ser tan exhaustivos y
solo presentaremos algunos tipos de funciones centrandonos mas en como
se interrelacionan entre si, también presentamos algunas caracterizaciones
de ciertas clases de funciones. Para el lector interesado en un tratamiento
mas sistematico y exhaustivo puede remitirse al material original [5].

1 Introduccion

Las funciones especiales entre continuos fueron un tema de estudio in-
clusive en una etapa temprana antes de que se constituyera la teoria de
continuos, como muestra de ello, las funciones continuas y los homeomorfismos
de espacios topologicos abstractos fueron consideramos por primera vez por
Maurice Frechet en 1910, aunque, en un sentido més estricto, la nocién de
homeomorfismo habia sido ya introducido por Henri Poincaré, no obstante,
fue Felix Hausdorff quien por primera vez da un tratamiento exhaustivo y
sistematico de esas clases de funciones en 1914 en su libro “Grundziige der
Mengenlehre”.

Una de las clases mas importante de funciones la cual se sittia de forma na-
tural entre la clase de homeomorfismos y de las presentadas en la definicion 3.1
es la clase de las funciones abiertas, dicha nocion fue introducida por Hermann
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Weyl (aunque solo las considero del plano real en si mismo) en 1913 y por
Simion Stoilow en 1928 quien adicionalmente asumi6 que las fibras de dichas
funciones no contenian continuos no degenerados (esta nociéon corresponde al
de funcion ligera), pero fue hasta que en 1931 Natan Aronszajn considerd fun-
ciones abiertas en espacios topologicos arbitrarios. Gordon Thomas Whyburn
hace un estudio sistemético de las funciones abiertas (anteriormente llamadas
funciones interiores) sobre espacios métricos compactos.

Las funciones mondétonas fueron estudiadas por primer vez en 1925 por
Robert Lee Moore aunque en términos de descomposiciones semi continuas
superiores |6, pag.36], no fue hasta 1934 cuando Gordon Thomas Whyburn
introduce la nocién actual de funcién monétona y posteriormente estudiada
por Doniphan Wallace.

Otra funcién monétona particular es la funciéon atémica concepto intro-
ducido en 1956 por Richard Davis Anderson nuevamente en conexién con
las descomposiciones, de las muchas generalizaciones del concepto de funciéon
monoétona, es la nocién de funciéon quasi monétona introducidas por Alexander
Doniphan Wallace.

En 1972 A. Lelek introduce las funciones OM y MO estas clases de
funciones como se vera mas adelante coincide con la clase de las funciones quasi-
interiores. Otra generalizacion comun de las funciones monoétonas y abiertas es
el de funcion confluente definidas por Janusz Charatonik en 1964, las funciones
confluentes se han generalizado de diversas maneras, por ejemplo, las funciones
débilmente confluentes nocién introducida en 1972 por A. Lelek, las funciones
semi confluentes definidas al ano siguiente por T. Mackowiak, también, la

nocion de funciéon pseudo confluente concepto nuevamente introducido por A.
Lelek y E. D. Tymchatyn en 1975.

Cada clase de funciéon anteriormente mencionada ha sido estudiada ex-
tensivamente y todas las interrelaciones entre dichas funciones y sus diversas
propiedades tales como: la propiedad de composicion, la propiedad del factor
de composicion, entre otras se han estudiado y recopilado en la tesis doctoral
de Tadeusz Mackowiak publicada en 1979.
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2 Preliminares

Continuos

Un continuo es un espacio métrico compacto y conexo con mas de un
punto (a los conjuntos con mas de un punto se le suelen llamar no degenerados).
Un subcontinuo de un continuo X es un subconjunto no vacio de X cerrado y
conexo, como subcontinuo este puede ser un conjunto de un solo punto, no
obstante, si este es no degenerado se dice también que es un continuo.

Ejemplo 2.1. Uno de los continuos mds simples es el intervalo cerrado
unitario [0, 1] en la recta real. Un arco es un continuo homeomorfo a [0,1]. Si

A es un arco y h: A — [0,1] es un homeomorfismo, los puntos finales de A
son h(0), h(1) y decimos que A une h(0) y h(1).

Ejemplo 2.2. Otro continuo simple y relevante es la circunferencia unitaria
en el plano real la cual suele denotarse como S*. Una curva cerrada simple es
un continuo homeomorfo a S*.

Dado un espacio métrico X con métrica d, A C X y xg € X se definen
la distancia de z al conjunto A como dist(z, A) = inf{d(z,a): a € A}y
el diametro de A como diam(A) = sup {d(a,b) : a,b € A}, como ya es bien
sabido, si A es compacto, entonces existen a,b,ap € A tales que d(x, A) =
d(xg,ap) y diam(A) = d(a,b), para € > 0, la bola con centro en xq y radio &
se define como B(zg,e) = {y € X : d(y,z) < €}, también, se define la e-nube
como N(A,e) =, Bla,e) (fig. 1).

a€A

N(A,e)

Figura 1: e-nube de un conjunto cerrado A.
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Algunos resultados generales

El siguiente resultado tiene su dual y es conocido como teorema de la
reduccion de Brouwer el cual puede consultarse en [1, pag.15].

Teorema 2.3. Sean X un espacio métrico compacto, A una familia de subcon-
Juntos cerrados no vacios de X con la siguiente propiedad: para cada sucesion
{A,},2, de elementos de A tal que Ay C Ay C ---, existe A € A tal que
A, C A para cada n € N. Entonces existe A" € A el cual es un elemento
mazimal respecto a la inclusion.

Demostracion. Supongamos que 4 no tiene elementos maximales, como X es
compacto existe una base numerable {U,, : n € N}. Sea A; € A, como A; no
es un elemento maximal de A, existe A € A tal que A; C A, seaa € A\ A;
como a € X \ A; el cual es abierto, existe r € N tal que a € U, C X \ Ay, por
tanto U, N A; = (). Entonces es posible definir

my = min {n € N : existe B € A tal que A; C B,
UnﬂAlz@yUnﬂB;«é@}.

Sea Ay € A tal que Ay C Ay, Uy, VA1 =0y Ay NU,,, # 0, como Ay no es
elemento maximal de A, existe A € A tal que Ay C A, procediendo de manera
similar al caso anterior, es posible definir

me = min {n € N : existe B € A tal que Ay C B,
Sea Az € Atal que Ay C Az, U,,,,NAs =0y U,,,NAy # (). Continuando de este
forma, es posible definir sucesiones {my}7>, {Ar}tiey ¥ {Um, }r, de enteros
positivos, elementos de A y de conjuntos abiertos de X, respectivamente, tal

que para cada k € N,

my = min {n € N : existe B € A tal que Ay C B,
U NA,=0yU,NB#0},

Ap C A1, U, N Ay =0y Uy, N Agyr # 0. Dado k € N, como

Ak C Ak+1 C Ak+2, Umk+1 N Ak C Umk+1 N Ak+1 = @yUmk+1 N Ak+2 7é (Z),
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asi my,, pertenece al conjunto cuyo minimo es my, por tanto, my < myiq.
Por otro lado, como Ag 1 NUp, # 0y Upy o, N Ak = 0, entonces my, < mp1q,
por tanto, {my}2; no es acotada.

Por hipotesis, existe By € A tal que A, C By para cada n € N y dado
que By no es un elemento maximal de A, existe Ay € A tal que By C Ap. Sea
pe€ A\ Byyn € Ntalquep e U,y U,N By = (. Dado k € N, por definicion
de my, y como Ay C By, U, N A, =0y p € U, N Ag se tiene que my < n,
pero esto contradice lo del parrafo anterior. Con lo cual A tiene un elemento
maximal. O]

k+1

Teorema 2.4 (del cable cortado, [1, Teorema 3.3|). Sea X un espacio métrico
compacto. Si A y B son subconjuntos cerrados de X tales que mingin subcon-
Jjunto conexo de X intersecta a ambos conjuntos simultaneamente, entonces
existen subconjuntos cerrados y ajenos K y L de X tales que A C K, B C L
yX=KUL.

Teorema 2.5 (de golpes en la frontera, [1, Teorema 3.4|). Sea X un continuo,
si A es un subconjunto propio no vacio de X y C una componente de A.

Entonces clx(C) Niryx(A) # 0.

Proposicion 2.6. Sea f: X — Y wuna funcion continua, cerrada (abierta) y
suprayectiva entre espacios métricos. Si B es un subconjunto de Y, entonces
la funcion f|i-1(py: [~ (B) — B es cerrada (abierta).

Demostracion. Solo mostraremos que g = f|;1(p) es cerrada, sea E un
subconjunto cerrado de f~!(B), entonces existe un cerrado F' de X tal que
E = f~Y(B)N F. Note que g(F) = f(F) N B, donde f(F) es cerrado de Y y
por tanto g(E) es cerrado de B. O

Sucesiones de conjuntos

En esta breve secciéon vamos introducir las bases para el manejo de
sucesiones de conjuntos de un continuo, empezamos definiendo la convergencia
de una sucesion de conjuntos y después determinaremos algunas propiedades
bésicas, esto sera de utilidad en las secciones posteriores.
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Definicién 2.7. Sean X un espacio métrico y {A,},~, una sucesion de
subconjuntos no vacios de X . El limite inferior se define como:

liminf A, = {z € X : para cada abierto U C X conx € U, existe
N e N tal que U N A,, # 0 para cadan > N }.

El limite superior se define como:

limsup A, = {z € X : para cada abierto U C X conx € U, eziste
J C Ninfinito, tal que U N A, # 0 para cadan € J}.

Escribimos lim A,, = A lo cual significa que liminf A, = A =limsup A,,. El
lector podrd comprobar facilmente que liminf A,, C limsup A,, (véase figura 2).

Ejemplo 2.8. En R?, sea {A,},, dada por A, = {(z,1): 0< 2 <2} si
n es impar y A, = {(:L‘, %) 0<x < 3} sin es par. Entonces liminf A, =
{(,0): 0 <z <2} ylimsup 4, = {(2,0): 0 <2 <3}.

Como consecuencia de la definicién 2.7 se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.9. Sean X un espacio métrico, {A,} —, una sucesion de
subconjuntos no vacios de X y A C X. Entonces son equivalentes.

(1) lim A,, = A;

(2) ACliminf A,, ylimsup A4, C A.

oA Az A5 ® [

limsup A,
liminf A,

0A; oA, [ [ ®

Figura 2: Limite superior e inferior de una sucesion {A4,} -,
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Proposiciéon 2.10. Sean X un espacio métrico y {A,},~ | una sucesion de
subconjuntos no vacios de X. Entonces liminf A,,, limsup A,, son subconjun-
tos cerrados de X.

Demostracion. Sea x € clx (liminf A,)) y U C X abierto tal que x € U,
entonces existe y € U Nliminf A, con lo cual existe N € N que UN A, # ()
para cada n > N, por tanto, z € liminf A,. De forma similar se muestra que
limsup A, es un cerrado de X. O

Lema 2.11. Sea X un espacio métrico compacto con métrica d, {A,} 7, una
sucesion de subconjuntos cerrados no vacios de X. Entonces

(1) = € liminf A, si y solo existe una sucesion {x,},_, en X tal que
x, € A, para cadan € N tal que x, — x.

(2) « € limsup A, si y solo si existe una sucesion {ng},—, en N tal que
ng < Ngy1, © € Ay, para cada k € N y z,, — .

Demostracion. (1) Asumamos que x € liminf A,. Como A, es compacto,
existe a, € A tal que dist(z, A,) = d(z,a,) para cada n € N. Veamos que
la sucesion {a, }5°, converge a x, sea € > 0, entonces existe N € N tal que
B(z,e) N A, # 0 para cada n > N. Asi, existe y, € X tal que d(z,y,) <cy
Yn € Ay, como dist(x, A,) = d(z, a,) < d(z,y,) < € se sigue que a,, € B(z,¢)
para cada n > N, por lo que a,, — x.

Reciprocamente, asumamos que existe una sucesion {z,}>° ; en X tal que
Tn —>xyx, €A, para cadan € N, sea U C X abierto tal que x € U, como
x, — x, existe N € N tal que z,, € U para cadan > N, asi, z, € UN A,
para cada n > N, por lo que = € liminf A,,.

(2) Supongamos que z € limsup A,, para €; = 1 existe J; C N infinito
tal que B(x,e1)N A, # 0 para cada n € Jp, sea ny = min J; tal que x,,, € A,
y d(zn,, ) < &1. Para ey = %, existe Jo C N infinito tal que B(z,e5) N A, # 0
para cada n € Jy, como J, es infinito, existe m € N tal que m > nq, asi, es
posible definir

ne =min{m € Jp: B(x,e0) N A, #Dym >n;}

tal que z,, € A,, vy d(x,,,r) < g5 Continuando de esta forma inductiva es

posible definir una sucesion {n;}3°, de N tal que ny <mng <---, z,,, € A, ¥y
d(xy,, ) < &,, se sigue que z,, — x. El reciproco se hace de manera similar
al inciso anterior. O
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Corolario 2.12. liminf A, limsup A,, son subconjuntos no vacios.

Demostracion. Solo mostraremos que limsup A, # (), dado que A, # 0 sea
a, € A para cada n € N, asi, {a,}>2; es una sucesion en el compacto X y por
tanto, admite una subsucesion {a,, }72, tal que a,, — acona € X, a,, € A,,
y ng < ngpy1 para cada k € N; asi, por el lema 2.11, a € limsup A,. O

Corolario 2.13. Si A es cerrado y para cada A, C A, limsup A, C A.

Demostracion. Sea x € limsup A, por el lema 2.11 existe, en particular, una
sucesion {x,, }72, tal que z,, € A,, y x,, — x, por lo que = € cly(A) =
A. O
Corolario 2.14. Si {B,} -, es otra sucesion de subconjuntos cerrados no
vacios tal que lim A, = A, lim B,, = B y para cada n € N, A, C B, .
Entonces A C B.

Demostracion. Sea a € A C liminf A, entonces existe una sucesion {a,}>
tal que a, —» aya, € A, C B, asi, por el lema 2.11, ¢ € liminf B, = B. O

Corolario 2.15. (1) Si A1 C A, para cadan € N, lim A, = () _, A,;
(2) si A, C Ayqq para cadan € N, lim A, = clx (U, 4,).

Demostracion. (1) Si A" = (), —, A, mostraremos que A’ C liminf A4, y
limsup A, C A’. Note que A" # () y que A’ C A, para cada n € N, asi, para
a € A’ la sucesion {a,}>, dada por a, = a € A, para cada n € N es tal
que a, — a, por tanto, a € liminf A,. Por otro lado, sea b € limsup A,,
entonces existe una sucesion {ank}z":1 tal que Oy, — b, ng <ngpy1y Qp, € Ank
para cada k € N. Sea kg € N arbitrario, pero fijo, como ng, > ko, entonces
Ay € Ay, C Apgy ast, {an, 724, s una sucesion de Ay la cual converge a
b, por tanto, b € clx (Ax) = Ag, como lo anterior se cumple para cualquier
keN,be A.

(2) St A” = clx (U2, An), note que A, C U~ A, C A", asi, por el
corolario 2.13, limsup A, C A”. Por otro lado, sea a € |J -, A,, entonces
existe N € N tal que a € Ay, sea {a,}°°, donde a, € A, sin< Nya,=a
sin > N, como a € A, siempre que n > N y dado que a,, — a se sigue que
a € liminf A, por tanto |J,~, A, C liminf A,, pero como A” es el cerrado
mas pequeno que contiene a Uzozl A, se sigue que A” C liminf A,,. O]
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Teorema 2.16. Sea f : X — Y wuna funcion suprayectiva entre espacios
métricos compactos. Entonces f es continua si y solo st para cada y € Y y
cada sucesion {y,}°2, en'Y tal que y, — y, imsup f~1(y,) C f~1(y).

n=1
Demostracion. Asumamos que f es continua. Sean y € Y, {y,}32, una su-
cesion en Y tal que y, — y y * € limsup f'(y,), por el lema 2.11 existe
una sucesion estrictamente creciente {z,, }5°; en X tal que z,, € [~ (yn,)
y Tn, — x, por la continuidad de f, f(z,,) — f(z), pero f(x,,) = yn, para
cada k € N. Por lo que f(z,,) — y, dada la unicidad del limite, f(z) =y, por
tanto, z € f!(y).
Reciprocamente, sea F' C Y cerrado, veamos que f~! (F) es cerrado de
X, sea x € clx (f~!(F)), entonces existe una sucesion {x,}5°; en f~1 (F)
tal que z,, — x, nétese que {f(x,)},—, es una sucesion del compacto F, por
tanto, existe {f(xn,)} ., subsucesion de {f(z,)},—, tal que f(z,,) — y con
y € I, como z,, — x se sigue sin dificultad por el lema 2.11 y dada nuestra
suposicion que z € limsup f~ (f(z,,)) € f~'(y), por tanto, f(z) =y € F,
ast, x € f71(F), como x fue arbitrario, clx (f~1(F))Cf!(F). Por tanto f es
continua. [

Hiperespacios

Un hiperespacio de un continuo X es una familia de subconjuntos de X
que satisfacen una propiedad en especifico, algunos de los mas estudiados son
los siguientes:

(1) 2¥ ={A C X : Aes cerrado y no vacio };
(2) C(X)={Ae€2¥: Aes conexo },

donde 2% esta dotado con la métrica de Hausdorff |1, Proposicién 9.2
H : 2% x 2%X — [0, 00) dada por:

H(A,B)=inf{e>0: ACN(B,e) yBC N(A,¢)}.
Dada una familia finita de subconjuntos Uy, ..., U, de X, se define:
(Ur,....U)={Ae2*: Ac|JUiy AnU; £0.

i—1
para cadai € {1,...,n}} vy

B={(U,...,U,): neNyU,,..., U, son abiertos de X },
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ya es bien conocido el hecho que B es una base para una topologia V conocida
como la topologia de Vietoris, la cual coincide con la topologia inducida por
la métrica de Hausdorff [1, Teorema 9.3], otro hecho también notable es que
2%, C(X) son continuos [1, Teorema 2.5, Corolario 9.17|.

- ~ - ~ - ~ - ~ - ~
~ ~ ~ ~ ~
,/ N ,/ N 7, A N ,/ N 7, N
/ )\ \ )\ \ \\
/ / / /
1 T Y Y Y \
\ v ! v ! v ! v ! 1
\ 1 / v/ 1
N ry < B R y
N 0N 0N 0N 0N 4
~ s ~ s ~ s ~ s ~ s
~ — o - - ~ — o - - ~ — o - - ~ — o - - ~ — o - -
Uq Us Us Uy Us
Figura 3

Lema 2.17. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre espacios métricos
compactos, si lim A, = A entonces lim f(A,) = f(A).

Demostracion. Veamos que f(A) C liminf f(A,) y limsup f(A,) C f(A).
Sea b € f(A) entonces f(a) = b para algin a € A C liminf A,, por lo que
existe una sucesion {a,}>2; tal que a, — a y a, € A,, por la continuidad
de f, f(an) — f(a), asi, {f(a,)} —, es una sucesion la cual converge a by
f(a,) € f(A,) para cada n € N, asi, b € liminf f(A,).

Por otro lado, sea y € limsup f(A,), entonces existe una sucesion
{yn, 172, tal que ngp < gty Yn, € f(An,) YV Ynp — Y. Sea {a,, }72, una
sucesion en X tal que f(an,) = Yn, ¥ Gn, € A,,, como X es compacto,
existe {ankj }32, subsucesion de {an, }32; tal que ar,, — a con a € X, enton-
ces a € limsup A, C A, por la continuidad de f, f(ankj) — f(a) y como

f(ankj) — y se sigue que f(a) =y, por tanto y € f(A). ]

Lema 2.18. Sea X un espacio métrico compacto, la funcion diam : 2% —
[0,00) tal que A — diam(A) es continua.

Demostracion. Dado que A es compacto se sigue que diam(A) existe y es
finito, por tanto, la funcion diam esta bien definida. Sea A € 2% y {4, }>7,
una sucesion en 2% tal que A, — A, mostraremos que diam(A,) — diam(A).
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Sea ¢ > 0, entonces existe N € N tal que H(A,,A) < ¢/2, con lo cual
A, C N(A,e/2)y AC N(A,,&/2) para cada n > N, se sigue que:
diam(A4,) < diam (N(A,¢/2)) < ¢ + diam(A);
diam(A) < diam (N(A,,e/2)) < e + diam(A4,,),

para cada n > N, con lo cual |diam(A, ) — diam(A)| < € para cadan > N, es
decir, diam(A,,) — diam(A). O

3 Clases de funciones

Definiciéon 3.1. Sea f: X — Y una funcion continua y suprayectiva entre
continuos, decimos que f es:

(1) abierta si para cada U C X abierto, f(U) CY es abierto;

(2) atomica si para subcontinuo K de X tal que f(K) es no degenerado, se
cumple que K = f~ (f (K));

(3) atriodica si para cada subcontinuo Q C Y, existe dos componentes Cy, Cy
de f~HQ) tal que:
(i) F(CUf(C) =@,
(it) Para cada componente C de f~1(Q) se tiene que f(C) = Q o
f(C) C f(Cr) o f(Ca).

(4) casi monétona si f~1(Q) sea un subconjunto conexo de X para cada
subcontinuo con interior no vacio ) de Y

(5) confluente siempre que para cada subcontinuo Q) de'Y y cada componente
K de f74Q) se cumple que f (K) = Q;

(6) de union siempre que para cada subcontinuo Q@ de Y y para cada dos

componentes C1, Cy de f~1(Q), tengamos que f (Cy) N f(Cy) # 0;

(7) débilmente confluente si para cualquier subcontinuo Q de 'Y, existe un
subcontinuo K de X tal que f(K) = Q.

(8) débilmente mondtona si para cada subcontinuo @ de Y con interior no
vacio, si C' es una componente de f~1(Q), entonces f(C) = Q;

Matemadticas y sus aplicaciones 29, Capitulo 7, paginas 169-191



180

Daniel Dominguez Malaga, David Herrera Carrasco, Fernando Macias
Romero

(20)

(21)

homeomorfismo siempre que la funcion inversa f~1 exista y sea continua;

interior en el punto p € X st para cada subconjunto abierto U de X tal
quep € U, f(p) € inty (f(U));

libremente descomponible si para cualesquiera A, B subcontinuos propios
de Y tales que Y = AU B, existen subcontinuos propios A', B' de X
con X = A'U B’ tales que f(A") C A, f(B') C B;

ligera siempre que f~1(f(x)) sea totalmente disconexo para cada x € X;
mondtona si f1(y) es conexo para cada y € Y;

pseudo-confluente si para cada subcontinuo irreducible () de Y, existe
una componente C de f~1(Q) tal que f(C) = Q.

quasi-interior si para caday € Y, U C X abierto el cual contenga alguna
componente de f~(y), y € intx (f(U)).

quasi-mondétona si para cada subcontinuo Q) de Y con interior no vacio,
F7HQ) tiene un nimero finito de componentes y si C es una componente

de [71(C), f(C)=Q;
semi-abierta si para cada subconjunto abierto U de X, inty (f(U)) # 0.

semi-confluente si para cada Q) subcontinuo de'Y y para cualesquiera dos

componentes Cy, Cy de f71(Q), f(C1) C f(Cy) o bien f(C) C f(CY).

semi-interior en el punto p € X siempre que f sea suprayectiva y para
cada subconjunto abierto U de X tal que p € U, exista un punto z € U

tal que f(z) € inty (f(U)).

MO siempre que sea suprayectiva y existan un continuo Z, una funcion
mondtonam : Z —'Y yuna funcion abierta o : X — Z tal que f = moo.

OM siempre que sea suprayectiva y existan un continuo Z, una funcion
abierta o : Z —'Y y una funcion mondtonam : X — Z tal que f = oom.

Proposiciéon 3.2. Sea h : X — Y un homeomorfismo entre continuos,
entonces h es ligera, abierta y atomica.
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Demostracion. Sea x € X, como h es biyectiva se tiene que h™! (h(z)) = {z}
el cual es totalmente disconexo. Sea U C X abierto, como h~! es continua,
(R~H~YU) = h(U) es abierto de Y. Claramente h es suprayectiva, sea K C X
subcontinuo, al ser h inyectiva, K = h™! (h(K)). O

Proposicién 3.3. Si f : X — Y es una funcion abierta, entonces f es
quasi-interior.

Demostracion. Sea y € Y, U C X abierto el cual contiene una componente
C de f~}(y), como C' C U, entonces y € f(C) C f(U) = inty (f(U)). O

Proposiciéon 3.4. Sea f: X — Y una funcion continua y suprayectiva entre
continuos. Entonces f es semi abierta si y solo si es semi-interior en cada
punto de X.

Teorema 3.5. Sea f: X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre
continuos. Entonces [ es abierta si y solo si para cada y € Y y cada sucesion

{yn 32, en'Y tal que y, — vy, se cumple que im f~(y,) = f~1(y).

Demostracion. Sean y € Y, {y,}22, una sucesion en Y tal que y,, — y, por
el teorema 2.16 basta mostrar que f~!(y) C liminf f~!(y,). Sean u € f~'(y),
U C X abierto tal que u € U, como f es abierta, f (U) es un abierto de Y,
dado que y, — y = f(u) € f(U), entonces existe N € N tal que y,, € f(U)
para cada n > N, asi, existe u,, € U tal que f(u,) =y, para cadan > N, por
tanto, f~(y,) NU # () para cada n > N.

Reciprocamente, sea U un subconjunto abierto de X, mostraremos que
f(U) C inty (f(U)), supongamos que existe y € f(U) \ inty (f(U)) donde
y = f(x) para algin = € U, asi, para cadan € N, si g, = %, existe y, €
B(y,en) \ f(U) donde {y,}>°, es una sucesion en Y tal que y, — y ya que
dado € > 0, existe ny € N tal que y,, € B(y,en,) C B(y,¢) para cada n > no.
Notese que para cada n € N

F ) C TN FU) = XN\ T (F(U) € X\ T,
con X \ U cerrado de X, asi, por el corolario 2.13, limsup f~'(y,) C X \ U

pero como X \ U C X \ {x} se sigue que limsup f~*(y,) C X \ {z} y por
tanto z € f~!(y) \ limsup f~'(y,) lo cual contradice nuestra hipotesis. [
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Lema 3.6. Sea f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre
continuos. Entonces [ es ligera si y solo si se satisface la siguiente condicion:
para cada € > 0, existe 0 > 0 tal que si Q) es un subcontinuo de Y con
diam(Q) < 6, entonces cada componente C de f~1(Q), diam(C) < e.

Demostracion. Asumamos que f es ligera pero que existe un gy > 0 tal que
para cada 9, = % existe un subcontinuo @, C Y con diam(Q,) < 4, tal
que, al menos una componente conexa C, de f~1(Q,) tiene diam(C,) >
0. Note que {Q,}.~,, {C,} —, son sucesiones en los espacios compactos
C(Y), C(X) respectivamente donde diam(Q@,) — 0 y diam(C,) > 0 para
cada n € N. Entonces {@Q,} —,, {C,}.—, admiten subsucesiones convergentes
a algin punto de C(Y'), C'(X) respectivamente, asumamos sin pérdida de
generalidad que @, — @, C;, — C donde @ es un subcontinuo de Y y
C es un subcontinuo de X respectivamente, se sigue por el lema 2.18 que
diam(@,,) — diam(Q), por la unicidad del limite tenemos que diam(Q) = 0
donde @ # (), asi, se sigue necesariamente que @ = {¢} para algin q € Y.
Por otro lado, por el lema 2.17 se tiene que f(C,) — f(C), como f(C,) C Qn
se sigue por el corolario 2.14 que f(C) C @Q, por tanto C' C f~1(q), asi,
0 < diam(C) < diam(f~'(q)), pero note también que C' es un subconjunto
conexo del conjunto totalmente disconexo f~!(q) por lo que diam(C) =0y
esto claramente es una contradiccion.

Reciprocamente, asumamos que se satisface la condiciéon pero que f no
es ligera, entonces existe una componente C' no degenerada de f~'(f(zo))
para algin xy € X, por lo que diam(C') > 0, asi, si elegimos £ > 0 tal que
e < diam(C'), entonces existe 6 > 0 tal que para = {f(xo)} se cumple que
diam(C') < e y esto no puede ser posible. O

Lema 3.7. Sea f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre
continuos. Entonces f es mondtona si y solo si para cada K C'Y conezo,
fH(K) es conexo.

Demostracion. Asumamos que f es monotona, sea C' C Y conexo, supon-
gamos que ' (C) = U.of '(c) = C1 UC, es una separacion. Sean
I, = {ceC: fc)eCy} C C para k = 1,2, como f~!(c) es conexo,
entonces f~!(c) C Cy o f71(c) C Cy y dado que Cy, # 0, se sigue que I, # 0.

Afirmamos que f(C}), f(Cy) forman una separacion de C'. Como f
es suprayectiva, se sigue que I, = f(f~'(Iz)) = f(Cy), por lo que C =
Ui:l I = Ui:l f (Cx), mostremos ahora que:
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f(Cr) Ncly (f(Cy)) =0 = cly (f(C1)) N f(Cy).

Supongamos que existe y € f (Cy)Nely (f(Cy)), entonces y = f(x1) para algtn
x1 € (4, por otro lado, como y € cly (f(Cs)) = f (clx(Cy)) (dicha igualdad
se cumple al ser f cerrada), entonces y = f(x9) para algin xs € clx(Cs), note
que z1, 19 € f1(y) C Cy, entonces x5 € C; Ncly (Cy), lo cual no puede ser
posible, ya que C; Nclx (Cs) = (). De forma similar se muestra la interseccion
restante. Asi, dicha afirmacion contradice que C' es conexo.
Reciprocamente, dado y € Y, {y} es conexo y por tanto el resultado se
sigue de inmediato. O

Corolario 3.8. St f : X — Y es una funcion mondtona, f es confluente.

Demostracion. Sean @ C Y un subcontinuo, K una componente de f~1(Q),
por el lema 3.7, f71(Q) es conexo, por tanto K = f~1(Q), dada la suprayecti-

vidad de f, se sigue que Q = f (f1(Q)) = f(K). O

Lema 3.9. Sea f : X — Y wuna funcion continua y suprayectiva entre
continuos. Entonces f es quasi-interior si y solo si se satisface la siguiente
condicion: para cada y € Y, cada sucesion {y,}5°, en'Y tal que y, — y y
para cada componente C' de f~'(y), C Nlimsup f~(y,) # 0.

Demostracion. Asumamos que f es quasi-interior, sean y € Y, {y,}°2, una
sucesion en Y tal que y, — y y C una componente de f~1(y). Para cada
k € N, sea U, = N(C, %), note que U es un abierto que contiene a C' por
tanto, y € inty (f (Ug)), es decir, f (Uy) es una vecindad de y para cada k € N.
Asi, dado que y,, — y existe Nj, € N tal que si n > Ny, entonces y,, € f(Uy).
Para k = 1 elijamos n; > Ny, entonces y,, € f(U;) por lo que existe u; € Uy
tal que y,, = f(u1) y por definicion de U; existe ¢; € C tal que d(uq,¢;) < 1.
Para k = 2 elijamos ny > max {ny, N2}, entonces y,, € f(Us), por lo que
existe uy € U, tal que y,, = f(uz) y por definicion de U, existe ¢ € C tal que
d(ug, ce) < 1/2. Una vez elegidos ny,ns, ..., ng, tomemos nyy; tal que:

Nkt > Max{ng, Nyy1}, entonces yp, ., € f(Ugs1), por lo que existen
1

Upy1 € Upy1, cry1 € Ctales queyy,,, = f(wig1) Y d(tpg1, cigr) < PESE
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Continuando inductivamente de esta manera, obtenemos una sucesion {ny }3° ,
en N estrictamente creciente y sucesiones {uy}22,, {cr}32, en U y C respecti-
vamente, tales que ux, € [ (y,, ) v d(ug, cx) < % para cada k € N. Dado que C'
es compacto, existe {cy; }32, subsucesion de {c;}2, tal que ¢, — ¢ para algin
c € C, por la desigualdad triangular se sigue que uy; — ¢, asi, por el lema 2.11
se sigue que ¢ € limsup f~*(y,) y por tanto, c € C Nlimsup f~(y,).
Reciprocamente, asumamos que se cumple la condiciéon. Sea U C X
abierto el cual contiene una componente C' de f~'(y) y supongamos que
y ¢ inty (f(U)) de forma similar a como se mostro6 en el teorema 3.5 existe
una sucesion {y,}>2; tal que y, =y y y, € Y\ f(U) para cadan € N, por lo
que f~H(ya) C fTH Y\ f(U)) = X\ f7H(f(U)), pero como U C f7H(f(U)),
entonces f'(y,) C X \ U con X \ U cerrado de X, asi, por el corolario 2.13,
limsup f~}(y,) € X \U C X\ C, esto es que C Nlimsup f(y,) = 0 lo cual
contradice nuestra condiciéon inicial. ]

Proposicion 3.10. Si f : X — Y wna funcion confluente, f es semi-
confluente.

Demostracion. Sean () C Y subcontinuo, C;, Cy componentes de f~1(Q),
como f es confluente, se sigue que f(C1) = f(Cs) = @Q, asi, este caso particular
se tiene que f(Cy) C f(Cy) y f(Cs) C f(Ch). O

Proposiciéon 3.11. Si f : X — Y wna funcion semi-confluente, f es de
union.

Demostracion. Sean Q C 'Y un subcontinuo, C;, Cy componentes de f~(Q)
dado que f es pseudo confluente, se sigue que f(C;) C f(Cs) o f(Cy) C
f(Ch), por lo que @ # f(C1) = f(C1) N f(C2), B # f(C2) = f(C1) N f(Co)

respectivamente. O

Proposicion 3.12. St f : X — Y es débilmente confluente, [ es atriddica.

Demostracion. Sea () C'Y subcontinuo, dado que f es débilmente confluente,
existe una componente C' de f~1(Q) tal que f(C) = Q. Si C} := Cy := C,
entonces f(C;) U f(Cy) = Q y si K es cualquier otra componente de f~1(Q),
entonces f(K) C f(f7Q)) C Q C f(Ch), f(Ca). O

Lema 3.13. Sean X, Y continuos, y € Y y f : X — Y wuna funcion con-
tinua y suprayectiva. St W C X abierto tal que f~1(y) C W, entonces

y € inty (f(W)).
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Demostracion. Supongamos por el contrario que existe un abierto W C X
tal que f~'(y) € W, pero que y ¢ inty (f(W)), de forma similar a como
se mostro en el teorema 3.5, existe una sucesion {y,}>2, en Y \ f(W) tal

que y, — y. Sea P ={y, : n e N} U{y} = {y} U (U ~,{yn}) €l cual es un
subconjunto compacto de Y y por tanto cerrado, dado que f es continua,

FHP) =Y y) U2, f (yn)) C X es cerrado, y por tanto compacto. Sea
para cadan € N, z,, € f~(y,), como y,, € Y\ f(W), entonces

F 7 y) C YN SFW)) = XN\ FTH(A(W) € X\ W

Asi, x, ¢ W (x), por otro lado, note que {x,}°2; es sucesion del compacto
[7H(P), asi, existe {x,, }32, subsucesion de {z,}>2, tal que z,, — = con
x € f71(P), dado que f es continua, f (z,, ) — f(z), pero f(z,,) = yn, por
lo que f(z,,) — vy, asi, por la unicidad del limite, f(z) = y y por tanto
x € f~Hy) C W con W abierto, asi, existe K € N tal que z,,, € W para cada
k > K lo cual no puede ser posible ya que contradice (). O

Corolario 3.14. Sea f : X — Y wuna funcion mondtona, entonces f es
quasi-interior.

Demostracion. Sean y € Y, U C X abierto el cual contiene una componente
C de f~Y(y), dado que f es monotona, f~!(y) es conexo, asi, f~(y) =C C W,
por el lema 3.13, y € inty (f(U)). O

Teorema 3.15. Sea f : X — Y una funcion abierta, entonces f es confluente.

Demostracion. Asumamos que f no es confluente, entonces existe un subcon-
tinuo @ C Y y una componente C' de f~1(Q) tal que f(C) # Q, asi, existe
qge @\ f(C) tal que f~'(q) N C = 0, dado que C es una componente del
compacto f~1(Q), se sigue por el teorema 2.4 que existen K, L C f~1(Q)
cerrados y ajenos tales que f~'(¢q) C K, C C Ly f~4Q) = K U L. Como
fli-1@ : fF7HQ) = Q es tanto abierta como cerrada y L también es abierto
y cerrado en f~1(Q) se sigue que f(L) # 0 (ya que L # ()) es un subconjunto
propio que es tanto abierto como cerrado de @ (ya que ¢ ¢ f(L)), pero esto
no es posible ya que () es conexo. O

Teorema 3.16. 5¢ f : X — Y es una funcion atomica, entonces f es
mondtona.
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Demostracion. Seay € Y, asumamos que f~(y) = MUN donde M, N C X
cerrados tales que M NN = () y M # (. Dado que X es normal, existen
U,V C X abiertos tales que UNV =0y M C U, N C V. Sean m € M
y Cp la componente de clx(U) que tiene al punto m. Por el teorema 2.5
existe n € C,, Nfrx (clx(U)). Como clx(U) NV =0 y dado que U es abierto,
fry (clx(U)) = clx(U) \ U se sigue que n ¢ f~'(y) por tanto f(m), f(n) €
f(Cy), asi, dado que f es atomica y y € f(C),) se sigue que

NCMUN = f"y) = 1 (f(Cn)) = Cn C clx (V).

Por tanto N C C,,, asi, N = C,, NN C clx(U) NV = 0, por tanto N = ) lo
cual muestra que f~!(y) es conexo. O

Teorema 3.17. St f : X — Y semi-confluente, entonces f es débilmente
confluente.

Demostracion. Sean () C Y subcontinuo deseamos encontrar un subcontinuo
C C X tal que f(C) = @Q, para ello sea:

B ={B CY : Besun subcontinuo de ) y existe una
componente K de f~1(Q) tal que B C f(K) }

Dado ¢ € @, note que {q} es un subcontinuo de @, como f~!(q) # 0, sean
p € f7Yq) v K, la componente de f~'(¢) que tiene al punto p, entonces
f(p) € f(K,) y por tanto {¢} C f(K,), esto muestra que {¢} € B. Sea
{B,},2, una sucesion de B tal que B, C B, para cada n € N, veamos
que By = cly (U,—, Bn) € B en dos pasos: 1. Por definicion de By se sigue
que este cerrado en @) y es conexo por [4, corolario 9.7|, por tanto, By es un
subcontinuo de Q.

2. Queremos mostrar la existencia de una componente K de f~1(Q) tal
que By C f(K), antes de continuar note que f~1(Q) es un cerrado de X (ya
que f es continua), por tanto C'(f~!(Q)) es compacto. Para cada n € N existe
K, componente de f~1(Q) tal que B, C f(K,), se sigue que {K,} -, es una
sucesion de C (f~1(Q)), asi, existe una subsucesion {K,, },-, de {K,} 2, tal
que K, — K para algin K € C (f71(Q)), como K es conexo de f~1(Q),
existe una componente K* de f~(Q) tal que K C K* (basta tomar k € K y
considerar la unién de todos los subconjuntos conexos de f~1(Q) que tiene
al punto k, por tanto, K esta en dicha unién), se sigue por el lema 2.17 y el
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corolario 2.14 que By = 1lim B,, C lim f(K,,) = f(K) C f(K*) por tanto K*
es la componente buscada.

Se sigue por el teorema 2.3 que existe un elemento maximal L de B, asi,
por definicion de B existe una componente C de f~1(Q) tal que L C f(C),
afirmamos que f(C) = @, solo mostraremos que @) C f(C'), supongamos que
existe ¢ € Q \ f(C), sea C’ una componente de f~1(Q) tal que ¢ € f(C"),
como f es semi-confluente y ¢ € f(C") \ f(C) se sigue necesariamente que
f(C) € f(C)y L € f(C"), pero note que f(C") € B, lo cual contradice la
maximalidad de L, por tanto, f(C) = Q. ]

Los resultados 3.18 — 3.20 se siguen inmediatamente de la definicion 3.1.

Proposiciéon 3.18. St f : X — Y es mondtona, entonces f es quasi-
monotona.

Demostracion. Sea @ C'Y subcontinuo tal que inty (Q) # 0, por el lema 3.7
F7HQ) es conexo y por tanto tiene un nimero finito de componentes, a

decir, una sola C' = f71(Q) y es tal que f(C) = f(f1(Q)) = Q por la
suprayectividad de f. ]

Proposicion 3.19. St f : X — Y es quasi-mondtona, entonces [ es débil-
mente mondtona.

Proposicion 3.20. Si f : X — Y es confluente, entonces f es débilmente
mondtona.

Proposicion 3.21. St f : X — Y es una funcion suprayectiva la cual es
mondtona y ligera, entonces [ es un homeomorfismo.

Demostracion. Note que f es cerrada y suprayectiva, por lo que solo resta
mostrar que f es inyectiva, para ello, mostraremos que para cada y € Y,
f~Y(y) es un conjunto singular. Sea y € Y, dado que f es ligera, f~!(y) es
totalmente disconexo, pero al ser f mono6tona, f~!(y) es conexo y por tanto
f~(y) debe ser un conjunto unipuntual. ]

4 Funciones MO, OM

Teorema 4.1 (de la factorizacion mondtona-ligera, |6, Teorema 13.3]). Sean
X, Y espacios métricos compactos. Si [ es una funcion continua y suprayectiva,
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entonces existen un espacio métrico compacto Z, una funcion mondtona
m: X — Z y una funcion ligera l : Z — Y tal que f =1om. Mds atun, esta
factorizacion mondtona-ligera es unica salvo homeomorfismos.

Los resultados 4.2-4.3 se siguen de la proposicion 3.2.

Proposiciéon 4.2. Sea f : X — Y wuna funcion abierta , entonces f es
OM (MO).

Proposicion 4.3. Sea f : X — Y wuna funcion mondtona, entonces f es
OM (MO)

Lema 4.4. Sean f : X — Y, g: Y — Z funciones confluentes, entonces
go f: X — Z es confluente.

Demostracion. Sean ) un subcontinuo de Z, C' una componente de (g o
1)71@Q), note que f(C) es un subcontinuo de Y tal que g (f(C)) C Q. Sea D
la componente de g~1(Q) que contiene a f(C'), como g es confluente, g(D) = Q.
Por otro lado, sea F la componente de f~!(D) la cual contiene a C, dado que
f es confluente, f(E) = D, asi, g(f(F)) = Q. Como C' es una componente
de (go f)7(Q), E es conexo y C C E concluimos que C' = E, por tanto,

(9o N)(C) =Q. 0

Lema 4.5. Sean f: X =Y, g:Y — Z funciones continuas y suprayectivas
entre continuos tal que g es ligera y go f : X — Z es quasi-interior, entonces
g es abierta.

Demostracion. Sea V' C Y abierto, mostraremos que g(V') C intz (g(V')), sea
z € g(V), entonces z = g(y) para algin y € V, sea C' una componente de
/! (y), note que C C (go f)~'(2). Sea D la componente de (go f)7!(z) la
cual contiene a C, entonces (go f) (D) = {z} con lo cual f(D) C g !(z),
donde g7'(z) es totalmente disconexo y f(D) es conexo, por tanto, f(D) es
degenerado, por lo que f(D) = {y}, asi, D C f~'(y) C (go f)7'(2), es decir,
D es una componente de (g o f)7'(2) y por tanto, C' = D. Tenemos que
C=Dc f(y) c f74V). Donde f~1(V) es abierto y go f es quasi-interior,
con lo cual z € intz ((go f)(f~H(V))) = intz(g(V)) con z arbitrario. O

Corolario 4.6. Si q: X — Y es quasi-interior, entonces existe un continuo
Z y funciones m : X — Z, 1 : Z — 'Y donde m es mondtona, | es ligera y
abierta tal que h =mol.
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Demostracion. Por el teorema 4.1 existen m : X — Z funcién monoétona y
[: Z — Y funcioén ligera con Z un continuo tal que h = [ o m, se sigue por el
lema 4.5 que [ es tanto abierta como ligera. O

Corolario 4.7. Si f : X — Y es quasi-interior, entonces f es confluente.

Demostracion. Por el corolario 4.6 existen m : X — Z, 1 : Z — Y, donde
Z es un continuo, m es mondtona y [ es abierta tal que f = [ o m, por el
corolario 3.8, teorema 3.15 y el lema 4.4 se sigue que f es confluente ]

Lema 4.8. Sean f: X =Y, g: Y — Z funciones quasi-interiores, entonces
go f: X — Z es quasi interior.

Demostracion. Sean z € Z y U C X abierto el cual contiene una componente
C de (g o f)~!(z), mostraremos que z € intz ((go f)(U)), note que por la
continuidad de f, f(C) es un subcontinuo de Y tal que f(C) C g7'(z). Sea
D una componente de g71(z) la cual contiene a f(C), tenemos que:

Cc @)D (g ()=(go) (2.

Por tanto, C' es una componente de f~'(D), asi, f(C) = D. Sea y € D,
entonces existe z € C tal que f(x) =y, sea C, la componente de f~!(y) la
cual contiene a x, se sigue que

zeCNC, y C,Cf 'y cf D),

asi, por la maximalidad de C' se tiene que C,, C C' C U, al ser f quasi-interior,
y € inty (f(U)) para cada y € Y, por lo que D C inty (f(U)), luego, al ser g
quasi-interior, z € inty (inty (f(U))) C intz ((g o f)(U)). O

Teorema 4.9. Sea f : X — Y una funcion continua entre continuos, entonces
f es OM si y solo si f es quasi-interior.

Demostracion. Si f es OM, entonces existen Z continuo, m : X — Z funcién
mondétona y o : Z — Y funcién abierta tal que f = o o m se sigue por la
proposiciéon 3.3 y el corolario 3.14 que o, m son funciones quasi-interiores, asi,
por el lema 4.8, f = oom es quasi-interior. El reciproco es el corolario 4.6. [

Corolario 4.10. Si f : X =Y, g: Y — Z son funciones OM, entonces
gof: X — Z es OM.
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Corolario 4.11. Sea f: X — Y wuna funcion OM, entonces f es confluente.

Corolario 4.12. Sea f : X — Y una funcion MO, entonces f es OM

Demostracion. Como las funciones monétonas y abiertas son quasi-interiores,
y la composicién de funciones quasi-interiores da como resultado una funcién

quasi-interior, se sigue por el teorema 4.9 que f es una funcion OM. ]
Homeomorfismo
Y Y Y
Ligera Abierta Atémica
Semi-abierta oM Monétona
A A
Y Y
Semi-interior Quasi-interior Quasi-monétona
Confluente Débil[nente
monétona
De unién Semi-confluente
Débilmente
confluente
Pseudo-confluente

Figura 4: Relaciones entre algunas clases de funciones
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Resumen

Este capitulo tiene como objetivo construir el lazo solenoidal universal, el
cual es un lazo que se construye a partir de un lazo topologico dado usando
todas las aplicaciones cubrientes sobre este lazo. Los lazos topologicos son
estructuras algebraicas - topoldgicas no asociativas. Los primeros trabajos
sobre éstas estructuras fueron presentados por Karl Hofmann (ver [1]),
Lev Sabinin y Mal’cev (ver [3]). Podemos encontrar ejemplos de lazos
en varias ciencias como en fisica en la solucion de la ecuaciéon de Yang -
Baxter.

1 Preliminares

En esta seccién, comenzaremos introduciendo los conceptos basicos de
la estructura algebraica de lazo para, posteriormente, estudiar su estructura
topologica.

Lazos

Un magma es un conjunto no vacio G junto con una operacién binaria
interna -, al que denotaremos por (G, -).

Ejemplo 1.1. Sea G = {0,1} y la operacion - mostrada en la siguiente tabla
es un magma.
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0 1
0|1 1
111 1

Sea (G,-) un magma y a € GG un elemento fijo. Llamaremos traslaciones
por la izquierda y traslaciones por la derecha a las funciones L, : G — Gy
R, : G — G, respectivamente, definidas por

Lyz)=a-zy Ry(x)=x-a
para todo z € G.

Se dice que un magma (G, -) es:

1. Conmutativo si L, = R, para todo a € G.
2. Asociativo si R, = R, o Ry para todo a,b € G.

3. Tiene elemento identidad por la izquierda (derecha) e € G, 81 L. : G — G
( Re: G — @) es la funcion identidad de G. También e es un elemento
identidad de (G, -) si e es identidad por la izquierda y por la derecha.

Definiciéon 1.2. Un magma (G,-) es llamado cuasigrupo si las funciones
L,:G— G yR,:G— G son biyectivas para todo a € G.

Proposicion 1.3. Un magma (G,-) es un cuasigrupo si y solo si para todo
(a,b) € G x G existe un unico (x,y) € G x G tal que a-x=b yy-a=>h.

Demostracion. Que L, : G — G sea biyectiva equivale a que la ecuacion
a - x = b tiene solucién tnica. De manera similar, el hecho que la funciéon
R, : G — (G sea biyectiva equivale a que la ecuacion y - a = b tiene solucion
Unica.

]
Ejemplo 1.4. Sea Q = {1,2,3,4} y la operacion - dada por:
1 2 3
114 1 2 3
2|11 4 3 2
312 3 1 4
413 2 4 1
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Observe que (Q, ) es un cuasigrupo pero no un grupo, no hay identidad y
la propiedad asociativa no se cumple, como contraejemplo

(1-2)-441-(2-4)

Definiciéon 1.5. Un magma (G,-) es un lazo si (G,-) es un cuasigrupo con
elemento identidad.

Ejemplo 1.6. 1. C(2) =7Z/27.
2. St es un lazo, con la operacion - producto de miimeros complejos. También

Stes un lazo con la operacion o : S x St — St definida por (¢'*, ) —
el o eiﬁ _ ei(a—&-ﬂ—&-aﬁ).

3. S* y S son lazos.

Sea (G, -) un cuasigrupo. Sabemos que todas las traslaciones L, : G — G
vy R, : G — G, para todo a € G, son biyecciones de GG por lo cual todas
tienen aplicaciones inversas L;' : G — G y R;' : G — G que no son
necesariamente traslaciones.

Dadas estas aplicaciones inversas, se definen las operaciones binarias ()
y (/) para el conjunto G de la siguiente manera:

\y=L;'(y) v z/y=R ()
para todo z,y € G. Esto es, x\y = zsiysolosixz-z =y, y z/y = z si y solo
si z -y = x. Es facil ver que (G, \) y (G, /) también son cuasigrupos.

Con lo anterior podemos reesribir la definiciéon de lazo:

Definicion 1.7. Un lazo (G,-,/,\) es un conjunto G junto con tres operacio-
nes binarias (+), (/), (\) tales que:

1. a-(a\b) =b, (b/a) xa =b para todo a,b € G,
2. a\(a-b) =0, (bxa)/a=0b para todo a,b € G,

3. a\a = b/b para todo a,b € G.
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Subestructuras

Un subconjunto no vacio H de un conjunto G diremos que es un subcua-
sigrupo (sublazo, subgrupo) del cuasigrupo (G, ) si (H,-) es cuasigrupo (lazo,
grupo).

Sea (G,-) un lazo y H < G (i.e. H es un sublazo de (G,-) ). Sea a € G,
se definen las clases (o clases modulo H) izquierdas y derechas aH y Ha
respectivamente, por

aH={a-hlhe H}, y Ho={h-alh € H}.

Sea (G, ) un lazo y H < G. Diremos que (G, -) tiene una descomposicién
izquierda (derecha) de clases médulo H si el conjunto P de todas las clases
izquierdas (derechas) modulo H es una particion de G.

Teorema 1.8. Sea (G,-) un lazo y H < G. (G, -) tiene una descomposicion
izquierda (derecha) de clases modulo H siy solo si (a-h)H = aH(H (h-a) = Ha)
para todo a € G y para todo h € H.

Definicién 1.9. Sea H un sublazo de un lazo (G,-), y (G,-) con descomposi-
cion izquierda (derecha) de clases modulo H. El sublazo H es llamado normal
st satisface

tH = Hz, (¢H)y = x(Hy) y 2(yH) = (xy)H para todox,y € G.

Teorema 1.10. Sea o un homomorfismo del lazo (Q,-) sobre el lazo (H,0) y
N un sublazo normal de (Q,-). Entonces, Ima es un sublazo normal de (H, o)

Yy
G/N = H/Ima

Definicion 1.11. Un lazo (M, -) con elemento identidad 1 es llamado lazo de
Moufang si satisface la identidad de Moufang

(xy)(zx) = [x(yz)|x, para todo x,y,z € M.
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Lazos topolégicos

Un lazo topolégico es un lazo L junto con una topologia en L tal que las
operaciones binarias L X L — L; (z,y) = zy,x/y, \y son todas continuas.

En general, si X un espacio topologico dotado de una operacion binaria
(x,y) — xy. La operacion es continua si y solo si para cada x,y € X y para
todo entorno abierto U de xy, existen vecindarios U, de x y U, de y tales que:

Vo' e Uy, Vy € U, = 2y € U.

Un homomorfismo f : L1 — Ly de lazos topologicos es un homomorfismo
de lazos que ademés es continuo.

Algunas propiedades de homomorfismos de lazos topologicos:

Proposicion 1.12. Sea f: Ly — Ly un homomorfismo de lazos topoldgicos.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. f es continua
2. [ es continua en cada punto x de Lq;
3. f es continua en e;.

Recordemos que para un espacio topologico X, una familia de filtros U (x),
x € X es una coleccion de filtros de vecindarios con respecto a una topologia si
y solo si para cada x € X y cada U € U(zx) existe un V e U(xz) con V C U
y U € U(v) para todo v € V. Se deduce de la definicion que si T es un
homeomorfismo de X, entonces

T(U(x)) = {T(U) : U € U(x)} = U(T ().

Proposicion 1.13. Sea L un lazo topoldgico y U = U(e), un filtro de vecin-
darios de la identidad. Entonces U satisface las siguientes condiciones

1. Para cada U € U existe un Vel con VV, VXV yV /V CU;
2. para todo x € L, U(x) =Ux = 2U.

Observacion 1.14. Para nuestro estudio sobre el lazo topologico L tendremos
la hipdtesis general de que L es Hausdorff, compacto y conexo por caminos.
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2 Lazo cubriente

A continuacién se estudiaran algunas propiedades de espacios cubrientes
para lazos topologicos probadas por Hofmann, K. H. en [1].

La primera propiedad es el levantamiento de la estructura del espacio
base al espacio cubriente: si el espacio base es un magma (cuasigrupo, lazo o
grupo) su espacio cubriente es también un magma (cuasigrupo, lazo o grupo).

Teorema 2.1. Sea G una estructura topologica - algebraica con multiplicacion
continua - : G x G — G, (z,y) — zy. Si G es conexo, localmente conezxo y
localmente simplemente conexo entonces el espacio topoldogico (é,p) puede ser
dotado de una operacion continua + : G x G — G, (i,@l»—> T+7yypesun

homomorfismo. Ademds, si G tiene elemento neutro e, G tiene un elemento
neutro en p~'(e).

Corolario 2.2. Sean L un lazo topoldgico y Q) un espacio topoldgico. Sea
Q 25 L un espacio cubriente de L. Asuma que Q es conexo y localmente
conexo por caminos, entonces () es un lazo topologico y p es un epimorfismo
de lazos.

Corolario 2.3. Sea G un grupo topoldgico y asuma que el espacio subyacente
de G admite un cubriente universal p : G — G. Entonces, para cada é € p~*(e)
existe una unica estructura de grupo sobre G con & como elemento identidad Y
tal que p es un epimorfismo de grupos.

El siguiente resultado es analogo a la teoria de espacios cubrientes, donde
se da la relacion del grupo de Poincaré del espacio y la fibra de la aplicaciéon
cubriente sobre el punto base.

Proposiciéon 2.4. Sea (Z,p, €) el lazo cubriente universal del lazo topoldgico
L. El grupo de Poincaré de L es isomorfo a H = p~'(e).

Demostracion. Sea a € H. Las traslaciones Lz vy R; son homeomorfismos de L
que ademas satisfacen po Rz = po Lz = p, es decir, ambas son levantamientos
de la aplicacion p : L — Ly por tanto son iguales. Se tiene que L; = R;, para
todo a € H.
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Por otra parte, sea T un homeomorfismo del grupo de Poincaré y sean Z
y ¢ elementos de L tales que T'(Z) = g. Dado que L es un lazo, existen tunicos
a'y a" € L tales que:

i
R

=
+
I
<
<
+
IS
I
<

Se tiene que

p(@+a) = p(@)p(a) = p(§) = p(T(7)) =p(&), ¥
pla” +7) = p(a”)p(®) =p(@) = p(T(7)) = p(T).

De lo anterior se deduce que @’ y a” pertenecen a H. Ademés, R; y L,
elementos del grupo de Poincaré, ambas son iguales a T'.

Evaluando en ¢ a T', R y L, se obtiene que a' = a”. Por tanto, para
cada elemento T en el grupo de Poincaré existe un tnico ar € H, tal que

RaT - LaT - T
Ahora, sean a, b € H. Existe un tnico ¢ € H tal que ;o Rz = Rg,
evaluando en € se tiene:
R:(é) =¢ = RyRa(é)
Definimos la aplicacion W : H— I', a — R;. ¥ es un homomorfismo
de grupos ya que:

\IJ(EH—b) = Rfl-i—l;

= Ra O RB

= W(a)o W(b)
Dado que para todo T" € I existe un tnico ar € H tal que T' = R;,, el
homomorfismo ¥ es un isomorfismo. ]
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Observacion 2.5. El papel de J7] para_el resto del trabajo es muy importante,
H es un subgrupo central discreto de L ([1, Proposiciones 1.2 y 5.12]), esto
es otra forma de deducir que el grupo fundamental de un lazo topoldgico es
abeliano. Este hecho junto con el siguiente teorema y los subgrupos de H nos

permitird construir lo que mds adelante definiremos como el lazo solenoidal.

Teorema 2.6. Sea L un lazo topologico, conexo y localmente conexo. Sea H un
subgrupo normal discreto de L. Sea by el homomorfismo asociado con H como
nicleo. Entonces (L,b) es un lazo cubriente para L/H. Si L es simplemente
conezo, (L,h) es el lazo cubriente universal de L/H y H es isomorfo al grupo
de Poincaré de L/H.

Demostracion. Notese que b es continua ya que en L/H estamos tomando la
topologia cociente. Ademés, al ser H normal, H esta contenido en el centro
de L (|1, Proposicion 5.12|).

Ahora, sea ' € L/H, entonces 2’ = xH con x € L. Al ser H discreto, el
conjunto xH es también discreto.

Sea U € U(e) elegido tal que (UNU) N H = {e}, esto implica que
UNH = {e} ya que de lo contrario si a € U N H, a # e, entonces de la
igualdad ea = a se deduce que a € UNU y (UNU) N H # {e}. Se tiene que
U' = h(U) es homeomorfo a U ya que si para x,y € U si h(x) = h(y) implica
quez =yt cont € H, porloquete (UNU)NH ={e}yz=uy.

Sean x; y xo puntos distintos en zH, x, = xh, con h, € H para
n = 1,2. Probaremos que Uzxz; N Uz, = (). Por contradiccion, supongamos que
Uz NUxy # (. Como H esté contenido en el centro de L se tiene

U(xzhy) NU(zhy) = (Uz)hy N (Ux)hy # 0,
o equivalentemente,
Ux N (Uzx)hs =Ux N (Uhs)x # 0,
donde hs = hyhi' € H. Es decir, existe a,b € U tales que ax = (bhs)z,

simplificando a = bhg, entonces hy € (UNU) N H = {e}. Esto tltimo implica
que hy = hs.
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Entonces, para xH € L/H existe el abierto V = U U'h(x;) y tal que
r,€xH
h~'(V) = U Uzx; y b es un homomorfismo cubriente. O

Propiedades de lavantamiento y cubrientes de lazos

A continuacién enunciaremos y demostraremos propiedades de levanta-
miento que también se verifican para lazos topoldgicos que seran de utilidad
para las siguientes secciones.

Dado (L, e, ) un lazo topolégico con operacion continua - : L X L — L.
La operacién - induce una operaciéon sobre las clases de homotopia de lazos
basados en e:
o :m(L,e) xm(L,e) — m(L,e)

([l [ral) = [ -l

donde 7 - 9 es el lazo definido por (71 - 72)(t) := Y1 (t) - 12(t), para 0 < ¢ < 1.
La operacion esta bien definida, en efecto, si y1 ~p 7] v 72 ~¢ 74 entonces
Y12 ~u Yy v, donde H(z,t) = F(x,t) - G(x,t). Ademas, con esta operacion
las clases de homotopia de lazos basados en e tiene estructura de lazo.

Esta observacion nos permite demostrar la primera propiedad de levanta-
miento de homomorfismos de lazos:

Proposicion 2.7 (Levantamiento de homomorfismos de lazos). Sean
L, L lazos topolégicos y Q - L un lazo cubriente para L. Si f : (L',e') —
(L,e) es un homomorfismo de lazos, entonces existe un unico homomorfismo
f de levantamiento si y solo si:

fu(m(L'€') C pu(m(Q,€)).

Corolario 2.8. i (Z,p) es el lazo cubriente universal para el lazo topoldgico
Ly (Q,q) es un lazo cubriente para L, entonces existe un homomorfismo de
lazos topologicos B

p:L—Q,

tal que (Z,ﬁ) es un lazo cubriente para el lazo topologico Q.
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Demostracion. Como L es el lazo cubriente universal, se tiene m(L,é) = 0.
En el diagrama:

e

desde que p, (wl(Z, €)) =0 € q.(m(Q, ")), por la Proposiciéon 2.7 tenemos que

L

existe un tnico homomorfismo de lazos p : (L,é) — (Q,€') tal que gop=p
y por tanto p es un homomorfismo cubriente de lazos y (L,p) es un lazo
cubriente para Q). O

Proposicion 2.9. Sean (Q1,p1) y (Q2,p2) lazos cubrientes para el lazo to-
poldgico (L, e). Todo homomorfismo cubriente h de (Q1,p1) a (Q2,p2) €s un
homomorfismo de lazos topologicos.

Demostracion. Si h es un homomorfismo cubriente de (Q1,p1) a (Q2,p2) ,
entonces (@1, h) es un espacio cubriente para ()2 de donde se sigue que h es
un homomorfismo de lazos. O

Construccion de torres de lazos cubrientes

Los siguientes resultados son clasicos en la teoria de espacios cubrientes.
Probaremos que también se cumplen cuando el cubriente tiene estructura de
lazo topologico.

Proposiciéon 2.10. Sea (z,p) el lazo cubriente universal del lazo topologico
(L,e). Si K es subgrupo de H = pL(e), entonces el lazo cociente L/K es un
lazo cubriente de L. Ademds, todo lazo cubriente de L es isomorfo al lazo
cociente L/K con K un subgrupo de H.

Demostracion. Si K es subgrupo de H =~ 7r1(L e), entonces K es un subgrupo
central discreto de L y por el Teorema 2.6, (L hi) es un lazo cubriente de L/ K
y m(L/K,K) = K. Ahora, definimos px : L/K — L, por px(ZK) = p(&).
La aplicacion px esta bien definida, en efecto, si K = yK entonces T = yk
con k € K por lo que p(z) = p(g)p(k) = p(7). La sobreyectividad de px se
deduce de la sobreyectividad de p. Ademas, se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:
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L/K P

S

L

Que px sea una aplicacion cubriente se deduce del hecho que p y hg lo
son y que hy es abierta. Por tanto, (L/K,pk) es un lazo cubriente de L.

Sea (@, ¢) un lazo cubriente para L. Tomamos K = ¢.(m(Q, €¢’)), entonces
(@, q) es isomorfo a (L/K, pk) ya que ¢.(m(Q,¢)) = K = px, (m(L/K, K)).

L/K

\/

Para cada lazo cubriente (L/K,px) podemos establecer un resultado
similar a la Proposiciéon 2.4:

O

Proposicion 2.11. Sea K un subgrupo central discreto de H y (L/K,pk) el
respectio lazo cubriente. Sea 'k el grupo de transformaciones cubrientes de
pi : L/K — L entonces 'k = H/K

Demostracién. Sea aK € H /K, las traslaciones Lk v Rax son homeomorfis-
mos de L/K. Notese que pg o Lk = px = Rak o px, en efecto

pr o Lax (3K) = pi(aik) pr o Rax(3K) = pr(iaK)
p(at) = p(za)

= pla)p(z) = p(@)p(a)
= p(7) = p(@)

= pg(TK) = pk(ZK)
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Ambas, Lix v Rzx, son levantamientos de px y por la unicidad de este
se tiene Lz = R;k, para todo aK € L/K.

Ahora, sea 0 € 'y y ZK, 7K elementos de Z/K tales que 0(ZK) = gK.
Luego, pr(§K) = pr(0(ZK)) = pr(TK) = p(Z).

Por ser Z/K un lazo existen tnicos aK y @' K en E/K tales que
(@K)@K) = gK v (@K)@EK) = K.

Se sigue que pg(TK - aK) = pg(TaK) = pr(gK), de donde se deduce
que
p(@)p(a) = p(2).
Asi, a € 7] por lo que aK € ﬁ/K De manera similar se prueba que @' K €
H/K. Como L;x y Rak son elementos de I' iy y ademaés satisfacen Rzx (TK) =
GK ¥ Luk(#K) = K.
0= Rax = Lak.
Evaluando en éK a o, se deduce que aK = @' K. Por tanto, para cada
o € 'k existe un unico aK € H/K tal que 0 = Lk

Definimos la aplicacion ¢ : ﬁ/K — ', aK —— Lzi. Desde que
Lig o Ly = Ly, para todo alk, VK € I’L\IJ/K7 ¢x es un homomorfismo
de grupos. Y dado que para todo o € 'k existe un tnico aK € ﬁ/K con
o = Lk, se concluye que ¢ es un isomorfismo de grupos. O

Bajo la hipotesis general dada en la Observacion 2.5 y las hipotesis del
Teorema 2.1, m1(L, €) es un grupo abeliano finitamente generado (ver |2, Lema

10.1.9 (b)]) y por consecuencia H es también un grupo abeliano finitamente

generado. Entonces todo subgrupo K de H es también finitamente generado.
Ademas, H / K es finito si y so6lo si 2] y K son de igual rango.

Proposicion 2.12. Sea K subgrupo central discreto de H= p~i(e) y px :
L/K — L. Se tiene que:

1. ﬁ/K es finito si y solo si el rango de K es igual al rango de H.

2. pt(e) = H/K.
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Bajo la hipotesis general dada en la Observacion 2.5 y las hipotesis del
Teorema 2.1, m1(L, €) es un grupo abeliano finitamente generado (ver |2, Lema

10.1.9 (b)]) y por consecuencia H es también un grupo abeliano finitamente

generado. Entonces todo subgrupo K de H es también finitamente generado.
Ademaés, H/K es finito si y solo si H y K son de igual rango.

Proposicion 2.13. Sea K subgrupo central discreto de H= p~i(e) y px :
L/K — L. Se tiene que:

1. ﬁ/K es finito si y solo si el rango de K es igual al rango de H.

2. pt(e) = H/K.

3 Completaciones profinitas

Sea (L, p) el lazo cubriente universal del lazo topologico L, H=p Lle) v
I" el grupo de transformaciones cubrientes de p : L— L. Recordemos que H
es un grupo central discreto de L esto es, todos los elementos de H conmutan
y asocian con todos los elementos de L. Ademas, por la Proposicion 2.4 H~T
y por tanto H = m(L,e). Sobre el conjunto S de los subgrupos centrales
discretos de H y de igual rango que H , definimos la relacion H < K si y sblo
si K C H. Resulta que (S, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Ademas,
suponemos que [\ y.s H = {€}.

La completacién profinita del grupo fundamental

Como H es un subgrupo abeliano de E, H esun grupo topologico abeliano
con la topologia subespacio. También, para H subgrupo de H, H/H es un
grupo topologico abeliano respecto a la topologia cociente. Ademas, H /H es
compacto por ser finito. Finalmente, desde que los grupos cocientes 2] /H son
finitos, podemos dotar a cada 7] /H con la topologia discreta. En resumen,

los grupos H /H son grupos topologicos abelianos, totalmente disconexos y
compactos.
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Para H K € S, con H < K, definimos la aplicacion vyg : ﬁ/K —
H/H, K — &H. Claramente las aplicaciones vy son homomorfismos de
grupos. Ademas, si H < K < J tenemos el siguiente diagrama conmutativo

H/J

H/K H/H

VHK

Se tiene que {ﬁ /K;vpK} es un sistema proyectivo de grupos abelianos com-
pactos.

De acuerdo con [4, Proposicion 1.1.4], sea Cgz = []cs ﬁ/H entonces
(H, k) es el limite proyectivo de { H /K ; vy } con H :== {c € Czlvugmk(c) =
mr(c)}, donde g es la proyeccion C' — H/H,y vy = mg|g.

A continuacién se enuncian algunas de las propiedades topologicas de o.

Proposicion 3.1. Sea vy : - ﬁ/H la respectiva proyeccion para cada
H € 8. Los conjuntos vy (Vyr), con Vi abierto de H/H, forman una subbase
para la topologia de H.

~

Proposicién 3.2. i(H) es denso en o.

Teorema 3.3. H un grupo topologico compacto, perfecto y totalmente disco-
newo.

La completacién profinita de I'

Sea K € S, para la aplicacion cubriente pg : L /K — L denotamos por
['x su grupo de transformaciones cubriente, es decir:

I'x ={o:L/K — L/K, homeomorfismo |pxo = px}.

Por la Proposicion 2.11 el grupo 'k es isomorfo a J2] /K. Denotamos por
Qrx = H/K y sea ¢k el isomorfismo de Qk sobre el grupo de transformacion
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I'k.

Recordemos que I'k es subgrupo del grupo de homeomorfismos de L /K,
el cual es un grupo topoldgico con la topologia compacto abierta. Por tanto
'k es un grupo topolégico. Pero ademés, 'k es abeliano y finito asi que 'k
es compacto. Podemos considerar en cada ['x la topologia discreta.

Ahora, para H < K, definimos la aplicacion ugg : I'x — 'y tal que el
siguiente diagrama conmuta:

HHK
'py<———1I%,

o PK

Qu VHEK Qx
esto es, OyVpK = UK PK -

Notese que si 0 € ['k, existe un tinico aK € ﬁ/K tal que 0 = Lzi. De
la conmutatividad del diagrama se deduce que para todo H, K con H < K :

pur(o) = par(Lak)
orvard ' (Lax)
= Lag.

Por lo que UK - FK — FH, LELK — LaH.

Para H < K < J se tiene el diagrama conmutativo

'k —>
Ast, {T'y, prk }res es un sistema proyectivo. Escribimos [ = @{FH, UHEK fHES-
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Denotando por Cr = H 'y se tiene que r = {c € Cilpuukmr(c) =
Hes
7 (c)}, donde my es la proyeccion Cr — I'y, v pg = mhlp.

Analoga a la Proposicién 3.1 tenemos la siguiente proposicion:

Proposicion 3.4. Los conjuntos jiz; ( ) con He S y Wy abierto de T'y
forman una base para la topologia de L.

En el diagrama

MHK
Ty Ty

oH PK

Qu <~ Uk

las aplicaciones ¢ son isomorfismos, estos inducen un isomorfismo de
limites proyectivos ¢ : H — T. Del hecho que los limites o y [ sean isomorfos
T cumple las mismas propiedades demostradas anteriormente para .

4 FEl lazo solenoidal universal

En esta seccion haremos la construccion de los dos objetos importantes de
este trabajo: el lazo solenoidal universal y el grupo multiplicativo solenoidal.
Cabe recalcar que a pesar de no tener asociatividad en general éstas construc-
ciones son posibles por el hecho que H es un subgrupo central discreto de L.
Ademés, la relacion entre los grupos multiplicativos de cada lazo subcubriente
de L y los grupos subcubrientes de G = LMultL nos permite deducir la
relacion entre los dos objetos universales construidos.

El lazo solenoidal universal £

Sean H y K en S tal que H < K. Como H y K son subgrupos centrales
discretos de H, L /Hy L /K son lazos cubrientes para L. Definimos la aplicacion
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pux : L/K — L/H tal que el siguiente diagrama conmuta (existe y es tnica
por la propiedad de levantamiento de funciones).

L/K—" . T/H,

es decir px = pgopuk. Por la unicidad de pgg se deduce que pyx(ZK) = TH,
para todo TK € L/K.

Para H < K < J, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

L/J

L/K K L/H

En efecto, los homomorfismos py s, puk , pry satisfacen por definiciéon

PJj = DPHODHJ (1)
Pk = PHOPHK (2)
PJ = DPKODPKJ- (3)

Sustituyendo (2) en (3): p; = (pm © Pur) © Prs = pr © (PHK © PKJ), COMPa-
rando este tltimo resultado con (1) y por la unicidad de py; se deduce que

PHJ = PHK ©PKJ-

Por tanto, {Z/H, PHK }Hes €s un sistema proyectivo. Ahora, sea C' =
[Ies L/H.
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Definicion 4.1. Definimos el lazo solenoidal como

L =lMm{L/H, pug}tues = {c € Clpuxmr(c) = mu(c) para todo H < K7},
F

donde my es la proyeccion C' — Z/H

La topologia en C es la topologia producto, sus abiertos son uniones de
elementos de la forma

WIZT}l (UH11> N 71332 (UHQ) M---n 71-1}1171 (UHzn)7
con H;, € §. La topologia de L es la topologia de subespacio. Para cada
H € S denotamos por py : L — L/H a la proyeccion canonica.

Proposicién 4.2. Los conjuntos py; (Uy), con Uy abierto de L/H, forman
una subbase para la topologia de L.

Demostracion. Sea (ryH)ges € W, debemos encontrar un abierto Uy de
L/K tal que (v H)pes € pi(Uk) y pit(U) CW.

Sea m tal que H,, > H; ,H,,, ..., H;, . Dado que las aplicaciones PHi Hy,

son continuas, py;’ 5 (UHij) es abierto de E/Hm Ademés, vy, H,, € iy 5 (UHZ-J.)
Z]' m ’LJ‘ m
ya que

= m, ((ruH)) € Un,
= xHinij
paraj =1,...,n.

Definimos U := ﬂp[_{; Hm(UHij)7 U contiene a xy,, Hy, por lo que pj;' (U)
j=1
es una vecindad abierta de (zgH)pes en L.

Si (ygH)pes € pl};(U) entonces yp, H,, € U, por lo que yy, H; =
PH, H (Y, Hi) para r=1,...,n. Asi, pit (U) C W. O
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Teorema 4.3. L es un lazo topoldgico.

Demostracion. Sean (xgH), (ygH) € L. Definimos la operacion en £ compo-
nente a componente, esto es, (rgH) * (yyH) = (xgypH). L es cerrado bajo
esta operacion ya que:

pakTk((rryaH)) = pax(TryxK)
pak(rx Ky K)
Pk (T K)pak (yx K)
= wyHyyH

rpynH

= 7mu((znynH))

Ahora, mostraremos que m : LXL — L, ((zgH), (ygH)) — (xpyuH)
es continua. N _
Sea py' (Uy) un abierto basico de £ con Uy abierto de L/H. Desde que L/H
es un lazo topologico existen abiertos {Vj }aca, {W§ }aca tales que

my' (Un) = J Vi x Wi,

~ donde my es la multiplicacién continua del lazo L/H, my : L/H x
L/H — L/H. Ahora, definimos

Ve = pgt(V),
wWe = p(W5).

Luego, m~(p5 (Uy)) = JV*x W, En efecto, sea ((xy H), (yyH)) € |JV*x
W porlo que ((xgH), (ygH)) € V* x W2, para algin o € A. Se tiene que:

pu(m((zuH),(ynH))) = mu(pu((xuH)), pu((ynH)))
= my(zgH,ygH) € Uy

Por tanto, la operaciéon m es continua. De manera similar, las operaciones

S LX L — Ly :LxL— L son continuas. ]
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Seai: L — C, & rs (ZH)pes inducida por la proyeccion L — Z/H en
cada componente. Se tiene que i(L) C L, en efecto, para & € L se tiene

pakT((TH)pes) = par(TK)
= zH
7 ((TH)mes)

Denotamos ¢ : L — L, la aplicacion inducida por ¢. El homomorfismo ¢ es
continua desde que la composicion pgy o ¢ es una proyeccion, y por tanto
continua, y py es también continua.

Verifiquemos que ¢ es inyectiva. Si & € ker: entonces & € H para todo
H e S. Porloque 7 € ﬂ H = {¢}. Por lo tanto keri = {¢}.
HES

Finalmente, si H € S entonces pg(i(L)) = L/H, y por lo tanto para
cualquier abierto Uy de L/H

pr(i(L)) N U # 0.

Por lo tanto 7(L) N p3 (Ux) # 0. Se ha probado que:

Proposicion 4.4. i(L) es densa en L.
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