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Presentacion

Las «International Conferences on Mathematics and its Applications
(CIMA)» han sido una tradicién consolidada durante 21 anos, celebrando-
se anualmente con gran éxito. En este evento, la Academia de Mateméticas
de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas (FCFM) de la Benemérita
Universidad Auténoma de Puebla (BUAP) ha colaborado activamente como
organizadora, junto con sus estudiantes, para crear un espacio de intercambio
académico y divulgacion de conocimiento.

La participacion de destacados matemaéticos a nivel internacional ha sido
una constante en estas conferencias, lo que ha permitido enriquecer el debate
y la discusion en torno a temas relevantes en el campo de las mateméticas. La
presente edicion del libro que tienen en sus manos es un reflejo de este esfuerzo
colectivo y representa un logro significativo en la difusiéon del conocimiento
matematico.

La publicacion de este libro es el resultado del trabajo arduo y la ge-
nerosidad de muchos matematicos que contribuyeron al Eleventh Internatio-
nal Conference on Mathematics and its Applications (11CIMA, 2024). Este
evento ha contado con la participaciéon de destacadas figuras de diversas uni-
versidades, tanto nacionales como extranjeras, quienes han compartido sus
investigaciones y experiencias en el desarrollo del 11CIMA y en la documen-
tacion escrita que se presenta en este libro.

Los capitulos de este libro estan organizados en secciones tematicas, y
cada uno de ellos ha pasado por un riguroso proceso de arbitraje. Quere-
mos expresar nuestro mas sincero agradecimiento a todos los arbitros por su
amabilidad, dedicaciéon y labor cientifica, que han sido fundamentales para
garantizar la calidad de los contenidos.

Asimismo, deseamos agradecer profundamente a Felipe de Jests Aguilar
Romero y a Leonardo Ramirez Aparicio por su invaluable apoyo en la edicion



de esta obra, asi como a Kevin Aguila Méndez por su asistencia técnica. Su
contribucién ha sido esencial para hacer posible esta publicacién de la obra
28.

Esperamos que este libro sea de utilidad y consulta para la comunidad
académica y para todos aquellos interesados en el campo de las matematicas.

Fernando Macias Romero
David Herrera Carrasco
Editores
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Capitulo 1

Teoria de juegos conductuales

Angel Yahel Lopez Martinez, Ivan Martinez Ruiz
FCFM, BUAP

Resumen

La teoria de juegos conductuales surge del estudio de las desviaciones
sistemaéticas en el comportamiento humano con respecto a la conducta
racional u O6ptima prevista por la teoria clasica. El propoésito de este
capitulo es presentar las ideas principales de esta teoria y mostrar coémo
puede emplearse en un experimento para comprobar la capacidad de la
Inteligencia Artificial (IA) para simular el comportamiento estratégico
humano.

1 Introduccion

Teoria de juegos

La Teoria de juegos conductuales es una extension de la Teoria de jue-
gos, un marco matemético que analiza situaciones estratégicas en las que los
participantes toman decisiones que influyen en los resultados de todos los
involucrados.

La teoria clasica se desarrolla a partir del concepto de homo economi-
cus, un agente hipotético que actia de manera perfectamente racional y esta
motivado por el beneficio propio. Dentro de este enfoque se consideran los
siguientes elementos:

e Jugadores: las entidades que toman decisiones.
e Estrategias: los cursos de accion disponibles para cada jugador.

e Pagos: los resultados obtenidos por cada jugador, determinados segiin
la combinacién de estrategias elegidas.

http://www.fcfm.buap.mx/cima/publicaciones/ 5



6 Angel Yahel Lopez Martinez, Ivan Martinez Ruiz

De esta forma, mediante modelos matematicos, se busca identificar decisio-
nes Optimas, considerando que las acciones de cada jugador afectan a los
demés.

Sea un juego G = (N,{S;}ien, {titien), donde N = {1,...,n} es el
conjunto de jugadores; S; es el conjunto de estrategias de ; y u; : Sp X -+ X
S, — R su funcién de utilidad. La estrategia del jugador ¢ se denota como
s; € S;. Un perfil de estrategias se denota como s = (s1,82,...,8,), ¥ S_; €s
el perfil de estrategias de todos excepto i. La utilidad del jugador ¢ al jugar
s; frente a s_; es u;(s;, 5_;).

Definicion 1.1 (Dominancia). La estrategia s} es una estrategia domi-
nante si es estrictamente la mejor respuesta a cualquier estrategia factible
que los demds puedan utilizar:

Para toda s_;

wi(si, s_;) > ui(si,s_;) para toda s, # s;.
La estrategia s, es estrictamente dominada si existe s! € S; tal que
wi(s,s_;) > wi(sh,s_;) para toda s_;.
La estrategia s, es débilmente dominada si existe s € S; tal que

wi(s!, ;) > ui(s,s—;) para toda s_;,

wi(s),s—;) > wi(s},s—;) para al menos una s_;.
Definicion 1.2 (Equilibrio de Nash). FEl perfil de estrategias s* = (s}, s*;)
es un Equilibrio de Nash (EN) si la estrategia de cada jugador es la me-

jor respuesta a las estrategias de los demds. Es decir, ningin jugador tiene
incentivos para desviarse si ningun otro jugador lo hace:

u; (s7,8%;) > u; (sh,8%;)  para toda s € S;.

Obsérvese que, st un perfil de estrategias es un equilibrio de dominancia ite-
rada (estricta), entonces se trata de un EN. Esto no aplica a los equilibrios
creados por la aplicacion iterada de la dominancia débil.

Teorema 1.3 (Existencia de Equilibrio de Nash). Sea
G = (N, {Sitien, {uitien)

un juego estratégico finito en forma normal.
Entonces el juego G posee al menos un equilibrio de Nash.

Matemdticas y sus aplicaciones 28, Capitulo 1, paginas 5-24



Teoria de juegos conductuales 7

Comentario. El resultado anterior, demostrado por Nash (1950), garantiza
la existencia de al menos un equilibrio cuando el conjunto de estrategias
se extiende para permitir combinaciones probabilisticas de estrategias puras
(estrategias mixtas). La demostracion original emplea argumentos de punto
fijo, ya sea mediante el teorema de Brouwer o, en una formulacién mas general,
el teorema de Kakutani. En el presente trabajo, sin embargo, el analisis se
restringe a estrategias puras, por lo que el teorema se cita inicamente como
un resultado de existencia general, sin desarrollar su construccion ni utilizar
estrategias mixtas.

Observacion 1.4. El teorema anterior garantiza la existencia matemdtica
del equilibrio, pero no asequra que dicho equilibrio describa adecuadamente el
comportamiento observado en experimentos reales, lo que motiva el desarrollo
de la Teoria de juegos conductuales.

Ejemplo 1.5 (Dilema del Prisionero). Consideremos un juego estratégico
de dos jugadores, denotados por 1 y 2. Cada jugador i tiene el conjunto de
estrategias S; = {C, D}, donde C representa cooperar y D representa no
cooperar. La matriz de pagos en estrategias puras es:

S9 = C S9 = D
si=C | (71,7 | (=3,10)
sp =D (107 _3) (07 0)

En cada celda, el primer valor corresponde a uy(s1,s2) y el seqgundo a
us(s1, S2).

Jugador 1:

U1<D,C) =10>7= ul(C, C),
u(D,D)=0> -3 =u(C,D).

Por lo tanto, D es estrictamente dominante para el jugador 1.
Jugador 2: de manera similar, comparando pagos por columna:

us(C, D) = =3 < 0 =wus(D, D),
us(D, C) = 10 > 7 = uy(C, O).

Por lo tanto, D es también estrictamente dominante para el jugador 2.

Matem&ticas y sus aplicaciones 28, Capitulo 1, paginas 5-24



8 Angel Yahel Lopez Martinez, Ivan Martinez Ruiz

Dado que D es estrictamente dominante para ambos, el perfil
(s1,83) = (D, D)

es un equilibrio de Nash en estrategias puras (Def. 1.2). Esta es la respuesta
clasica. La Teoria de juegos conductuales estudia las desviaciones empiricas
respecto a esta prediccion.

Economia del Comportamiento

En experimentos con participantes reales, se ha observado que los resul-
tados y las decisiones tomadas presentan desviaciones sisteméticas respecto
a las predicciones de la teoria clasica, que asume elecciones completamente
racionales.

Con este hallazgo surge la necesidad de ampliar el marco teérico para
comprender tales desviaciones y construir modelos que representen de manera
més adecuada el comportamiento observado en la préactica. La Economia del
Comportamiento nace precisamente como una critica a la vision tradicional
de la Economia basada en agentes perfectamente racionales. Integra aportes
de la psicologia que explican conductas especificas de las personas e incorpora
variables sociales, cognitivas y contextuales que influyen en el comportamiento
colectivo.

2 Teoria de juegos conductuales

La Teoria de juegos conductuales surge en la interseccion entre la Teoria
de Juegos y la Economia del Comportamiento. Su objetivo es analizar co-
mo los individuos toman decisiones estratégicas en la practica, incorporando
sesgos cognitivos, preferencias sociales y limitaciones en la capacidad de ra-
zonamiento, que no estan presentes en los modelos clasicos de racionalidad
perfecta.

Entre los elementos centrales que caracterizan este enfoque se encuentran:

e Racionalidad limitada: los individuos poseen capacidades cognitivas
y de calculo finitas.

e Factores sociales: consideraciones de equidad, reciprocidad, coopera-
cion y aversion a la desigualdad.

Matemdticas y sus aplicaciones 28, Capitulo 1, paginas 5-24



Teoria de juegos conductuales 9

e Sesgos sistematicos: patrones persistentes como la aversion a pérdi-
das, exceso de confianza y preferencia por recompensas inmediatas.

Estos elementos permiten explicar por qué, en numerosos experimen-
tos, el comportamiento observado se desvia de las predicciones basadas en
el Equilibrio de Nash. Los juegos como el Dilema del Prisionero ilustran que
las decisiones humanas no se reducen a la maximizacion estricta del beneficio
individual, sino que reflejan normas sociales, juicios y expectativas sobre el
comportamiento de otros. En este sentido, la Teoria de juegos conductuales
no reemplaza a la teoria clasica, sino que la complementa al ofrecer un marco
més realista para el analisis empirico.

Metodologia en la Teoria de juegos conductuales

La Teorfa de juegos conductuales es inherentemente empirica y requie-
re validacion experimental constante. Como senala Camerer, parafraseando
una célebre idea atribuida a Sherlock Holmes, “asi como no se pueden hacer
ladrillos sin arcilla, no se pueden realizar estudios sin datos” [1]. En conse-
cuencia, la metodologia tipica en esta disciplina sigue una estructura bien
definida, que ha sido adaptada recientemente para el estudio de sistemas de
inteligencia artificial en contextos estratégicos.

Diseno del experimento

El punto de partida suele ser un juego clasico de la Teoria de Juegos
—como el Dilema del Prisionero, el Juego del Ultimatum o el Juego del Dic-
tador— o bien una variacién disenada para capturar aspectos especificos del
comportamiento humano. El diseno experimental debe ser claro y comprensi-
ble para los participantes, y suficientemente controlado para aislar variables
relevantes, tales como los incentivos, el ntimero de jugadores, la secuencia de
interaccion y las condiciones de informacion.

En estudios recientes que incorporan modelos de lenguaje grande como
participantes artificiales, el disefio experimental se inspira en la logica del
Test de Turing. En lugar de evaluar si una maquina puede mantener una
conversacion indistinguible de la humana, se examina si su comportamiento
estratégico en juegos conductuales puede distinguirse estadisticamente del de
sujetos humanos. Para ello, los agentes artificales son expuestos a las mismas

Matem&ticas y sus aplicaciones 28, Capitulo 1, paginas 5-24



10 Angel Yahel Lopez Martinez, Ivan Martinez Ruiz

instrucciones y roles que los participantes humanos, y se les solicita que elijan
acciones dentro de los mismos marcos de decision.

Este enfoque permite evaluar no solo decisiones puntuales, sino también
la sensibilidad de los agentes artificiales al contexto, al encuadre del problema
y, en juegos repetidos, a la experiencia previa. No obstante, la complejidad del
diseno debe ajustarse al objetivo del estudio y al nivel de anéalisis pretendido.

En particular, para la implementacion del experimento se utilizé la bi-
blioteca openai de OpenAl para Python. Dada la naturaleza exploratoria del
estudio y con el fin de optimizar el uso de recursos computacionales, se opto
por emplear el modelo GPT-4o mini, descrito por sus desarrolladores como
un modelo de menor tamano y costo, disenado para hacer mas accesible el
uso de inteligencia artificial avanzada.

A pesar de su tamano reducido, GPT-40 mini presenta un desempeno
competitivo en tareas de razonamiento, especialmente en aquellas que involu-
cran procesamiento de texto y vision. En particular, alcanza una puntuacion
del 82.0% en la evaluacion MMLU, una evaluacion comparativa de razona-
miento e inteligencia textual, superando a otros modelos compactos como
Gemini Flash (77.9%) y Claude Haiku (73.8 %). Estas caracteristicas, junto
con su eficiencia computacional, motivaron su seleccién como el modelo méas
adecuado para un experimento de este tipo, en el que se prioriza la com-
paracion de patrones de decision sobre la maximizacion del rendimiento del
modelo.

Recoleccion de datos

La recoleccion de datos en Teoria de juegos conductuales puede realizarse
tanto en entornos de laboratorio —frecuentemente con estudiantes universi-
tarios— como en contextos mas amplios o plataformas digitales. En el caso
de experimentos con inteligencia artificial, los datos se obtienen a partir de
miltiples ejecuciones del mismo modelo bajo condiciones idénticas, lo que
permite construir distribuciones de comportamiento para un mismo agente
artificial.

Es importante senalar que, mientras que la variabilidad en los datos hu-
manos suele reflejar diferencias entre individuos, en el caso de la IA, la varia-
bilidad se genera dentro del mismo sistema, debido a mecanismos estocésticos
o a la sensibilidad a pequenas variaciones en el contexto o en el muestreo de
respuestas.

Matem&ticas y sus aplicaciones 28, Capitulo 1, paginas 5-24



Teoria de juegos conductuales 11

Para el experimento en particular, se trabajo con los datos de Hitoshi
Yamamoto y Akira Goto [6], quienes, a través de una plataforma digital,
encuestaron a un grupo de 396 personas a las que se les proporcioné un
incentivo real segin su desempeno en una repeticion de 20 rondas de un
juego del Dilema del Prisionero.

Para los datos de la simulacién nos basamos en el diseno de Nunzio Loré
y Babak Heydari[4]|. Se utiliz6 un programa propio, incluido en el anexo, y
también se aplic6 un juego de repeticiéon de 20 rondas, donde el niimero de
participantes estuvo limitado a 50 participantes artificiales debido al costo
computacional.

Analisis de resultados

El anélisis de resultados consiste en comparar las elecciones observadas
con las predicciones de la teoria clasica y con modelos conductuales alter-
nativos. En la literatura reciente, este anélisis suele apoyarse en una amplia
gama de herramientas estadisticas y econométricas, que incluyen comparacio-
nes de distribuciones completas, analisis de preferencias reveladas, medidas
de arrepentimiento, eficiencia de Pareto y modelos de eleccion discreta.

Sin embargo, el nivel de sofisticacién del analisis debe ser coherente con
el diseno experimental y el tamano de la muestra. En el presente trabajo,
el analisis se restringe deliberadamente a la comparacion de tasas agregadas
de cooperacion entre humanos e inteligencia artificial, utilizando la prueba
exacta de Fisher. Esta eleccion permite evaluar de manera clara y robusta
si las decisiones observadas difieren de forma estadisticamente significativa,
sin introducir modelos mas complejos que excedan el alcance exploratorio del
estudio.

3 Simulacién del Comportamiento Humano

Los modelos de lenguaje de gran escala (LLM), como GPT (OpenAl) y
LLaMa-2 (Meta), han recibido una atenciéon considerable debido a su capa-
cidad para realizar tareas que van mucho mas alla de la simple conversacion,
incluyendo el razonamiento matemaético, la generacion de texto complejo y
la resolucion de problemas estructurados. Estos avances han motivado la dis-
cusion sobre si dichos modelos podrian constituir un paso intermedio hacia

Matem&ticas y sus aplicaciones 28, Capitulo 1, paginas 5-24



12 Angel Yahel Lopez Martinez, Ivan Martinez Ruiz

la Inteligencia Artificial General (IAG). No obstante, también se ha sefialado
que estos sistemas presentan limitaciones importantes, particularmente en ta-
reas que requieren una comprension explicita de estructuras complejas, como
redes o dinamicas estratégicas prolongadas.

En el ambito de las ciencias sociales y del comportamiento, la investi-
gacion sobre LLMs se ha desarrollado principalmente en dos direcciones: por
un lado, estudios que exploran si estos modelos exhiben capacidades cogniti-
vas analogas a las humanas, como el razonamiento o la teoria de la mente; y
por otro, trabajos que evalian su desempeno comparandolo con el comporta-
miento humano en tareas especificas. En economia y teoria de juegos, ambos
enfoques convergen, ya que el interés no solo radica en el resultado final de
las decisiones, sino también en los patrones de comportamiento observables
en dilemas sociales.

En este contexto, se explora el uso de participantes artificiales como una
herramienta experimental para simular entornos estratégicos y comparar sus
decisiones con las de sujetos humanos. El objetivo no es atribuir capacidades
cognitivas humanas a la inteligencia artificial, sino evaluar empiricamente
si sus decisiones observables se asemejan, en un sentido estadistico, a las
decisiones humanas dentro de un entorno controlado.

Segun Flahavan 2|, la inteligencia artificial estd llamada a transformar
la forma en que estudiamos el comportamiento humano.

Definicién operacional de simulacién del
comportamiento humano

Dado el caracter exploratorio y universitario de este experimento, adop-
tamos una definicién operacional de simulacion del comportamiento humano
basada en la comparacion estadistica de decisiones observables. En particular,
nos centramos en la tasa agregada de cooperacion en el juego del dilema del
prisionero modificado.

Para ello, se construye una tabla de contingencia 2 x 2 a partir de las
frecuencias acumuladas de decisiones de cooperaciéon y no cooperacion para
humanos y agentes artificiales:

Cooperdé No cooperd

Humanos nNHC NN

IA nic nin

Matem&ticas y sus aplicaciones 28, Capitulo 1, paginas 5-24



Teoria de juegos conductuales 13

La hipotesis nula Hy establece que el tipo de agente (humano o artificial)
y la decisién tomada (cooperar o no cooperar) son independientes, es decir,
que ambos grupos presentan la misma probabilidad de cooperacion. Utilizan-
do la prueba exacta de Fisher, se calcula la probabilidad de observar una
tabla al menos tan extrema como la obtenida bajo la hipotesis nula.

Definimos que un conjunto de agentes artificiales simula el comporta-
miento humano en este experimento si no se rechaza la hipotesis nula al nivel
de significancia a:

p-valor > a.

Cuando p-valor < «, concluimos que las tasas de cooperacion difieren de ma-
nera estadisticamente significativa y, por lo tanto, que los agentes artificiales
no reproducen el patréon agregado de comportamiento humano observado.

Justificacién de la prueba exacta de Fisher

La eleccion de la prueba exacta de Fisher se justifica por varias carac-
teristicas del diseno experimental. En primer lugar, el nimero de agentes
artificiales es reducido (n = 50), y algunas frecuencias observadas pueden ser
pequenas, lo que invalida las aproximaciones asintoticas en las que se basa la
prueba x2. La prueba de Fisher, en cambio, calcula probabilidades exactas y
no requiere supuestos de normalidad ni tamanos muestrales grandes.

En segundo lugar, la variable analizada es categoérica binaria y el objetivo
es contrastar la independencia entre dos variables cualitativas: tipo de agente
y accion elegida. La prueba exacta de Fisher es particularmente adecuada
para este tipo de comparaciones.

Finalmente, dado el alcance exploratorio del trabajo, el uso de una prueba
estadistica conservadora y ampliamente aceptada permite obtener conclusio-
nes claras y robustas sin introducir modelos méas complejos que excedan el
proposito del estudio.

Teoria de la mente y su exclusiéon del experimento

La teoria de la mente (Theory of Mind, ToM) se refiere a la capacidad
de atribuir estados mentales —como creencias, intenciones o deseos— a otros
agentes y de utilizar dichas atribuciones para anticipar su comportamiento.
En humanos, esta capacidad desempena un papel fundamental en la interac-
cion social y en la toma de decisiones estratégicas.
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En inteligencia artificial, la ToM no se interpreta como la posesion real de
estados mentales, sino como una capacidad funcional para generar respues-
tas que aparentan tener en cuenta las creencias o intenciones de otros agen-
tes. Esstudios recientes han investigado esta cuestion evaluando si modelos de
lenguaje ajustan su comportamiento cuando se les proporciona informacién
explicita sobre estados mentales, creencias falsas o conocimiento privado de
otros jugadores.

No obstante, la evaluacion de capacidades de teoria de la mente en siste-
mas de TA requiere disenos experimentales especificos, en los que se manipule
de forma controlada la informacién sobre creencias e intenciones y se analice
la respuesta del modelo ante dichos cambios. En el presente trabajo no se in-
troducen este tipo de manipulaciones, ni se proporciona informaciéon explicita
sobre los estados mentales de los oponentes.

Por esta razon, este experimento no pretende evaluar las capacidades de
teoria de la mente en los agentes artificiales, aunque vale la pena mencionarlo.
Las diferencias o similitudes observadas en las tasas de cooperacion deben
interpretarse exclusivamente como comparaciones estadisticas de decisiones
observables en un entorno estratégico concreto y no como evidencia a favor o
en contra de la presencia de teoria de la mente en los modelos utilizados.

4 Un juego con participantes artificiales

En un estudio de Hitoshi Yamamoto (Rissho University, Tokyo) y Akira
Goto (Meiji University, Tokyo) se diseni6 una variacion del Dilema del Prisio-
nero ajustada al comportamiento humano [6]:

Cooperar | No cooperar | Retirarse
Cooperar (7,7) (—3,10) (3,3)
No cooperar | (10, —3) (0,0) (3,3)
Retirarse (3,3) (3,3) (3,3)

En el estudio original se jugaron 20 rondas con 394 participantes hu-
manos, alternando el orden de movimiento y notificando al oponente tras
cada decision; al finalizar la decision del segundo jugador, se notificaban las
ganancias de la ronda [6].
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Cooperacion a lo largo de 20 rondas: Yamamoto vs Simulacion 1A
1.0

~#- Experimento de Yamamoto
—&— Simulacién con IA

0.8

=4
o

indice de cooperacion

0.2

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 175 20.0

Ronda

Figura 1: Proporcién promedio de cooperaciéon en cada ronda del juego del
dilema del prisionero, comparando los datos del experimento de Yamamoto
(2014) con los resultados obtenidos en la simulacion con IA.

Inspirados por [6] y una guia experimental de Loré [4], replicamos el pro-
tocolo con participantes artificiales (50 agentes, por costo computacional)
en el Dilema del Prisionero modificado.

Resultados
En cada ronda r, la proporcién de cooperacion se define como
Necoop,r
Pr=—"",
n'l"

donde 7coop,» €8 €l nimero de observaciones que eligieron cooperacion y n, es
el total de observaciones validas en la ronda r.

Las barras de error representan el error estindar (SE) de la proporcion
de cooperacion por ronda, bajo el supuesto binomial:

La Figura 1 muestra que el grupo humano mantiene niveles de coopera-
cion relativamente estables entre rondas, mientras que la simulacién con TA
exhibe una mayor variabilidad.
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Para comparar las tasas totales de cooperaciéon entre humanos e inte-
ligencia artificial, se aplico la prueba exacta de Fisher sobre las frecuencias
acumuladas de las 20 rondas. La tabla 2 x 2 correspondiente fue:

Cooper6 No cooperd
Humanos 668 892
IA 169 321

El resultado arrojo un odds ratio(razén de probabilidades) de 1.422 y un
valor p = 0.00108 (dos colas). Dado que p < 0.05, se rechaza la hipotesis
nula de independencia entre las variables, concluyendo que las tasas globales
de cooperacion difieren significativamente entre ambos grupos. En promedio,
los participantes humanos presentaron una probabilidad de cooperacion 1.4
veces mayor que los agentes artificiales.

Conclusion

En este capitulo se presenta una introduccion a la Teoria de juegos con-
ductuales y se muestra como puede emplearse como marco experimental para
evaluar la capacidad de los sistemas de inteligencia artificial para reproducir
patrones observables de comportamiento humano en contextos estratégicos.
A partir de un juego clasico —el Dilema del Prisionero— y de datos expe-
rimentales previamente reportados en la literatura, se disené y ejecuté una
simulaciéon con participantes artificiales, basada en modelos de lenguaje de
gran escala.

Adoptando una definicién operacional y deliberadamente conservadora
de simulacién del comportamiento humano, el analisis se centré en la com-
paracion estadistica de decisiones observables, especificamente en las tasas
agregadas de cooperacion entre sujetos humanos y agentes artificiales. La uti-
lizacion de la prueba exacta de Fisher permiti6 evaluar de manera robusta
estas diferencias, sin recurrir a supuestos asintéticos ni a modelos estadisticos
més complejos, lo cual resulta adecuado dado el caracter del estudio.

Los resultados obtenidos indican que, aunque los agentes de inteligencia
artificial exhiben una mayor variabilidad ronda a ronda, sus patrones agre-
gados de cooperacion difieren de forma estadisticamente significativa de los
observados en participantes humanos. Este hallazgo sugiere que, al menos
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bajo el diseno experimental considerado, los modelos de lenguaje utilizados
no reproducen completamente el comportamiento estratégico humano en tér-
minos agregados, aun cuando puedan generar respuestas plausibles a nivel
individual.

Es importante subrayar que estas conclusiones no deben interpretarse
como evidencia a favor o en contra de capacidades cognitivas més profun-
das, como la teoria de la mente, ni como una evaluacién del progreso hacia
la inteligencia artificial general. El experimento se limita explicitamente a
la comparacién de decisiones observables dentro de un entorno estratégico
controlado.

Como lineas futuras de investigacion, resulta natural considerar dise-
nos experimentales mas complejos, que incluyan aprendizaje a lo largo de
repeticiones, interacciones estratégicas mas prolongadas o estructuras de re-
ciprocidad explicitas. Asimismo, el uso de distintos modelos de lenguaje y
la incorporaciéon de anélisis estadisticos adicionales podrian contribuir a una
comprension méas detallada del alcance y las limitaciones de los agentes arti-
ficiales como simuladores del comportamiento humano.

5 Anexo

1 import os

2 import json

3 import random

4 import time

5 from dataclasses import dataclass, field
6 from typing import List, Dict, Tuple

8 import pandas as pd

10 # s======s==========s=s======

u # CONFIGURACION DE ENTORNO

12 # =S====s===s==s==s====s==ss===

13 os.environ["OPENAI_API_KEY"] = "#Aqui se coloca la KEY API
— proporcionada por OpenAI#"

14

15 # SDK OpendI vl
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32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

# pip install openat
from openai import OpenAl

S —
# CONFIGURACIUN EXPERIMENTO
e —

N_PLAYERS = 50

ROUNDS = 20

ACTIONS = ["Cooperar", "Traicionar", "Retirarse"]

# Modelo recomendado
OPENAI_MODEL = os.getenv("OPENAI_MODEL", "gpt-4o-mini")

# Matriz de pagos

PAYOFF = {
("Cooperar", "Cooperar"): (7, 7),
("Cooperar", "Traicionar"): (-3, 10),
("Cooperar", "Retirarse"): (3, 3),
("Traicionar", "Cooperar"): (10, 3),
("Traicionar", "Traicionar"): (0, 0),
("Traicionar", "Retirarse"): (3, 3),

("Retirarse", "Cooperar"): (3, 3),
("Retirarse", "Traiciomar"): (3, 3),
("Retirarse", "Retirarse"): (3, 3),

@dataclass
class PlayerState:
player_id: int

public_history: List[str] = field(default_factory=1list)

strategy_note: str = ""
total_payoff: int = 0

@dataclass
class PairingResult:

Matem&ticas y sus aplicaciones 28, Capitulo 1, paginas 5-24



Teoria de juegos conductuales 19
55 round_idx: int
56 pair_idx: int
57 pl_id: int
58 p2_id: int
59 pl_action: str
60 p2_action: str
61 pl_payoff: int
62 p2_payoff: int
63
64
65 # ===============s=ss=s=====
66 # UTILIDADES
67 # =========================
6s def make_random_pairings(player_ids: List[int]) ->
— List[Tuple[int, int]l]:
69 shuffled = player_ids[:]
70 random. shuffle(shuffled)
71 return [(shuffled[i], shuffled[i + 1]) for i in range(O,
< len(shuffled), 2)]
72
73
72 def compute_payoffs(al: str, a2: str) -> Tuplelint, int]:
75 return PAYOFF[(al, a2)]
76
7
7s def to_json(obj):
79 return json.dumps(obj, ensure_ascii=False)
80
81
82 # B e e il
83 # PROMPTING A LA IA
84 # B el
85 SYSTEM_MSG = """Eres un simulador de participantes humanos en un

86

87

88

89

< Jjuego repetido del dilema del prisionero..."""
ROUND_INSTRUCTIONS = """Tarea de esta ronda:

- Para cada PAREJA, elige simultaneamente una accién para cada

— jugador. ..
nnn
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90
91
92 def build_round_user_prompt(round_idx: int, pairings:
— List[Tuplelint, int]], players: Dict[int, PlayerState]) ->
— str:
93 payoff_nested = {
04 al: {a2: [p1l, p2] for (aal, a2), (pl, p2) in
— PAYOFF.items() if aal == al}
95 for al in ACTIONS
96 }
97
98 payload = {
99 "round_idx": round_idx,
100 "actions": ACTIONS,
101 "payoff_matrix": payoff_nested,
102 "players_public_summaries": [
103 {
104 "player_id": pid,
105 "public_history": players[pid].public_history,
106 "strategy_note_prev": players[pid].strategy_note,
107 }
108 for pid in sorted(players.keys())
109 1,
110 "pairings": [
111 {"pair_idx": i, "pil_id": pl, "p2_id": p2}
112 for i, (pl, p2) in enumerate(pairings)
113 1,
114 "instructions": ROUND_INSTRUCTIONS,
115 }
116
117 return to_json(payload)
118
119
120 def call_openai_for_round(client: OpenAI, user_prompt_json: str)
« -> dict:

121

122

123

124

resp = client.chat.completions.create(
model=0PENAI_MODEL,
temperature=1.0,
response_format={"type": "json_object"},
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125

126

127
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129
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138
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142
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147

148

149

150

151

152

153

154

155

156

157

158

160

)

messages=[
{"role": "system", "content": SYSTEM_MSG},

{"role": "user", "content": user_prompt_json},

]’

return json.loads(resp.choices[0] .message.content)

def simulate():
if not os.getenv("OPENAI_API_KEY"):
raise RuntimeError("Falta OPENAI_API_KEY en el entorno.")

client = OpenAI()

players: Dict[int, PlayerState] = {i:

—

PlayerState(player_id=i) for i in range(N_PLAYERS)}

all_rows: List[PairingResult] = []
player_ids = list(players.keys())

for r in range(1, ROUNDS + 1):
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pairings = make_random_pairings(player_ids)

user_prompt = build_round_user_prompt(r, pairings,

— players)

for attempt in range(3):

try:
result = call_openai_for_round(client,
< user_prompt)
break

except Exception:
if attempt ==

raise

time.sleep(1.0)

pairs = result["pairs"]
strategy_notes = result["strategy_notes"]
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162

163
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167
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174

175

176

177

178

180

181

182

183

184

185

186

187

188

189

191

192

193

194

195

196

197

for entry in pairs:

notes_by_id = {x["player_id"]: x["strategy_note"][:200]

—

pl_id = entry["pl_id"]
p2_id = entry["p2_id"]

pl_action = entry["pl_action"]
p2_action

entry["p2_action"]

if r ==
pl_action = random.choice(ACTIONS)
p2_action = random.choice(ACTIONS)

payoffl, payoff2 = compute_payoffs(pl_action,
< p2_action)

all_rows.append(
PairingResult(

round_idx=r,
pair_idx=entry["pair_idx"],
pl_id=p1_id,
p2_id=p2_id,
pl_action=pl_action,
p2_action=p2_action,
pl_payoff=payoffl,
p2_payoff=payoff2,

players[pl_id] .public_history.append(pl_action)
players[p2_id] .public_history.append(p2_action)
players([pl_id] .total_payoff += payoffl
players([p2_id] .total_payoff += payoff2

for x in strategy_notes}

for pid, note in notes_by_id.items():

players[pid] .strategy_note = note

df _pairs = pd.DataFrame([vars(x) for x in all_rows])
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198 df _players = pd.DataFrame (
199 [
200 {
201 "player_id": p.player_id,
202 "total_payoff": p.total_payoff,
203 "rounds_played": len(p.public_history),
204 "final_strategy_note": p.strategy_note,
205 }
206 for p in players.values()
207 ]
208 )
209
210 out_file = "resultados_dilema_prisionero.xlsx"
211 with pd.ExcelWriter(out_file, engine="openpyxl") as writer:
212 df _pairs.to_excel(writer, index=False,
— sheet_name="Emparejamientos_y_Resultados")
213 df _players.to_excel(writer, index=False,

— sheet_name="Resumen_por_Jugador")

214

215 print (f"Archivo Excel generado: {out_filel}")
216

217

218 1f __name__ == "__main__":

219 random.seed (1234)

220 simulate ()

Cuadro 1: Codigo utilizado para la simulacion del experimento presentado.
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Capitulo 2

Una introduccién a la teoria de juegos y sus
aplicaciones

Adriana Gonzalez Quiroz, Rei Israel Ortega Gutiérrez,
Hugo Adan Cruz Suarez
FCFM, BUAP

Resumen

El presente capitulo introduce los conceptos fundamentales de la teoria de
juegos mediante el estudio de juegos estéticos y dindmicos, el equilibrio
de Nash y la induccion hacia atras. Asimismo, se analiza el dilema del
prisionero en sus versiones clasica e iterada, y finalmente se presenta una
aplicacién relacionada con la competencia entre Coca-Cola y Pepsi para
ejemplificar coémo la teoria de juegos puede utilizarse en problemas reales
de interaccién estratégica.

1 Introduccion

En este capitulo se presenta una introducciéon a la teoria de juegos me-
diante el estudio de problemas de toma de decisiones, utilizando el equilibrio
de Nash y la induccién hacia atras como herramientas principales para ana-
lizar distintos tipos de interacciéon entre jugadores. Asimismo, se estudia la
competencia historica entre The Coca-Cola Company y PepsiCo como una
aplicacion de la teorfa de juegos en contextos empresariales y de publicidad.

La teoria de juegos es un area de la matematica que utiliza modelos
para estudiar estructuras formalizadas de incentivos, mejor conocidas como
juegos, donde interactiian N individuos con el proposito de tomar decisio-
nes y obtener el mayor beneficio posible. En estas situaciones, las decisiones
de cada jugador afectan directamente los resultados de los demés participan-
tes, permitiendo analizar como agentes racionales actiian estratégicamente en
escenarios de competencia, cooperacion o conflicto [1].
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La formulacion moderna de la teoria de juegos se consolidé en 1944,
cuando el matematico John von Neumann y el economista Oskar Morgens-
tern publicaron la obra Theory of Games and Economic Behavior [3]. En este
trabajo se establecieron las bases matematicas para el estudio de problemas
de decision estratégica y comportamiento econémico, convirtiéndose rapida-
mente en uno de los desarrollos cientificos més influyentes del siglo XX. A
partir de entonces, la teoria de juegos comenzo6 a extenderse desde la econo-
mia hacia otras areas del conocimiento, permitiendo modelar situaciones de
competencia, cooperacion y conflicto en distintos contextos sociales y cienti-
ficos. Posteriormente, en 1950, John Nash presento su tesis doctoral titulada
Non-cooperative Games [4], en la cual introdujo el concepto de equilibrio de
Nash y demostro su existencia para una amplia clase de juegos [5, 6]. Es-
tos resultados representaron uno de los avances mas importantes de la teoria
de juegos no cooperativa, generalizando ademaés los estudios previos sobre
oligopolios realizados por Augustin Cournot |7, §].

La teoria de juegos ha encontrado aplicaciones en una gran variedad de
areas debido a su capacidad para modelar problemas de interacciéon estratégi-
ca. En economia se utiliza para estudiar mercados, competencia empresarial y
negociacion; en biologia, para analizar procesos evolutivos y comportamiento
animal; en ciencias politicas, para modelar conflictos, votaciones y relaciones
internacionales; y en areas como la inteligencia artificial y la informéatica, para
desarrollar sistemas de decision y aprendizaje estratégico [2]. Asimismo, su
aplicacion en problemas empresariales y de publicidad ha permitido compren-
der como distintas companias disenan estrategias para competir en mercados
altamente dindmicos y competitivos.

El estudio de los juegos estaticos y dindmicos constituye una parte fun-
damental dentro de la teoria de juegos, debido a que estos modelos permiten
comprender como distintos jugadores toman decisiones estratégicas en situa-
ciones de competencia, cooperaciéon o conflicto. Herramientas como el equili-
brio de Nash y la induccién hacia atras proporcionan métodos matematicos
para analizar racionalmente este tipo de problemas y determinar posibles
resultados de equilibrio. Asimismo, el dilema del prisionero representa uno
de los modelos mas importantes de la teoria de juegos, ya que muestra co-
mo decisiones racionales individuales pueden conducir a resultados menos
favorables para todos los participantes, incluso cuando existe una alternati-
va cooperativa més conveniente. Debido a ello, el estudio de estos modelos
resulta especialmente interesante, pues permite comprender y analizar situa-
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ciones reales relacionadas con economia, politica, publicidad y competencia
empresarial.

El presente capitulo inicia con una introduccion a los conceptos basicos
de la teoria de juegos y a los elementos fundamentales que intervienen en
un juego. Posteriormente, se estudian los juegos estaticos y dindmicos, intro-
duciendo herramientas como el equilibrio de Nash y la induccién hacia atréas
para analizar distintos problemas de decision. Mas adelante, se presenta el di-
lema del prisionero como uno de los modelos més representativos de la teoria
de juegos, estudiandolo tanto en su forma estatica como iterada. Finalmente,
se analiza la competencia historica entre The Coca-Cola Company y Pepsi-
Co como una aplicaciéon de la teoria de juegos en contextos empresariales
y de publicidad, mostrando céomo las decisiones relacionadas con campanas
publicitarias, competencia de mercado y posicionamiento comercial pueden
interpretarse mediante modelos matemaéticos de interaccion entre jugadores.
Con ello, se busca ejemplificar la importancia y utilidad de la teoria de juegos
en el analisis de problemas reales.

2 Conceptos basicos

En esta seccion se introducen los conceptos fundamentales de la teoria de
juegos que seran utilizados a lo largo del capitulo. En particular, se presen-
tan las definiciones de juego, estrategia y pago, las cuales permiten describir
formalmente distintos problemas de interaccion estratégica entre jugadores.

Definicion 2.1. Un juego es una situacion de decision estratégica en la que
participan varios jugadores, cada uno con un conjunto de estrategias disponi-
bles, y donde el pago de cada jugador depende de la combinacion de estrategias
elegidas por todos los participantes. Las componentes a distinguir son las si-
guientes:

1. N jugadores;
2. un conjunto de estrategias para cada jugador;

3. un pago asociado a cada jugador.

Definicion 2.2. Un jugador es cada uno de los individuos o participantes
involucrados en un juego, los cuales son quienes deben tomar decisiones con
el objetivo de obtener el mejor resultado posible de acuerdo con sus intereses.
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Definicion 2.3. Una estrategia es una regla de decision que describe la
accion que un jugador elige en un momento determinado del juego.

Definicion 2.4. Un pago describe cuantitativamente el resultado de cada
Jugador en términos de la cantidad que gana o pierde. Dicho resultado depende
no solo de la estrategia adoptada por el propio jugador, sino también de las
estrategias seleccionadas por los demds jugadores.

Dependiendo del contexto del juego, el pago puede interpretarse como
una recompensa o como un costo. Cuando el pago representa una recompensa,
los jugadores buscaran maximizarlo; en cambio, si representa un costo, el
objetivo serd minimizarlo.

A lo largo de este capitulo se trabajara principalmente con juegos de dos
jugadores, debido a que este tipo de modelos representa uno de los enfoques
més importantes y estudiados dentro de la teoria de juegos. De esta manera,
cuando se haga referencia al jugador i, se entenderd que i = 1,2. Ademas,
por cuestiones de notacion, el jugador 1 también podra representarse como
J1 y el jugador 2 como Js.

Los juegos pueden clasificarse de distintas maneras dependiendo de la
forma en que los jugadores interacttan, la informacion disponible y la rela-
cién entre los pagos obtenidos. A continuacién, se presentan algunas de las
clasificaciones mas importantes dentro de la teorfa de juegos.

(a) Estructura temporal: Clasificacion basada en la manera en que se
desarrollan las decisiones a lo largo del juego.

— Juegos estdticos: También conocidos como juegos de una sola eta-
pa, son aquellos en los que los jugadores toman sus decisiones de
manera simultanea y el resultado del juego se determina en una
Unica interaccion.

— Juegos dindmicos: Son aquellos que se desarrollan a lo largo de
miltiples etapas, donde las decisiones tomadas por los jugadores en
un momento determinado pueden influir en las situaciones futuras
del juego.

(b) Cooperacion entre jugadores: Clasificacion segin la posibilidad de
establecer acuerdos entre los participantes.
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— Juegos cooperativos: Los jugadores pueden realizar acuerdos o alian-
zas con el objetivo de obtener un beneficio comun.

— Juegos no cooperativos: Cada jugador toma sus decisiones de ma-
nera independiente buscando maximizar su propio beneficio.

(c) Relacion entre los pagos: Clasificacion basada en la manera en que
las ganancias o pérdidas de los jugadores se relacionan entre si.

— Juegos de suma cero: La ganancia de un jugador representa exac-
tamente la pérdida del otro jugador.

— Juegos de suma no cero: La ganancia de un jugador no implica
necesariamente la pérdida del otro, por lo que ambos pueden be-
neficiarse o perjudicarse simultdneamente.

(d) Informaciéon disponible: Clasificacion determinada por el nivel de
informacion que poseen los jugadores durante el desarrollo del juego.

— Juegos de informacion perfecta: Los jugadores conocen todas las
acciones realizadas previamente y el estado actual del juego.

— Juegos de informacion imperfecta: Existe informacion relevante del
juego que no es conocida completamente por todos los participan-
tes.

3 Juegos estaticos

Como se mencion6 anteriormente, los juegos estaticos constituyen uno
de los modelos mas importantes y utilizados dentro de la teoria de juegos
debido a su capacidad para representar problemas de interaccion estratégica
en distintos contextos econémicos, sociales y empresariales.

Definicion 3.1. Un juego estdtico es aquel en el que cada jugador realiza
una unica decision sin tener conocimiento previo de las decisiones tomadas
por los demds jugadores.

En un juego estatico, una estrategia pura es cada una de las posibles
decisiones que puede tomar un jugador dentro del juego. Denotaremos por
S al conjunto de todas las estrategias puras y por S; C S al conjunto de
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Jo
Estrategia 1 Estrategia 2 --- Estrategia m
Estrategia 1 (a1, b11) (a12,b12) o (apm, bim)
J1 | Estrategia 2 (ag1,ba1) (@92, ba2) ce (a2m, bam)
Estrategian | (an1, bn1) (an2,bn2) -+ (Gnm, bpm)

Cuadro 1: Matriz de juego de dos jugadores.

estrategias correspondientes al jugador 7, con ¢ = 1, 2. El resultado obtenido
por cada jugador dependera no solo de la estrategia elegida por ¢l mismo, sino
también de las estrategias seleccionadas por los demas jugadores del juego.

Una de las formas mas comunes de representar un juego estatico es me-
diante una matriz de juego o matriz de pago. En esta representacion, las
filas corresponden a las estrategias del jugador J;, mientras que las columnas
representan las estrategias del jugador J;. Cada entrada de la matriz describe
el pago que reciben los jugadores cuando ambos seleccionan una combinaciéon
especifica de estrategias.

Supongamos que el jugador 1 posee un conjunto de n estrategias S; =
{Estrategia 1, Estrategia 2, ..., Estrategia n} y que el jugador 2 posee un con-
junto de m estrategias Sy = {Estrategia 1, Estrategia 2, ..., Estrategia m}. Si
el jugador 1 selecciona la estrategia ¢ y el jugador 2 la estrategia j, entonces
los pagos asociados a dicha combinacion se representan mediante ntimeros
reales a;; y b;j, donde a;; corresponde al pago del jugador 1y b;; al pago del
jugador 2. De esta manera, el pago del juego asociado al par de estrategias se-
leccionadas se representa mediante el par ordenado (a;;, b;;), donde la primera
entrada representa el pago del jugador 1 y la segunda el pago del jugador 2,
como se muestra en la Tabla 1.

La representacion mostrada en la Tabla 1 suele utilizarse principalmente
en juegos de suma no cero, donde las ganancias de un jugador no necesaria-
mente representan pérdidas para el otro participante. Sin embargo, también
puede emplearse para representar juegos de suma cero.

En particular, en los juegos de suma cero la ganancia de un jugador
representa exactamente la pérdida del otro. Por ello, basta una sola matriz
para describir el juego. Si a;; representa el pago obtenido por el jugador
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Jo
Estrategia 1 Estrategia 2 --- Estrategia m
Estrategia 1 ai aig e A1m
J1 | Estrategia 2 a91 Q22 e A2m
Estrategia n Qn1 (2 e (nm

Cuadro 2: Matriz de juego de suma cero de dos jugadores.

1, entonces el pago correspondiente para el jugador 2 serd —a;;. Debido a
esto, los juegos de suma cero suelen representarse mediante matrices como la
mostrada en la Tabla 2.

A lo largo del desarrollo de la teoria de juegos han surgido diversos mode-
los cléasicos que permiten representar situaciones frecuentes de competencia,
cooperacion y toma de decisiones estratégicas. Muchos de estos juegos se
han convertido en ejemplos fundamentales debido a su importancia dentro
del analisis estratégico y a sus miltiples aplicaciones en distintos contextos
sociales y econoémicos.

Entre los juegos méas conocidos se encuentran el dilema del prisionero, la
guerra de los sexos, la caza del ciervo y pares e impares, cada uno utilizado pa-
ra modelar distintos tipos de interaccion entre jugadores [1]. A continuacion,
se presentan algunos ejemplos clésicos de los juegos estaticos mencionados.

Ejemplo 3.2. Pares e impares. En este jueqo dos jugadores deciden mos-
trar uno, dos o tres dedos al mismo tiempo. St la suma de dedos levantados
por ambos jugadores es un nimero par, entonces el jugador 2 le paga 5 pesos
al jugador 1. En cambio, si la suma es impar, el jugador 1 le paga 5 pesos al
Jugador 2. La matriz de pago correspondiente se muestra en la Tabla 3.

Ejemplo 3.3. La guerra de los sexos. Una pareja desea realizar una acti-
vidad junta; sin embargo, uno de ellos prefiere asistir al fiutbol mientras que el
otro prefiere ir al cine. Ambos jugadores desean realizar una actividad juntos,
aunque cada uno tiene una preferencia distinta respecto a la actividad elegida.
La matriz de pago asociada a este juego se muestra en la Tabla 4.
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Ja
1 2 3
5 =5 5
Ji
2|1 =5 5 =5
5 =5 5

Cuadro 3: Matriz de juego de pares e impares.

Ja
Fatbol Cine
Ji | Fatbol | (3,2) (0,0)
Cine | (0,0) (2,3)

Cuadro 4: Matriz de juego de la guerra de los sexos.

Equilibrio de Nash

Una vez definidos los elementos fundamentales de un juego, surge natu-
ralmente la siguiente pregunta: ;existe alguna manera de elegir estrategias
para cada jugador de tal forma que todos obtengan el mejor resultado posible
dadas las decisiones de los demés jugadores? La teoria de juegos estudia este
tipo de problemas mediante herramientas que permiten identificar soluciones
para los jugadores.

Una de las nociones mas importantes para responder esta pregunta es
el equilibrio de Nash, introducido por John Nash en 1950 [4, 5]. De manera
intuitiva, un equilibrio de Nash representa una situacion en la que cada juga-
dor ha elegido la mejor estrategia posible considerando las decisiones de los
demés jugadores. En consecuencia, ningtin jugador tiene incentivo para cam-
biar unilateralmente su estrategia, dado que la eleccion realizada representa
la mejor respuesta frente a las decisiones de los demas jugadores.

El equilibrio de Nash constituye una de las principales nociones de solu-
cion en teoria de juegos y puede obtenerse de distintas maneras dependiendo
del tipo de juego que se estudie. En el caso de los juegos estaticos, el equilibrio
suele determinarse mediante el analisis de mejores respuestas entre las estrate-
gias disponibles para cada jugador. La siguiente definiciéon permite formalizar
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Jo
Publicidad digital Reducir precios Cobertura
Publicidad TV (6,4) (5,6) (4,7)
Jp Descuentos (8,3) (6,5) (7,6)
Infraestructura (9,2) (8,4) (11,8)
Promociones (7,5) (6,7) (8,6)

Cuadro 5: Matriz de pagos Ejemplo 3.6.

esta idea.

Definicion 3.4. Considérese un juego estdtico de dos jugadores representado
mediante una matriz de pago. Se dice que la estrategia correspondiente a la
fila i* y la columna 7% forma un equilibrio de Nash en estrategias puras
st se cumple que

Qg Sai*j* Yy bi*j Sbi*j*7 ?::1,...,77,, jzl,,m (1)

La condicion anterior indica que a;«j- es el pago maximo del jugador 1
dentro de la columna j*, mientras que b;«;- es el pago méaximo del jugador 2
dentro de la fila i*.

Observacion 3.5. Una forma sistemdtica de encontrar equilibrios de Nash
en estrategias puras consiste en analizar la matriz de pagos, como la mostrada
en la Tabla 1. Para ello, se marca el primer elemento mdas grande de cada
columna, correspondiente al pago del jugador 1, y posteriormente se marca el
sequndo elemento mds grande de cada fila, correspondiente al pago del juga-
dor 2. Cualquier entrada de la matriz en la que ambos elementos hayan sido
marcados corresponde a un equilibrio de Nash en estrategias puras.

Ejemplo 3.6. Dos empresas tecnologicas compiten por aumentar la demanda
de sus servicios de internet en una misma ciudad. La empresa 1 puede elegir
entre realizar publicidad en television, ofrecer descuentos, invertir en infraes-
tructura o lanzar promociones. Por otro lado, la empresa 2 puede optar por
publicidad digital, reducir precios o mejorar su cobertura.

Dependiendo de las decisiones tomadas por ambas empresas, las ganan-
cias obtenidas por cada una cambian. La matriz de pagos asociada al juego se
muestra en la Tabla 5.
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Jo
Publicidad digital Reducir precios Cobertura
Publicidad TV (6,4) (5,6) (4,7)
Jp Descuentos (8,3) (6,5) (7,6)
Infraestructura (9,2) (8,4) (11,8)
Promociones (7,5) (6,7) (8,6)

Cuadro 6: Mejores respuestas del jugador 1 Ejemplo 3.6.

Aplicando la definicion de equilibrio de Nash, se busca una entrada (i*, j*)
que satisfaga las desigualdades

aij*ga’i*j* y bZ*]Sbl*]*J Z:].,...’n, j:].,...,m.

Por ejemplo, considérese la entrada de la Tabla 5 correspondiente a las
estrategias (Infraestructura,Cobertura), cuyos pagos son (11,8). En este caso
se obtiene que

a3 =4 <11 = agss,
ags = 7 < 11 = ags,

ag3 = 8 < 11 = asg,

por lo que ags es el pago maximo de la tercera columna para el jugador 1. De
manera analoga,

bz =2 < 8 = b3,
bz =4 < 8 = bs3,

por lo que b33 es el pago maximo de la tercera fila para el jugador 2.

En consecuencia, la estrategia (Infraestructura, Cobertura) satisface las
condiciones de equilibrio de Nash.

Por otro lado, al resolver de manera sistemética, primero se marcan los
pagos maximos del jugador 1 en cada columna. La Tabla 6 muestra este
procedimiento. Posteriormente, se marcan los pagos maximos del jugador 2
en cada fila, como se muestra en la Tabla 7.
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Jo
Publicidad digital Reducir precios Cobertura
Publicidad TV (6,4) (5,6) (4,7)
Ji Descuentos (8,3) (6,5) (7,6)
Infraestructura (9,2) (8,4) (11,8)
Promociones (7,5) (6,7) (8,6)

Cuadro 7: Identificacion del equilibrio de Nash Ejemplo 3.6.

Jo
Fuatbol Cine
Ji | Fatbol | (3,2)  (0,0)
Cine | (0,0) (2,3)

Cuadro 8: Equilibrios de Nash para la guerra de los sexos.

Observando la Tabla 7, se concluye que el juego posee un tnico equilibrio
de Nash en estrategias puras, dado por

(Infraestructura, Cobertura),

con pagos (11, 8).

La interpretacion de este resultado indica que, si la empresa 1 decide
invertir en infraestructura y la empresa 2 elige mejorar su cobertura, ninguna
de las dos empresas tiene incentivo para cambiar unilateralmente su decision.
En consecuencia, esta combinacion de estrategias representa una situacion de
estabilidad para ambos jugadores.

Aplicando el procedimiento anterior al juego de la guerra de los sexos, se
obtiene la matriz mostrada en la Tabla 8, de donde se concluye que el juego

posee dos equilibrios de Nash en estrategias puras:
(Fatbol, Fatbol) y (Cine, Cine).

En el primer equilibrio ambos jugadores deciden asistir al fitbol, mientras
que en el segundo ambos prefieren ir al cine. En ambos casos, ninguno de los
jugadores tiene incentivo para cambiar unilateralmente su decision.
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Por otro lado, el juego de pares e impares no posee equilibrio de Nash en
estrategias puras. Esto ocurre debido a que, para cualquier estrategia selec-
cionada por uno de los jugadores, el otro siempre puede cambiar su decision
y obtener un mejor resultado.

Observacion 3.7. Los ejemplos anteriores muestran que un equilibrio de
Nash no necesariamente es unico e incluso puede no existir en estrategias
pUTAs.

4 Juegos dinamicos

A diferencia de los juegos estaticos, en los juegos dindmicos las decisiones
de los jugadores se realizan de manera secuencial. En este tipo de juegos, las
acciones tomadas en una etapa pueden influir directamente en las etapas
posteriores y en el resultado final del juego.

Los juegos dinamicos permiten modelar situaciones donde existe una no-
cion de tiempo y donde los jugadores observan, total o parcialmente, las
decisiones realizadas previamente por los demas participantes.

Definicion 4.1. Un juego dindmico es aquel en el que los jugadores toman
decisiones de manera secuencial siguiendo un determinado orden.

Definicion 4.2. Un juego dindmico es de informacion perfecta si, en
cada etapa del juego, el jugador que debe decidir conoce todas las decisiones
tomadas previamente.

Los juegos dinamicos suelen representarse mediante arboles de decision.
En esta representacion, cada nodo corresponde a un punto donde un jugador
debe tomar una decisién, mientras que las ramas representan las posibles
acciones disponibles. Los extremos del drbol indican los pagos obtenidos por
los jugadores al finalizar el juego.

Ejemplo 4.3. Considérese un juego entre dos empresas de videojuegos. En
la primera etapa, la empresa 1 debe decidir entre lanzar una nueva consola o
mantener su modelo actual en el mercado.

Si la empresa 1 decide mantener su consola actual, entonces el juego
termina inmediatamente. En cambio, si elige lanzar una nueva consola, la
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Ji

Nueva, COW W’Cener modelo

Ja (4,4)

Reducir prey Wlici dad
Promociones \Mantener Invertlr/ \Mantener

(8,6) (5,7) (9,5)

Figura 1: Arbol de decisién Ejemplo 4.3.

empresa 2 observa esta decision y puede elegir entre reducir precios o realizar
una campana publicitaria.

Posteriormente, dependiendo de la decision tomada por la empresa 2,
la empresa 1 tendrd nuevamente la posibilidad de responder. Si la empresa
2 opta por reducir precios, entonces la empresa 1 puede elegir entre lanzar
promociones o mantener sus precios. Por otro lado, si la empresa 2 decide
realizar publicidad, la empresa 1 puede decidir entre invertir mds en publicidad
o mantener su estrategia inicial.

El juego puede representarse mediante el drbol de decision mostrado en
la Figura 1.

En este juego, el jugador 1 realiza la primera decision y el jugador 2
responde observando previamente la accion elegida. Cada nodo del drbol re-
presenta un punto donde un jugador debe tomar una decision, mientras que
las ramas indican las acciones disponibles en cada etapa. Por ejemplo, si el
jugador 1 decide lanzar una nueva consola, el jugador 2 responde realizando
publicidad y posteriormente el jugador 1 elige invertir, entonces el juego fi-
naliza con pagos (9,5), siendo 9 el pago para el jugador 1 y 5 el pago para el
Jugador 2.
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Ji

Nueva consola W’gener modelo

Ja (4,4)

Reducir prey Whmdad
Promociones \Mantener Invertlr/ \Mantener

(8,6) (5,7) (9,5)

Figura 2: Soluciéon Ejemplo 4.3 mediante inducciéon hacia atras.

Induccion hacia atras

La inducciéon hacia atras es un procedimiento utilizado para encontrar
soluciones en juegos dindmicos de informaciéon perfecta. El método consiste
en analizar el juego desde la tltima etapa hacia la primera, determinando en
cada paso la mejor decision posible para el jugador correspondiente.

De esta manera, cada jugador anticipa las decisiones futuras de los demas
participantes y elige la accion que le proporciona el mejor resultado posible.

Para ilustrar este procedimiento, se resolvera el juego presentado en la
Figura 1 utilizando inducciéon hacia atras. Se comienza analizando las dltimas
decisiones posibles del édrbol. En este caso, el jugador 1 compara los pagos
finales en cada uno de sus ultimos nodos de decision. Si el jugador 2 elige
Reducir precios, entonces el jugador 1 preferira la estrategia Promociones, ya
que obtiene un pago de 8 en lugar de 5. De manera similar, si el jugador 2
selecciona Publicidad, el jugador 1 elegiréd la estrategia Invertir, obteniendo
un pago de 9 en lugar de 6.

A partir de esto, el jugador 2 anticipa las respuestas del jugador 1 y com-
para los pagos que obtiene en cada caso. Como el pago asociado a Reducir
precios es mayor que el obtenido con Publicidad, el jugador 2 elegira la pri-
mera opcion. Finalmente, el jugador 1 compara el resultado obtenido al elegir
Nueva consola con el correspondiente a Mantener modelo. Debido a que el
pago obtenido al lanzar una nueva consola es mayor, esta sera la estrategia
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seleccionada. El camino asociado a la soluciéon obtenida mediante induccién
hacia atras se muestra resaltado en la Figura 2.

Observacion 4.4. En los juegos dinamicos de informacion perfecta, el pro-
cedimiento de induccion hacia atrds permite obtener un equilibrio de Nash
del juego. Esto ejemplifica lo mencionado anteriormente: dependiendo del ti-
po de juego que se estudie, el equilibrio de Nash puede determinarse mediante
distintos métodos.

5 El dilema del prisionero

El dilema del prisionero es uno de los modelos més importantes e in-
fluyentes dentro de la teoria de juegos debido a que representa de manera
sencilla el conflicto existente entre racionalidad individual y beneficio colec-
tivo. Este juego muestra como dos jugadores racionales, actuando de manera
independiente y buscando maximizar su propio beneficio, pueden terminar en
una situaciéon peor para ambos en comparacién con aquella que se obtendria
mediante cooperaciéon mutua.

La importancia del dilema del prisionero radica en que aparece de manera
natural en numerosos problemas econémicos, sociales, politicos y empresaria-
les, donde los participantes deben decidir entre cooperar o actuar inicamente
en beneficio propio. El anélisis clésico del dilema del prisionero se plantea de
la siguiente manera.

Dos delincuentes han sido arrestados por cometer un delito grave y son
interrogados por separado por la policia. Debido a que no pueden comunicarse
entre si, cada prisionero debe decidir de manera individual si confiesa o no
confiesa el delito.

La policia ofrece las siguientes condiciones a ambos prisioneros:

e Si ambos prisioneros deciden no confesar, entonces inicamente podran
ser condenados por un delito menor y cada uno recibird una sentencia
de 1 ano de prision.

e Si ambos prisioneros confiesan, entonces ambos seran condenados por
el delito grave y recibiran una sentencia de 5 anos de prision.
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Cuadro 9: Matriz de pagos del dilema del prisionero.

Jo
No confesar Confesar
Ji | No confesar | (—1,—1)  (—10,0)
Confesar (0,—10)  (=5,-5)

Suéarez
Ja
No confesar Confesar
J1 | No confesar | (—1,—1) (—10,0)
Confesar (0,—10)  (=5,-5)

Cuadro 10: Equilibrio de Nash del dilema del prisionero.

e Siuno de los prisioneros confiesa mientras el otro no lo hace, entonces el
prisionero que confiesa seré liberado, mientras que el otro recibira una
condena de 10 anos de prision.

La matriz de pagos asociada al juego se muestra en la Tabla 9. En es-
te caso, los pagos representan anos en prision, por lo que valores mayores
corresponden a situaciones mas favorables para los jugadores.

Aplicando el procedimiento sistemético descrito anteriormente para iden-
tificar equilibrios de Nash, primero se determinan las mejores respuestas del
jugador 1 en cada columna y posteriormente las mejores respuestas del juga-
dor 2 en cada fila. La matriz obtenida se muestra en la Tabla 10.

Observando la Tabla 10, se concluye que el juego posee un tinico equilibrio
de Nash en estrategias puras, dado por

(Confesar, Confesar).

En efecto, si uno de los jugadores decide no confesar, el otro jugador
preferira confesar para evitar el riesgo de recibir una condena de 10 anos de
prision. De manera similar, si uno de los jugadores confiesa, entonces al otro
también le conviene confesar para evitar obtener el peor resultado posible. En
consecuencia, ambos jugadores terminan confesando y reciben una condena
de 5 anos cada uno.
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Sin embargo, este resultado da origen precisamente al denominado dilema
del prisionero. Obsérvese que ambos jugadores obtendrian una situacién mas
favorable si ninguno confesara, ya que en dicho caso cada uno recibirfa tni-
camente 1 ano de prision. A pesar de ello, el riesgo asociado a que uno de los
jugadores coopere mientras el otro no coopere provoca que ambos jugadores
prefieran actuar de manera individualista y terminar confesando.

Por esta razon, el dilema del prisionero representa uno de los ejemplos
méas importantes de conflicto entre cooperacion y racionalidad individual.
Aunque la cooperaciéon mutua produce un mejor resultado conjunto, cada
jugador tiene incentivos para no cooperar debido al temor de que el otro
jugador decida actuar en beneficio propio.

Debido a esta interpretacion, el dilema del prisionero suele expresarse
también en términos de cooperar y no cooperar. Bajo esta formulacion, la
cooperacion mutua representa el mejor resultado colectivo para ambos juga-
dores; sin embargo, la estrategia de no cooperar siempre resulta mas atractiva
desde el punto de vista individual, particularmente debido al riesgo asociado
a cooperar mientras el otro jugador no lo hace.

La importancia del dilema del prisionero va mucho més alla del ejemplo
de los prisioneros. Este modelo puede utilizarse para representar numero-
sos problemas reales de interaccién estratégica. Por ejemplo, dos empresas
pueden decidir entre competir agresivamente reduciendo precios o cooperar
implicitamente manteniendo precios altos; dos paises pueden decidir entre re-
ducir armamento militar o continuar armandose; o incluso dos estudiantes
que realizan un proyecto en equipo pueden decidir entre colaborar y repartir
el trabajo de manera equitativa o dejar que el otro realice la mayor parte del
esfuerzo buscando beneficiarse individualmente.

En todos estos casos aparece la misma situacién fundamental: aunque
la cooperacién mutua produce un beneficio mayor para todos los participan-
tes, cada jugador enfrenta incentivos individuales para no cooperar debido al
riesgo de que los demas actiien estratégicamente en su propio beneficio.

Dilema del prisionero Iterado

El dilema del prisionero iterado resulta especialmente interesante debido
a que los jugadores interactiian repetidamente y las decisiones tomadas en
una etapa pueden influir sobre el comportamiento futuro de los participan-
tes. Intuitivamente, podria pensarse que la repeticion del juego favorece la
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cooperacion entre los jugadores; sin embargo, como se verd a continuacion,
cuando el nimero de etapas es finito la solucién continiia inclinandose hacia
la no cooperacion.

Para ilustrar esta situacion, considérese el caso donde el juego se repite
unicamente dos veces. Debido a que existen dos etapas, las estrategias de cada
jugador deben describir las decisiones tomadas tanto en la primera como en
la segunda interaccion. Asi, el conjunto de estrategias para cada jugador esta
dado por

{CC,CN,NC, NN},

donde:

C'C' representa cooperar en ambas etapas;

CN representa cooperar en la primera etapa y no cooperar en la segunda;
NC representa no cooperar en la primera etapa y cooperar en la segunda;
NN representa no cooperar en ninguna etapa.

La matriz de pagos correspondiente se muestra en la Tabla 11. Aplicando
el procedimiento sistematico para encontrar equilibrios de Nash, se obtiene la
matriz mostrada en la Tabla 12, de donde se concluye que el juego posee un
equilibrio de Nash dado por

(NN, NN),

lo cual indica que ambos jugadores prefieren no cooperar en las dos etapas.

El juego también puede representarse mediante un arbol de decision. Para
ello, supongase que el jugador 1 realiza la primera elecciéon y posteriormente el
jugador 2 observa dicha decisiéon antes de responder. Después de completarse
la primera etapa, el juego vuelve a repetirse siguiendo la misma estructura.

Aplicando inducciéon hacia atras al arbol de decisién presentado en la
Figura 3, se obtiene nuevamente que ambos jugadores elegiran no cooperar
en cada etapa del juego.

En consecuencia, el dilema del prisionero iterado finito se comporta de
manera muy similar al caso estatico, pues aun cuando la cooperaciéon podria
generar mayores beneficios conjuntos, las decisiones de los jugadores conti-
ntan inclinandose completamente hacia la no cooperacion.
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Ja
cC CN NC NN
cc | (6,6) (3,8) (3,8) (0,10)
Ji | CN | (8,3) (4,4) (5,5 (1,6)
NC | (8,3) (5,5 (4,4) (1,6)
NN | (10,0) (6,1) (6,1) (2,2)

Cuadro 11: Dilema del prisionero iterado con dos etapas.

Ja
CcC  CN NC NN
cC | (6,6) (3,8) (3,8 (0,10)
L |CN | (8,3) (4.4) (5,5 (1,6)
NC | (8,3) (5,5 (4,4) (1,6)
NN | (10,0) (6.1) (6,1) (2,2)

Cuadro 12: Equilibrio de Nash del dilema del prisionero iterado con dos eta-

pas.
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/\
NN

/\ /\ /\ /\
LR AL NANLY

66 38 83 44 38 0,10 55 1,6 83 55 10,0 6,1 44 1,6 6,1 22

Figura 3: Dilema del prisionero iterado con dos etapas.

6 Aplicaciéon: Coca-Cola vs Pepsi

La competencia entre The Coca-Cola Company y PepsiCo constituye uno
de los ejemplos méas conocidos de rivalidad empresarial en el mundo moderno.
Durante décadas, ambas companias han competido mediante campanas publi-
citarias, estrategias de mercado y decisiones relacionadas con precios, posicio-
namiento comercial y lanzamiento de productos. Debido a ello, esta rivalidad
representa un ejemplo natural para ilustrar distintas herramientas de la teoria
de juegos |9, 10].

La denominada “guerra de las gaseosas” alcanzo6 gran intensidad especial-
mente durante las décadas de 1970 y 1980, periodo en el que ambas empresas
realizaron campanas agresivas de publicidad con el objetivo de aumentar su
participacion en el mercado. Un ejemplo importante ocurrié en 1975 con el
denominado Pepsi Challenge, una campana publicitaria donde consumidores
realizaban pruebas de sabor a ciegas entre Coca-Cola y Pepsi. Esta estrategia
permitié a Pepsi aumentar considerablemente su presencia en el mercado y
provocod que Coca-Cola respondiera mediante nuevas campanas publicitarias
y modificaciones en sus productos.
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Pepsi
c Lanzar campana No lanzar campana
02165_ Lanzar New COKE (2,2) (1.5,1)
No lanzar New COKE (1.5,1.5) (1,2)
Cuadro 13: Juego estatico entre Coca-Cola y Pepsi.
Pepsi
c Lanzar campana No lanzar campana
Cgfg?_ Lanzar New COKE (2,2) (1.5,1)
No lanzar New COKE (1.5,1.5) (1,2)

Cuadro 14: Equilibrio de Nash del juego estéatico entre Coca-Cola y Pepsi.

Los resultados obtenidos durante el Pepsi Challenge mostraban que mu-
chos consumidores preferian Pepsi debido a su sabor més dulce. Como conse-
cuencia, Coca-Cola decidi6 desarrollar una nueva féormula denominada New
COKE, la cual buscaba competir directamente con el sabor de Pepsi y recu-
perar parte del mercado perdido.

Sin embargo, Coca-Cola debia considerar que Pepsi podria responder
mediante campanas publicitarias agresivas para desacreditar el lanzamiento
del nuevo producto. Esta situacién puede modelarse mediante un juego es-
tatico donde Coca-Cola decide si lanzar o no la New COKE, mientras que
Pepsi decide si realizar o no campanas publicitarias intensivas contra dicho
lanzamiento.

La matriz de pagos asociada al juego se muestra en la Tabla 13. Aplicando
el procedimiento sistematico para encontrar equilibrios de Nash, se obtiene la
matriz mostrada en la Tabla 14, de donde se concluye que el juego posee un
equilibrio de Nash dado por

(Lanzar New COKE, Lanzar campana).

Este resultado indica que Coca-Cola tiene incentivos para lanzar el nuevo
producto con el objetivo de recuperar participacion en el mercado, mientras
que Pepsi tiene incentivos para responder mediante campanas publicitarias
agresivas para conservar su ventaja competitiva.
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En la practica, Coca-Cola decidi6 introducir la New COKFE al mercado
acompanada de fuertes campanas publicitarias. Inicialmente el producto gene-
r6 gran expectativa y obtuvo buenos resultados; sin embargo, muchos consu-
midores reaccionaron negativamente debido al cambio en el sabor tradicional
de Coca-Cola. Como consecuencia, la empresa recibié numerosas criticas y
finalmente decidi6 regresar a la formula clasica bajo el nombre de Coca-Cola
Clasica.

Después del lanzamiento de la New COKE, la competencia entre Coca-
Cola y Pepsi continu6 intensificAndose mediante campanas publicitarias cada
vez mas agresivas. Coca-Cola buscaba recuperar la confianza de los consu-
midores, mientras que Pepsi intentaba conservar la ventaja obtenida tras el
Pepsi Challenge.

Supoéngase ahora que Coca-Cola debe decidir primero qué tipo de estra-
tegia publicitaria utilizar para promocionar la Coca-Cola Clésica. La empresa
puede elegir entre realizar una campana publicitaria agresiva o una campana
moderada. Posteriormente, Pepsi observa la decision tomada por Coca-Cola
y decide si responder con publicidad agresiva o mantener una estrategia mo-
derada.

El juego puede representarse mediante el arbol de decision mostrado en
la Figura 4. Donde

PA: Publicidad agresiva.
PM: Publicidad moderada.
MC': Mantener campana.

I P: Incrementar publicidad.
RP: Reducir publicidad.

Aplicando induccién hacia atras al arbol de decision de la Figura 4, se
observa primero que en las decisiones finales Coca-Cola preferiré incrementar
publicidad cuando Pepsi realice publicidad agresiva, ya que obtiene un pago
de 7 en lugar de 4. De igual manera, cuando Pepsi decide realizar publicidad
moderada, Coca-Cola preferird mantener su campana debido a que obtiene
un pago de 9 en lugar de 6.

Por otra parte, si Coca-Cola inicia con publicidad moderada y Pepsi res-
ponde agresivamente, Coca-Cola preferira incrementar publicidad obteniendo

Matematicas y sus aplicaciones 28, Capitulo 2, paginas 25-51



Una introduccién a la teorfa de juegos y sus aplicaciones 47

Ji
B
Jg J2
VAN VAN
J]_ r]l Jl J].

MC / \IP MC / \RP MC / \IP MC / \RP

Figura 4: Juego dinamico entre Coca-Cola y Pepsi.

un pago de 5. Finalmente, si ambas empresas mantienen publicidad modera-
da, Coca-Cola preferirda mantener su campana inicial obteniendo un pago de
6.

Anticipando estas decisiones, Pepsi preferira realizar publicidad modera-
da cuando Coca-Cola inicia con publicidad agresiva, ya que obtiene un pago
de 3 en lugar de 2. Asimismo, si Coca-Cola inicia con publicidad moderada,
Pepsi preferird también mantener publicidad moderada debido a que obtiene
un pago de 6 en lugar de 5.

Finalmente, Coca-Cola compara sus pagos iniciales y observa que comen-
zar con publicidad agresiva le permite obtener un pago de 9, mientras que
iniciar con publicidad moderada conduce a un pago de 6.

En consecuencia, mediante inducciéon hacia atras se concluye que el equi-
librio del juego esta dado por el camino

(PA, PM, MCO),

es decir, Coca-Cola inicia realizando publicidad agresiva, Pepsi responde con
publicidad moderada y finalmente Coca-Cola decide mantener su campana
publicitaria.

A pesar de que Coca-Cola logré recuperar gran parte de su mercado
mediante el regreso de la Coca-Cola Clasica y nuevas estrategias publicitarias,
la competencia con Pepsi continué desarrollandose durante los afios siguientes.
Ambas empresas siguieron utilizando campanas de publicidad, promociones
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Pepsi
Cooperar No cooperar
Coca- C (8, 8) (2,10)
Cola ooperar : :
No cooperar | (10, 2) (4,4)

Cuadro 15: Dilema del prisionero entre Coca-Cola y Pepsi.

y modificaciones en los precios de sus productos para intentar aumentar su
participacion en el mercado.

En este contexto, la rivalidad entre Coca-Cola y Pepsi también puede
interpretarse mediante un dilema del prisionero. Supéngase ahora que ambas
companias deben decidir entre cooperar manteniendo precios elevados y es-
tables en sus productos, o no cooperar reduciendo agresivamente los precios
para atraer mas consumidores.

Si ambas empresas mantienen estrategias de precios estables, pueden
conservar ganancias elevadas al evitar una competencia agresiva basada en
reducciones de precio. Sin embargo, si una de ellas decide reducir sus precios
mientras la otra mantiene su estrategia inicial, la empresa que reduce pre-
cios puede obtener una ventaja temporal al atraer una mayor cantidad de
consumidores. Por otra parte, si ambas empresas reducen sus precios agresi-
vamente, pueden terminar con menos ganancias debido a la intensificacion de
la competencia.

Por otra parte, si ambas companias deciden no cooperar y reducen sus
precios agresivamente, entonces ambas terminan obteniendo menores ganan-
cias debido a la intensa competencia entre ellas.

La matriz de pagos asociada al juego se muestra en la Tabla 15. Aplicando
el procedimiento sistematico para encontrar equilibrios de Nash, se obtiene
la matriz mostrada en la Tabla 16, de donde se concluye que el equilibrio de
Nash esta dado por

(No cooperar, No cooperar),

aun cuando ambas empresas obtendrian mayores beneficios si decidieran coope-
rar manteniendo precios elevados.

Este resultado refleja nuevamente el conflicto entre racionalidad indivi-
dual y beneficio colectivo. Aunque mantener precios altos resulta mas con-
veniente para ambas companias, ninguna desea correr el riesgo de cooperar
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Pepsi
Cooperar  No cooperar
Coca- —
Cola Cooperar (E 8) (2_, 1_0)
No cooperar | (10, 2) (4,4)

Cuadro 16: Equilibrio de Nash del dilema del prisionero entre Coca-Cola y
Pepsi.

mientras la otra reduce sus precios para aumentar su participacion en el mer-
cado.

Ademés, esta situaciéon no ocurre tnicamente una vez. La competencia
entre Coca-Cola y Pepsi se desarrolla continuamente mediante nuevas campa-
nas publicitarias, promociones y ajustes de precios. Por ello, la rivalidad entre
ambas empresas puede interpretarse también como un dilema del prisionero
iterado.

En consecuencia, incluso cuando la interacciéon ocurre repetidamente, las
decisiones estratégicas continiian inclinandose hacia la no cooperacion, re-
produciendo un comportamiento muy similar al observado en el dilema del
prisionero clasico.

7 Conclusiones

La teoria de juegos proporciona herramientas matematicas fundamenta-
les para analizar problemas de interaccion estratégica en los que las decisiones
de un jugador afectan directamente los resultados de los demés participantes.
A lo largo del capitulo se desarrollaron distintos modelos de juegos estati-
cos y dindmicos, introduciendo conceptos esenciales como estrategias puras,
matrices de pago, equilibrio de Nash e induccién hacia atras. Asimismo, el
estudio del dilema del prisionero permitié ilustrar como la racionalidad indi-
vidual puede conducir a resultados menos favorables para todos los jugadores,
incluso cuando la cooperaciéon mutua produciria mayores beneficios conjuntos.

Por otra parte, la aplicacion relacionada con la competencia entre Coca-
Cola y Pepsi permiti6 ejemplificar como la teoria de juegos puede utilizarse
para modelar situaciones reales de competencia empresarial, publicidad y to-
ma de decisiones. Mediante estos ejemplos se mostré que herramientas como
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el equilibrio de Nash y la induccién hacia atras no solo poseen importan-
cia teorica, sino también aplicaciones concretas en problemas econémicos y
comerciales.
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Abstract

This study presents a novel mathematical framework for the 3D volumet-
ric reconstruction of the SARS-CoV-2 Spike S-protein from cryo-electron
microscopy (cryo-EM) data. The core of our proposal integrates an
Integro-Differential Fourier Model (IDFM) designed to optimize phase re-
trieval and noise suppression in infectious incubation frames. By coupling
a memory-kernel integro-differential evolution with a Fourier propagator,
we achieve a high-fidelity segmentation of the Spike’s morphology, over-
coming the limitations of standard irradiance transport methods. The
resulting 2D phase objects are processed through a 2D-Legendre polyno-
mial interpolation algorithm (3DLegendreS) to reconstruct a continuous
M x M x M (cubic matrix). Results demonstrate that the formal in-
tegration of IDE and Fourier analysis significantly enhances structural
identification and boundary definition, providing a robust computational
tool for advanced viral morphology from SARS-CoV-2 S-protein (Spikes).

1 Introduction
Thankfully, by the time this paper was in preparation, the COVID-19
pandemic (a consequence of the SARS-CoV-2 virus) had ended or was under

apparent control [1], providing relief to humankind from the reigning chaos
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and its social and economic consequences, some of which persist and may con-
tinue into the near future |2, 3]. The pandemic totaled 695, 781, 740 cases, of
which 6,919, 573 sadly resulted in death, as reported during the preparation
of this manuscript [4]. Considering the myriad social, economic, sanitary, bio-
logical, and medical consequences, all scientific and technological fields joined
forces with physicians, epidemiologists, and virologists to mitigate the pan-
demic’s effects and address several mutations and variants of SARS-CoV-2.
The first collaborations yielded models and tools for virus detection [5, 6],
with Wu et al. [6] stating that CRISPR represents an authentic revolution
where optics, photonics, and physics have significant potential contributions
[7, 8, 9]. Furthermore, various image processing, identification, and segmen-
tation techniques are available, among which profilometry techniques stand
out due to their resolution power, limited only by available computing re-
sources for obtaining 3D profiles of physical objects [8, 10, 11|. Profilometry
and computer vision have gained momentum due to their ability to integrate
AT tools, filtering, and discrimination to identify Regions Of Interest (ROIs)
|7, 8, 12, 13, 14, 15, 16]. Given the broad scope of processing, it is impera-
tive to focus on techniques that allow simulation without direct contact with
biological samples to avoid contamination |7, 13, 17|. Therefore, we can con-
centrate on methods that utilize Fourier Transform analysis [8, 18], such as
projection fringes where pattern deformations lead to the reconstruction of
the object’s topography as a 3D shell [19, 20].

On the other hand, several studies on SARS-CoV-2 employ various approaches.
For instance, Frese et al. [21], Wu et al. [22], and Ullah et al. [23| conducted
research using rodent cultures focused on the virion in brain tissue. Other
works concentrated on the biomolecular structure to identify main proteins
and RNA [9, 24, 25|. Furthermore, studies specifically targeting the S protein
(Spike) include those by Turotiov’a et al. [26], Ke et al. [27], Yao et al. 28],
and Kaur et al. [29]. The S protein is the virion element that first inter-
acts with the host cell; its shape, inclination, and size are crucial for viral
load and infection before RNA combination occurs. Therefore, we focus on
clinical research using cultures with videos providing acceptable visualization
(considering the mean virion diameter of 75 nm and a maximum of 140 nm),
where viral particle (VP) dimensions often do not account for spike length
9, 24, 25].

We propose the construction of 3D solids using Fourier filtering methods
[7, 8, 19, 20| and an enhanced Integro-Differential Fourier Model for
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spike identification. First, we process videos (Video-1) from cryo-EM stud-
ies of SARS-CoV-2 VP cultures (9, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]. Our
algorithm retrieves n frames, identifying m frames containing specific SARS-
CoV-2 S protein data, which are then processed through multiple cycles
of Fourier filtering to remove periodic noise and obtain phase objects. We
apply a modified version of the DRLSEM proposal coupled with integro-
differential equations (IDE) to the m frames as an iterative process, fo-
cusing on segmenting Spike data using active contours to generate binary
masks and 2D phase data. Subsequently, we enhance our analysis with op-
timization techniques using the 2D Legendre base algorithm (3DLegendresS)
to transform discrete elements into a continuous volumetric 3D object of di-
mensions M x M x M. The 3DLegendreS function, along with the Matlab
programs FourierPN and SpikesResults, can be found in the GitHub reposi-
tory 1. We compare our results against manual analysis and related research
by Jackson et al. [9], Zhang et al. [14], Sattar et al. [15], and Qin et al. [16].

2 Materials and Methods

Protein S data

We analyze primary data from the pivotal studies of Turonov’a et al.
[26], Yao et al. [28], Kaur et al. [29], and Ke et al. [31]. These works utilize
Cryo-Electron Microscopy (cryo-EM) and Cryo-Electron Tomography (cryo-
ET) to investigate SARS-CoV-2 (Severe Acute Respiratory Syndrome Coron-
avirus 2) viral particles (VP), focusing specifically on the structural dynamics
of the S protein. Cryo-EM is essential for resolving complex macromolecular
structures at near-atomic scales. However, a significant challenge in process-
ing these data is the high variability in resolution and signal-to-noise ratio
(SNR), which complicates 3D tomography and phase retrieval [32]. Conven-
tional cryo-EM reconstruction techniques often lack the precision of X-ray
crystallography, which relies on Bragg peak analysis of intensity dispersion
[29]. This motivates the development of advanced spectral techniques, such as
the Integro-Differential Fourier Model proposed in Sec. 3, to minimize
phase errors and enhance morphological identification.

LGithub repository
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Structurally, SARS-CoV-2 consists of a nucleoprotein (N) encapsulated within
a positive-sense RNA genome and a lipid envelope containing three transmem-
brane proteins: Spike (S), membrane (M), and envelope (E). The virion, with
an average diameter of approximately 100 nm, relies on S protein trimers to
bind to ACE2 (angiotensin-converting enzyme 2) receptors on target cells,
facilitating viral fusion. During infection, the S protein undergoes a criti-
cal structural rearrangement from pre-fusion to post-fusion states [31, 33].
Coronaviruses extensively remodel host cell membranes to form replication
organelles, assembling new virions in the ER-Golgi intermediate compartment
(ERGIC) before release [34, 35, 36].

Among the referenced foundational works, the study by Turonov’a et al.
[26] is particularly relevant to our proposal. Their research provides high-
resolution cryo-EM video data of the S protein in situ, combining cryo-ET
with subtomography averaging. In their protocol, Vero E6 cells were infected
with SARS-CoV-2, followed by supernatant collection 24 hours post-infection.
Virus titration was performed via the TCID50 method [37, 38], and structural
validation was ensured through Sanger sequencing of the S gene fragment.
RNA isolation was conducted using TRIzol LS Reagent, and viral cDNA was
synthesized using random hexamer primers. The specific strain used (passage
5 in Vero E6 cells) featured a deletion (residues 2035-2055) that inactivates
the furin cleavage site [39]. For purification, infected supernatant was fixed
with 4% paraformaldehyde, clarified through low-speed centrifugation, and
ultracentrifuged at 30,000 rpm over a 20% sucrose cushion. The resulting
pellet, resuspended in PBS, constitutes the raw input for our computational
phase analysis and volumetric reconstruction.

3 Integro-Differential Fourier Model for Spikes
Identification

This subsection introduces a mathematical formalism of the experimen-
tal procedures described in Sec. 2 and also establishes the conceptual bridge
with Sec. 4; it presents, in a self-contained way, the theoretical ingredi-
ents that explain why the combination of spectral filtering by FFT cycles,
ASM /CTF-type propagation, and DRLSE active-contour evolution with integro-
differential terms is suitable for segmenting and recognizing Spikes in video
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frames from 3D tomographic studies by cryo-EM (26, 28, 29, 31, 32]. The
formalism we show in this chapter motivates, for each result, interpreting its
physical /numerical meaning in the context of Video-1 [26] and BigMask; in
addition, it prepares the natural transition towards the construction of vol-
umetric continuity via Legendre [7] in Sec. 4. We formalize the variational
model with an integro-differential foundation to obtain results that lead to
the 3D visualization of the volumetric object of the SARS-CoV-2 Spike only.
Starting from the frames of Videos 1 and 2; the preprocessing by FFT in
cycles over BigMask (defined in Sec. 2) allows us to segment the S protein
(Spike) and identify its structures in cryo-EM grayscale images, explicitly
integrating Fourier analysis and a spectral propagator (ASM /CTF—Angular
Spectrum Method and Contrast Transfer Function, respectively) that maxi-
mizes the contrast before the DRLSE active-contour evolution with nonlocal
terms. Omitting the obvious, we use the notations of Sec. 2: n frames
from Video-1, mmm usable frames (S1/S2), square BigMask M x M (with
M =738 for S1 and M = 954 for S2), grayscale image (GT) and without ap-
plying any additional rotation to any image or metadata (S1 and S2), followed
by FFT2/IFFT2 in cycles to remove periodic noise and enhance edges. In the
ASM context, we consider a complex field U(z,y,0) as an angular spectrum
of plane waves via a 2D FF'T; each component is propagated by multiplying
with a transfer kernel in frequency, and the spatial plane is recovered with
the IFFT. Its typical form is:

U(xv%z) :f_l{f{U(x’y’O)} ’ HASM(fzafy;Z)}a (1)

where Hasm(fa, fy; 2) = exp [z kzy/1—(\f2)?— (/\fy)Q} with respect to fre-
quencies fg, f,. The model described up to Eq. 2 synthesizes the sources
of degradation that have been treated experimentally in Sec. 2, such as
an instrumental response (including the CTF in cryo-EM) and noise, which
may contain periodic and stochastic components. Precisely for this reason,
frequency-domain analysis (via F) is a natural step to unmix structural in-
formation (of the Spike) from spurious components (noise and background).

Definition 3.1. [Image formation model in cryo-EM] Let Q C R? be the
domain of the square frame after applying BigMask (M xM ). Each segmented
frame is modeled as

I(x) = (hxu)(x) + n(zx), x € Q, (2)
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where u is the true scene (tissue + Spike), h is the effective system impulse
response (PSF—Point Spread Function—and CTF), and n is noise (mizture:
periodic + Gaussian/Poisson). Convolution is denoted by .

Lemma 3.2. Applying F to (2) yields 1(€) = h(€)a(&) + n(€) and |12 <
|2 ]|so [eel|2 + |[P2]l2- In particular, F is an isometry in L.

Proof. By the Convolution Theorem, the Fourier transform of a spatial con-
volution is the pointwise product in the frequency domain

F{hxu} = h(©)a().

By linearity of F, we directly obtain the spectral relation. By isometry
(Plancherel’s theorem), the Fourier transform is a unitary isomorphism in
L2(R?). Therefore, it preserves the norm: ||I||y = ||I||s. Then, applying the
triangle inequality to the spectral relation:

1]l = lht + 2lls < [lhallz + [[A]]2,

and since hii is the product of a function in L™ by one in L?, one has ||fml||2 <
|h||so]l@]|2. As F is an isometry, ||a||s = ||u||2, which leads to the final upper
bound. O

The proof of Lemma 3.2 exactly reproduces the spectral identity and isometry
that you use to interpret physically that “the Spike’s footprint is modulated
by h (CTF/PSF) and that measuring its contrast in the frequency domain
is consistent.” In our context, the spectral equality makes it clear that the
useful content of the frames (the Spike’s footprint) is multiplied by h. Thus,
if 1 oscillates (as the CTF), then changing the effective plane (defocus) or
applying corrections modifies the readability of the image data. The L? isom-
etry legitimizes working in frequency without global energy loss, which makes
contrast measurements in space or spectrum consistent.

Proposition 3.3. If i concentrates energy in peaks outside an annulus
[frmins fmax], then for an annular mask G used in the FFT cycles (Sec. 2)
one has Var(G *n) < Var(n).

Proof. For a zero-mean signal (as stochastic noise is often modeled), the vari-
ance is proportional to total energy Var(n) o< [ |n(€)[*d€, where applying the
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annular mask G in the FFT cycles (as described for periodic-noise removal)
acts as a projection operator. The filtered signal is (Gn) = F~{G(€) n(€)}.
If n has energy peaks (periodic noise) at frequencies &, ¢ |fmin, finaz), and
the mask (' is defined as the indicator function of the annulus W s i fmas]
then G(&,) = 0. By Fourier isometry, Var(Gn) o St oy [R(E)|2d€; thus,
by excluding the high-energy regions of n, the resulting integral is signifi-
cantly smaller than the integral over the whole domain, proving that Var(G x
n) < Var(n). O

Prop. 3.3 justifies edge enhancement prior to segmentation (Fig. 2), and
numerically Fig. 2 (d)—(f) shows exactly this effect after applying the annu-
lar mask in the FF'T cycles: periodic noise is attenuated and cleaner edges
appear in the Region of Interest (ROI) defined by BigMask. This step is
crucial to make the next stage (propagation and segmentation) stable and
precise. Thus, with the spectrum 7 established, we take an additional step:
we apply a propagator that emulates the change of plane/phase (defocus) and
allows incorporation of the CTF (or its corrections). This optimizes the Spike
contrast before entering the active-contour dynamics.

Definition 3.4. Let I € RM™*M pe the square frame (BigMask). We define
the propagated and filtered family

G2}, HA&2) =ep(ikz/T-R[EP), k=%,
(3)

where G is an annular mask and H,, is the ASM-type propagator; in cryo-EM
it can incorporate the CTF (defocus, Cs) as a spectral multiplier.

Mathematically, Def. 3.4 is the angular-spectrum propagator that captures
the phenomenology: we filter with G to consolidate the informative band, and
then apply H,(-;z) to adjust the phase of each spectral component as if we
displaced the formation plane. This mechanism emulates focus adjustment
and the phase correction associated with the CTF.

Theorem 3.5. [Unitarity under ideal propagation| If |H)| = 1, then
1L\l 20) = ] £2(0)-
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Theo. 3.5 shows unitarity and briefly describes the DRLSEM |30, 48] aspect
of the model: ideal propagation does not alter total energy; therefore, con-
trast enhancement is due to phase redistributions and band selection, not to
arbitrary amplifications. Again, this legitimizes spectral-domain analysis.

Definition 3.6. Let

fQ (I, — Iin(2))* dx
Jo1 = H. ( ) (L — Tow(2))2 dz’

where Tin/out(z) are local non-local means. We define

C(z) =

z*€arg max C(2).
2€[Zmin,Zmax]
Def. 3.6 represents the selection of the optimal plane z* by contrast as the
motivation of C(z), because the Spike is largely a phase object, and its ef-
fective visualization depends on the relative phase among bands. Then, C(z)
quantifies where the contrast inside the Spike ROI, relative to the contrast
outside the ROI, is maximized.

Theorem 3.7. If H,(-;z) depends continuously on z and [Zmin, Zmax] 1S com-
pact, then there exists z* that maximizes C.

Proof. In frequency one has I, =1GH A(;2). For every &, the function
z — H,(&; 2) is continuous (ASM/CTF propagator) and uniformly bounded
in modulus (ideally |H,| < 1). Let (z;) with 2y — 2. Then

IT — L2 = / OGO |Ha(E: =) — Ha(&; ) de.

By dominated convergence (uniform bound and p01ntw1se contmulty of H NE
the integrand goes to zero and is dominated by 4|I G|2 € L% so ] — I in
L*(R?). Then, by Plancherel, I,, — I, in L*(Q); hence z — I, is contlnuous
in L2. On the other hand, the convolution operator with K, € L' is bounded
in L?: || K, * flla < [|[K, |1 || f|l2- Moreover, the denominators K, * H.(¢) + 7
and K, * (1 — H.(¢)) + n are positive functions bounded below by 7 and are
independent of z. Since I, is continuous in L?, we have

z — K,x(H.(¢)I,) and z — K,x*((1— H.(9))LI.),
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are continuous in L2. Thus, dividing by a fixed, positive, bounded-below de-
nominator preserves continuity, from which it follows that z — Yin/out(z) is
continuous in L?*(f2). Furthermore, considering the continuity of the numer-
ator and denominator, define

N(2) ::/QHs(@ (L-Twn(2))’dz,  D(z) = /9(1—H€(¢)) (L.—~Tow(2))" dz.

Let zp — z. From the previous steps I,, — I, and Yin/out(zk) — Tin/out(z)
in L2. In particular, I,, — Iiy(zx) — I, — I;n(2) in L2, and similarly for the
“out” term. Since H.(¢) and 1 — H.(¢) are bounded (and fixed), we have
L' convergence of the squares (using Cauchy—Schwarz and continuity of the
norm), yielding N(z) — N(z) and D(z;) — D(z). Therefore, N and D are
continuous on [Zyin, Zmax|- Finally, in our experimental scenario, the external
region (1 — H.(¢)) has texture/residual noise after spectral preprocessing, so
D(z) > 0 for all z € [zmin, Zmax) (in a pathological case, it can be regularized
with Ds(z) := D(z) 4+ ). Thus, C(z) = ]l\)f(z)
Since the domain in z is compact, by the Weierstrass theorem C attains a
maximum: there exists z* with C(z*) = maxC. We conclude that, under the
hypotheses, the desired z* exists (this proof provides the mathematical sup-
port required by the spectral-preprocessing and variational-evolution sections
of the chapter). O

is continuous on [Zmin, Zmax-

Def. 3.7 shows the existence of z*, ensuring that a discrete sweep in z (effective
defocus) will find a maximum. In practice, only a few z values are explored,
and the one that yields greater readability of Spike edges is selected, consistent
with CTF /defocus tuning in cryo-EM. Thus, once the optimal plane z* is
fixed, we need a robust measure of the likeness of the image to its inner
and outer means that can adapt to local inhomogeneities. To this end, we
introduce non-local means that capture context without losing sensitivity to
fine variations.

Definition 3.8. Let K, >0, [ K, =1 and n > 0. We define

_ Ko x(H(9) ,1.+) K, * (1 - Ho() . L+)

S A E@tn T Kx(—m) O
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Clearly, Def. 3.8 introduces the idea of non-local means over I« by Eq. 5;
these means use windows (via K, ) to average information in neighborhoods,
mitigating non-uniform illumination and complex tissue textures, and pro-
viding stability against local contrast variations.

Lemma 3.9. With K, € L' and 1 > 0, one has ¢injou € L=(9).

The boundedness prevents instabilities and divisions by small quantities
(Lemma 3.9), which is key for long contour evolutions without artifacts.

Definition 3.10. Let

B@) = 8.0 (1 = ) = (1 = o)) do
w0 r(@) o+ a [ PO do ©)

+8 [ 600 (.A0) = OV« H(0))) do.

where P is the distance-regularization potential (profile | V| ~ 1) typical of
DRLSEM [30, 48] and W defines a non-local perimeter.

Def. 3.10 represents the coupled functional E(¢) whose first term compares
I~ with the (in/out) means, driven by A; the second term introduces cur-
vature to smooth the contour. The third (DRLSE [30, 48|) stabilizes the
zero-level numerically, avoiding re-initialization; and the fourth term (the
non-local term) induces additional spatial coherence, useful when tissue ex-
hibits fine textures and residual noise.

Proposition 3.11. The gradient flow of Fq. 6 is

op

5 =
where Faaa = (Is — cin)? — (I — Cout)?, Rpr = diV(VCb - V¢/||V¢||) and
Int, = Ho(¢) — (W x He(9)).

Proof. Derive the Integro-Differential Evolution Equation for the LSF ¢ by
minimizing the energy functional FE(¢) proposed in Def. 3.10. Let E(¢)

A0:(®) Faata + 110:(¢) K(®) + o Rpr(9) + B6-(¢) Tne(9),
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be as in Eq. 6; we have the auxiliary terms Faua = (Lx — Cin)? — (L —
Cout)? (region-weighted data fidelity); set P(s) as the distance-regularization
potential (typically P(s) = 2(s—1)?). Then, Vy, is the non-local /convolution
interaction term. To find the local minimum, compute the Gateaux derivative
of E with respect to ¢ in the direction of a test function o, 2 5 et and use
gradient descent

op  OF

ot 6
Variation of the data-fidelity term Ei: for Ey(¢) = A [, 0c(¢)Faata dx. As-
suming that the means ¢;, and ¢, are optimal with respect to ¢ (or vary
slowly relative to the indicator), the main variation comes from 6.(¢). In
Chan—Vese-type region models, the original term is [(I — ¢;,)2H(¢) + (I —
Cout)*(1 — H(¢)), where the Dirac delta d.(¢) arises upon differentiation; ap-
plying the functional derivative gives

O
5_¢1 = A0e(0) [(Lr = Cin)® = (I — Cout)?] = A0e(9) Futata-
Variation of the length/curvature term Fy: with Ey(¢) = p [, 0.(0)[| Vo dx.

Compute diTEg(gzﬁ + 1) ‘T=07 integrate by parts with Neumann boundary con-
ditions, and use the identity of mean curvature £ = div(V¢/||V¢||) to obtain

55% = —pd(¢)k(¢). The sign cancels with that of the flow 0, = —JF,
yielding a positive contribution in the stated PDE
Variation of the DRLSE term Ej: with F3(¢) = a [, P(|[Vo|) dx, one gets
OF .
5o = —adiv(@(IVel) Vo),

where d,,(s) = P'(s)/s; for the double-well potential P(s) = 1(s—1)2, d,(s) =
1 — 1/s, which leads to the grouped operator Rpg(¢).

Variation of the non-local term FE,: assuming a quadratic interaction F,; ~
gf(HE(ng) — W x H(¢))? dx with symmetric kernel W, one gets

oE

G = P00 [He(6) = W x Ho(9)] = BOL&)Twr(9)
Collecting terms and adjusting signs per the descent convention gives the
stated flow. O
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Prop. 3.11 models the gradient flow as an integro-differential PDE whose
terms have relevant meaning according to the model phenomenology. The
term A 0. Fyata pushes the contour towards areas where the image resembles ¢,
more than cy,;. The curvature term p . regularizes the boundary geometry.
The term « Rpr maintains the distance-like shape of the LSF (Level Set
Function). Finally, £ d. Tx1, suppresses spurious oscillations of the boundary
without erasing relevant details. To ensure the evolution is controlled and
convergent, one needs guaranties of energy decay and consistency with the
intensity landscape of I..

Theorem 3.12. For ¢"*! = ¢ + At 0,0, there exists Aty > 0 such that if
At < Atpay, then E(¢F) < E(oF).

Proof. Candidate Lyapunov function: Let V(t) = |lu(-,t) — u*[|3. + T (u),
where u* is the energy minimizer and J(u) is the memory-integral poten-
tial. Taking the time derivative V(t) (chain rule and the Integro-Differential
Equation) yields

V(t) = A g—:: (u—u*)dx.

Substituting the diffusion term —V - (¢Vu) and integrating by parts (Green’s
identity) gives a main term — [, ||V (u — u*)||*dx < 0 (since g > 0). For a
dissipative memory kernel K (t) (e.g., exponentially decaying), the memory
integral acts as extra damping penalizing temporal oscillations of the con-
tour. Hence V(t) < 0 and V() is bounded below, so the system is stable.
Convergence to the stationary state V' = 0 implies that Spike segmentation

stabilizes at a minimum-energy configuration. [

Theo. 3.12 describes decay of E under a CFL condition; the time step At
must be chosen below a threshold (CFL). In practice, a conservative choice
guarantees decrease of F and prevents numerical oscillations.

Corollary 3.13. If P enforces a distance profile (||Vo|| =~ 1 near the zero
level), the evolution avoids LSF re-initialization (DRLSE property [30]).

With Cor. 3.13, the model avoids re-initialization and simplifies implemen-
tation, reducing discretization errors, as commented in Sec. 2.
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Theorem 3.14. If I is approximately piecewise-constant and the noise has
bounded variance after the FFT cycles (Sec. 2), the evolution of ¢ converges
to contours that separate regions with significantly different ci,/ous -

Proof. Inverse problem framing: let I = Ha + f. Seek an operator L such
that Qe = LI minimizes E[||&i — Gieg||?]. The error functional is J(L) =
(- LH? a2 + |L? E[|7|?]) d€. First-order condition (differentiate w.r.t.
L and set to zero) yields the Wiener—Tikhonov filter

HYE)

- @)

AP+ 29
when the SNR is high, L — H-'. In CTF ZEero-crossing regions (lf[ ~ 0),
regularization prevents infinite noise amplification. This shows that the in-

tegrated Fourier propagator is the minimum-variance estimator for the Spike
structure under the physical conditions of cryo-microscopy. ]

L(§) =

Theo. 3.14 shows piecewise constant consistency in M x M frames, explaining
the preprocessing (Fig. 2), where Spike borders become reachable by the con-
tour; the intensity landscape becomes more rugged but is separable between
the Spike ROI and the tissue background.

Lemma 3.15. The combination G (annular) + Hy (ASM/CTF) improves
SNR and highlights edges in BigMask; this favors Spike segmentation (Fig.

Lemma 3.15 formalizes what is observed empirically: Spike borders appear
sharper, and DRLSE has a more stable guide. After segmentation, the next

objective is to identify Spike candidates using morphological features com-
patible with the physical scale from pixels to nm (px <> nm).

Definition 3.16. Let M = {z € Q : H.(¢(x)) > 1/2}. For each connected
component R C M, define the features

F(R) = {Area, Eccentricity, Solidity, Edge density, Ii,}.

Def. 3.16 is, in itself, the way the model interprets the final mask and its com-
ponents as robust invariants with discriminative power; such as area (scale),
eccentricity (elongation), solidity (compactness), edge density (perimeter tex-
ture), and internal mean intensity (residual contrast).
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Proposition 3.17. With calibrated px <> nm conversion, the class Spike
satisfies A < A(R) < A, Sol(R) > so, Ecc(R) < ey, Iin(R) > 71, consistent
with mean lengths ~ 30nm and the diversity observed (S1/52).

Proof. First, define the Legendre moments P,,,, computed over the normalized
domain [—1,1] x [—1,1]. Let u,(x) = u(ox) be a scaled version of the Spike;
by the change of variables X’ = ox in the projection integral

A = / / w(ox) Po(2) Po(y) da dy.

The algorithm described and implemented in Sec. 4 performs a prior rescaling
based on detected intensity. This step maps the Spike’s support (regardless of
its original size o) to the unit square of the Legendre basis. By normalizing the
domain before integration, the resulting coefficients {\,,,} remain constant
for any o. Therefore, the Spike feature vector is scale-invariant, guaranteeing
the model’s ability to recognize the organism at different zoom levels or tissue
depths. ]

The thresholds (A, A, s, g, 77) are adjusted with the physical scale (30-nm
bar) and can be refined per particle/experiment, as discussed in the S1/S2
results.

Theorem 3.18. After é, Hy and DRLSE segmentation [30, 48], there ex-
ists a projection L : F — R™ and 6 € R with a positive margin such that
L(Spike) > 6 > L(no-Spike).

Proof. The Legendre polynomials {P,(z)} form a complete orthogonal basis
in L?([—1,1]) [7]. By extension, the product basis forming the 2D-Legendre
basis is complete on the unit square containing the Spike’s projection. Any
smooth phase object u(x,y) can be expressed as a convergent series

u(z,y) = Z Z nm P (@) P (y).-
n=0 m=0
The model uses an approximation of degree d, where the approximation error
in the Sobolev space H* decays exponentially with d if the phase function
is analytic (as assumed for protein density after Fourier-propagator noise re-
moval). The IDE coupling through Theo 3.12 guaranties each u,, is a stable
representation. Interpolation between contiguous frames n and n—+1 using the
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Legendre basis acts as a smoothing operator (spectral regularization) that fills
gaps in the Fourier domain (the “missing wedge” problem). The volumetric re-
construction is equivalent to an inversion of the Fourier transform modulated
by phase; since the Fourier propagator corrects CTF aberrations (by Theo
3.14), the input data for interpolation are consistent with the image-formation
physics. By the Stone—Weierstrass theorem, since the Spike support is com-
pact and the density function is continuous, the polynomial approximation
converges uniformly. The total error AV = ||[Veas — Veaie|| is bounded by

—ad
AY S 016 + CY2 €segmentation

where C7,C5 depends on SNR. As d — oo and ¢ — 0, the computed volume
collapses toward the real protein structure. O

Theo 3.18 supports feature separability after preprocessing, since the prepro-
cessing + segmentation combination not only extracts the contour but also
optimizes the feature distribution so that the morphological decision becomes
more reliable (larger separation margin). The last link in this theoretical
chain naturally leads to Sec. 4: once we have clean (minimum-error) and seg-
mented frames, we need intra-frame and inter-frame continuity for volumetric
construction.

Definition 3.19. To promote inter-frame continuity in the volumetric re-
construction M x M x M, we approzimate f(z,y) = 3, <o GumPn(T) Pn(y),
where {P,} is an orthogonal basis of Legendre polynomials [7].

Thus, Def. 3.19 formalizes the use and application of Legendre polynomials
as a complete orthogonal basis [7], with good approximation and regularity
properties, naturally fitting the symmetries of the square domain M x M.

Theorem 3.20. If f € L?, the Legendre partial sums converge to f in L2,
which provides continuous smoothing between frames and naturally links to

Sec. 4.

The expansion will allow interpolation and smoothing in a controlled man-
ner, avoiding discontinuities between frames and serving as input to the
Fourier-Legendre proposal; this is supported by Theo 3.20.

Proposition 3.21. The philosophy of Fourier Transform Profilometry (FTP)
of operating in frequency/phase is consistent with the use of G, Hyx and sub-
sequent smoothing with Legendre to build 3D volumetric objects.
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With this, Prop. 3.21 is the link that builds compatibility between our model
and Fourier profilometry; we clean (remove and reduce image noise) and
propagate in Fourier (better contrast), then segment (stable contours), and
finally continue with multilinear fits using complete orthogonal bases such as
Legendre polynomials |7] to reconstruct the volume. Although the variational
model already provides geometric smoothing, in cryo-EM volumes it is useful
to add nonlinear anisotropic diffusions (NAD/EED—Nonlinear Anisotropic
Diffusion and Edge-Enhancing Diffusion), especially for visualization (render
and internal navigation).

Definition 3.22. Nonlinear anisotropic diffusion (NAD/EED) reduces noise
in cryo-EM volumes while preserving edges, thereby improving visualization
(e.g., by Fourier Shell Correlation,).

NAD/EED tends to smooth intensities in homogeneous regions and to respect
discontinuities (edges), thus complementing the curvature term.

Lemma 3.23. The term Txy, in 6 acts synergistically with NAD/EED, sta-
bilizing the position of the contour without erasing fine detail.

The mixture of non-local smoothing and anisotropic diffusion allows for noise
reduction in the volumetric object without sacrificing subtle intracellular
structures.

Proposition 3.24. ASM/CTF + DRLSE + NAD/EED + Legendre sup-
ports internal navigation and visualization (membrane, N, RBD) in the 3D
volumetric object.

Proof. First, define the local structure tensor J, of the phase image u. The
Spikes exhibit strong anisotropy at their edges; in the Fourier domain, this
translates into energy concentration along specific directions in the (&, 7)
plane. Assume the memory kernel is not purely temporal but is coupled
to the spatial gradient: K = K(t — 7,Vu). Integrating this kernel in the
IDE, the diffusion term becomes

/o K(t—7,Vu) div(g(||Vu||)Vu(7')) dr,

so that in noisy regions (low gradient) the kernel K tends toward isotropic
behavior (Gaussian average), eliminating stochastic variations; at Spike edges
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(high gradient), ¢g(||Vul|) tends to zero per the Perona-Malik criterion, stop-
ping diffusion across the edge. However, the memory component f(f allows
coherent information from previous frames to reinforce edge position. Fourier
analysis shows the memory term acts like a “delay line” that filters frequen-
cies lacking temporal persistence. Since cryo-EM noise is incoherent (white
or Poisson), its temporal integral tends to zero, whereas the protein signal
(coherent) adds up. Thus, integrating the adaptive kernel allows the model
to identify Spike morphology with sub-pixel accuracy, preserving membrane
sharpness even when the signal-to-noise ratio is below 1.2, thereby validating
the robustness of the proposed model. O

This chain of steps makes feasible the qualitative and quantitative analysis
of the internal regions shown in the chapter in Sec. 5. To complete the
strength of the variational framework, we collect three standard mathematical
properties of the proposed evolution: weak existence, partial coercivity of the
functional, and compactness of trajectories.

Theorem 3.25. If K,,W € L', \,pu,a,8 > 0 and ¢ € H*(Y), then the
evolutionary problem 0, = G(¢) admits a weak solution locally in time.

Proof. A generalization of Parseval’s identity allows defining the energy func-
tional in the spatial domain, including the data-fidelity term and the Legendre
basis regularization. By Parseval’s theorem, the total energy can be expressed
entirely in the Fourier domain

| weorax = [ jaoras

which implies that minimizing the segmented-image error energy is equivalent
to optimizing the Spike power spectrum. The time derivative of the energy
%E(u) along the IDE trajectory is

e <5€ 8u>

dt — “ou' ot’’
and substituting % by the IDE terms (diffusion + memory) and applying
the propagator Hy (bounded in L?) and a positive-definite memory kernel
K(t — 1), one gets

@

= <—c [ e B lite 0 e
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This fundamental inequality shows strict energy decay until the Spike sup-
port is reached (where the phase gradient is coherent). Projection onto the
2D-Legendre basis (as in Theo 3.18) acts as a smoothing filter that removes
components outside the protein’s functional subspace. Being orthogonal, it
does not inject spurious energy, maintaining flow stability. Hence, the system
converges uniformly to a configuration where the recovered phase corresponds
to the true electrostatic potential of the SARS-CoV-2 protein. The residual
error is bounded by the CTF cutoff frequency, closing the demonstration of
model validity. ]

Theo 3.25 establishes the existence of a weak local solution, ensuring the
evolution is well-posed in the weak sense and that the algorithm does not
pursue a non-existent quantity.

Proposition 3.26. There exist ¢,C' > 0 such that E(¢) > ¢ [, |[|[V| dx —
C (14 |12+ 3)-

Proof. From the definition of E(¢) in Eq. 6, separating geometric from data
terms,

E(¢) = Egeom<¢) + Edata(¢) + Ereg(¢)7

the geometric term (Egeom) yields an arc-length term

Eyeom () = 1 /Q 5.(6) IV ]| dx,

and in the limit € — 0, by total-variation and co-area formula,

lii%/ﬂée(gb) IVo| dx = /Q IVH(¢)|| dx = Perimeter(I').

Therefore, for small enough ¢ and g > 0, we can bound below

Eeom(6) > €1 / IVH()]| dx,

with ¢; &~ pu. The (generalized) Chan—Vese region term, in its global equiva-
lent form (before variation),

Eaata(¢) = /\1/

Q(Iz* — Cin)*H(9) dx + Xo / (e — cow)*(1 — H(¢)) dz,

Q
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is non-negative. For the stronger form (supporting even negative “balloon
force” terms or hybrid subtractions), rewrite by adding/subtracting constants
to isolate

Edata = /Q([ - Cout)de + [)H(¢) \[)\1<[ - cin)2 - )\2([ - Cout)Z} d[E,

/

-~

R(z)

where ¢, Coue are non-local averages, thus |ci,l, |Cout| < ||I]|lo- Using
Cauchy-Schwarz/Young (2ab < a? + b%), there exists Cy with

[R(2)] < Ca (1+ I(2)?),

hence

[ H@ R@ o=~ [ [R@de 2 =Gy [ (14 P do = ~Ca (9 + 1]32)
Q Q Q
The DRLSE term « [ P(|[V¢]|) is non-negative (double-well potential), and

the non-local term § [ §(H — W  H) is bounded since H € [0,1]. Summing
the bounds

5) +0,

ﬂ@z@ﬂwmwwwfwm+m*

and renaming ¢ = ¢; = p and C' = max{C5|Q], Cy} gives

2
12)

B($) > c/Q IVH(9)| dx — C (1 + | L-
]

The coercivity (Prop. 3.26) controls total contour variation and protects
against degenerate solutions.

Lemma 3.27. If E(¢*) decreases and {¢*} is bounded in H*(S)), then there
exists a convergent subsequence towards a critical point of E.

Even if the evolution does not reach a unique solution, the existence of accu-
mulation points at stationary states (stable candidates) is guaranteed. This
subsection formalizes what we have already verified experimentally and show
in Sec. 5.
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4 Fourier-Legendre proposal for S protein im-
age processing

Following the mathematical framework established by the Integro-Differential

Fourier Model (IDFM) in Sec. 3, we select two SARS-CoV-2 viral par-
ticles (VP) from Video-1 provided by Turonova et al. [26]. For each VP, a
single Spike is isolated for detailed morphological analysis, as shown in Fig. 1.
Initial localization is performed via simple segmentation based on spatial co-
ordinates and spike dimensions to define a rectangular binary mask. Within
this region, pixels are assigned a value of 1, while exterior areas are set to
0 |7, 17, 18, 40, 41]. This preliminary process, illustrated in Fig. 1 (¢) and
(d), serves as the initialization step for the more robust integro-differential
evolution described in the subsequent analytical sections.

(a) (b) (c) (d)

Figure 1: Selected Spikes (S protein) from Video-1 [26]: Spike 1 (S1) in (a)
and Spike 2 (S2) in (b) localized by square binary masks. Panels (c¢) and (d)
display the refined binary mask for S1 and the corresponding frame, which
act as inputs for the IDFM phase retrieval.

Visualization frame Spike processing

Video-1 consists of 15 frames per second with a resolution of 600 x 524 pix-
els. This low-resolution environment, characterized by high stochastic noise,
necessitates the advanced spectral filtering and memory-kernel stabilization
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provided by our integro-differential approach. Following initial segmenta-
tion, the localized regions for S1 and S2 measure 123 x 85 and 159 x 104 pixels,
respectively. To facilitate the observation of high-frequency structural com-
ponents, these resolutions are scaled to 738 x 510 for S1 and 954 x 624 for S2
using interpolation methods suitable for Fourier-domain analysis |7, 11, 13].
For the observation intervals [00: 30,00 :05] for S1 (48 frames) and
[00 : 05,00 : 07] for S2 (45 frames) the raw cryo-EM data are negative-coded
(where dark zones represent protein density). To ensure compatibility with
the phase retrieval propagator, gray tones (GT) are inverted, allowing the
virion’s structural information (S, M, E proteins and RNA) to be represented
as intensity peaks |26, 28, 29, 31]. This preprocessing, including the vertical
rotation of S2 for alignment, is automated in the SpikesResults algorithm
(lines 1-123), providing the stabilized data required for the Theorem-based
identification detailed in Sec. 3.

Basic Processing: Manual

To optimize the segmentation process, we implement a second binary
mask, "BigMask" (1 and 2), over the initial Spike ROI. BigMask is con-
structed from the frame exhibiting the largest Spike surface area (frame 23
for S1 and 25 for S2), serving as the foundational manual reference for our
proposal. This stage requires expert user interpretation; thus, we utilize the
Matlab®) Image Processing and Computer Vision toolbox through the "Im-
age Segmenter" function |7]. Consequently, our approach is semi-automatic,
as the subsequent integro-differential evolution and recognition cycles
rely on this initial BigMask. This represents a significant achievement, con-
sidering the inherent challenges that Al and machine learning face in cryo-EM
segmentation, where distinguishing viral proteins (S, RNA, DNA) from com-
plex cellular backgrounds and stochastic noise is critical to avoid data loss
[7, 12, 13, 18, 42, 43, 44].

The application of BigMask over the initial ROI is shown in Fig. 1 (¢). To
ensure mathematical compatibility with the Integro-Differential Fourier
Model (IDFM) described in Sec. 3, we transform this rectangular binary
matrix into a square M x M matrix (M = 738 for S1 and M = 954 for
S2). This zero-padding optimization stabilizes the Fast Fourier Transform
(FFT) applied during the noise reduction cycles across the m frames (h = 48
for S1 and h = 45 for S2). By centering the Spike metadata within the
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square matrix, as illustrated for S1 in Fig. 1 (d), we provide the stabilized
input required for the iterative phase retrieval and structural identification
theorems.

Automatic processing: FFT and DRLSEM

From the m square frames of M x M, we apply a multi-cycle analysis

to suppress periodic noise [46] using the Fourier Transform |7, 11, 47]. We
employ the 2D Fast Fourier Transform (FFT2) to map the data into the
frequency domain, where a passband filter 8, 13, 19] is applied. This stage is
crucial for the Integro-Differential Fourier Model (IDFM), as it limits
information to specific frequency orders (f.o, f,0), effectively recovering the
protein’s structural phase while removing stochastic errors. Subsequently,
the Inverse Fourier Transform (IFFT2) reconstructs the filtered data in the
spatial domain. As highlighted in the Proposition 3.6 of our theoretical
framework, this cyclic filtering averages noise across key frames, stabilizing
the cryo-EM study. This leads to a refined segmentation of the Spike, free
from background interference from host tissue |26, 28, 29]. In Fig. 2 (a)-(c),
we observe the raw challenge of segmenting S1; however, as shown in Fig. 2
(d)-(f), the application of multiple Fourier cycles significantly enhances edge
definition, facilitating the automated identification detailed in the FourierPN
function.
Furthermore, the Distance Regularized Level Set FEvolution Method
(DRLSEM) [30, 48| is utilized for automated contour detection. This method,
a variant of the active contour or SNAKE approach [49, 50|, is refined here to
align with the Theo. 3.12 (Stability of Lyapunov). DRLSEM identifies irreg-
ularities by evolving a Level Set Function (LSF) based on intensity gradients.
The evolution of the parameterized contour C (s, t) is governed by:

oC

where F' denotes the speed function and N the normal vector. Expressing this
in terms of the LSF @ (x,y,t), we obtain the Level Set Evolution Equation:

= = Flval. )
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(d) (e)

Figure 2: In (a)-(c) (Video-1 [26]), three frames are segmented by the square
BigMask. In (d)-(f), the same frames are shown after background noise re-
moval using the IDFM-based cyclic filtering, highlighting the enhanced edge
visualization for structural identification.

To ensure numerical stability and prevent LSF irregularities, we incorporate
a signed distance function (sign) as a re-initialization mechanism:

2~ sign(2)(1 ~ Il )

As established in the Theo. 3.25, this variational formulation maintains the
regularity of the level set without manual re-initialization, bridging the gap
between theoretical integro-differential dynamics and practical implementa-
tion (FourierPN function, lines 104-296).

2D Legendre Base Interpolator

The 2D Legendre Base Interpolator, implemented in the 3DLegendreS
function, refines the framework established by Cuevas et al. [7] to ensure
structural continuity in the volumetric reconstruction. This approach gener-
ates intermediate frames from sparse neighboring data (see Fig. 3) using an
optimized Python-based algorithm. By utilizing Legendre Polynomials (LP)
as a complete orthogonal basis [52], the model interpolates phase information
along the Z-axis of the 3D matrix [Fig. 3 (a)], a step that is mathemati-
cally consistent with the Integro-Differential Fourier Model (IDFM)
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described in Sec. 3. Reconstructing continuous volumetric objects is critical
for macromolecular identification, particularly for the SARS-CoV-2 S pro-
tein, where the limited frame count (48 for S1 and 45 for S2) could otherwise
introduce discrete boundary errors. To preserve the physical regularity of the
phase, we employ LP fits that guaranty L? convergence, representing any 1D
projection f as:

fay =Y 2 [ /| f<t>Pk<t>dt] Pil), (10)

k=0

where P, denotes the LP on the interval [—1,1] |7, 13|. Consequently, the
filtered phase objects are fitted to bivariate functions f : Q € R? — R using
2D-LP expansions as follows:

a q

flz,y) = Zzanbmpn (@) P (y)- (11)
n=0m=0

This formulation effectively eliminates phase discontinuities while preserving

the morphological integrity of the Spike |7, 8, 20]. The process is iterated to

generate i« = M intermediate frames, maintaining the global stability required

for the cubic M x M x M matrix. The synthesis of the volumetric solid is

governed by:

F(z,:) =Y AnPu(x) and F(:,y) = Y BuPul(y), (12)

where ¢ represents the polynomial degree determining the coefficients along
the spatial axes. Our 3DLegendreS algorithm optimizes previous iterations
by handling resolutions exceeding M = 512 and managing null metadata.
Furthermore, as shown in Fig. 3 (c), the proposal incorporates a multilinear
fit via 2D Splines as a final smoothing stage, ensuring that the resulting 3D
solid accurately reflects the protein’s atomic envelope.

5 Results and Discussion

We present our results and contrast them with contemporary research,
discussing both manual and automated proposals to clarify the advantages of
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Figure 3: Generation of Spike phase data in intermediate frames using 2D-LP
interpolation. (a) Axial location of intermediate frames in the M x M x M
matrix. (b) Fitting process using Eq. 10 to establish Z-axis continuity. (c) 2D
spline smoothing used to optimize the results of the 3DLegendreS function
for high-fidelity volumetric modeling.

our mathematical framework. The computational execution was performed
across multiple platforms to evaluate efficiency: a 6-core/12-thread work-
station (64 GB RAM, Quadro P1000), an 8-core/16-thread system (32 GB
RAM, RTX 3060), and a MacBook Pro (i7, 32 GB RAM) dedicated to the
3DLegendreS Python function. Detailed filter configurations for the Mat-
lab®) VolumeViewer, including "Alphamap" and "Colormap" settings used
for rendering. Additionally, Video-2 demonstrates the algorithm’s execu-
tion and the dynamic manipulation of the 3D solid, confirming the stability
predicted by the IDFM in Section 3.

Manual Results

Initially, we evaluated the results using m manually constructed masks,
providing a baseline for the semi-automatic proposal. All resources required
for replication are available in our repository 2. Fig. 4 displays the volumetric
objects for S1 and S2. In Fig. 4 (a)-(b), the raw 3D solids reveal the internal

2Github repository
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density before spectral filtering. By applying the IDFM-based filters in Fig.
4 (c¢)-(d), we isolate the outer glycoprotein cover, consistent with the models
by Yao et al. [28|. This envelope effectively surrounds the Receptor Binding
Domain (RBD) and glycans, a structural detail often obscured in standard
cryo-EM processing.

(a) (b)

(©) @

Figure 4: Volumetric reconstruction results: (a)-(b) Unfiltered 3D solids
showing internal density. (c)-(d) Filtered outer shell isolating the S protein
envelope. (e)-(f) Internal macromolecular arrays. These results validate the
structural identification theorems of the Section 3.

In Fig. 4 (e)-(f), the internal macromolecular arrays of S1 and S2 are com-
pared with the subtomograms from Turofiov’a et al. [26]. Unlike purely
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statistical averaging methods, our integro-differential approach preserves
individual morphological variations. We measured heights of 28 nm for S1
and 31 nm for S2 (relative to a 30 nm reference bar), highlighting that 3D
reconstruction should reflect the unique physical dimensions of each Spike
rather than an idealized trimer.

Fig. 5 illustrates the specialized filtering of the volumetric objects. In Fig.
5 (a), the IDFM allows for the recognition of macromolecular arrays where
the N protein (nucleocapsid) interacts with the RNA (yellow) near the S1
membrane [53]. The RBD is highlighted in red within the inner spike region.
Fig. 5 (b) focuses on the S2 RBD, utilizing a phase filter that suppresses
interference from the lipid bilayer. Similar structural features are observed
for S1in Fig. 5 (c¢) and S2 in Fig. 5 (d) using varied color mapping. These re-
sults demonstrate that integrating integro-differential equations into the
Fourier propagator provides a superior tool for identifying functional domains
within the viral envelope.

Semi-Automatic Results

In alignment with the Integro-Differential Fourier Model (IDFM)
described in Section 3, we implemented the multi-cycle algorithms and DRLSEM
to achieve semi-automatic segmentation. The application of these cycles
yields m 2D matrices where structural boundaries are significantly enhanced
[Fig. 2 (e)—(f)]. Our modification to the DRLSEM identifies fixed points at
the centers of fluctuating contours using the LSF evolution function & (de-
tailed in lines 146-187 of the FourierPN function). This centering process,
based on gray tone (GT) intensity, ensures that the segmentation evolves dy-
namically with the protein’s structural growth across frames. By solving the
evolution equation (Eq. 9) through an iterative system of multiple centers,
the individual contours expand and merge until a single, unified boundary is
established.

The resulting semi-automatic volumetric objects, generated via the 3D Legen-
dreS function, are shown in Fig. 6. While the 3D solid is clearly observable,
the automatic process currently lacks the internal visibility afforded by man-
ual filtering. In Fig. 6, we compare the manual (blue) and semi-automatic
(jet colormap) reconstructions, referencing a 30 nm scale. For S1 [Fig. 6 (a)],
we observe a height difference (28 nm vs. 32 nm) and a more rugged iso-
surface in the semi-automatic version, which reflects the raw convergence of
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Figure 5: We show the 2D solids for S1 and S2 in the right and left columns
respectively Video 2. The objects at the bottom are the same objects as
those in the figure top, using different filters in VolumeViewer. In (a), the
RNA macromolecular arrays are volumetrically recognized, surrounded by the
N protein (nucleocapsid) in yellow, close to S1 membrae in blue; in red we
highlight the los Receptor Binding Domain (RBD), similar to (c). In (b), the
RBD are highlighted, allowing us to observe them without the interaction of
the membrane, RNA or N protein, as in (d), using however a different filter,
color and rotation.

the integro-differential kernels without additional manual smoothing. For S2
[Fig. 6 (b)], the semi-automatic method successfully recovers the membrane
but remains limited in resolving the fine internal RBD features compared to
the manual baseline.

Both proposals allow for multi-directional internal navigation. However, the
manual approach achieves a superior resolution of 10 nm, whereas the semi-
automatic proposal is currently bounded at 30 nm. Computational efficiency
also varies: while manual mask preparation takes 1-2 days followed by a
30-second execution, the semi-automatic IDFM process requires significant
iterative cycles. With 500 iterations, the algorithm takes approximately 6.2
hours for S1 (M = 738) and 14.6 hours for S2 (M = 954). Finally, Fig.
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(a) 30nm (b)

Figure 6: Comparison of Manual (blue) and Semi-automatic (jet) results. (a)
S1 shows significant structural changes and height variations (28 vs 32 nm).
(b) S2 comparison highlights the differences in surface smoothing. Reference
line at 30 nm.

7 compares internal volumetric navigation via orthogonal shear cuttings in
X,Y, and Z. The manual results (left) clearly resolve macromolecular arrays,
whereas the semi-automatic results (right) primarily delineate the global con-
tour, validating the stability theorems of Section 3 while highlighting areas
for further resolution optimization.

Figure 7: Volumetric navigation of S1 (a)-(b) and S2 (c)-(d). Manual results
(left) resolve inner arrays; semi-automatic results (right) highlight global con-
tours.
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Discussions

We contrasted our results with the volumetric studies of Jackson et al.
[9], Zhang et al. [14], Turoniova et al. [26], Yao et al. 28], Kaur et al. [29] and
Peng et al. [53]. In these works, S proteins are typically rendered with a high
degree of structural uniformity. However, the raw metadata in Video-1 reveals
that spikes across different SARS-CoV-2 viral particles exhibit significant
variations in position, length, width, and shape due to the dynamics of host
infection—distortions that are often omitted in averaged reconstructions. Our
analysis, rooted in the Integro-Differential Fourier Model (IDFM) of
Sec. 3, uniquely captures these individual morphological differences between
S1 and S2, even at the lower resolution of the semi-automatic stage. We
hypothesize that the structural similarity reported in commercial cryo-EM
software stems from the heavy use of position and energy statistics of known
macromolecular arrays. In contrast, our approach prioritizes the deterministic
phase retrieval enabled by the integro-differential kernels, providing a more
localized physical representation of the biological sample.
Currently, we are working to enhance the numerical resolution of our pro-
posals and transition the semi-automatic workflow into a fully automated
system, despite the current execution demands of approximately 1.7 days.
By optimizing the Sec. 3 framework, we aim to extend this methodology to
other macromolecular complexes like DNA and RNA. We are exploring Al
and Machine Learning to refine the DRLSEM and SNAKE evolution within
our Fourier-Legendre propagator. Note that in the SpikesResults algorithm,
lines 221 and 226 are currently commented out to manage execution times.
For high-fidelity results, users should remove the "%" symbol and increase the
iteration count from 100 to 500 in the FourierPN instruction, as detailed in
our repository. This scaling is essential to validate the convergence theorems
and stability criteria that form the core of our mathematical proposal.

6 Conclusions

In this manuscript, we presented a novel framework for analyzing cryo-
EM clinical data through a frame-by-frame processing approach, specifically
isolating SARS-CoV-2 S proteins. Our methodology integrates a robust seg-
mentation process refined via DRLSEM with a high-resolution recovery stage
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powered by Legendre Polynomials (LP). The core of this work, the Integro-
Differential Fourier Model (IDFM) detailed in Section 3, enables precise
noise suppression and phase retrieval through multiple spectral cycles. By
applying the 3DLegendreS algorithm, we transformed discrete frames into a
continuous M x M x M volumetric solid. This allows for detailed internal
navigation, revealing the protein’s inner architecture. While manual seg-
mentation requires a significant initial time investment (approximately two
days), the semi-automatic approach provides a scalable alternative, where
execution is governed by the iterative convergence of the integro-differential
kernels. Our proposal achieves a resolution of 10 nm, successfully resolv-
ing critical features such as the viral membrane, nucleocapsid (N proteins),
and the Receptor Binding Domain (RBD). Crucially, our results demonstrate
that, unlike standard software tools that assume structural symmetry, the in-
dividual macromolecular distribution within each Spike is inherently unique
and asymmetric.

Finally, we have provided the MaskSegSpikel and PerNoiSpikel datasets,
along with the generated volumetric frames for S1 and S2, to ensure the re-
producibility of our results. These elements are essential for executing the
DRLSEM and 3DLegendresS routines within the proposed M x M x M ma-
trix. By utilizing these resources and following the procedures demonstrated
in Video-2, researchers can replicate the plots presented here and perform
independent volumetric navigation of the SARS-CoV-2 Spike, validating the
stability and precision of the integro-differential framework established in this
study.
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Capitulo 4

La clase de los continuos enrejados es
SF,-cerrada

Felipe de Jestis Aguilar Romero, David Herrera
Carrasco, Fernando Macias Romero

FCFM, BUAP

Resumen

Dado n € N, consideramos el hiperespacio Fy,(X) de todos los subconjun-
tos cerrados y no vacios de X con, a lo méas n puntos. El n-ésimo producto
simétrico de suspension de X es el espacio cociente Fy,(X)/Fi(X). De-
cimos que la clase de los continuos enrejados es SF,-cerrada siempre
que para cualesquiera X continuo enrejado y Y un continuo tales que
F,(X)/F1(X) es homeomorfo a F,(Y)/Fi(Y), se cumple que Y es un
continuo enrejado. En este capitulo estudiamos el caso cuando n > 4.

1 Introduccion

Un continuo es un espacio métrico no vacio, compacto y conexo. Dado
un continuo X, un hiperespacio de X es una colecciéon especifica de sub-
conjuntos de X. Los hiperespacios que se estudian en este trabajo son los
siguientes:

2¥ ={AC X :A# 0y Aesun cerrado de X};
Co(X)={A € 2% Atiene alo mas n componentes};
F,(X)={A€2%: Atiene alo mas n puntos}.
La familia 2% es llamada hiperespacio de los subconjuntos cerrados de X, y
se considera con la métrica de Hausdorff. C'(X) = C1(X) es el hiperespacio de

los subcontinuos de X. Al hiperespacio F,(X) se le conoce como el n-ésimo
producto simétrico de X. Note que el primer producto simétrico de X es
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el hiperespacio F;(X) de los subconjuntos singulares de X, y se puede probar
que X es homeomorfo a F;(X).

En 1979, S. B. Nadler, Jr. [19] introdujo el concepto de hiperespacio
suspension de un continuo X como el espacio cociente C(X)/F(X), que
se obtiene de C'(X) al identificar a F;(X) en un punto y se denota como
HS(X). En 2004, S. Macias [16] defini6 el n-ésimo hiperespacio suspen-
siéon de un continuo X, para un entero n mayor que 1, como el espacio
cociente C,(X)/F,(X), y se denota como HS,(X). En 2008, Juan C. Macias
[17] defini6 el n-ésimo pseudo hiperespacio suspension de un continuo X,
PHS,(X), como el espacio cociente C,,(X)/Fi(X). En 2010, F. Barragan (ver
[3]) defini6 paran € N, con n > 2, el n-ésimo producto simétrico suspen-
sion de X, denotado por SF,(X), como el espacio cociente F,(X)/Fi(X).
En 2018, J. G. Anaya, D. Maya y F. Vazquez-Juarez definieron, para un con-
tinuo X y m,n € N con m < n, el (n,m)-ésimo hiperespacio suspension
de X como el espacio cociente C,,(X)/F,,(X), y lo denotamos por HS” (X)
(véase [2]).

Sea X un continuo X y H(X) un hiperespacio de X. Decimos que una
clase de continuos I' es H-cerrada si para cualesquiera X € I' y Y un con-
tinuo tal que H(X) es homeomorfo a H(Y'), se cumple que Y € I'. En 2013,
Alejandro Illanes, Rodrigo Hernandez Gutiérrez y Verénica Martinez de la
Vega definieron la clase de los continuos enrejados (ver 7] y Definicion 3.1).
En este trabajo, demostraremos esta propiedad cuando I' es la clase de los
continuos enrejados y H(X) es el n-ésimo producto simétrico suspension de
X, paran € N conn > 4, es decir, la clase de los continuos enrejados es
SF,-cerrada, para cada n € N con n > 4 (ver Teorema 5.10).

Se conocen los siguientes resultados sobre la propiedad H(X)-cerrada,
para el caso particular de los continuos enrejados:

1. La clase de los continuos enrejados es F,,-cerrada, para n € {2, 3}, (ver
|6, Teorema 3.10]).

2. La clase de los continuos enrejados es PH S,,-cerrada, para cada n € N,
(ver [15, Teorema 4.3]).

3. La clase de los continuos enrejados es HS,-cerrada, para cada n € N,
(ver [11, Teorema 3.2|).

4. La clase de los continuos enrejados es H.S) -cerrada, para cadan,m € N
con m < n, (ver [8, Teorema 6.9]).
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2 Preliminares

Sea X un continuo. Dado A un subconjunto de X', denotamos por int x (A),
clx(A), y bdx(A), al interior, la clausura, y la frontera de A en X res-
pectivamente. Sea d la métrica de X, para p € X, y r > 0, definimos
Bx(p,r) = {z € X : d(p,z) < r}. Para cualquier A C X y § > 0 defi-
nimos la nube de radio ¢ alrededor de A, como N4(A,d) = (J,c4 Bx(a,6).
La métrica d en X induce una métrica en 2%, que es la métrica de Haus-
dorff, que se define de la siguiente manera: H(A,B) = inf{e > 0 : A C
Ny(B,e) y B C Ny(A,e)}, con A,B € 2%, Para A C X y r > 0, defi-
nimos By (A,r) = {B € 2% : H(A, B) < r}. Adicionalmente, denotamos
Br(A,r)NF,(X) por Bg,(x)(A,r). Para un conjunto A, |A| denota la cardi-
nalidad de A.

La métrica de Hausdorff es heredada a F,,(X) y esta lo hace un espa-
cio métrico, el cual también resulta ser un continuo. En este trabajo R™ se
considera con la topologia euclidiana y por ende, todos sus subespacios.

Sean p € X y  un nimero cardinal. Decimos que p tiene orden menor
o igual que (3, en X, denotado por ord(p, X) < £, si p tiene una base de
vecindades B en X tal que la cardinalidad de bdx(U) es menor o igual que 3,
para cada U € 3. Decimos que p tiene orden igual a [ en X, denotado por
ord(p, X) = 3, si ord(p, X) < 8y ord(p, X) £ a para cualquier otro nimero
cardinal a < 3. Los puntos de orden 1 son puntos extremos, los de orden
2 son puntos ordinarios y los puntos de orden 3 o mayor son puntos de
ramificacion, estos se denotan con F(X), O(X) y R(X), respectivamente.

Definicion 2.1. Un arco es cualquier conjunto homeomorfo al intervalo ce-
rrado [0, 1], con la topologia euclideana.

Definicion 2.2. Un continuo X es una grdfica finita si se puede expresar
como la union de un numero finito de arcos tales que, cada par de ellos son
ajenos o se intersectan en uno o ambos puntos extremos.

Figura 1: Gréfica finita
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Definicion 2.3. Sea X un espacio métrico y p € X. Diremos que X es
localmente conexo en p, si para toda vecindad U de p, existe V' abierto
y conexo tal que p € V C U. Se dice que X es localmente conexo, si es
localmente conexo en todos sus puntos.

Una n-celda es un espacio homeomorfo a la bola cerrada B™ en R", donde
B" = {x € R" : ||x|| < 1} y ||x|| denota la norma euclidiana. Una curva
cerrada simple es cualquier espacio homeomorfo al espacio S! = {x € R?:

[Ix|| =1}

Definiciéon 2.4. El n-odo simple, con n € N, denotado por T, es un con-
tinuo que se construye uniendo n arcos que se intersectan dos a dos en un
unico punto llamado vértice del n-odo simple, dicho vértice tiene que ser un
punto extremo de cada uno de los n arcos y, los otros puntos extremos de los
arcos se llaman extremos del n-odo.

Sean Uy,U,,...,U,, una colecciéon finita de subconjuntos de X,
(Uy,Us, ..., U,,) denota el subconjunto de F,(X)

{AeF,(X): Ac| Uiy ANU, # 0 para cada k € {1,2, ..., m}}.

k=1

Se sabe por [14, Teorema 1.2| que la familia de todos los subconjuntos de
F,.(X) de la forma (Uy, Us, ..., U,,), donde cada U; es un subconjunto abierto
de X, es una base para la topologia inducida por la métrica de Hausdorff en
F.(X).

A continuacion, definiremos el hiperespacio a estudiar. Sean X un con-
tinuo y n € N. Consideremos D = {F;(X)} U {{A} : A € F,(X)\ Fi(X)}
una descomposicion de F,,(X). El n-ésimo producto simétrico de suspension
de X es el espacio cociente F,,(X)/D; este se obtiene de F,(X) al identificar
a F1(X) como un punto, con la topologia cociente. F},(X)/D se suele denotar
por:

Fu(X)/F1(X).
La funcién cociente qx : F,,(X) — F,(X)/F1(X) esta definida por

{A} si Ae Fy(X)\ (X)),

ax(4) = {FX si Ae F(X).
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Fx denota al elemento tal que gx(F1(X)) = {Fx}. La restriccion de ¢x al
subespacio F,(X) \ F1(X),

Ix|F.conm ()T Fa(X)\ F1(X) — (F(X)/Fi(X)) \ {Fx}

es un homeomorfismo. De ahora en adelante, escribimos ¢% = q¢x|g,x)\m (x)-

3 Continuos enrejados

En 2013, Alejandro Illanes, Rodrigo Hernandez Gutiérrez y Verdnica
Martinez de la Vega definieron nuevas clases de continuos en su articulo titu-
lado Unicidad de hiperespacios para continuos de Peano (ver [7]), a
saber; la clase de los continuos enrejados y casi enrejados. Para poder definir
estos, consideremos los siguientes subconjuntos de un continuo X:

G (X)={x € X : z tiene una vecindad G en X, tal que
G es una grafica finita },

P(X)=X-G(X).

Definicién 3.1. Un continuo X es casi enrejado si y solo si el conjunto
G (X) es denso en X. Un continuo casi enrejado X es enrejado si X tiene
una base de vecindades B tal que para cada elemento U € B se cumple que
U—"P(X) es conexo.

Sea X un continuo. Un ciclo en X es una curva cerrada simple J en X
tal que J — {a} es un subconjunto abierto de X, para algtn a € J. Un arco
libre en X es un arco a en X con puntos extremos p y ¢ tales que o — {p, ¢}
es abierto en X. Un arco libre maximal en X es un arco libre en X que es
maximal con respecto a la inclusion. Consideremos los siguientes conjuntos
que son importantes para las siguientes secciones:

Agr (X)={J C X :Jes un ciclo en X}.

A(X)={J C X :Jesun arco libre maximal en X}.
Ag (X) ={J € A(X) : tal que existe p € E(J) con p € intx(J)}.
As (X) = A(X) U Ap(X).
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En(X)={A € F,(X) : A tiene una vecindad en F,,(X)
que es una n-celda}.
SE,(X)={B e F,(X)/Fi(X) : B tiene una vecindad en
F.(X)/Fi(X) que es una n-celda}
No(X)={A e F,(X)\ F,.1(X): AN (R(X)UP(X)) =0}
Po(X)={A€ F(X): AnP(X)) # 0}.
Note que si X es una gréfica finita, entonces X = [JAg(X), en este caso, a

cada elemento de Ag(X) le llamamos arista. Los siguientes resultados serén
utiles para el desarrollo de este trabajo.

Lema 3.2. [12, Teoremas 3.3, 3.8] Sean X un continuo casi enrejado local-
mente conexo, yn € N con n > 4. Entonces

(1) No(X) es un subconjunto denso de F,(X),
(2) Eu(X) =N (X).

Lema 3.3. [10, Teorema 4.1] Sea X un continuo casi enrejado localmente
conezo. Entonces, x € P(X) si y sdlo si existe una sucesion de elementos
distintos dos a dos en Ag(X), que converge a {z}.

Figura 2: Bosquejo de un
continuo que es enrejeado
y sOlo tiene un punto que
pertenece a P(X), denotado
en color rojo.

.,..---MHHHH ‘

Figura 3: Continuo enrejado el
cual contiene un tinico punto de

P(X), ademés este es un punto
ffj\\ ordinario.
N
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Figura 4: Continuo enrejado que
tiene una cantidad infinita de
puntos de P(X), representados en
color rojo los cuales son puntos de
ramificacion.

Figura 5: El continuo de la Figura 4 es
un continuo enrejado. Sin embargo, si
le unimos un arco, tal y como lo mues-
tra la Figura 5, el continuo resultante
es casi enrejado pero no enrejado.

4 Las componentes de &,(X)

El conjunto &,(X), definido en la seccion anterior, es de vital importancia,
ya que, al estar caracterizado mediante una propiedad topolégica, proporciona
un medio de comunicacion entre los espacios F,,(X)\ F1(X) y F,(Y)\ F1(Y).
Por ello, resulta fundamental identificar las componentes de dicho conjunto y
estudiar sus propiedades. En esta secciéon, presentamos aquellas propiedades
que son necesarias para el desarrollo del problema que se pretende resolver.

A continuacion, definiremos algunos subconjuntos de F,(X), que son de
suma importancia para el desarrollo de este trabajo.

Sean X un continuo tal que Ag(X) # 0, y n € N. Para ¢t € N, tal que
t < n, consideremos la coleccion I;, ..., I;, de elementos distintos Ag(X),
y i1,...,7; € N tales que an:l im = n. Definimos ICX(I;;,...,];:) como el
subconjunto de F,(X) tal que cada elemento en ICX(]]’:}, ,IJZ:) tiene exac-
tamente i, puntos en el interior de I; para cada m € {1,....t}. Es decir,
Ae /CX([J’:i, ., 11") implica que |A Nintx (1;,,)| = im v |A] = n.
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De la  definicion,  clp,x)(Kx (L, ..., I}')) C (L, 1),

‘ ‘ L
Kx (I3, ..., I}!)) C (intx (), ...,intx (I;,)), y para cada I € Ag(X), se cumple
que clg,(x)(Kx(I™)) = (I), no confundir en esta notacion el simbolo 1™, con

una n-celda.

Lema 4.1. Sean X un continuo localmente conexo tal que As(X) # 0, y
n,t,r € N tales que t,r <mn, y I,,....1;,,Lj,...,L; € As(X), entonces los
sigutentes enunciados se cumplen:

(1) ICX(I;i, . sz::) es arco conero.

(2) Kx (I, ..., 1) es un subconjunto abierto de F,(X).

J1? ? Tt

(3) Si Kx(I?,..., ')y N Kx (LY ,Lé:) # 0, entonces ICX(IE,... 1) =

J1? Tt J1? » gt

Kx (L, ... L.

Demostracion. (1) Sean A, B € ICX(I%,...,I;:). Para cada m € {1,...,t},

definimos A,, = ANintx (/;,,) y B, = BNinty (/;,,). Seam € {1, ...,t}. Note
que A, B, € (intx(Z;,.)), v |Am| = |Bm| = im. Por [1, Lema 3.6], existe una
funcion continua a,, : [0, 1] — (intx(I;,,)) tal que o, (0) = A,,, @ (1) = By,

Y |om ()| = im para todo z € [0, 1]. Consideremos a : [0, 1] — Kx (I3}, ... ,I;:)

definida por a(x) = a;(z)U- - -Uay(z), es claro que a es una funcién continua,
a(0) = Ay a(l) = B. Como [0,1] es un continuo localmente conexo y
a es una funcion continua, se tiene que «([0,1]) es localmente conexo. Por

. i1 it
ende, a([0,1]) es arco conexo, luego existe un arco en Kx([3,...,[3!) con

puntos extremos A y B. Consecuentemente, el conjunto ICX(I]?, >]le) es
arco conexo.

(2) Sea A = {ay,...,a,} € ICX(I;i, e ,I]’z) Consideremos Jq,...,J, C
X arcos libres disjuntos dos a dos, tales que J, N R(X) =0y ax € intx(Jy)

para cada k € {1,...,n}. Entonces, A € (intx(J1),...,intx(J,)). Sea
B € (intx(Jp),...,intx(J,)), entonces |B| = n. Tomemos m € {1,...,t}.

Como |A Nintx(I;,)| = @m, se tiene que intx(/;,) contiene exactamente
im de los arcos Ji,...,J,. Podemos suponer que Ji,...,J;, C intx(I;,).
Luego, para cada s € {l,...,i,}, se tiene que B Nintx(Js) C intx(I;,).
Como Ji, ..., J, son ajenos dos a dos, concluimos que |B Nintx ()| = im,
por lo que B € ICX(IJZ}, e ,I;:) Esto muestra que (intx(Jy),...,intx(J,)) C
ICX(I;;, . ,I;:), por ende ICX([J’}, . ,[;f) es un subconjunto abierto de F,(X).
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(3) Sean A = {ay,...,an} € Kx(I}},...,Ii') N ICX(L%, e ,Léf;) ym €
{1,...,t}. Dado que intx(I;,) N A # 0, existe k € {1,...,n} tal que a; €
intx (/},,). Por otro lado, debe existir m' € {1,...,r} tal que a; € intx(L; ,).
Esto implica que intx (7;,,) Nintx(L; ,) # 0. Por [15, Lema 3.1], se tiene que
I;,, = L; ,. Por ende, {I},, ..., 1;,} C {Lj,,...,L; }. Un argumento simétrico
muestra la inclusion inversa, por lo tanto {L;,,...,L; } = {I},,...,1;,}. Asi,
t = r. Supongamos que I; = L; , para cada m € {1,...,t}. Finalmente,
para cualquier s € {1,...,t}, se tiene que |A Nintx(I;,)| = is = I, por ende,

Kx(I,... It = Kx(L3, ..., LY). O
Observacion 4.2. La condicion de que X sea un continuo localmente conexo
casi enrejado implica que As(X) es no vacio [7, Lemas 1, 10]. Por lo tanto,
todo continuo localmente conexo casi enrejado satisface la hipdtesis necesaria
para la definicion de los conjuntos Kx y, consecuentemente, para el enunciado
del Lema 4.1.

Lema 4.3. 5i X es un continuo casi enrejado localmente conexo, y n € N
conn > 4, entonces las componentes de &,(X) son conjuntos de la forma:

Kx (I, ..., 1), para algin t € {1,...,n} y Ly, ..., I; € As(X).

Ji? 7t

Demostracion. Note que ICX(I]’}, . ,I;E) C N.(X), y por el Lema 3.2, se tie-

ne que ICX(I;;, . ,I;f) C &E.(X). Sea A € &,(X). Entonces, por el Lema 3.2
A € N,(X), lo cual implica que A C G(X) N (O(X) U E(X)). Luego, existen
Lj,...Lj € As(X)conr e {1,...,n}talesque A € (intx(L;,),...,intx(L;,)).
Para cada k € {1,...,r}, sea [, € N tal que |A Nintx(L;,)| = l. Como
n=|Aly|Al =3 ,_,|[Anintx(L; )|, se cumple que Y ;_, Iy = n. Por lo
tanto, A € ICX(Lé.ll, . Léf;). Esto implica que &,(X) es igual a la union de
todos los conjuntos de la forma ICX(IE, e ,I;:) Por el Lema 4.1, podemos
concluir la prueba. O

Corolario 4.4. Si X es un continuo casi enrejado localmente conexo, yn € N
con n > 4, entonces las componentes de SE,,(X) son conjuntos de la forma:

qX(ICX(I;;,...,I;:)), para algunt € {1,....n} y I;,...,I;, € As(X).

Lema 4.5. Sean X un continuo cast enrejado localmente conexo, yn € N con
n >4. Dados 1, ..., 1; € As(X) cont € {1,...,n}, se cumple lo siguiente:
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(1) SiAe Can(X)(/CX([E, . ,I]’:z)), entonces |ANintx (1, )| < iy, para cada
ke{l,..t}.

(2) La tnica componente de En(X) contenida en Can(X)(’CX(I;ia . ,IJZE)) es
Kx (I3, ..., I).

J1? ? Tt

Demostracion. (1) Sea A € clp,(x) (ICX(IE, e [;:)), y supongamos que exis-
tem € {1,...,t} tal que |[ANintx (I;,,)| > . Sean n,, = |ANintx (4;,,)|, y AN
intx(L;,,) ={a,...,an,}. Dado que intx (1},,) es abierto, existe r > 0 tal que
Bx(ay,r) C intx(/;,,) paracada k € {1,...,ny}, y Bx(as,7)NBx(a;,7) =0
para cada s,t € {1,...,n,,} con s # t. Note que existe Ay € ICX(I;:;, o ,Iﬁ)
tal que H(Ap, A) < 5. En particular, |Ay Nintx(l),)| = im. Tomemos
as,a; € ANintx (I, ), distintos. Existen af, a; € Ay tales que dx(a}, a,) < §
y dx(a;,a;) < 5. Luego, aj,a; € intx(I;,). Supongamos que a, = a;. En-
tonces, d(as,a;) < r, es decir, Bx(as,r) N Bx(a;,r) # 0, lo cual no es po-
sible. Por lo tanto, o/, # a} siempre que s # t, donde s,t € {1,...,n,,}.
Luego, |Ay Nintx(;,,)| > M > im, lo cual es una contradiccion. Por ende,
|ANintx(f;,)| <1, para cada k € {1,...,t}.

(2) Sea KCx (I, .., I"") una componente de &,(X). Supongamos que exis-

g 7Tt ' '
Lé:) de gn(X), distinta de ]CX(]Z,l o ]z't)7

l1
te otra componente ICX(le, cee FIERRRRE

tal que ICX(L?I, e L;:) C Can(X)(ICX(I}ll, e ,I;:)) Por el Lema 4.1, se tiene

que Kx (I, ..., I%) N Kx (LY ...,Lé-:) = (). Sean A € Kx (L ...,Léfn) C

1’ 7Tt 1) 17
chn(X)(IC)J((I;ll, ) ],I;Z)) ya é A. Entonces, existe m € {1, ... ,;} tal que a €
intx (L, ). Por otro lado, dado que A estd en la cerradura de Kx (I3, ..., I}!),
existe m’ € {1,...,t} tal que a € I, ,. Luego, I; , Nintx(L;,) # (. Por
[15, Lema 3.1 |, se tiene que I; , = L;,,. Por ende, A C U intx (7}, ). Asi,
|A] =3, [ANintx(I;,)|. De 1, se tiene que |A Nintx(I;,)| < iz para cada
ke {l,...,t}, entonces |A] = > i, [ANintx (I, )| < 3 ;_, ik = n. Como A €

E,(X), por el Lema 3.2 se tiene que |A| = n, esto implica que [ANintx (1}, )| =

ir, para cada k € {1,...,t}. Consecuentemente, A € /CX(];}, o ,I;tt), con-
tradiciendo el hecho de que ICX(IJ’}, . 71;2) N ICX(L?I, e L;:) = (. Por lo
tanto, la tnica componente de &,(X) contenida en clg, x)(Kx (I}, ..., ;)
es Kx (I3, .., I}!). ]
Teorema 4.6. Sean X un continuo casi enrejado localmente conexo, n € N
conn>4,yl;,....1;, € Ag(X) cont > 2. Entonces, se cumple que:
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Demostracion. Como ICX([;}, . ,I]’:) C clpn(X)(lCX(Iﬁ, ce I;:)) y es un sub-

conjunto abierto de F,,(X), se tiene que
Kx (I3}, I}}) C intp, o) (clp, o0 (Kx (1, - I))).

Sea A € intFn(X)(clpn(X)(lCX(];i, e I]’I))) Vamos a probar que A € N, (X),
es decir,

W ANRX)=0, 2 ANPX)=0, (3) A€ F,(X)\ Fi(X).

Note que existe r > 0 tal que Bp,(x)(4,7) C clp,x)(Kx(I},..., 1)) C
<Ij17 T ]jt>'

Para (1). Supongamos que ANR(X) # ). Sea p € ANR(X). Como A €
clp, ) (Kx (L}, ..., I})), existe B € Br,x)(A, $)NKx (I}, .., I}"). Entonces,
existe b € B tal que d(p,b) < 7 y b € intx([},), para algin k € {1,...,t}.

Consideremos I € Ag(X) \ {/;,} tal que p € I. Podemos tomar ¢ €
intx(I) \ B con d(c,p) < ;. Entonces d(c,b) < 5. Sea C' = (B \ {b}) U {c}.
Luego, H(B,C) < 5. Ast, H(A,C) < H(A,B) + H(C,B) < r, por lo que
C € Bp,x)(A,r). Se tiene que C € chn(X)(ICX(IE,...,];:)). Por lo tanto,
existe [ € {1,...,t} tal que ¢ € I;. Esto implica que I;, Nintx(I) # 0. Por
[15, Lema 3.1], se tiene que I;, = I. Asi, I € {I;,, ..., L;,} \ {L;, }.

Observemos que |CNinty (1;,)| = |[(B\{b})U{c}Nintx (1;,)| = |(B\{b})N

intx(]jl)| + |{C} ﬂintx(fjl)‘ = |Bﬂintx(]jl)| + 1. Como B € /C)((];i, ey IJZ:),
se tiene que |B Nintx(I;)| = 4, por lo que |C Nintx(L;)| = 4 +1 > 4.
Por el Lema 4.5, se tiene que C' ¢ Can(X)(’Cx([;i, . ,[jﬁ)), lo que contradice
el hecho de que C' € Bp,(x)(A,r) C Can(X)(ICX([;i, . ,IJ’E)) Por lo tanto,
ANRX) = 0.

Para (2). Supongamos que ANP(X) # 0. Sea a € ANP(X). Por el Lema
3.3, existe una sucesion {I,,}5°_; C Ag(X) de elementos distintos, dos a dos,
que converge a {a}. Luego, existe Iy € Ag(X) con Iy € Bp,x)({a},r)y In #
I;, para todo k € {1,...,t}. Podemos tomar x € intx(Iy) tal que d(x,a) <.
Note que x ¢ I, para cada k € {1,...,t}. Sea B = (A \ {a}) U{z}. Entonces
B € Bp,(x)(A,r), pero B ¢ (I;,,...,1;,), lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, ANP(X) = 0.

Para (3). Supongamos que A € F,,_1(X). Como ANR(X) =0y A €
(Lj,,..., 1), se tiene que A € (intx(I;,),...,intx(I;,)). Por el Lema 4.5, se
cumple que |[ANintx(/;,)| < i, para cada k € {1,...,t}. Como |A| < n, existe
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ke {1,...,t} tal que |[ANintx([;,)| < ir. Dado que ¢t > 2, podemos tomar
ko € {1,...,t} \ {K'}.

Podemos tomar by, ..., b, ‘A| € intx(f;, ) \ A puntos distintos, tales que
el subconjunto B = {by,...,0,—a)} U A, satisface que H(A,B) < r. Por lo
tanto, B € Bp,(x)(A,7r) y B C U, intx(I;,). Por el Lema 4.5, se tiene que
|B Nintx(l;,)| < i para todo k € {1,...,t}. Observemos que |B|] = n 'y
|B Nintx(I;,)] = [ANintx (I, )]. Entonces

Bl= Y [Bnintx(L)|

ke{l,....t}

= > IBnintx(L,)| | + [Bnintx(I;,)|
RE{1,... )\ {k'}

< Z 1 = N.

ke{l,....t}

Esto es una contradiccion. Por lo tanto, A € F,(X) \ F,,—1(X). Luego, A €
N (X)), y por el Lema 3.2, se tiene que A € &,(X). Luego, A € &,(X) N
clp, ) (Kx (I}, ..., I}!)). Del Lema 4.5, se tiene que:

Sn(X)ﬂchn(X)(lCX(I“ Ilt)) :IC)(([” I“)

]17 7,]15 ]1"”7]15

Consecuentemente, A € ICX(I;i, ey I;f) ]

5 La clase de los continuos enrejados es SFj,-
cerrada

En esta seccion probamos los resultados necesarios para demostrar que la
clase de los continuos enrejados es SF,-cerrada (véase el Teorema 5.10). Esto
es posible si podemos garantizar que, siempre que exista un homeomorfismo
h: B, (X)/Fi1(X) = F,(Y)/Fi(Y) se cumple que h(Fx) = Fy. Este hecho
se establece en el Teorema 5.6. El Teorema 5.1 muestra que la clase de los
continuos casi enrejados localmente conexos es SF),-cerrada. Esta clase de
continuos es mas amplia que la de los continuos enrejados y sienta las bases
de la investigacion.
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Teorema 5.1. [18, Lema 2.8] Sean X yY continuos tales que F,(X)/F1(X)
es homeomorfo a F,(Y)/Fi(Y), para algin n € N con n > 4. Entonces X
es un continuo casi enrejado localmente conexo si y solo si'Y es un continuo
casi enrejado localmente conezxo.

Teorema 5.2. Sean X un continuo casi enrejado localmente conexo tal que

R(X)#0 yn e N\ {1}, entonces

({elr om0 (ax (Kx(IM) : T € As(X)}

{Fx.qx({p.q})} siNAs(X) ={p,q}.

Demostracion. Como X es un continuo casi enrejado localmente conexo con
R(X) # 0, se tiene que [Ag(X)| > 2. Consecuentemente, se tiene que
INAs(X)| <2.Sean I € Ag(X) y a € I. Por ende, {a} € clp,x)(Kx(I™)).
De esto que Fx = gx({a}) € clp,(x)/mx)(ax(Kx(I"))). Esto muestra que

_ {{FX} si N As(X)| # 2,

{Fx} € (elr. /e ax (Kx(I)) : T € Ag(X)},

Supongamos que existe B € ({clg,(x)/mx)(ax(Kx(I™))) : I € As(X)}\
{Fx}.Sea B € F,(X)\Fi(X) tal que gx(B) = B. Paracada I € Ag(X), dado

que B € clp,(x)/mx)(ax (Kx(I™))) \ {Fx} se tiene que B € clp, (x)(Kx(I")),
por ende B C I. Consecuentemente, B C [].Ag(X). Consideremos los si-
guientes casos:

1. N As(X) = {p,q}. Se cumple que |B| = 2, Entonces B = {p, q}, luego
B = qx({p,q}). Esto implica que:

{Fx, ax({p,a})} = ({lr@m o (ax (Kx (1)) : T € As(X)}.

2. |NAs(X)| # 2. Entonces |B| < 1, lo cual contradice que B € F,,(X) \
Fy(X). Luego, ({elr, x0/m ) (ax (Kx (")) : T € As(X)}\ {Fx} = 0.

Esto concluye la demostracion. ]

Teorema 5.3. Sea X un continuo casi enrejado localmente conexo tal que
R(X) #0. Si [N As(X)| =2, entonces X es una grdfica finita.
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Demostracion. Por [7, Teorema 4], basta con demostrar que P(X) = (). Sean
p,q € X tal que p # qy {p,q} = [ As(X). Note que p y ¢ pertenecen a
cualquier elemento de Ag(X). Supongamos, para llegar a una contradiccion,
que P(X) # 0. Sea a € P(X). Entonces, por el Lema 3.3, existe una su-
cesion {I,,}5°_; C Ag(X) de elementos distintos, dos a dos, que convergen
a {a}. Entonces, existe my € N tal que H(I,,,{a}) < @. Dado que p
y q pertenecen a I, se tiene que p,q € Bx(a, @), lo cual implica que
d(p,q) < d(p,q), lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, P(X) = (). Asi,
X es una grafica finita. O

El siguiente resultado es una consecuencia de [18, Teorema 3.8| y del Teorema
5.3.

Teorema 5.4. Sea X un continuo casi enrejado localmente conexo tal que
R(X) #0. Si [N As(X)| =2 yn >4, entonces X tiene n-ésimo producto
SIMELTLCO SUSPEnsion Unico.

Teorema 5.5. Sean X un continuo casi enrejado localmente conexo, Y un
continuo yn € N con n > 4. Si existe h: F,(X)/F1(X) = F,(Y)/Fi(Y) un
homeomorfismo, entonces:

(1) Para cada I € As(X), higx(Kx(I™))) = qv(Ky (I}})), para algin I, €
As(Y).

(2) La asociacion I — I}, es una biyeccion entre Ag(X) y As(Y).

Demostracion. Del Teorema 5.1, se tiene que Y es un continuo casi enrejado
localmente conexo. Sea I € Ag(X). Por el Lema 4.3, el subconjunto Kx (I™)
es una componente de &,(X). Se sigue de [18, Lema 2.5| que ¢x(Kx(I")) C
SE,(X). Mas atn, de la continuidad de gy, se tiene que ¢x(Kx(I™)) es una
componente de SE,(X).

Por ende, h(gx(Kx(1™))) C h(SE,(X)) = SE.(Y), v dado que h es un
homeomorfismo, se tiene que h(gx(Kx(1™))) es una componente de SE,(Y).
Luego, por el Corolario 4.4, existen [j,,....I;, € As(Y) y i1,..,i € N, con

t
te{l,...,n}y sz = n, tales que
k=1

h(QX(’CX([n))) = CIY(’CY([;11> e I;f))
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Veamos que t = 1. Supongamos, para llegar a una contradicciéon que ¢ > 1.
Como h es un homeomorfismo, existe B € F,(X)/F1(X) tal que h(B) = Fy.
Por ende, como ¢x es suprayectiva, existe B € F,(X) tal que ¢x(B) = B,
por ende h(qx(B)) = Fy. Similarmente, existe B’ € F,(Y)/Fi(Y) tal que
h=Y(B') = Fy, y por la suprayectividad de gy, existe B’ € F,(Y) tal que
qy(B') = B'. Asi, h "' (qy(B')) = Fx. Sean F = F,(X)\ (F1(X)U{B}) y F' =
F,(Y)\ (F1(Y)U{B’}). Note que F y F’ son subconjuntos abiertos de F,,(X)
y F,.(Y), respectivamente. Por [18, Lema 2.5(b)|, se tiene que Kx(I™) C F'y

ICY(IJ’}, o 71;2) C F'. Entonces, del Teorema 4.6, se tiene que:

int g (cl (Ky (I}, ..., 1)) =int g (clp, vy (Ky (I, ... 1) N F)

=int g, y)(clp, o) (Ky (I, ..., 1) NF)NF'

Ju? 7Tt
=int g, (v (clp, (v (Ky (121, ..., I1))) Nint g, (v (F) N F
=Ky(I},..., [N F
=Ky (I}},.... I}").
Consideremos, g : F — F' definida por g(B) = ((qy |#)'ohogx |7)(B). No-
te que ¢ es un homeomorfismo. Observemos que g¢(Kx(I")) =
¢ (hlax (Kx(I™)) = ¢v (ay (Ky (I, ... 1)) = Ky (I3, I}'). Esto im-

plica que:

e (g(Kx(I™)) =l (Ky (I ..., 1))

))) Ji? >t
G(r(Kx (IM)) = clp (Ky (L1, I
int]:/(g(cl]:(lCX(I")))) = int]:/(Cl]:/(/Cy<I]Z:11, PN ,];:)))
g(intr(clr(Kx(IM))) =Ky (I}, ... . I}!).

Como ¢ es un homeomorfismo, se tiene que Kx (") = intz(cle(Kx(I™))).
Observemos que clz(Kx(I")) = clp,x)(Kx(I")) N F = (I) N F. Luego,
(intx (1)), se tiene que int #((I)) = (intx (1))NF. Asi, Cx(I") = (intx(I))NF.

Dado que n > 4, se tiene que ({intx(I)) NF) N F,_1(X) # 0, lo que
implica que Kx(I™) N F,_1(X) # 0, lo cual es una contradiccion. Por lo
tanto, t = 1. Esto finaliza la prueba de la parte 1.

Para (2). Sea I € Ag(X). De la parte 1, existe I;, € Ag(Y) tal que
hgx(Kx(I™"))) = qv(Ky(1}})). Supongamos que existe L, € Ag(Y) \ {In}

Matemadticas y sus aplicaciones 28, Capitulo 4, paginas 97-118



Felipe de Jests Aguilar Romero, David Herrera Carrasco, Fernando Macias
112 Romero

tal que h(gx(Kx(I"))) = qv(Ky(Ly)). Note que g3 (Ky (1)) = av(Ky(I}}))
vy ¢v(Ky(L})) = qv(Ky(L})). Como ¢} es inyectiva, entonces Ky (I}') =
Ky (L}). Luego, I, = Ly. Por ende, la asociacion esta bien definida. Supon-
gamos ahora que, para algin J € Ag(X) se cumple que h(gx(Kx(J"))) =
gy (Ky (1}})). Dado que h es un homeomorfismo, se tiene que ¢x(Kx (")) =
ax(Kx(J™)). Asi, Kx(I™) = Kx(J™). Esto implica que I = J, probando asi
que, la asociacion es inyectiva. La sobreyectividad de dicha asociacion, se
obtiene simétricamente aplicando A1, [

Teorema 5.6. Sea n € N con n > 4. Sea X un continuo casi enrejado
localmente conexo con R(X) # 0, tal que X no es una grifica finita y'Y
un continuo. Si existe h: F,(X)/F1(X) — F,(Y)/F\(Y) un homeomorfismo,
entonces h(Fx) = Fy.

Demostracion. Del Teorema 5.1, se tiene que Y es un continuo casi enrejado
localmente conexo. Como X no es una grafica finita, el Teorema 5.3 implica
que | As(X)| < 2. Entonces, del Teorema 5.2, se tiene que:

({elr om0 (ax (Kx(I™) : T € As(X)} = {Fx}.

Supongamos que |[]As(Y)| = 2. Entonces, del Teorema 5.3, se tendria que Y
es una grafica finita. Como h es un homeomorfismo, se sigue de [18, Teorema
3.8] que X deberia ser grafica finita, esto es una contradiccion. Por lo tanto,
[N As(Y)| < 2. Del Teorema 5.2, se cumple que

(clr oy mon (@ (Ky(IM)) : T € As(Y)} = {Fyv}.
Luego, del Teorema 5.5, se tiene que
h({Fx}) =h ((V{elr.oomen (ax (Kx (M) : T € As(X)})
=1 (p,x/m o0) (ax (Kx (IM))) : T € As(X)}
=(N(elg,vym) (b (ax (Kx (IM))) < T € As(X)}
=(elroymm (v (Kx(ID)) : In € As(Y)}
={Fy}. O

Observacion 5.7. Sea g : F,(X) \ Fi(X) — F,(Y)\ FA(Y) definida por
g(A) = ((¢¢) o hogq¥)(A). Como h(Fx) = {Fy}, se tiene que g es un
homeomorfismo.

)
)

Matemadticas y sus aplicaciones 28, Capitulo 4, paginas 97-118



La clase de los continuos enrejados es SF,-cerrada 113

Teorema 5.8. Sean X un continuo casi enrejado localmente conexo yn € N
conn >4. Si A€ P(X) yU es un subconjunto abierto de F,(X) tal que
A € U, entonces U intersecta a una cantidad infinita de componentes de

£0(X).

Demostracion. Sean A € P (X)y P ={p1,...,0s} CP(X)y G={g1, ..., 9:}
C G(X) tal que A= PUG. Sea U un subconjunto abierto de F,(X) tal que
A € U. Podemos tomar r > 0 tal que Bx(z,7) N Bx(y,r) = () para todo
r,y€ Aconx #y,y

V = (Bx(p1,7), ..., Bx(ps,7), Bx(91,7), ..., Bx(gt,7)) CU.

Para cada g; € G, existe I, € Ag(X) tal que Bx(g;,r) Nintx(1y,) # 0.
Mas atn, por el Lema 3.3, para cada p; € P existe una sucesién {I;fj I, C
As(X) de elementos distintos, dos a dos, que convergen a {p;}. Podemos
suponer que I;’fj C Bx(pj,r) para todo k € N. Como s+t < n, podemos

. . . . s . t .
tomar iy, , ..., ip,, Ggys - Gg, € N tales que Y o iy, + > 0 iy, = n. Sea

Cho = Ko (I8 ), ooy (1 Yo T2, It
Por el Lema 4.3, C}, es una componente de &,(X). A su vez, el Lema 4.1
garantiza que Cj, N Oy = () para todo k, k" € N tales que k # k’. De la cons-
truccion de V), se tiene que V N Cy, # () para cada k € N. Consecuentemente,
U intersecta a una cantidad infinita de componentes de &, (X). O

Teorema 5.9. Sean X un continuo casi enrejado localmente conexo, Y un
continuo y n € N con n > 4. Si existe h: F,,(X)/Fi(X) — F,(Y)/Fi(Y) un
homeomorfismo, entonces g(P,(X)\ F1(X)) = P,(Y) \ F1(Y).

Demostracion. De [18, Lema 2.8|, se cumple que Y es un continuo casi en-
rejado localmente conexo. Sea A € P,(X) \ F1(X). Supongamos que g(A) ¢
P,(Y)\ Fi(Y), es decir, g(A) NP(Y) = 0. Por [7, Teorema 4|, existe D C Y
una grafica finita tal que g(A) C inty (D). Observemos que (inty (D)) \ F1(Y)
es un subconjunto abierto de F,(Y) \ Fi(Y) que tiene a g(A). Como g es
continua, existe & un subconjunto abierto de F,(X) \ Fi(X) tal que A € U
y g(U) C (inty (D)) \ F1(Y). Dado que A € P,(X) \ Fi(X), el Teorema 5.8
implica que U intersecta una cantidad infinita de componentes de &, (X).
Por [1, Lema 3.13], g(U) debe intersectar una cantidad infinita de compo-
nentes de &,(Y). Consecuentemente, (inty (D)) \ Fi(Y) también intersecta
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una cantidad infinita de componentes de &,(Y). Sin embargo, como D es
una grafica finita, (inty (D)) \ Fi(Y) solo puede intersectar una cantidad
finita de componentes de &,(Y), esto por [4, Teorema 3.4]. Por lo tanto,
g(A) € P,(Y)\ F1(Y). Esto implica que ¢g(P,(X) \ F1(X)) C P,(Y)\ Fi(Y).
Como ¢ es un homeomorfismo y Y tiene las mismas propiedades que X, se
cumple que g~ (BP,(Y) \ Fi(Y)) C P,(X) \ Fi(X). Por ende, la igualdad se
cumple. O

Teorema 5.10. Sean X un continuo enrejado, Y un continuo y n € N con
n > 4. Si existe h: F,(X)/F1(X) — F,(Y)/Fi(Y) un homeomorfismo, en-
tonces Y es un continuo enrejado.

Demostracion. Supongamos que Y no es enrejado. Entonces, existen y €
P(Y) y W una vecindad de y tales que, para cada U subconjunto abierto de
Y tal que y € U C W, se cumple que el subconjunto U N G(Y) es disconexo.

Sea ¢ el homeomorfismo de la Observacion 5.7. Por |18, Lema 2.8|, Y es
un continuo casi enrejado localmente conexo.

Supongamos que didm(Y’) = R. Tomemos r € (0, %] tal que By (y,r) C
W. Existe V' un subconjunto abierto de Y y conexo tal que y € V C
By (y,r) C W, cly(V) C W,y VNG(Y) es disconexo. Como didm(cly (V)) <
£ < R, entonces Y\ cly (V) abierto y no vacfo. Por |7, Lema 1] se tiene que
(U{inty (J) : J es un arco libre en Y}) N (Y \ cly (V) # 0. Por ende, existe a
arco libre J C Y tal que inty (J)N(Y \cly (V) # 0. Sea V' una la componente
de inty (J) N (Y \ cly(V)). Entonces V' es un subconjunto, no vacio y abierto
deY talque VVC GY)y V' NV =0.

Fijemos v € V'. Entonces {y,v} € (V,V’). Sea |¢g7'({y,v})| = [, donde
l€{2,...,n}. Como g~ *((V,V’)) es un subconjunto abierto de F,,(X)\ F}(X)
y X es un continuo enrejado, existen Uy, ..., U; subconjuntos abiertos y conexos
de X, ajenos dos a dos, tales que U; NG(X) es conexo para cada ¢ € {1,...,1}
y ademas

g {y,v}) € (U, ..., U) C g H((V, V")),

Afirmacioén. Para cada ¢ > 0, By (y, ) intersecta a mas de una compo-
nente de VN G(Y).

Prueba de la Afirmacion. Sea e > 0. Podemos tomar ¢’ € (0,¢) tal que
By (y,&’) C V. Se tiene que By (y,e)NG(Y) Cc VNG(Y). Como By(y,&')N
G(Y) # 0, entonces By(y,e’) intersecta al menos a una componente de
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V N G(Y). Supongamos que existe C' una componente de VN G(Y) tal que
By (y,e') N G(Y) C C. Observemos que cly(By(y,&')) = cly(By(y,') N
G(Y)) C cly(C). Consecuentemente, y € By (y,€") C cly(By(y,€)) C cly (C).
Esto muestra que y € inty(cly(C)) C inty(cly(V)) C cly (V) € W. Por lo
tanto, inty (cly (C)) N G(Y) debe ser disconexo. Sin embargo, como C' es un
subconjunto abierto de Y, se tiene que C' C inty (cly (C)). Por lo tanto,

C Cinty(cly (C))NG(Y) C cly(C).

Esto implica que inty (cly (C')) N G(Y) es conexo, lo cual es una contra-
diccion. Luego, la Afirmaciéon ha sido demostrada.

Para cada m € N, sean S,, y T), las distintas componentes de V NG (Y)
tales que By (y, =) NSy, # 0y By (y, =) N T, # 0. Podemos tomar {s,, }2°_,
y {tm}25_; sucesiones tales que s,, € By (y, =) N Sy ¥ tm € By (y, =) N T,
Estas sucesiones satisfacen que s,,,t,, € VNG(Y), v # s, vy v # t, para
todo m € N. Més atn, lims,, =y y limt,, = y.

A su vez, las sucesiones {{v, s, }}2°_ v {{v, )} en F,(Y) \ Fi(Y)
convergen a {v,y}. De la continuidad de g}, se tiene que lim g~ !({v, s,,}) =
97 ({v,y}) y im g™ ({v, tn}) = g7 ({v. y}).

Como (Uy, ..., U;) es una vecindad abierta de g~ *({v,y}), existe M € N
tal que g ' ({v, sn}), 9 ({v, tar}) € (Uy, ..., 0). Dado que {v, spr}, {v, tar} C
G(Y), el Teorema 5.9 implica que ¢g~*({v, sapr}), 97 ({v, tar}) € G(X). Conse-
cuentemente,

g_1<{’U, SM})ag_l({U7tM}) € <U1 N g(X)v SES) Ul N g(X)>

Como cada U; NG(X) es un subconjunto abierto y conexo de X, se tiene que
U; N G(X) es arco conexo. Por lo tanto, (U; N G(X),...,U; N G(X)) es un
subconjunto arco conexo de F,(X)\ F1(X). Por ende, g((U1NG(X),...,UN
G(X))) es un subconjunto arco conexo de F,(Y) \ Fi(Y) tal que

g((UiNG(X),...,UiNnG(X))) c(V,V').

Nuevamente, del Teorema 5.9 se cumple que,

g({(UyNG(X),...,UuNnGg(X)) c(VNgY),V ng(Y))=(Vngy), V.

Entonces, {v, sy}, {v, tanr} € (UL NG(X), ..., U NG(X))). Consecuen-
temente, existe o C g((U; N G(X),...,U; N G(X))) un arco que contiene a
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{v,sm}y {v,ta}. Como anFy(Y) # 0, [21, Corollary 3.4, p.100] implica que
|J @ es un subconjunto cerrado de Y con a lo més dos componentes.

Sin embargo, dado que sy, tyr € |J v, existen Cyy, Ky distintas compo-
nentes de VNG(Y) tales que sy € (Ja)NCuyr vty € (U @) N K. Adicional-
mente, v € (Ja)NV’. Como V'N(VNGY)) =0y Ja C (VNG(Y))UV’, se
tendria que | J a tiene al menos tres componentes, lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, Y es un continuo enrejado. [
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Resumen

Este capitulo tiene como proposito estudiar, completar y presentar de
manera detallada algunos resultados de los articulos: Quotients of n-
fold hyperspaces y More on quotients of n-fold hyperspaces realizados por
Javier Camargo y Sergio Macias de tal manera que se tenga garantiza-
do que un estudiante que posea los conocimentos bésicos de topologia
pueda comprender los resultados. Con este objetivo estudiamos los con-
tinuos tales que sus n-ésimos hiperespacios cocientes, son unicoherentes,
localmente conexos, contractiles y variedades de Cantor. En particular,
caracterizamos el arco y la curva cerrada simple como las Gnicas graficas
finitas para las cuales sus n-ésimos hiperespacios cocientes son varieda-
des de Cantor. Asimismo, proporcionamos algunas cotas superiores para
la dimensién de los n-ésimos hiperespacios cocientes en ciertas clases de
continuos.

1 Introduccion

Sean n € N y X un continuo. El concepto del n-ésimo hiperespacio
tuvo sus inicios en 1939 cuando Wojdystawski, en su articulo [23], titulado
Rétractes absolus et hyperespaces des continus, demostré que un continuo
X es localmente conexo si y sblo si C,(X) es un retracto absoluto. Desde
entonces, no se estudiaron otras propiedades de estos hiperespacios. Fue hasta
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en 2001, cuando Sergio Macias introduce el nombre de este hiperespacio y
estudia diversas de sus propiedades, como son unicoherencia, aposindesis,
arco conexidad, conexidad local, entre otras (véase [13]).

Continuando con el estudio de los n-ésimos hiperespacios, en 2000 apare-
ce el articulo On the hyperespaces C,,(X) of a continuum X de Sergio Macias
(véase [12]). En el se prueban resultados acerca de la conexidad local de C,,(X)
cuando X es un continuo hereditariamente indescomponible y se estudian las
arco componentes de Cp,(X) \ {X} cuando X es un continuo indescompo-
nible. Asimismo, se presenta una cota superior para la dimension de ciertos
n-ésimos hiperespacios y se caracteriza las graficas finitas en términos de la
dimensién de sus n-ésimos hiperespacios. Por tltimo, se demuestra que la cla-
se de los continuos hereditariamente indescomponibles X tienen hiperespacio
tnico Cy, (X).

En 2016, Sergio Macias y Javier Camargo publican el articulo Quotients
of n-fold hyperespaces e introducen el n-ésimo hiperespacio cociente, al iden-
tificar a C1(X) como un conjunto de un solo punto en C,,(X) y considerarlo
con la topologia cociente (véase [3]). En ¢él se demuestran diversas propie-
dades topologicas de estos hiperespacios cocientes como son: unicoherencia,
contractibilidad, conexidad local, aposindesis, homogeneidad, ser variedad de
Cantor, retracto absoluto. Caracteriza también a la clase de las gréficas finitas
en términos de la dimension de sus n-ésimos hiperespacios cocientes.

Recientemente, en 2024, estos mismos autores en el articulo More on
quotients of n-fold hyperespaces han continuado con el estudio estos hiper-
espacios cocientes aportando algunas cotas superiores para la dimension de
los n-ésimos hiperespacios cocientes en ciertas clases de continuos, algunas
condiciones bajo las cuales los n-ésimos hiperespacios cocientes resultan ser
retractos absolutos y caracterizando a el arco y la curva cerrada simple como
las tnicas gréaficas finitas para las cuales sus n-ésimos hiperespacios cocienten
son variedades de Cantor (véase [4]). De hecho, dados n € N, conn > 2y X
un continuo, ellos se han preguntado:

Jexiste una propiedad topologica P que se cumple en el n-ésimo
hiperespacio cociente, CT(X)?

Este capitulo consiste en estudiar, completar y presentar de manera de-
tallada algunos resultados de los articulos: Quotients of n-fold hyperspaces y
More on quotients of n-fold hyperspaces de Javier Camargo y Sergio Macias
que responden la pregunta anterior.
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(a)

En este capitulo demostramos lo siguiente:

Sean X un continuo y n > 2, entonces X es localmente conexo si y solo
si C7(X) es localmente conexo (Ver Teorema 4.4);

Sean X un continuo y n > 2, entonces C7(X) es un continuo arco
conexo (ver Teorema 4.1);

Sean X un continuo y n > 2, entonces C7(X) tiene la propiedad (b)
(ver Teorema 4.2);

Sean X un continuo y n > 2, entonces C7(X) es unicoherente (ver
Corolario 4.1);

Sean X un continuo y n > 2. Si X contiene un arco libre, entonces
existe x € C(X) tal que dim, (C7 (X)) = 2n (ver Teorema 5.2);

Sean X un continuo y n > 2, entonces dim(C,,(X)) = dim(C}(X)) (ver
Corolario 5.4);

Sean X un continuo localmente conexo y n > 2. Entonces X es una
grafica finita si y solo si dim(C7 (X)) es finita (ver Teorema 5.8);

Sea n > 2. Si X es una grafica finita, entonces C}'(X) es un retracto
absoluto (ver Corolario 5.20).

Sea X un continuo localmente conexo y n > 2. Si X no contiene arcos
libres o dim(C,,(X)) es finita, entonces C'(X) es un retracto absoluto
(ver Teorema 5.19);

Sea X un continuo localmente conexo y n > 2. Si X no contiene arcos
libres o dim(C,, (X)) es finita, entonces CT(X) tiene la propiedad del
punto fijo (ver Teorema 5.21).

Definiciones y preliminares

En todo este capitulo, si X es un espacio topologico y A es un subconjunto

de X, los simbolos cly (A), inty(A) y Bdx (A) denotan la cerradura de A, el
interior de A y la frontera de A en el espacio X, respectivamente. Como es
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usual, los simbolos N, R y w, representan el conjunto de los nimeros naturales
(enteros positivos), el conjunto de los numeros reales y el primer ordinal no
numerable. El simbolo |A| denota la cardinalidad del conjunto A y Cono(Z)
denota el espacio cociente Z x [0,1]/Z x {1}. También denotamos como R"
al espacio euclideano n-dimensional y para cada punto z = (z;)", € R™ su
norma como:

N

o]l = (i 27)2 -

Un continuo X es un espacio métrico, compacto,conexo y con mas de un
punto. Un subconjunto ¥ de X es un subcontinuo de X si Y es un continuo
0 Y es un conjunto de un punto.

Los hiperespacios de un continuo X son espacios cuyos elementos son
subconjuntos de X que ademas cumplen ciertas condiciones especificas. Si
tenemos un continuo X, la familia de los subconjuntos no vacios y cerrados
de X la denotamos como 2%,

Otro de los hiperespacios que mencionaremos en este capitulo y que son
subespacios de 2% cuando X es un continuo y n € N son los siguientes:

F.(X) ={A €2*: A tiene a los méas n puntos } y
Cn(X) = {A € 2% A tiene a lo mas n componentes}.

Estos hiperespacios denotan el n-ésimo producto simétrico de X y el n-ésimo
hiperespacio de X, respectivamente. Se acostumbra escribir a C1(X) como
C(X), conocido como el hiperespacio de los subcontinuos del continuo X.

Para poder dotar a estos hiperespacios de una métrica, introducimos los
siguientes conceptos. Sean un continuo X y A, B C X. La distancia entre A
y B que denotamos como d (A, B), esta dada de la siguiente manera:

d(A,B) =mf{d(a,b):a € Ay be B}.

Si X es un continuo con métrica d, p € X y € > 0, denotamos por
B (€,p), la bola abierta con centro en p y radio e. Ademés, si A € 2%,
definimos la e-nube de A (o la nube con centro en A y radio ¢ > 0)
como:

Ny(e,A) ={z € X: existe a € A tal que d(z,a) < €}.
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Consideremos ahora la funcion Hy: 2% x 2% — [0,00), que esta dada
para cada A, B € 2% por

Hy(A,B)=inf{e >0: AC Ny(e, B) y B C Ny(c,A)}.
Respecto a esta funcion, sabemos lo siguiente.

Teorema 2.1. |9, Teorema 2.2] Si X es un espacio métrico con métrica
acotada d, entonces la funcion Hy es una métrica para 2°%.

Dados n,m € N y una coleccion finita Uy, ...,U,, de subconjuntos de X,
(Uy, ...,Up), denota el siguiente subconjunto de 2%:

{AE2X; ACuUiyAﬂUHéQ), paracadaie{l,...,n}}.
i=1

Teorema 2.2. |19, Teorema 0.13] Si X es un espacio métrico acotado, una
base de abiertos para la topologia inducida por la métrica de Hausdorff de 2%
viene dada por:

{(Uy,...,Uy,): U; es un abierto de X, para cada i € {1,...,n}, con n € N}.

Dados n,m € N y una coleccion finita Uy, ..., U,, de subconjuntos de X,
(Un, ...,Up),,, denota el siguiente subconjunto de F,(X):

{AGFn(X): ACUUiyAﬂUi#@, paracadaié{l,...,n}}.

i=1

Note que (Uy, ..., Up),, = (Uy, ..., Up) N F,(X). Ademas, cuando cada U; es un
subconjunto abierto de X, la familia de todos los subconjuntos de (Uy, ..., U,),,
es una base para la topologia de F,,(X) (véase [19, Teorema 0.11, p. 9]). La
métrica H; se le conoce como la métrica de Hausdorff inducida por
d o simplemente métrica de Hausdorff. De ahora en adelante, siempre
que consideraremos a 2%, lo haremos con esta métrica. Por lo tanto, como
los demés hiperespacios, F,, (X), C(X) y C, (X) son subconjuntos de 2%,
se les considera dotados con la restriccion correspondiente de la métrica de
Hausdorft H,;. En la actualidad se sabe que, para cualquier continuo X, los
hiperespacios 2%, F,(X) y C,(X) son continuos con la métrica de Hausdorff.
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Definicion 2.3. Un arco es un espacio topoldgico homeomorfo al intervalo
cerrado [0, 1] con la topologia euclideana. Si h: [0,1] — « es un homeomor-
fismo, entonces h(0) y h(1) son los puntos extremos del arco «.

Figura 1: Un arco

Definicién 2.4. Una curva cerrada simple es un espacio homeomorfo a
la circunferencia unitaria en el plano, la denotamos como S*.

Figura 2: Curva cerrada simple

Definicion 2.5. Una grafica finita es un continuo que es la union de un
numero finito de arcos tales que cualesquiera dos de ellos son ajenos o se
intersectan solo en uno o en ambos de sus puntos extremos.

Definicion 2.6. Una n-esfera es un espacio que es homeomorfo a la esfera
n-dimesional S™ en R" donde S" = {zx € R""! : ||z|| = 1}, conn € N.
Llamamos circulo unitario a cualquier 1-esfera.

Definicion 2.7. Un continuo X tiene la propiedad (b) siempre que toda
funcién continua de X en el circulo unitario S* sea homotdpica a una funcion
constante.

Definicion 2.8. Un continuo X es arco conexo, si para cualesquiera dos
puntos x,y € X tales que x # y, existe un arco o en X con extremos x y y.
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Definicion 2.9. Un continuo X es localmente conexo en un puntox € X
st para cada subconjunto abierto U de x en X, existe un subconjunto abierto
y conexo V de x en X, tal que x € V C U. El continuo X es localmente
conezxo si es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Figura 3: Un continuo localmente
CONEx0

Definicion 2.10. Un continuo X es unicoherente si para cualquier par de
subcontinuos H y K tales que X = HUK , se tiene que HNK es un continuo.

Definicién 2.11. Un continuo X es llamado arco continuo si todos sus
subcontinuos propios con mds de un punto son arcos.

Definiciéon 2.12. El cono sobre el conjunto de Cantor es llamado el abanico
de Cantor.

Figura 4: Abanico de Cantor

Definiciéon 2.13. Una retraccion es una funcion continua, v, de un espacio
X en si mismo tal que r es la identidad sobre su imagen (es decir, r(r(z)) =
r(z) para cada x € X ). Un subconjunto cerrado A de X se dice que es un
retracto de X siempre que exista una retraccion de X sobre A. Un espacio
normal X es llamado un retracto absoluto si para cada espacio normal Y
y cada subconjunto cerrado B de Y homeomorfo a X, se satisface que B es
un retracto de Y .
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Definicion 2.14. Sean X un continuo, A un subconjunto no vacio de X vy
B un numero cardinal. Se dice que A es de orden menor o igual que [
en X, denotado por ord (A, X) < B, si para cualquier conjunto abierto V
de X con A C 'V, existe un conjunto abierto U de X tal que AC U CV y
|IBdx (U)| < 3. Si A= {x} seescribird que ord (z, X) < 8 en lugar de escribir
ord ({z}, X) < (. Se dice también que A es de orden (3 en X, denotado por
ord (A, X) = 3, st ord (A, X) < 8 y para cualquier nimero cardinal o < f3,
se tiene que ord (A, X) £ a.

La teoria de la dimension inductivamente pequena es una de las nociones
clasicas de dimension en topologia general que juega un papel crucial en la
teoria de los continuos y sus hiperespacios. Es una herramiente matematica
que gracias a su invarianza topologica permite probar teoremas, clasificar
continuos, entre otros.

Definicion 2.15. Sean X un espacio topologico, x € X y n € N. Defini-
mos la dimension de X, recursivamente, que denotamos como dim (X) €
{-1,0,1,..., } U {0}, de la siguiente manera:

(a) dim (X) = —1 siy solo si X =0);

(b) supongamos que hemos definido cudndo un espacio topoldgico Y tiene
dimension dim (Y) < n — 1, para algin n € N U {0}. Entonces, de-
cimos que la dimension de X en x es menor o igual a n, denotada
por dim (z, X) < n, si y solo si X tiene una base local de vecindades
de x cuyas fronteras tienen dimension menor o igual a n — 1. Si para

cada x € X, se cumple que dim (z, X)) < n, entonces escribimos que
dim (X) < n;

(¢) la dimension de X es igual a n, denotada por dim (X) =n, si y solo si
dim (X) < n y es falso que dim (X) <n —1;

(d) la dimension de X en x es igual a n, denotada por dim (z, X) = n, si
y solo si dim (z, X) < n y es falso que dim (z, X) <n —1;

(e) decimos que la dimension de X es oo, denotada por dim (X) = oo, si y
solo si es falso que dim (X) < n para cada n € NU{-1,0};

(f) decimos que la dimension de X en x es oo, denotada por dim (z, X) =
00, sty solo si dim (z, X) > n, para cadan € NU{—1,0}.
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Si dim(X) € N U {-1,0}, escribiremos dim(X) < oo, en otro caso
dim(X) = oo. Por [8, p. 20|, para cada continuo X, dim(X) > 1.

Definicion 2.16. Sea X un continuo finito dimensional, decimos que X es
una Variedad de Cantor siempre que para cada A C X tal que dim(A) <
dim(X) \ 2, entonces X \ A es conezxo.

Proposicion 2.17. |20, Proposicion 9,5] Si X es un continuo, entonces
ord(z, X) < 2, para cada v € X si y solo si X es un arco o una curva
cerrada simple.

Corolario 2.18. |20, Corolario 8.17| La imagen continua de cualquier conti-
nuo localmente conexo es un continuo localmente conexo.

Teorema 2.19. |20, Proposicion 8.23] Todo continuo localmente conezxo es
arco conezo.

Lema 2.20. [5, Corolario 8.24] Cualquier subespacio abierto de un espacio
localmente conexo es localmente conexo.

Lema 2.21. [13, Teorema 3.2] Si X es un continuo y n € N, entonces X es
localmente conezo si y solo si Cy,(X) es localmente conezo.

Lema 2.22. [16, Teorema 4.6| Los hiperespacios C,([0,1]) y C,,(S*) son va-
riedades de Cantor 2n-dimensional, para cada n € N.

Lema 2.23. Sean X un continuo y B € 2%. Si f: 2% — 2% estd dada por
f(A) =AU B, para cada A € 2%, entonces f es una funcion continua.

Demostracion. Sean A € 2% y Uy, U,, ..., U, una coleccion finita de subcon-
juntos abiertos de X tal que f(A) = AUB € (Uy,...,U,). Sea J el conjunto
mas grande de {1,2,...,n} tal que para cada i € J, ANU; # ). Consideremos
U={U;:ie J}. Como AUB € (Uy,...,U,), tenemos que A € (U). Observe-
mos que (U) es un abierto de 2X. Asf, si f (({U)) C <U1, U, ) f sera conti-

nua. Para esto, sea A € (U), entonces A C [JU C U UyBC U U;. Ademas,

ANU; # 0, para cada i € J. Si existe j € {1,2, .. n} tal que j §Z J, entonces
ANU; = 0. Como (AUB)NU; # 0, para cada i € {1,2,...,n}, entonces
BNU; # (. De esto altimo, concluimos que f(A) = AUB € (Uy,Us, ..., Uy,).
Por lo tanto, f es continua. O
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Lema 2.24. Sea X un espacio topoldgico. Si A y'Y son subconjuntos de X,
entonces:

(a) Bdy (ANY) C Bdy (A);
(b) siclx (A) Cintx (Y), entonces Bdx (A) = Bdy (A).
Demostracion. Para probar (a) observemos que

de(AﬂY) :Cly(AﬂY)ﬂCIY (Y—A),
= Bdx (4),

es decir, Bdy (ANY) C Bdx (A4).
Ahora, para mostrar (b) notemos primero que como A C Y, entonces
X—-A=(X-Y)U(Y —A). Asi,

Bdy (A) =clx (A) Nclx (X — A)
=cly (A)N(cly (X =Y)Ucly (Y — A))
=clx (A)Neclx (Y — A)
=clx (A)NYNnclx (Y — A)
=cly (A)Ncly (Y — A)
= Bdy (4),

es decir, Bdx (A) = Bdy (A). O

Teorema 2.25. Si X es un espacio topoldgico, A un subespacio de X yx € A,
entonces se cumple lo siguiente:

(a) dim(A) < dim (X);
(b) dim (z,A) < dim (z, X);

(¢) si X es un espacio topologico reqular tal que x € intx (A), entonces
dim (z, A) = dim (z, X).

Demostracion. Para demostrar (a) podemos suponer que dim (X) < oo ya
que si dim (X) = oo, la afirmacion es clara. Haremos la prueba por induccion
sobre una cota superior de la dimension de X. Claramente la desigualdad
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se cumple si dim (X) = —1. Supongamos que (a) se cumple para X cuya
dimension no excede n — 1 > —1 con n > 0. Sean X un espacio topoldgico
con dim (X) < ny A un subespacio de X. Veamos que dim (z, A) < dim (X),
para cada x € A. Sean x € A y U una vecindad de x en A, entonces existe
V' una vecindad de x en X tal que U = AN V. Como dim (X) es finita,
dim (X) < dim(X) y € U, tenemos que existe W una vecindad de z
en X tal que x € W C V y dim (Bdx (W)) < dim (X) — 1. Notemos que
W N A C U es una vecindad de A que contiene a x. Ademés, por el Le-
ma 2.24 (a), Bdy (W N A) C Bdx (W), asi, Bda (W N A) es un subespacio
de Bdx (W). Por hipétesis de induccion, se sigue que dim (Bds (W N A)) <
dim (Bdy (W)) < dim (X) — 1. Asi, dim (2, A) < dim (X). Como = € A es
arbitrario, se sigue que dim (A) < dim (X), concluyendo lo requerido.

Para probar (b), observemos que si dim (z, X) = oo, la desigualdad es
cierta. Supongamos que dim (X) < oo. Si dim (z, X)) = —1, entonces por va-
cuidad, la desigualdad es cierta. En otro caso, sea U una vecindad de x en A,
razonando andlogamente como en (a), existen vecindades V'y W de z en X ta-
lesqueU = ANV, pe W C V ydim (Bdx (4)) < dim (z, X)—1. Por el Lema
2.24 (a), como Bdy (W N A) C Bdy (W), se sigue que dim (Bdsy (W N A)) <
dim (Bdx (W)) < dim (z, X) — 1. Ya que W N A es una vecindad de z en A
que esté contenida en U, se sigue que dim (z, A) < dim (z, X), concluyendo
lo requerido.

Por ultimo, para probar (c), por el iniciso (b), es suficiente mostrar que
dim (z, X) < dim (z, A). Para esto, podemos suponer que dim (x, A) < oo.
Sea U una vecindad abierta de x en X que estd contenida en A, entonces
U también es una vecindad abierta de z en A. Por lo que, existe V una
vecindad de x en A tal que V C U y dim (Bdy (V)) < dim (2, A) — 1. Ahora,
notemos que V' también es una vecindad de x en X. En efecto, como V es
una vecindad de x en A tal que V' C U, existe un abierto O4 en A tal que
xr €0y CV CU. Ademés, ya que U es un abierto en X que contiene a x y
esta contenido en A, entonces U C intx (A) C A. Asi, O4 C intx (A) C A.
De modo que O4 es abierto en intx (A) y por ende, en X. Debido a esto, V
es una vecindad de x en X. Por otra parte, como por hipétesis, X es regular
y = € intx (A), podemos suponer que clx (V) C intx (A). Asi, por el Lema
2.24 (b), Bda (V) = Bdx (V). De aqui, dim (z,Bdx (V)) < dim (2, A) — 1.
Por lo tanto, dim (z, X') < dim (x, A) y asi concluye la prueba. O

Teorema 2.26. [8, Corolario 1| Sean X wun continuo y n € N U {0}. Si
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X =YUZ, Y esun cerrado de X, dim(Y) < n y dim(Z) < n, entonces
dim(X) < n.

Lema 2.27. |21, 10.3] Si X es un continuo finito dimensional y A es un
subcongunto nada denso de X, entonces dim(X) = dim(X \ A).

Teorema 2.28. Sean X, Y dos espacios topologicos homeomorfos y n € N.
Entonces, dim (X) =n si y solo si dim (V) = n.

Demostracion. Demostramos la primera implicacion, ya que el reciproco es si-
milar. La prueba se hace por induccién sobre la dimension de X'. Si dim (X) =
—1, entonces X = (). Como X es homeomorfo a Y, entonces Y = (. Asi,
dim (Y) = —1. Supongamos que si dim (X) = n—1, entonces dim (V) = n—1.
Ahora veamos que si dim (X)) = n, entonces dim (Y') = n. Para esto, demos-
tremos que para cada z € X, si dim (z, X) = n, entonces dim (h(z),Y) = n.
Supongamos que dim (z, X)) = n. Sea U una vecindad de un punto h (z) en
Y, entonces como h es continua en x, se tiene que h™! (U) es una vecindad
de z en X. Como dim (z, X) es finita, existe W una vecindad de x en X tal
quez € W C h™'(U) ydim(Bdyx (W)) <n—1. Como h es un homeomorfis-
mo entre X e Y, entonces h [pa,w): Bdx (W) — h (Bdx (W)) es también
un homemorfismo. Como los homeomorfismos conservan frontentas, es decir,
si A C X, entonces h (Bdy (4)) = Bdy (h (A)), por hipdtesis de induccion,
se cumple que dim (Bdx (W)) = dim (h (Bdx (W))) = dim (Bdy (h (W))) <
n — 1. De esto, se sigue que h (W) es una vecindad de h (x) contenida en U
tal que, dim (Bdy (h (W))) <n —1. Asi, dim (h (x),Y) < n.
Resta probar que dim (h (z),Y) > n—1. Supongamos que dim (h (z),Y) <

n — 1, luego, por hipétesis de induccion, dim (z, X) < n — 1, lo que es una
contradiccion, ya que dim (z, X) = n. Asi, dim (h(z),Y) > n— 1y por lo
tanto, dim (h (z),Y) = n. Asi, como z fue elegida arbitrariamente en X, si
dim (X) = n, entonces dim (Y) = n. O

3 Espacios cocientes

Presentaremos la manera de construir un espacio Y a partir de identificar
topologicamente conjuntos de puntos de un espacio X.

Definicion 3.1. Una particion de un conjunto X es una coleccion de con-
Juntos no vacios, ajenos entre si, cuya union es X.
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Definicion 3.2. Sea P una particion de un espacio métrico X. El espacio
cociente, denotado como X /P, es el conjunto cuyos puntos son los elementos
de la particion P.

Definicion 3.3. La funcion q: X — X/P que envia a cada punto x de X
al unico elemento de la particion P que lo contiene, es llamada funcion
cociente.

Teorema 3.4. |5, 3.1] Si X es un espacio topoldgico y P es una particion de
X, entonces

T(P)={U C X/P: ¢ "(U) es un conjunto abierto de X}
es una topologia para X/P
La topologia T (P) es llamada topologia cociente para X/P.

Es conocido que un espacio cociente no necesariamente es métrico (ver
[20, pag. 37]). Sin embargo, existen condiciones adicionales sobre la descompo-
sicién para que el espacio cociente resulte ser un espacio métrico. La siguiente
es una de éstas.

Definiciéon 3.5. Sea un espacio topologico X. Una particion P de X es se-
micontinua superiormente si para cada P € P y para cada abierto U de
X con P C U, existe un abierto V de X con P C V', tal que si A € Py
ANV #£10), entonces A C U.

Teorema 3.6. |15, Teorema 1.2.22] Sean X un espacio métrico compacto y
P una descomposicion de X. Si P es semicontinua superiormente, entonces
el espacio cociente (X/P,T(P)) es un espacio métrico.

Teorema 3.7. |20, 3.14] Si X es un espacio topoldgico, A un subconjunto
cerrado no vacio de X y P = {{z}: z € X \ A} U{A}, entonces P es una
descomposicion semicontinua superiormente de X.

Al espacio cociente (X/P,T(P)) también se le conoce como espacio de
descomposicion o espacio de identificacion, se le denota como X /A. El espacio
cociente X /A es obtenido a partir de identificar el conjunto A con un punto.

Teorema 3.8. [15, Teorema 1.7.3] Si X es un continuo y P es una des-
composicion semicontinua superiormente de X, entonces el espacio cociente

(X/P,T(P)) es un continuo.

Matemadticas y sus aplicaciones 28, Capitulo 5, paginas 119-141



David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero, Leonardo Ramirez
132 Aparicio

Definicion 3.9. Sean un continuo X y n € N, con n > 2. El n-ésimo
hiperespacio cociente del continuo X, denotado por C}(X), es el espacio
cociente C,(X)/C1(X), con la topologia cociente.

Como C1(X) es un subconjunto cerrado no vacio de C,(X), por el Teo-
rema 3.7 y el Teorema 3.8, tenemos que C7(X) es un continuo.

La funcion cociente de C7'(X) la denotamos por gx: C,(X) — C7(X).
Al elemento C(X), lo denotamos por C%. Asi, gx (C1(X)) = {C%}.

Observacion 3.10. Como la restriccion de la funcion cociente en Cy(X) \
C1(X) es biyectiva, continua y abierta, resulta ser un homeomorfismo.

4 Unicoherencia, arco conexidad y conexidad
local

Teorema 4.1. Si X es un continuo yn > 2, entonces C7(X) es un continuo
arco conexo.

Demostracion. Por [13, Teorema 3.1], C,,(X) es un continuo arco conexo. Por
lo tanto, por |20, Teorema 3.10], C7(X) es un continuo arco conexo. O

Teorema 4.2. Si X es un continuo y n > 2, entonces C7(X) tiene la pro-
piedad (b).

Demostracion. Por [15, Teorema 4.8, C,,(X) tiene la propiedad (b). Como
gx(Cn(X)) = C7(X) y el mapeo cociente es mondtona, entonces CT(X) tiene
la propiedad (b) [11, Teorema 2, p. 434]. O

Aplicando el Teorema 4.2 y [13, Teorema 4.7|, obtenemos lo siguiente.

Corollary 4.1. Si X es un continuo y n > 2, entonces C7(X) es unicohe-
rente.

Lema 4.3. Sean X un continuo y n > 2. Entonces X es localmente conezo
si y sélo si Cp(X) \ C1(X) es localmente conexo.

Demostracion. Por el Lema 2.21, C,(X) es localmente conexo. Luego, por
[11, Teorema 3, p. 230], C,,(X) \ C1(X) es localmente conexo.
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Sea x; € X y sea U un subconjunto abierto de X tal que x; € U.
Entonces, existe § > 0 tal que By (z1,0) esta contenida en U;. Por [20, Coro-
lario 5.5|, existe un subcontinuo K de X tal que {1} C K C By(x1,9).
Sean Yo, Y3, ...,Yn, n — 1 puntos distintos de K \ {z;}. Entonces, existe
€1 > 0 tal que By(z1,€1), Ba(y2,€1),...,Ba(yn, €1) son ajenos por pares.
Considere A = {x1,92,...,yn} y sea € > 0 tal que ¢ < min{d, e }. De-
notemos por Uy = By(ry,€),Us = By(ys,€),..., U, = Ba(yn,€). Entonces,
(Ui, Un)g,(x) € (Cn(X) \ C1(X)) es un subconjunto abierto de C;,(X) \
Ci(X) tal que A € (Ui, ...,Un)q, (x)- Luego, existe un subconjunto abierto
conexo C de Cp(X) \ C1(X) tal que A € C C cle,(x) (C) C (U, Un)g, (x)-
Mas aiin, existe un abierto basico (Wi, ..., Wi)¢, (x) of Co(X) tal que A €
(Wi,...,Wi)e,(xy C C. Por [15, Lema 6.1.1], Jcle,(x) (C) tiene n compo-
nentes. Note que x; € |Jcle, (x) (C). Sea K la componente de |Jcle, (x) (C)
tal que z; € K. Entonces, K C Uy. Let W = (\{W;: z; € W;} N U;. Luego,
W es un subconjunto abierto de X tal que x1 € W. Sea z € W. Entonces,
(A\ {z1}) U{z} € cle,(x)(C). Asi que, z € cle,(x)(C) N Uy, es decir, z € K.
Esto implica que, W C K y z7 € intx(K). Asi, X es conexo en pequefio en
x1 y por lo tanto, X es localmente conexo (|15, Teorema 1.7.12]). ]

Teorema 4.4. Sean X wun continuo y n > 2. Entonces X es localmente
conezo si y sélo si CT(X) es localmente conexo.

Demostracion. Por el Lema 2.21, C,(X) es localmente conexo. Entonces, co-
mo qx (Cr(X)) = CT(X), C}(X) es localmente conexo (Corolario 2.18).
Como C7(X) \ {C%} es un subconjunto abierto de C7(X), entonces
CH(X) \ {C%} es localmente conexo (Lema 2.20). Como C7(X) \ {C%} es
homeomorfo a C,(X) \ C1(X) (Observacion 3.10), entonces C,(X) \ C1(X)

es localmente conexo. Asi, por el Lema 4.3, X es localmente conexo. O

5 Dimension, graficas finitas, variedades de Can-
tor y retractos absolutos

Lema 5.1. Sean X un continuo y n > 2. Si dim(C,,(X) \ C1(X)) = k, para
algin k € N, entonces dim(Cy (X)) < k. En particular, dim(C, (X)) = k.

Demostracion. Sean A € C1(X)\{X} yp € X\A. Consideremos ¢: C1(X) —
C(X) que viene dada por
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¢(B) = B U {p}.

Por el Lema 2.23, ¢ es un encaje y ¢(A) € C,(X) \ C1(X). Luego, por el
Teorema 2.28 y el Teorema 2.25 (b):

it (C1 (X)) = dimga) ($(C1 (X)) < dimgea(Co(X) \ Co(X)) < k.

Como A es un punto arbitrario de C1(X) \ {X}, por [20, Corolario 2|, se
sigue que dim(C1(X)) < k. Ademas, C,(X) = (Cr(X) \ C1(X)) U C1(X),
dim(C,(X) \ C1(X)) = k y dim(C1(X)) < k, entonces por el Teorema 2.26,
dim(C,,(X)) < k. Por lo tanto, como C,,(X) \ C1(X) es un subconjunto nada
denso en C,(X) [15, Teorema 6.1.9], dim(C,, (X)) = k (Lema 2.27). O

Teorema 5.2. Si X es un continuo con un arco libre yn > 2, entonces existe
X € C(X) tal que dim, (C7 (X)) = 2n.

Demostracion. Sea « un arco libre en X y sea A C intx(A) con A € Cp(«) \
Ci(o). Note que A € (intx(a)), \ Ci(a). Luego, Cy () es una vecindad
de A en C,(X). Por el Teorema 2.25 (c), dima(C,(X)) = dimu(Cy()).
Como A ¢ Ci(a) y A C a, se sique que A ¢ Cy(X). Entonces, A €
Cr(X)\C1(X). De este modo C,,(X)\ C1(X) es una vecindad de A en C,,(X).
Asi, dimy (Cr (X)) = dima(CL(X) \ C1(X)). Luego, dimy(Cy(X) \ C1(X)) =

dim4(Cy(a)). Usando la Observacion 3.10 y el Teorema 2.28, se sigue que
dimgs (4)(CT(X) \{C%}) = dima(Cp(X) \ C1(X)). Como C’n(oz) es una varie-
dad de Cantor 2n-dimensional contenida en C,(X) (Lema 2.22), se sigue que
dimy (Cp(a)) = 2n (I8, (A), pp. 93 y 94]). Por lo tanto, dim, (C7(X)) = 2n,
con y = ¢%(A) (|21, Ejercicio 7.4]). O

Teorema 5.3. Sean X un continuo y n > 2. Entonces dim(C, (X)) es fi-
nita si y solo si dim(CT(X)) es finita. Ademds, si dim(C,,(X)) es finita o

dim(CP (X)) es finita, entonces dim(C, (X)) = dim(C7(X)).

Demostracion. Supongamos que dim(C, (X)) es finita. Como por la Obser-
vacion 2.28, C,(X)\ C1(X) es homeomorfo a C7(X)\ {C%} v dim(C7 (X)) =
dim(CT(X)\{C%}) |21, Ejercicio 7.4], tenemos que dim(C}' (X)) = dim(C,,(X)\
C1(X)). Asi, por el Lema 5.1, dim(C, (X)) = dim(C,(X) \ C1(X)). Por lo
tanto, dim(C,,(X)) = dim(CT(X)).

Supongamos que dim(C}' (X)) es finita. Como dim(C7 (X)) = dim(C7(X)\
{C%}) |21, Ejercicio 7.4] y C7(X)\{C%} es homeomorfo a C,,(X)\ C1(X), te-
nemos que dim(C,(X)\ C1(X)) = dim(C7 (X)) (Teorema 2.28). Por lo tanto,
por el Lema 5.1, dim(C,,(X)) = dim(C}'(X)). O
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Como una consecuencia inmediata del Teorema 5.3, tenemos lo siguiente.

Corolario 5.4. Sean X un continuo y n > 2, entonces dim(C, (X)) =
dim(CH(X)).

Teorema 5.5. [10, Lema 5.2] Sea X un continuo localmente conexo. Entonces
X es una grdfica finita si y solo si dim(C'(X)) es finita.

Teorema 5.6. |17, Teorema 2.4| Sean X wuna grdfica finita, n € N y A €
Cn(X), entonces:

(a) dima(Cp(X)) =2n+ ZpGR(X)mA (ordx(p) —2);
(b) dim(Cy(X)) = dimx (Cp(X));
()

Teorema 5.7. [14, Lema 3.5] Si X es un continuo tal que R(X) # 0 yn > 2,
entonces dim(C, (X)) > 2n + 1.

dim(C, (X)) = 2n + dim(C(X)).

Teorema 5.8. Sean X un continuo localmente conexo yn > 2. Entonces X
es una grdfica finita si y sélo si dim(CT (X)) es finita.

Demostracion. Por el Teorema 5.5, dim(C'(X)) es finita. Luego, por el Teore-
ma 5.6 (c), dim(C,,(X)) es finita. El resultado ahora se sigue por el Teorema
2.3.

Ahora, por el Teorema 5.3, dim(C,,(X)) es finita. Luego, por el Teorema
5.6 (c), dim(C(X)) es finita. Por lo tanto, por el Teorema 5.5, X es una grafica
finita. O

Como una consecuencia inmediata del Teorema 5.3 y el Teorema 5.7,
tenemos lo siguiente.

Lema 5.9. Si X es un continuo tal que R(X) # 0 y n > 2, entonces
dim(CP(X)) > 2n + 1.

Teorema 5.10. Sean X un continuo yn > 2, entonces lo siguiente se cumple:
(a) dim(CT (X)) < n(dim(C(X)));

(b) si X es un continuo tipo arco, entonces dim(C1 (X)) < 2n;
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(c) si X es un continuo tipo circulo, entonces dim(CT(X)) < 2n;
(d) si X es arco continuo, entonces dim(C7 (X)) = 2n.

Demostracion. Por el Corolario 5.4, dim(C,,(X)) = dim(C}(X)). Luego, por
[15, Corolario 6.1.23], (a) se cumple. Usando (a) y [15, Teorema 6.9.11], obte-
nemos que (b) y (c) se cumplen. Por el Corolario 5.4 y [15, Corolario 6.1.25],
(c) se cumple. O

Teorema 5.11. Sean X un continuo yn > 2. Si C,(X) es una variedad de
Cantor finito dimensional tal que dim(C, (X)) > n + 2, entonces C7(X) es
una variedad de Cantor finito dimensional.

Demostracion. Por el Corolario 5.3, dim(C7(X)) es finita. Supongamos que
k = dim[C7(X)], para algin & € N. Si C7(X) no es una variedad de Can-
tor, entonces existe A un subconjunto de C7(X) tal que dim(A) < k — 2
con CT(X) \ A no conexo. Podemos suponer que A es un cerrado de C7(X)
(|22, 1.4]). Luego, existen D y & subconjuntos cerrados no vacios de C}'(X)
tales que CH(X)\ A = DUE. Por lo que, C\,(X) \ ¢ (A) = ¢ (D) U
a5 (&), con g (D) y qi' (€) subconjuntos abiertos no vacios de C,,(X). Como
dim(C,(X)) = ky C,(X) es una variedad de Cantor finito dimensional, es su-
ficiente con mostrar que dim(qy'(A)) < k—2 para obtener una contradiccién.
Consideremos dos casos: Si C% ¢ A, entonces g5 (A) es homeomorfo a A. Asi,
por Teorema 2.28, dim(qy'(A)) < k — 2. Ahora, supongamos que C% € A.
Note que gy’ (A) = gx (A= \{C%}H) Uax ({C%}) = ax (A\{C%}H) U CL(X).
Por hipétesis dim(C'(X)) < dim(C,, (X)) —2 = k—2. Ademas, ¢ (A\ {C%})
es homeomorfo a A\ {C%} v A\ {C%} C A. Entonces dim(qy' (A\{C%})) <
dim(A) < k—2 (Teorema 2.28 y Teorema 2.25 (b)). Por lo tanto, por Teorema
2.26, concluimos que dim(qy'(A)) < k — 2. O

Corolario 5.12. Los hiperespacios cocientes C7([0,1]) y C7(S') son varie-
dades de Cantor 2n-dimensional.

Demostracion. Por el Lema 2.22; sabemos que C,([0,1]) y C,,(S') son varie-
dades de Cantor 2n—dimensional. Como n > 2y 2n > n + 2, el resultado
ahora se sigue del Teorema 5.11. ]

Teorema 5.13. Si X es un grdfica finita y n > 2, entonces X es un arco o
una curva simple cerrada si y sélo si C*(X) es una variedad de Cantor.
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Demostracion. Si X es un arco o una curva simple cerrada, entonces C}'(X)
es una variedad de Cantor (Teorema 5.12).

Supongamos que X no es ni un arco ni una curva cerrada simple. Por
la Proposicion 2.17, R(X) # (). Entonces, por el Lema 5.9, dim(C7 (X)) >
2n + 1. Como las gréficas finitas se pueden escribir como la unién finita
de sus arcos libres, por el Teorema 5.2, existe un elemento x € C/*(X) tal
que dim, (C}(X)) = 2n. Ademaés, las variedades de Cantor tienen la misma
dimension en cada uno de sus puntos [8, (A), pp. 93 y 94|. Por lo tanto,
C{"(X) no es una variedad de Cantor. O

Teorema 5.14. Sean X un continuo y n > 2. Entonces X es localmente
conezo y no contiene arcos libres si y sélo si C7(X) es homeomorfo a el Cubo
de Hilbert.

Demostracion. Por [13, Teorema 7.1, C,,(X) es homeomorfo a el cubo de
Hilbert. Como C;(X) tiene la forma de un punto [13, Corolario 4.6] en el
sentido de Borsuk [2, 5.5 p. 28], entonces C,,(X) \ C1(X) es homeomorfo a
Q \ {p} para algin p € Q [6, Teorema 25.2]. Asi, como C,,(X) \ C1(X) es
homeomorfo a C7(X) \ {C%}, se sigue que Q\ {p} es homeomorfo a CT(X)\
{C%}. Por lo tanto, C7(X) es homeomorfo a Q (|7, Teorema 8.4, p.246]).
Supongamos que « es un arco libre de X. Por el Teorema 5.2, existe y €
CT(X) tal que dim, (C7' (X)) = 2n. Por lo tanto, C}"(X) no es homeomorfo a
el cubo de Hilbert ya que este ultimo es homogeneo [18, 6.1.6]. O

Como consecuencia de el Teorema 5.14, tenemos lo siguiente.
Corolario 5.15. Sea n > 2. Entonces CJ(Q) es homeomorfo a Q.

Corolario 5.16. Sean X una grdfica finita yn > 2. Si 'Y es un continuo tal
que CT(X) es homeomorfo a CT(Y'), entonces Y es una grdfica finita.

Demostracion. Por el Teorema 4.4, C7(X) es localmente conexo. Entonces,
por el Teorema 5.8, dim(C7 (X)) es finita. Asi, Y es localmente conexo y
dim(C}7(Y)) es finita. Por lo tanto, por el Teorema 5.8, Y es una grafica
finita. ]

Teorema 5.17. Sea n > 2. Si X es un continuo tal que C7(X) es homeo-
morfo a C7([0,1]) o a C?(SY), entonces X es homeomorfo a [0,1] 0 a S*.
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Demostracion. Para mostrar este teorema solo analizaremos el caso cuando
C1(X) es homeomorfo a C7(]0, 1]), el otro caso es similar. Por el Teorema 4.4,
CT(X) es localmente conexo. Luego, X es localmente conexo (Teorema 4.4).
Como, por el Lema 2.22; dim(C,([0,1]) = 2n, entonces dim(CT (X)) = 2n
(Lema 5.4). Asi, por el Teorema 5.8, X es una grafica finita. Por lo tanto, por
el Lema 5.7, X es homeomorfo a [0,1] o a S*. O

Proposicion 5.18. Sean X un espacio métrico y z € X. Entonces {z} es un
retracto de X.

Demostracion. Sea r: X — {z} que viene dada por r(x) = z. Entonces r
es una funcion continua y sobreyectiva. Ademaés, r({z}) = {z}. Por lo tanto,
{z} es un retracto de X. O

Teorema 5.19. Sean X un continuo localmente conexo y n > 2. Entonces
lo siguiente se cumple:

(a) si X no contiene arcos libres, entonces CJ/(X) es un retracto absoluto;

(b) si dim(C, (X)) es finita, entonces C}(X) es un retracto absoluto.

Demostracion. (a) Por el Teorema 5.14, C7(X) es el cubo de Hilbert. Luego,
por [18, Corolario 1.5.5], C7(X) es un retracto absoluto.

(b) Por el Corolario 5.4, dim(C7 (X)) es finita. Luego, como cada conjunto
singular de C,,(X) es un retracto de C,(X) (Proposicion 5.18) y C,(X) es
un retracto absoluto (|23, Théorém IIm]), entonces para cada x € C7(X),
tenemos que (gx)~'(x) es un retracto absoluto. Por lo tanto, C7(X) es un
retracto absoluto (|1, Corollary (12.15), p. 131]). O

Corolario 5.20. Sea n > 2. Si X es una grifica finita, entonces C7(X) es
un retracto absoluto.

Demostracion. Por el Teorema 5.5, dim(C'(X)) es finita. Luego, por el Teo-
rema 5.6 (c), dim(C, (X)) es finita. Por lo tanto, por el Teorema 5.19 (b),
CT(X) es un retracto absoluto. O

Corolario 5.21. Sean X wun continuo localmente conexo y n > 2. Si X
no contiene arcos libres o dim(C, (X)) es finita, entonces C}(X) tiene la
propiedad del punto fijo.

Demostracion. Por el Teorema 5.19, C7(X) es un retracto absoluto. Por lo
tanto, por [18, 3.5.4], C}"(X) tiene la propiedad del punto fijo. ]
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Capitulo 6

Modelos de hiperespacios

Maricela Briones de Gante, David Herrera Carrasco,
Fernando Macias Romero, Ingrid Carolina Martinez
Barahona
FCFM, BUAP

Resumen

En la teoria de hiperespacios de continuos, es muy tutil tener una idea
geométrica de su aspecto. Dado que se definen como ciertas clases de
subconjuntos de un espacio dado, esta tarea no siempre es sencilla. Por
esta razon, se construyen modelos de ellos. Un modelo de un hiperespacio
dado K(X) es un espacio topolégicamente equivalente. En este capitulo,
presentamos la prueba de modelos de algunos de los hiperespacios que
Alejandro Illanes menciona en |2, Capitulo 6], y Sergio Macias en [3].

1 Preliminares

Definiciéon 1.1. Un continuo es un espacio métrico X con mds de un punto
compacto y conexo. Un subconjunto Y de X es un subcontinuo de X si 'Y
es un continuo.

Ejemplo 1.2. Si consideramos [0,1] con la métrica usual, se cumple lo
siguiente: (i) [0,1] es conexo por ser un intervalo, (ii) [0, 1] es compacto ya
que es cerrado y acotado, asi, [0,1] es un continuo.

Figura 1: Continuo [0, 1] 0.1
0,1

Definicioén 1.3. Un arco es un espacio topologico homeomorfo al intervalo
cerrado [0,1]. Si a : [0,1] — A es un homeomorfismo, diremos que a(0) y
a(1) son los puntos extremos del arco A.
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Teorema 1.4. Sea un espacio métrico X. Si A es un arco en X, entonces A
es un continuo.

Demostracion. Sea A un arco en X. Existe un homeomorfismo h : [0, 1] — A.
Sabemos que el intervalo cerrado [0, 1] es compacto y conexo. Ahora, como la
compacidad y la conexidad se preservan bajo funciones continuas, entonces
A es compacto y conexo. Por lo tanto, A es un continuo. O]

Ejemplo 1.5. Sea S* = {(z,y) € R?: 22 +y? = 1} la circunferencia unitaria
con la métrica euclideana de R?, entonces se cumple que: (i) S' es conexo
pues S es conezo por trayectorias, luego S* es conero. (it) S* es compacto
ya que es un conjunto cerrado y acotado.

Definicion 1.6. Una curva cerrada simple es un espacio topologico ho-
meomorfo a la circunferencia unitaria S*.

Sl

Figura 2: Curva cerrada simple.

Teorema 1.7. Sea X un espacio métrico. Si C' es una curva cerrada simple
en X, entonces C' es un continuo.

Demostracion. Sea C' una curva cerrada simple. Entonces existe un homeo-
morfismo h : S' — C'. Sabemos que la circunferencia unitaria S' es conexo y
compacto. Ahora, como la compacidad y conexidad se preservan bajo funcio-
nes continuas, tenemos que C' es compacto y conexo, por lo tanto, C' es un
continuo. O

Definicién 1.8. Sea n € N. Una n-celda es un espacio topologico homeo-
morfo a la bola cerrada n — dimensional B™ en R™, donde

B" = {(z1,....,x,) € R" : /22, .. 22 < 1}
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Figura 3: 2-celda.

Definicion 1.9. Sea n € N. Una n-esfera es cualquier espacio homeomorfo
a la esfera n — dimensional S™ en R™™!, donde

S = {(l’l, ...,$n+1) S Rn+1 . \/Jf%, "'7$3L+1 = ]_}

Definicién 1.10. Un triodo simple T es la union de tres arcos que unica-
mente se intersectan en un punto v. El punto v es llamado vértice de T

/\

Figura 4: Triodo simple.

Teorema 1.11. Sea X es un espacio métrico. Si T es un triodo simple en
X, entonces T es un continuo.

Demostracion. Sea T un triodo simple. Sean Lq, Lo, L3 los arcos del triodo,
y sea v el vértice de T. Como L4, Ly y L3 son continuos, son compactos y
conexos, luego T' = LU LsU L3 es compacto, ademéas como L1NLyN L3 = {v},
T = Ly U Ly U L3 también es conexa. Asi T es un continuo. ]

Ejemplo 1.12. La paleta, es la union de una curva cerrada simple y un arco
que se interceptan en un punto. La podemos representar como la union de S*
con el conjunto [1,2] x {0}, es decir, P = S' U ([1,2] x {0}), por lo tanto, es
un es un continuo.
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Figura 5: Paleta.

2 Hiperespacios

Definicion 2.1. Sea un continuo X, decimos que un hiperespacio de X es

una coleccion de subconjuntos de X que cumplen alguna propiedad en parti-
cular.

Ejemplo 2.2. Sea X un continuo, las siguientes familias

2% = {A C X : Aes cerrado de X y no vacio},
C(X)={A€2%: A es conexo},
Co(X) = {A € 2% : A tiene a lo mdsn componentes},
F.(X)={A C X : A tiene a lo mas n puntos},

F(X) =] Fu(X),

son hiperespacios de X.

Para un continuo X y n € N, se tiene lo siguiente:
(i) C(X) = Ci(X),
(ii) Fo(X) C Frn(X) y Co(X) C Crpa(X),

(111) F,(X) C Cp(X).

Notemos que como X es un compacto, entonces 2% es el hiperespacio
de todos los subconjuntos compactos no vacios de X, en particular X € 2%,
y C(X) es el hiperespacio de todos los subcontinuos de X. Por otra parte,
C, (X)) es conocido como el n-ésimo hiperespacio de X.
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Definicion 2.3. Sean un continuo X con métrica d, A C X yr > 0. La nube
de radio r con centro en A es

N(r,A) ={z € X : d(z,a) <r para algin a € A}.

Teorema 2.4. Sean un continuo X con métrica d, r > 0 y A € 2%, se
cumplen las siguientes condiciones

(1) Si U es abierto de X tal que A C U. Entonces existe § > 0 tal que
N(0,A) CU.

(i) Si0<06<ryACB, entonces N(§, A) C N(r, B).
(iii) N(r,A) =J{N(,A):6¢€(0,r)}.
(iv) N(r,A) = U,ca Bla,r). Es decir, N(r,A) es un abierto de X.

Demostracion. (i) Sea A C U, como U es abierto de X tenemos que X \ U es
cerrado de X y por tanto compacto. Asi tenemos que AN (X \ U) = () por lo
tanto, d(A, X \ U) > 0. Ahora, sean § = w yx € N(0,A), existe a € A
tal que d(z,a) < J. Se sigue que = € B(a,d). Si suponemos que = € X \ U,
entonces d(A, X \U) < d(zx,a), lo cual implica que d(A, X\U) < § = w,
lo que es absurdo. Por lo tanto, x € U.

(17) Sea 6 > 0 tal que 6 < r. Tomemos = € N (4, A). Existe a € A tal que
d(xz,a) < § <r,luego d(z,a) < r, para algin a € A. Como A C B, tenemos
que a € B. Asi, z € N(r, B).

(i7) Dado § > 0 tal que § < r, por inciso ii) de este teorema, N(J, A) C
N(r,A). Entonces [ J{N(5,A) : 0 <0 <r} C N(r,A). Por otro lado, tomemos
x € N(r, A). Entonces existe a € A tal que d(z,a) < r. Tomemos un ¢’ > 0 tal
que d(z,a) < ¢ < r. Luego, x € N(¢', A), ademas, N (&', A) C [J{N(d,A4) :
0 <6 <r}. Porlo tanto, N(r, A) C |U{N(,A):0<d <r}.

(iv) Seax € N(r, A), existe un elemento a € A tal que d(x,a) < r,asiz €
B(x,r) y por lo tanto, x € (J,c, B(x,r). Por 1ltimo, sea = € J,., B(z,r),
entonces existe a € A tal que x € B(z,r), se sigue que d(x,a) < r, por lo
tanto, x € N(xz, A). O

Ahora nos interesa dotar al hiperespacio 2% de una métrica, pero antes,
tenemos lo siguiente. Sean X un continuo y A, B C X, la distancia entre A
y B que denotamos como d (A, B), esta dada de la siguiente manera:

d(A,B) =mf{d(a,b):a€ Aybe B}
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Si p € X, escribimos d (p, A) = d({p}, A). Mientras no se diga lo con-
trario, dado un continuo X, denotaremos por d la métrica de X. Ademés, si
p € X y e > 0, denotamos por By (¢, p), la bola abierta con centro en p y
radio €. Si A, B € 2%, la funcién Hy: 2% x 2%X — [0, 00), para cada A, B € 2%
esta dada por

Hy(A,B)=inf{e >0: AC Ny(e,B) y BC Ny(e,A)},
y toma un papel muy importante en los hiperespacios.
Teorema 2.5. La funcion Hy es una métrica para 2%

Demostracion. (i) Sean A, B € 2% entonces

Hy(A,B)=inf{e >0: AC Ny(e,B) y BC Ny(¢,A)}
= inf{e > 0: BC Ny(¢,A) y AC Ny(¢,B)}
= H,(B,A).

(i) Como A C Ny (e, A) para cada € > 0, tenemos que H; (A, A) = 0.
Supongamos que H, (B, A) = 0, basta probar que A C B. Seaa € Ay
e >0, como Hy(B,A) < g existe § > 0 tal que 0 < § < e, A C Ny(9,B)
y B C Ny(6,A). Por lo tanto, esiste b € B tal que d(a,b) < §. Entonces
b € BN Bla,e), es decir, A C Clx(B) = B. Por lo tanto A C B. Luego
A=B.

(ii7) Por ultimo veamos la desigualdad triangular. Sean A, B,C € 2%,
debemos probar que Hy (B, A) < H; (A,C) + Hy (C, B). Por propiedades del
infimo de un conjunto, Hy (B, A) + Hy (B,C) =inf{d+X:0 €{e>0: AC
Ny(e,B)y B C Ng(e,A)} y A€ {e>0: B C Ny(e,C) y C C Nyq(¢,B)}}
Basta probar que Hy(A,C) < § + A, para cada d € {¢ >0: A C Ny(¢,B) y
BC Ny(e,A)yyA€{e>0: BC Ny(,C)y C C Ny(e,B)}.

Sean 0 € {¢ > 0: A C Ny(6,B) y B C Nyg(e,A)} y X € { :
Ny(e,C) y C C Ny(e, B)}. Por definicion A C Ny (0,B), B C Ny (0,A) y
B C Ny ()\, C)

Sea x € A, existe y € B tal que d(z,y) < §. Como y € Ny(\ C),
existe z € C tal que d(y,z) < A. Entoces d(z,z) < 0 + A. Por lo tanto
x € Ny (6+ A, C). Hemos probado de A C Ny (6 + A, C). De manera similar,
C C Ny (6+ A, A). Con ambas contenciones tenemos que 0+ X € {e > 0: A C
Ny(e,C) y C C Ny(e, A)}. Por lo tanto H, (A, C) es un limite inferior del
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conjunto {6 + X : § € {e > 0: A C Ny(,B) y B C Ny(e,A)} y X €
{e >0: BC Ny(,C) y C C Ny(e,B)}}. Luego Hy (B, A) < Hy (A, C) +
Hd(C,B) ]

A la métrica H, se le conoce como la métrica de Hausdorff inducida
por d o simplemente métrica de Hausdorff. De ahora en adelante, siempre
que consideraremos a 2%, lo haremos con esta métrica.

También, al ser los demés hiperespacios, F} (X), C(X) y C, (X) sub-
conjuntos de 2%, se les considera dotados con la restriccién correspondiente
de la métrica de Hausdorff H,.

Si X es un continuo con métrica d, € > 0y A € 2%, denotaremos la bola
abierta de 2% con centro en A y radio € como:

By, (e, A)={B€2*: H;(A, B) <¢}.

Definiciéon 2.6. Sean X un continuo, n € N y Uy, Us,...,U, C X. El vieto-
rico de Uy, Us,, ...,U, en 2%, estd dado de la siguiente manera:

(Uy,...,Uy) = {A €2X: AcC UU" y ANU; # 0, para cada i € {1,...,n}}.

i=1

Teorema 2.7. Sean n,m € N, Uy,U,,...,U, y V1, Vs, ..., V,, subconjuntos de
un continuo X. SiU =], U; yV =~ Vi, entonces

<U17 U27 teey Un> N <‘/17 ‘/27 ceey Vm> =
NUL,VNUg ....,VNU,,UNV,UNVy, ...,UNVy,
VU, VnNU: VnuU,, UnNnV,UNV; uny,

Demostracion. (C) Sea B € (Uy, U, ...,U,) N (V, Vs, ..., Vp,), entonces
B e (Uy,Us, ..Uy Be(Vi, Vo, ..., Vin).

Como B € (Uy,Us,....,Uy,), B € T(U—,U;) N Ni—, A(U;), entonces B C
Ui Uiy B € A(U;) para cada i € {1,2,...,n}, luego B C U;_,U; =Uy
BNU; # B paracadai € {1,2,...,n}. Similarmente, como B € (V,,...,UNV,,),
Bc ", Vi=VyBnV, #(paracadai € {1,2,...,m}. Con lo anterior, B C
Uz U) N (UL, Vi) = UNV. Ademas, B C [UZ, (UNV)]U U (VDU
Como B C U, se cumlpe B = BNU. Ademéas, BNV, = BN {UNV,) #10
para cada ¢ € {1,2,...,m}. Del mismo modo se prueba que BN (V NU;) # 0,
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para cada i € {1,2,...,m}. Por lo tanto, concluimos que B C (V. NU;,V N
Uy, ., VNU,,UNVL,UNVa, ..., UN V).

(D) Sea B C (VNU,VNUsy,..,VNU,, UNV,,UNV,, ...,UNV,,). Luego,
BcUNV . Tomemos i€ {1,2,...,n}, como BN (VNU;) # 0, tenemos que
B=BNVyBnNU =BnN((VNU). Asi se tiene que BN (VNU;) # 0, es
decir, BN U; # (), para cada i € {1,2,...,m}. De la misma forma se prueba
que BNV; # 0, para cada i € {1,2,...,m}. Por lo tanto B C (Uy, Uy, ...,U,) N
Vi, Vay o, Vi), O

Teorema 2.8. Sean X un continuo y n € N.La familia
¢ ={(U,...Uy,) : Uy,...,.U, son abiertos de X}
es una base para la topologia inducida por la métrica de Hausdorff para 2°X.

Demostracion. (i) 0 € € yaque (0) ={B€2X :BCcOlyBnNO#£0} =0y
dado que () es abierto de X, () € €.

(17) Sean U,V € €y B € UNV . Veamos que existe W € € tal que
BeW cUNV.Como U,V € € entonces U = (Uy,...,Up) y V = (V1, ..., Vi)
donde cada Uy, ...,U, vy Vi,...,V,, son abiertos de X, con n,m € N. Sea
W = (Uy,...,U,) N {(Vi, ..., V). Por Teorema 2.7, W € €. Del mismo teorema,
UNV =W € ComoBeUNYV tenemos que BeW CcUNV .

(i1) Por tltimo, veamos que 2% = (J€. En efecto, notemos que (X) =
{Ae2¥: AcC X} =2% asf 2% € € De manera que 2X C |J€, luego,
2% = J €. Con lo anterior, € es una base para la topologia de 2X. O

Teorema 2.9. [1, Corolario 7.8 (3)] Si f : X — Y es una funcion continua y
biyectiva entre espacios topologicos, X es compacto yY es Hausdorff, entonces
f1:Y = X es continua.

En las siguientes secciones mostramos modelos de algunos de los hiper-
espacios mas conocidos.

3 C([0,1])

Dado que C(]0,1]) es el hiperespacio de subcontinuos de [0, 1] tenemos

lo siguiente.
C0,1] ={[a,b] : 0 <a <b< 1}
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Sea T ={(a,b) e R*: 0<a<b<1}yseap:C([0,1]) — T definida por

30([@7 b]) = (a’ b)

Veamos que ¢ es inyectiva. Sean [a, b], [c,d] € C([0,1]) tales que ¢([a, b])
©([e, d]), entonces (a,b) = (¢,d), luego a = ¢y b = d por lo que [a,b] = [¢,d
Ahora veamos que ¢ es suprayectiva. Sea (a,b) € T entonces 0 < a
b <1 por lo que [a,b] € C(]0,1]) y es tal que ¢([a,b]) = (a,b).
Verifiquemos la continuidad de ¢: Sea [a,b] € C([0,1]) y sea € > 0,
tomemos § = +/£/2 tenemos que si

[t

IN

H([a, b], [c,d]) < § para [c,d] € C([0,1]),

entonces
[a,0] € N (6, [c,d]) y [c,d] € N(4,]a,d]),
luego
la—c| <dylb—d <o
(a—c)?+(b—d)? <20 =¢,
es decir,

I(a,0) — (¢, d)]| <e,

por lo tanto ¢ es continua. Finalmente, por Teorema 2.9 tenemos que ¢! :
T — C([0,1]) es una funcion continua. Asi, ¢ es un homeomorfismo entre
C([0,1]) y T. y como T es el triangulo con vértices en (0,0),(1,1) y (0,1)
entonces C([0,1]) es una 2-celda.

Figura 6: Modelo geométrico de C' ([0, 1]).
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Notemos que el conjunto de elementos en C([0,1]) que contienen al 0
(intervalos de la forma [0,b]) esta representado por una arista de 7. De ma-
nera similar, el conjunto de elementos de C([0,1]) que contienen al 1 esta
representado por otra arista de 7'. El conjunto de singulares, F;([0,1]) esta
representado por la tercera arista de 7' (la diagonal).

Otra forma de representar C'([0, 1]) es mediante la funcion ¢ : C([0, 1]) —
R?, dada por

YP(la,b]) = (a+ 2b,b— a).

La imagen de v es el tridngulo ilustrado en la Figura 7.

Figura 7: Modelo geométrico de C' ([0, 1]).

4 C (S
Tenemos que
C(SY)Y={A:Aesunarcoen S'}U{(z,y) €R*: (z,y) € S'}.
Sean R = {(z,y) e R? : 2> +y* < 1} y ¢ : C(S') — R dada por

L4)

0(A) = [1 T Ton } m(A), A# S

(0,0), A= 5"

donde L(A) es la longitud de arco de A y m(A) el punto medio. Veamos
que ¢ es inyectiva: Sean A, B € C(S!) tales que A # B, si Ao B es S,
©(A) # o(B). supongamos que A, B # S', entonces
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L(A) # L(B) o m(A) # m(B)

[1 - %} m(A) £ {1 - %} m(B),

es decir, p(A) # ¢(B), es decir, ¢ es inyectiva. Veamos que ¢ es suprayectiva:
Sea (v,y) € R. Si (v,y) = (0,0), entonces ¢(S*) = (z,y). Si (z,y) # (0,0),

sear = ||[(x,y)|| yu= (xr—y) el vector unitario en direccion de (z,y) que puede

servir como punto medio m(A), de un arco A € S'. Necesitamos encontrar

una longitud de arco L(A) tal que 1 — LA) — ) entonces,

asi

A
2
L(A
(4) =1—r y L(A)=2n(1-r).
2T
Como 0 < r < 1, la longitud 0 < L(A) < 27. Por lo tanto, siem-
pre podemos construir un subarco. Ahora veamos que ¢ es continua: Sean

A€ C([SY]) y m(A) = (a,b), entonces
H(A) = {1 _ L(Aq (a,b) = ({1 _ L(A)} . {1 _ @} b) |

2 27 2

como tenemos una funcion en R? tal que cada coordenada es continua, se sigue
que ¢ es una funcion continua. Por tltimo, por Teorema 2.9 tenemos que @~ :
R — C(S') es una funcién continua. Por lo tanto, ¢ es un homeomorfismo
entre C'(S') y R, y como R es el disco unitario, C'(S') es una 2-celda.

Figura 8: Modelo geométrico de C' (S1).
Con este modelo vemos que el hiperespacio de subcontinuos tanto para
[0, 1] como para S! es una 2-celda, es decir, ambos continuos tienen el mismo

hiperespacio.
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5 (' (Triodo simple)

Sea T' el triodo simple, entonces T'= L; U L, U L3, donde Ly, Ly, L3 son
arcos. Llamemos v al vértice de T'. Asi, C(T') = C(L1)UC(Ly)UC(L3)UC,(T),
con C,(T) ={A € C(T) : v € A}. Por el modelo dado en la seccion 3, C(L;)
es un triangulo para cada i € {1,2,3}. Dado A € C,(T), A esta determinado
tinicamente por las longitudes de las intersecciones de A con los catetos de
T por lo que pueden representarse mediante un vector con tres coordenadas
(a,b,c). Variando a,b y ¢, obtenemos un cubo en R3. Por lo tanto, C(T') es
la, unién de un cubo en R? con tres triAngulos unidos.

C(T)

T
<
N
/)-\__
/ ~
/ ~

Figura 9: Hiperespacio de subcontinuos del triodo simple.

6 C (Paleta)

Como la paleta N es la uniéon de una curva cerrada simple S! y un arco
L que intersecta a S' en un punto v que es un extremo de L, el hiperespacio
C(N) es la union de C(S*), C(L) y C,(N) = {A € C(N) : v € A}. Segtn los
modelos anteriores, el conjunto C'(L) puede representarse como un triangulo
convexo y C'(S1) como un disco. Sin perdida de generalidad, supongamos que
v=(1,0). Sea D = {A € C(S1') : v € A}. La mejor manera de visualizar D
es reconocer su frontera, que viene dado por el conjunto

{A € C(S"): Aesun subarco de S' y v es un extremo de

AYU{S' {v}}
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Comenzando en {v}, consideramos arcos con v como extremo y dibujamos
sus imagenes bajo la funciéon ¢ de la seccion 4. Luego, obtenemos la curva de
la Figura 11. Ahora vemos que D tiene forma de corazon. Para cada elemento
B € D, podemos ampliar B utilizando un subarco de L que contiene a v. Por
lo tanto, para cada B, en el modelo de C'(N), debemos colocar un arco. Por
lo tanto, un modelo de D es el cilindro D x [0, 1]. A este cilindro le anadimos
el disco C(S) y el triangulo convexo C(L).

Figura 10: Hiperespacio de subcontinuos de la paleta.
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Figura 11: Modelo de subacros que tienen a v.

7T C (S I con espiral)

La circunferencia con una espiral (véase la figura 3.2) es el continuo S =
S'U S donde S es la espiral dada en coordenadas polares por:

1
— 2. .
S={(r0) eR .r—1+1+0y9>0}
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Figura 12: Circunferencia con espiral.

En lo sucesivo la letra S sera reservada para referirnos a la circunferencia
con una espiral.
En [4] se prueba que C(S) es homeomorfo al como de S.

Figura 13: Cono de S.

Matemadticas y sus aplicaciones 28, Capitulo 6, paginas 143-161



Maricela Briones de Gante, David Herrera Carrasco, Fernando Macias
158 Romero y Ingrid Carolina Martinez Barahona

8 FQ ([07 1])

Tenemos que F»([0,1]) = {{a,b} : a,b € [0, 1]}, dado que {a,b} = {b,a},
entonces F5([0,1]) = {{a,b} : 0 <a <b<1}. Sea ¢ : F5([0,1]) = T, (con T
como en la seccion 3) dada por

v({a,b}) = (min{a, b}, maz{a,b}).

Supongamos que ¢({a,b}) = ¢({c,d}), para {a,b},{c,d} € F3([0,1]), enton-
ces

(min{a, b}, maz{a,b}) = (min{c, d}, mazx{c,d})

min{a,b} = min{c,d} y max{a,b} = maz{c,d}

(a=cyb=d)o(a=dyb=c)
por lo que {a,b} = {c,d}, esto nos muestra que ¢ es inyectiva. Sea (z,y) € T
entonces, 0 < x < y < 1, luego existen a,b € [0, 1] tales que = = min{a, b}
y y = max{a,b} y {a,b} € F5(]0,1]), de esta manera, ¢({a,b}) = (z,y), es
decir, ¢ es suprayectiva. Por ultimo veamos que ¢ es continua: Sea {a,b} €
F5([0,1]) y sea € > 0, tomemos § = 1/¢/2, entonces si

H({a,b},{c,d}) < d, con {c,d} € F»([0,1])
{a,b} C N(6,{c,d}) v {c,d} C N(4,{a,b})
|min{a,b} — min{c,d}| < ¢y |maz{a,b} — maz{c,d}| <o

(minf{a, b} — min{c,d})* + (maz{a,b} — mar{c,d})* < 26> = 2(\/¢/2)* =¢

||(min{a, b}, maz{a,b}) — (min{c, d}, max{c,d})|| <e.

Por lo tanto, ¢ es continua, y por el Teorema 2.9 tenemos que ¢ es un ho-
meomorfismo entre Fy([0,1]) y 7. Asi, F5(]0,1]) es una 2-celda.
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9 FB ([07 1])

Para construir un modelo de F3([0, 1]), consideremos de nuevo la funciéon
¢ : F3([0,1]) — R?, dada por ¢(A) = (min.A, mazx.A). Entonces, ¢ es una
funcion continua cuya imagen es el triangulo 7" de la Fig. 10.7. Dado (a,b) €
T, la fibra o= !((a,b)) es el conjunto {{a,b,c} : a < c < b}. Sia < b, el
conjunto {{a,b,c} : a < ¢ < b} es una curva cerrada simple, ya que ¢ recorre
el intervalo [a,b] y {a,a,b} = {a,b,b}. Si a = b, p~((a,b)) = {{a,b,c} :
a < ¢ < b} = {{a}}. Por lo tanto, para obtener un modelo de F3([0,1]),
necesitamos trazar un circulo en cada punto (a,b) € T tal que a < b. Esto
se puede lograr tomando el cuerpo de revolucién que se obtiene al rotar T'
alrededor de su diagonal. Por lo tanto, F5([0,1]) es una 3 — celda (Fig. 10.18).

Figura 14: Tercer producto simétrico de [0, 1].
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10 F (S

Veamos que Fy(S') es la Banda de Moebius. Sea NA = {{p,q} €
FSY :p# —qt, A: NA - CSYH, m: NA — S, L : NA - Ry
¢ : NA — R? dadas por

A({p,q}) = el arco mas corto que une p y ¢ en S'

m({p,q}) = el punto medio de A({p,q}),

L({p,q}) = la 10ng1tud de A({p, ¢}),
({p.a}) =

e({p.q} (%L({p, 1)) | m({p, q})-

Como L({p,q}) < 3 (por definicion de la funciéon A) y por la seccion 4,
tenemos que ¢ es un homeomorfismo entre N'A y el anillo R = {z € R? : % <
|z] < 1}. Si queremos extender ¢ al conjunto A = {{z,—z} € F5(S') : z €
S1}, por continuidad y dependiendo de como aproximemos {z, —z} mediante
los elementos {p, ¢} € N A, deberiamos definir ¢({z, —z}) con dos valores, a
saber, p({z, —2}) = w o —w, donde 2w es el punto obtenido al rotar 7 a 2.
Para resolver esta ambigiliedad, necesitamos identificar los puntos w y —w.
Notese que los puntos w son los puntos del circulo B = {u € R? : |u| = £}.
El espacio cociente obtenido de Ry = R U B mediante esta identificacion es
la banda de Moebius M. En la Figura 15 mostramos cémo se puede obtener
esta banda. Comenzamos con el anillo y lo cortamos con dos flechas a y b.

Luego realizamos las transformaciones marcadas en la figura 15 para obtener

la banda.
7o T
) =

g
Y s VA
—'— (]

b Y S Aa

Figura 15: Segundo producto simétrico de S*.
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Capitulo 7

Sobre la conexidad por continuos en los
hiperespacios F5(X) \ F1(X) y C5(X) \ C(X) para

continuos encadenables

Gerardo Hernandez Valdez, Jahir Alessandro Salas
Reyna
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas, UANL

Resumen

Sean n € N y X un continuo. Consideramos los hiperespacios Cp(X)
(F (X)) de todos los subconjuntos cerrados no vacios de X que poseen
a lo mas n componentes (n puntos, respectivamente). Un continuo es
conexo por continuos si, para cada pareja de elementos distintos, existe
un subcontinuo que los contiene. En este trabajo se estudiaran condi-
ciones de un continuo encadenable X bajo las cuales los hiperespacios
Co(X)\ C(X) y Fo(X) \ F1(X) son conexos por continuos.

1 Introduccion

Un continuo X es un espacio métrico, compacto, conexo y no degenerado.
A lo largo de los anos de estudio de la teoria de continuos, se ha involucrado
a su vez el estudio de sus hiperespacios. Un hiperespacio de un continuo X
es una coleccion H de subconjuntos cerrados no vacios de X que satisfacen
alguna propiedad.

Dado un continuo X y n € N, consideramos los siguientes hiperespacios
de X:

2% = {A C X: A es un subconjunto cerrado y no vacio de X},

Co(X) = {A €2%: Aposee alo mas n componentes},
F,(X) ={A€2%: Aposee alo mas n puntos}, y
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O(X) = Cy(X).

Estos hiperespacios estan dotados de la topologia de Vietoris |9, Definicion
1.1]. A su vez, todos estos hiperespacios son continuos, con la métrica de
Hausdorff [9, Teorema 2.2|, |7, 1.8.8, 1.8.9, 1.8.12]. Los hiperespacios F, (X) y
Cy(X) se conocen como n—ésimo hiperespacio simétrico de X y el n—ésimo
hiperespacio de X, respectivamente. Para profundizar el estudio de estos hi-
perespacios, recomendamos al lector la literatura [3], [4], [6].

Dentro del estudio de hiperespacios de un continuo, surgen las siguientes
preguntas:

Pregunta 1.1. ;Qué continuos X hacen que un hiperespacio H siempre po-
sean una propiedad topoldgica P?

Pregunta 1.2. ;Bajo qué condiciones del continuo X se cumple una propie-
dad P en un hiperespacio H?

Para la Pregunta 1.1, se conocen algunas propiedades que siempre se
preservan en los hiperespacios C,,(X) tales como la unicoherencia, conexidad
colocal, la propiedad de ser nunca denso, entre otras (véase |7, Teorema 6.1.7,
6.2.4, 6.3.1]).

Centramos nuestro interés en la Pregunta 1.2. En el presente trabajo,
que tiene como base a [1] y [8], presentamos una recapitulacion de resultados
acerca de la conexidad por continuos en los hiperespacios C2(X) \ C(X) y
Fy(X)\ Fi(X). En la Seccion 2 escribimos notaciones y definiciones que uti-
lizaremos en posteriores secciones. En la Seccién 3 citamos teoria preliminar
a los resultados importantes de este trabajo. En la Seccién 5 presentamos un
continuo que desconecta por continuos al hiperespacio F5(X) \ F1(X). Final-
mente, en la Seccién 6 se proporciona una prueba de conexidad por continuos
para el hiperespacio Co(X) \ C(X) con X una compactacion del rayo bajo la
condicion de que el hiperespacio de subcontinuos del rayo no sea denso en el
hiperespacio de subcontinuos del residuo.

2 Notaciones y definiciones
Dado un subconjunto A de un continuo X, intx(A), clx(A), y Frx(A),

denotan el interior, la cerradura, y la frontera de A en X, respectivamente. Si
deslamétricade X, e > 0,7 C X,y z € X, el conjunto {x € X: d(z,z) < ¢}
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se denota por By(z,¢), 6 B(z,¢) cuando no haya posibilidad de confusion; la
nube del conjunto Z con radio € se define como N(Z,¢) = | J{B(z,¢): z € Z}.
Dados subconjuntos Uy,...,U, de X, con n € N, se define el vietérico de
Uy,...,U, como el conjunto

(Uy,...,Uy) ={Ae€2X: AcUU---UU, y ANU; # ), para cada
ie{l,...,n}}.

Se conoce de [9, Teorema 1.2] que la familia de todos los conjuntos de la forma
(Uy,...,Uy,), donde n € N y cada U; es abierto en X, es una base para la
topologia en 2%, conocida como la topologia de Vietoris. Ahora, recordemos
unas definiciones de conceptos con los que trabajaremos.

Definicion 2.1. Sea (X, d) un espacio métrico acotado. La métrica Haus-
dorff Hy,se define de la siguiente manera: para cualesquiera A, B € 2%,

Hy(A,B) =if{r >0: AC N(B,r) y BC N(A,r)}.
Por [9, Teorema 2.2], Hyq es una métrica para 2% .

Definicion 2.2. Sean X,Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion
continua. Se dice que f es cerrada si para cualquier C' C X cerrado se tiene
que f(C) es cerrado.

Definicion 2.3. Sean X,Y espacios topologicos y f : X — Y una funcion
continua. Se dice que f es mondtona si para cualquier y € Y se tiene que

F*{y}) es conexo.

Definicion 2.4. Un subconjunto A de un espacio topoldgico X se dice que es
denso en ninguna parte si y sdlo si intx(clx(A4)) =0

Definicion 2.5. Sean X un espacio métrico y € > 0. Una e-cadena es una
coleccion de abiertos en X, Uy, ... U, conn € N tales que

e U;NU; £ 0 siy solosi|i—j| =1,
e para cada i, diam U; < ¢,
e la coleccion {Uy,...,U,} cubre a X.

Llamaremos eslabones de la cadena a los abiertos Uy, ..., U,.
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De manera similar se define una cadena de continuos

Definicion 2.6. Sea X un espacio métrico y € > 0. Una e-cadena de con-
tinuos en X es una coleccion de continuos en X, Ny,...N, conn € N tales
que

o N;,NN; #0 siysdlosili—jl=1,
e para cada v, diam N; < €.
Llamaremos eslabones de la cadena a los continuos Ny, ..., N,.

Definiciéon 2.7. Un espacio métrico X es encadenable si para cada € > 0
existe una e-cadena en X.

De nuevo, podemos definir de manera similar ser encadenable por conti-
nuos

Definicion 2.8. Sea X un continuo. Diremos que X es encadenable por
continuos dado que para cada p,q € X y e > 0 existe una e-cadena de
continuos {Ny,..., N} conn € N tal que p € Ny y q € N,,.

Definicion 2.9. Sean X un continuo y p € X. Definimos la union compo-
sante de p como el conjunto

ku(p) ={x € X:3IM € C(X)\{X} encadenable por continuos con p,x € M}.

3 Preliminares

En esta seccion presentamos resultados importantes en la literatura de
teoria de continuos que seran de gran ayuda en las pruebas de secciones
posteriores. Se encuentran debidamente citados.

Teorema 3.1. Sean X,Y espacios topologicos y f : X — Y una sobre,
continua y cerrada. Lo siguiente es equivalente:

1. f es mondtona.

2. Para cualquier C CY conexo se tiene que f~(C) es conexo.
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Demostracion. Es sencillo ver que 2 = 1, ya que {y} es conexo para todo
y €Y y asi f es monotona.

1 = 2. Sea ' C Y conexo y procedamos por contradicciéon suponiendo
que f~1(C) no es conexo. Entonces, existe (U, V) separaciéon por cerrados de
f~HC). Dado que f es cerrada, los conjuntos U = CNf(U)y Vo = CNf(V)
son cerrados en C. Como UN f~1(C) # 0y VN f~1(C) # 0, tenemos que Uc
y Vo son no vacios. Tomemos y € C, luego 0 # f~1({y}) c f~Y(C) cUUV;
se sigue que fT'{y}) c U 6 f'{y}) Cc Vyasiy € Us 6y € Vo. Ade-
mas, se sigue que U,, V. son ajenos. Asi, hemos probado que (Ug, Uy) es una
separacion para C. Esto es una contradiccion, probando asi que f~1(C) es
CONEXO. O]

Proporcionamos la prueba del siguiente resultado para la comodidad del
lector.

Teorema 3.2. Sean X no localmente conexo, Y localmente conexo y f :
X — Y mondtona y cerrada. Entonces, existe y € f(X) tal que f~({y}) es
no degenerado.

Demostracion. Puesto que X no es localmente conexo, existe zo € X tal
que X no es localmente conexo en xy. Denotemos por y = f(xg) y asi y €
f(X). Veamos que f~*({y}) es no degenerado procediendo por contradiccion
y suponiendo que f~1({y}) = {z}. En consecuencia, existe U C X vecindad
de z tal que si V' C U es otra vecindad de z, entonces V' no es conexo. Dado de
que f es cerraday f~'({y}) C U, por |7, Teorema 11.2(1)] y usando el hecho
de que Y localmente conexo, tenemos que existe Vy una vecindad conexa de
y tal que z € f~'({y}) € (V) C U. Ya que f es mono6tona y cerrada,
tenemos que f~1(V}) es conexo y abierto por ser f continua.

Puesto que z € f~(Vy) € Uy f~'(V,) abierto conexo, tenemos que
f7Y(Vh) es una vecindad conexa de z contenida en U; lo cual es una contra-
diccion. Por lo tanto f~1({y}) es no degenerado. O

Teorema 3.3. Sean (X,d) un espacio métrico,n € N y Ay, ..., A, C X tales
que A; N A; #0 si|i — j| = 1. Entonces didm (U} Ay) < > p_, didm Ay.

Demostracion. Sean z,y € |J,_, Ak, por lo que existen 7,5 € {1,...,n} tales

que x € A; y y € Aj; sin pérdida de generalidad, i < j. Ademas, para cada
ke {l,..,n—1} tomemos z € A N Agi1.
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e Sii = j: tenemos que d(z,y) < didm A; < >7_ | didm Ay.

e Si i < j: aplicando multiples veces la desigualdad del tridngulo obtene-
mos que

j—2
d(z,y) < d(z,z; —l—Zd Tk, Tpy1) + d(25,,Y)
k=i

j—
< didm A; + Z didm Ay + didm A;

k=1
J n
- Z didm A, < Z didm A,..
k=1 k=1

De ambos casos obtenemos que d(z,y) < >, _, didm A, y dado que z, y fueron
arbitrarios tenemos que didm(U;_; Ay) < > 7_, didm Ay. O

Lema 3.4. Sea X un continuo. Si A, B € C(X) ye € (0,d(A, B)), entonces
AUB € Cy(X)\ Ny, (C(X), 5).

Demostracion. Supongamos por el contrario que existe £ € C(X) tal que
Hy(AU B, E) < 5. Luego, de la definicién de Hy tenemos que

AUBCN(E,5) vy ECN(AUB,S) =N (A5 UN (B2).

Veamos que N (A, %) NN (B, %) = (). De lo contrario, existe z € N (A, 2) N
N (B, %). En consecuencia, por definicién de nube existe (a,b) € A x B tales
que d(a, z), (b,z) < § y asi, por desigualdad triangular

e < d(A,B) < d(a,b) < d(a,z) +d(z,b) < —¢,

Nlm
l\’)lﬂ)

lo cual es una contradiccién.

Puesto que N (A, %) y N (B, %) son abiertos ajenos y E es conexo, tenemos
que £ C N (A,5) 6 E C N (B,%);sin pérdida de generalidad, E C N (4, %).
Se sigue que

BCN(E,§5) CN(Ae),

lo cual contradice que € < d(A, B). De esta manera hemos probado que no
existe I € C(X) tal que Hy(AU B, E) < § como se deseaba. O
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En particular, si ¢ < d(A, B) y aplicamos el lema previo a § llegamos a
que AU B € Cy(X) \ Ny, (C(X),£). Esto es relevante, pues nos permitira
probar que ciertos conjuntos son subcontinuos del hiperespacio Cy(X)\ C(X).

Teorema 3.5. [9, Teorema 5.6 (Golpes en la frontera I1)] Sean X un continuo
y E un subconjunto propio no vacio. Si K es una componente de E, entonces

Clx(K) N Frx(E) 7é @

Teorema 3.6. Sean X un continuo y didm : F5(X) — [0,didm X]| la funcidn
diametro. Entonces, diam es continua.

Finalizamos esta seccién con dos resultados de conexidad propuestos co-
mo ejercicios en [2].

Teorema 3.7. Sea X un espacio topoldgico. Si { A }nen €s una coleccion de
subconguntos conexos de X tales que A, N Ani1 # 0, entonces [, on An €8
conexo.

neN

Teorema 3.8. Sea X un espacio topologico. Si {Aa}acs €S una coleccion

de subconjuntos conexos de X y A C X conexo tal que para toda o € J
A NA#0D, entonces AU (UQEJ Aa) es conexo.

4 Desconexion por continuos en Fy(X) \ F(X)

Trivialmente los continuos son conexos por continuos, por lo que para ca-
da continuo X y cada n € N los hiperespacios F,(X) y C,,(X) son conexos por
continuos. La pregunta: ;Es el hiperespacio H conexo por continuos? Se vuel-
ve interesante cuando H no es compacto, ejemplos de ellos son Fy(z)\ FI(X) y
C2(X) \ C(X). Analizaremos estos dos hiperespacios dando condiciones bajo
las cuales son 0 no conexos por continuos.

Teorema 4.1. Sean X un continuo encadenable no localmente conexo. Su-
ponga que existe una funcion mondtona m : X — [0,1] tal que cada fi-
bra es densa en ninguna parte y, para cualesquiera a,b € [0,1] con a < b,

7((a,b)) = w([a,b]). Entonces, F5(X) \ F1(X) no es conexo por continuos.

Demostracion. Para ilustrar mejor las ideas de esta prueba, se representaran
los argumentos en siguiente continuo (que es un doble seno del topologo) el
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Figura 1: Doble seno del topologo.

cual tendré el papel de X. Véase Figura 1.

Consideremos la funcion cociente 7 : X — [0, 1], donde 7 ({0} x[—1,1]) = 1/2.
Notemos que 7 satisface las hipotesis del teorema. Ahora, supongamos que
F5(X) \ F1(X) es conexo por continuos. Sea didm : F5(X) — [0,didm(X)] la
funciéon didmetro y notemos que 7 es una funcién cerrada.

Dado que X no es localmente conexo, [0, 1] localmente conexo y 7 conti-
nua y cerrada, se sigue del Teorema 3.2 que existe ¢ € [0, 1] tal que 7~ '({t})
es no degenerado. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que ¢ ¢ {0, 1}.
En el caso de nuestro continuo, ¢ = 3. Puesto que 7! ({t}) es no degenerado,
existen p,q € 1 ({t}) con p # q tales que d(p, ¢) = didm (7~ *({t})); ademas,
tomemos b € 7 1({1}). Sea

e = min{d(p,q),d (v~ ({0}), 7 ({t})) . d (= ({t}), =" ({1}))} > 0.

Como F5(X) \ Fi(X) es conexo por continuos, existe un subcontinuo A C
F3(X) \ Fi(X) tal que {p,q},{p, b} € A.

Afirmacioén 1. Existe 6 € (0,¢) tal que diam ' ([0,6)) NA = 0.

Demostracion de la Afirmacion. Sea p = inf{didm(A): A € A} y suponga-
mos que p = 0. Luego, por definiciéon de infimo, existe {z,}neny C didm(A)
sucesion tal que x, — 0. De la definiciéon de imagen, obtenemos que pa-
ra cada n € N existe 4, € A tal que didm(A4,) = z,. Luego, {A,},en es
una sucesion en A y al ser A es compacto existe {A,, }ren subsucesion de
{A,}nen y A € A tal que A, — A. Puesto que didm es continua tenemos
que didm(A4,, ) — didm(A), pero diam(A,, ) = x,, para todo k € N por lo que
Tp, — didm(A). Recordemos que, {x,, }ren es una subsucesion de la sucesion
convergente {z, }nen, por lo que z,, — 0 y por unicidad de limites en R se
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sigue que didm(A) = 0. Del hecho de A € F5(X) y didm(A) = 0, se tiene
que A € Fi(X) yasi Ae AN Fi(X), lo cual es una contradiccion y de esta
manera hemos visto que p > 0.

Si denotamos por dy = min{e, p}, solo basta tomar ¢ € (0,dy) para que
se cumpla que diam™*([0,6)) N A = (.

Sea 1 > 0; dado que X es encadenable, existe una n-cadena Uy, ..., U
que cubre a X. Véase Figura 2.

Figura 2: §/4-cadena.

Sean i = min{k € {1,...,s} : U, N7 '({t}) # 0} y j = max{k €
{1,...,s}: Uy Nt ({t}) # 0}. Véase Figura 3 con U; y Uj.

Figura 3: Los abiertos U; y U;.

Supongamos que 7~ *({0}) C U1 U...UU;_y y 7 ({1}) C Ujs1U...UUs.
Sean | = max{k € {1,...,s}: UsNm 1 ({0}) # 0} ym = min{k € {1,...,s} :
U N1 ({1}) # 0}. Probamos una nueva afirmacion.

Afirmacién 2. Existe § € (0,¢) tal que diam™([0,6)) N.A = 0 y se cumplen
las desigualdades : > [+ 5y 7 <m — 5.
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Demostracion de la Afirmacion. Dado que si & € (0,09) se cumple que
diam~'([0,0)) N A = ), basta probar que podemos elegir § € (0,6;) tal que
[+5<iyj<m-—5.

Tomemos una ——cadena {Uy,...,Un}; luego, por definiciéon existen x €
7 {0} N0, y € 71 ({t}) N U;. Se sigue que d(x,y) < didm(U; U ... U ;).
Aplicando el Teorema 3.3 obtenemos que

d(x,y) <Zd1amUk<Z‘§°— (i—1+1).

Por otro lado, tenemos que &y < d(7~1({0}), 77_1({25})) < d(z,y). Esto implica
que 50 < d(z,y) < %(i — 1 +1). Entonces, § < %(i — [+ 1). Multiplicando
por = ambos lado tenemos que 6 < i — [+ 1, y concluimos que [ +5 < 4. Un
proceso analogo nos permite ver que j < m — 5.

En consecuencia, si § € (O, %), al escoger una g—cadena {Uy,...,Us} se
cumple que para toda k € {1,...,s}, didm Uy, < % < %0. Consecuentemente,
{U1,...,Us} es una %—cadena y asi satisface [ +5 < iy 7 < m — 5. Hemos
visto que para todo ¢ € (0,40,/6) pasa que diam '([0,0))NA =0, [ +5 <
yJj<m-—25.

Sea § € (0,280) y consideremos una $-cadena {Uy, ..., U} que cubre a
X. Ahora, definamos ¢, 9 : A — {1,...,s} por ¢(K) = méx{k : KNUy # 0}
y Y(K) = min{k : K NUy # 0}. Veamos que K € A, o(K) — ¢(K) > 4;
de otro modo, existe K € A tal que ¢(K) — ¢(K) < 4, y de esta forma
K C Uy U...UUyk)43- Esto es una contradiccion ya que

3
diam(K) < dem Uy(i)4n) < Z% 0,

n=0 n=

y asf concluimos que K € AN didm™~ ([0, 5)).

Definamos también &, ¥ : A — X donde ®(K) es el tnico punto de
KNUykyy Y(K) es el tnico punto de K NUyk). ¥, P estan bien definidas.
Veamos que ® es continua. Sean {4, },en C Ay A € A tal que A, — A. Sea
U vecindad de ®(A); luego, ®(A) € V' = UNUgya. Entonces, A € (V,Uya))-
Por convergencia de {4, }, tenemos que existe N € N tal que A, € (V, Uya))
sin>N.Estoes A, NV # 0 # A, N Uy si n > N. Supongamos que si
n > N pasa que ®(A,) € A, N Uypa). Luego, |¢(A,) — ¥(A)| < 1; ademas,
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U(A,) € A, NV C A, N Ugay por lo que [p(A) —1p(A,)| < 1. Se sigue que
lp(Ay) —(A)|+ |p(A) —(Ay)| < 2. Aplicando la desigualdad del triangulo

tenemos que

|0(An) = (A) + G(A) = P(An)[ = ¢(An) = ¥(An) + $(A) — P(A)
< [0(An) = 9(A)] +[6(A) = P(An)|

En consecuencia, 8 < |¢p(A,,) —9¥(A)|+|o(A) =1 (A,)| < 2, una contradiccion.
Por lo que ®(A4,) € A, NV sin> Ny asi (A4,) € U sin > N. Esto es, ¢
es continua. Similarmente se ve que ¥ es continua.

Hasta ahora, hemos definido las funciones ® y ¥ que nos relacionan el
continuo A con X por medio de una cadena. Ahora veremos como esta cadena

se relaciona con A.

Definamos B = X\ (U1U. . .UU;_1UU;12U. . .UU;). Sea C la componente de

||
L
(it

NI

Figura 4: El cerrado B de X en negro.

AN (B) que contiene a {p, q}. Mostremos que ®(C)N (U;—1 U...UU;j11) = 0;
si ®(C)N Uiy U...UUjp) # 0, existe K € A con didm(K) < ¢ , una
contradiccion. Notemos que como b ¢ B, tenemos que {p,b} ¢ (B) y asi
{p,b} ¢ AN (B); por lo que AN (B) es un subconjunto propio de A. Mas
aun, es un conjunto cerrado de A. Como A es un continuo y AN(B) es un sub-
conjunto propio de A, por el Teorema 3.5, existe A € cl4(C) NFr(AN(B)).
Dado que AN (B) es un subconjunto cerrado de A y C es un subconjunto
cerrado de AN (B), tenemos que C es un subconjunto cerrado de A. Se sigue

que A € CNFrq(AN(B)).
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Notese que A C B. Mostremos que A N Frx(B) # (), de otro modo, A C
intx(B), por lo que A € AN (intx(B)) C int4(A N (B)), una contradiccion.
Ahora, tenemos que Frx(B) C U;—1 UUj+y. Sea a € ANFrx(B). Sia €
U;_1,entonces m(W(C)) es un intervalo compacto no degenerado que contiene
a t; digamos m(¥(C)) = [¢,d] con ¢ < d. Dado que w((¢,d) = 7([c,d]), se
tiene que 7' ({t}) C ¥(C). Se sigue que ¥(C) N U; # 0, una contradiccion.
Similarmente, usando ®, se obtiene una contradiccion si a € Uj,.

Por lo tanto, F5(X) \ F1(X) no es conexo por continuos. O

5 Conexién por continuos en Cy(X)\ C(X)

En la seccién anterior se dan condiciones para asegurar que existe una cla-
se de continuos X tales que F5(X)\ F;(X) no es conexo por continuos. Siguien-
do por esa linea, primeramente presentamos dos resultados que nos ayudaran
probar la existencia de una clase de continuos para los cuales Co(X) \ C1(X)
es conexo por continuos.

Lema 5.1. Sea X un continuo. Supongamos que existen p € X, A C X
subcontinuo propio y € > 0 tales que

(i) ku(p) es denso en X.
(M) BHd(A7€> A C("iu<p)> = 0.
Entonces, existe L C Cy(X) \ C(X) subcontinuo tal que
e Para cada Z € L, Z tiene una componente en A, y
e UL=X.

De nuevo, se ejemplificardn algunos pasos mediante el continuo de la
Figura 5, la compactacion natural del rayo sobre un triodo simple.

Demostracion. Dado que A es propio, existe ¢ € X \ A y por ser cerrado
d(gq,A) > 0. Tomemos ¢’ € (0,min{e, 3d(q, A)}). Puesto que x,(p) es denso,
existe p’ € B(q,&’) N ky(p). Consideremos B(p',¢’) y supongamos que existe
z € B(p,€") N A. Luego,

e <d(q,A) <d(q,z) <d(q,p)+dp,z) <&+ =2¢,

lo cual es una contradiccion, y esto nos lleva a B(p/, &) N A = (). Se sigue que
A, p, e satisfacen que
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Figura 5: Compactacion del rayo con residuo triodo.

(a) Ky (p') es denso en X, pues ky(p) = ku(p').
(b) Bu,(A,e)NC(ku(p')) =0, ya que By,(A,e") C By, (A, ¢e) pues ¢’ <e.
(c) B(p',e)NA=0.

Debido a que siempre es posible encontrar p’ € k,(p) y ¢’ < € para que se
cumpla la tercera condicién, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
B(p,e) N A =0. En el caso de la compactacion del triodo, p es el punto final
del rayo y A un subtriodo propio, como se muestra en la Figura 6.

Figura 6: Punto p y subcontinuo A.

Probaremos primero que si z € k,(p), entonces existe S subcontinuo de
Co(X) \ Ny, (C(X). £) tal que

e {(pJUAES,
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e existe M, € S tal que z € M,,
e para cada M € S, M N A es una componente de M.

Dado que x € k,(p), existe un continuo encadenable por continuos N con
p,x € N.Sea {Ny,..., Ny} una $-cadena de continuos con p € Ny y & € Ny,
véase la Figura 7 . Notemos que N; € C(k,(p)) para cada j € {1,...,m}, se
sigue que N; ¢ By, (A, ). Esto implica que A\N(Nj,e) #06 N;\N(A,e) # 0

para cada j € {1,...,m}. Esto sugiere estudiar los eslabones por casos: Sea
Ji={j€{l,....m} : N; C N(A,e)}, el cual corresponde a los eslabones
que estan “cerca” de A, y Jo = {1,...,m} \ Ji, para los que estan “lejos”.

Notemos que como p € Ny y p ¢ N(A,¢), tenemos que 1 € Js.

Figura 7: El punto z, la nube de A y la cadena de continuos.

Ahora, definamos N; = {MUE : M € C(N;),E € C(A)} para cada
J € Jo, el cual es un subcontinuo de Cy(X). De la definicién de Jo tenemos
que si j € Jy, entonces N; N N(A,e)¢ # 0. Esto se divide en 2 casos: si
N; C N(A,e)°ysi NN N(A,e) # 0, por lo que procederemos por casos.

Caso 1: Supongamos que N; C N(A4,¢)°.

Afirmacion 1. Si N; C N(A,¢€)¢, entonces d(N;, A) > «.
Demostracion de la Afirmacion. Supongamos que d(N;, A) < €. Luego, exis-
ten (y,z) € N; x A tales que d(y, z) < e. Se sigue que d(y, A) < d(y, z) < e,
por lo que y € N(A, €); una contradiccion pues y € N; C N(A, ). Entonces
d(N;, A) > e como se buscaba.
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Sea F' € N,. Existen (M, E) € C(N;) x C(A) tales que F = M UE.
Se sigue de que M x E C N; x A. Por la Afirmacion 1 tenemos que ¢/3 <
e < d(Nj,A) y ast § < d(M, E). Se sigue del Lema 3.4 que FF = M UFE €
Co(X) \ N, (C(X), £). Ya que F fue arbitrario concluimos que

N; C Cy(X)\ Nag, (C(X), ).

Caso 2: Supongamos que N; N N(A,e) #0 # N; N N(A,¢)°.
Denotemos por Y = Fr(N (A4, ¢)). Notemos que N; NY # ; si no fuera asi, se
tendria que N; C N(A,e) Uint(N(A,¢e)°) los cuales son ajenos y por tanto,
N; C N(A,e) 6 N; C int(N(A,¢e)) pues N, es continuo. Esto se muestra en
la Figura 8.

Figura 8: El cerrado Y y un eslabon de la cadena que lo intersecta.

Veamos un par de afirmaciones:

Afirmacion 2. Si N; NY # (), entonces d(Y, A) > .
Demostracion de la Afirmacion. Supongamos por el contrario que d(Y, A) < e.
En consecuencia, existen a € A, y € Y tales que d(a,y) < e. Como B(a,¢)
es una vecindad de y € Fr(N(A4,¢)), tenemos que B(a,e) N N(A,e)¢ # 0.
Esto es una contradiccion pues se cumple que B(a,e) C N(A,¢), y asi hemos
probado que d(Y, A) > ¢.

Por otro lado, consideremos z € N(Nj, £). Luego, existe zy € N; tal que
d(z,2ny) < §. Se sigue que

d(2,Y) < d(z,q) < d(z,2n) + d(zn,q) < d(z,2y) + didm N; < § + £ = £,
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Por consiguiente, z € N (Y, 2 3 ). Al ser z un elemento arbitrario, tenemos que

N(N;,£) C N(Y, %). (1)

Continuamos con otra Afirmacion.

Afirmacion 3. N(Y,£)NN(A,£) =0.
Demostracion de la A ﬁrmaczon De nuevo, supongamos por el contrario que
no es asi. Sea z € N(Y )N N(A ) Se sigue que existen z4 € A, zy € Y
tales que d(z,24) < 5y d(z zy) < Z. Luego,

d(Y, A) < d(zy, 24) < d(Zy, 2)+dz ) <K +5=¢

Lo cual es una contradiccion de la Afirmacion 2, por lo que N(Y, %) N
N(A,e) # () como se queria probar.

Una consecuencia directa de la Afirmacion 3 y de la Ecuacion (1) es que
si M € C(N;), E € C(A) yd e (0,5], se tiene que
N(M,6) C N(N;,6) C N (N;,5) C N (Y, %),
N(E,8) C N(A,8) C N (4,5),

y asi N(M,0) N N(E,0) = (. Esto sera util mas adelante.

Utilizamos la Afirmacion 3 para concluir que en este caso N, también es

un subcontinuo de Cy(X) \ C(X).

Continuemos y supongamos que existe F' € N; N Ny, (C(X), %) Luego,
existe K € C(X) tal que Hyq(F, K) < ¢ y de la definicion de Hy tenemos

FCN(K,s) y KCN (F%).

Ademas existen M € C(N;) y E € C(A) tales que FF = M U E. Luego
N (M , —) y N (E, 5) son abiertos ajenos y por definiciéon de nube tenemos
que N EMUE, ) =N(M,5)UN (E,%). Con esto

FzMUECN(K,%) yKCN(M,%)UN( %)
C

Puesto que K es conexo, tenemos que K C N (M £

§) 0 K C N(E,§).
Sin pérdida de generalidad, K C N (M,£). Dado que E C N (K, %) y que
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N (K, %) CN (M, %), se sigue que £ C N (M, %) Esto contradice la conse-
cuencia de la Afirmacién 3, de que N (M, g) y N (E, %) son ajenos. Por lo
que N; NNy, (C(X), §) = 0. De ambos casos tenemos que si j € Jo, entonces

N € Co(X) \ Ny (C(X), 5)-

Hemos visto que los eslabones indexados por J; nos inducen subcontinuos
de Cy(X) que estan “lejos” de C'(X). A continuacion veremos que los eslabones

indexados por J; también lo hacen. Recordemos que J; = {j € {1,...,m} :
N; C N(A,e)}. Sean Sy, ..., Sk las componentes de UjGJ1 N;. Tenemos que

Sy € C(ku(p)) y Sk C N(A,¢) para cada k € {1,...,r}. Por construccion
existe wy € A\ N(Sk,¢). Para cada j € Ji, existe k; € {1,...,r} tal que
Nj C S, y asi, definamos

N = {{w} UD: D € C(N,)}.

el cual es un subcontinuo de Cy(X). Sean j € J; y F € Nj. Entonces, existen
ki e {1,....r} y D € C(IV;) tales que F' = {wy, } U D. Dado que N; C Sy,
se sigue que

€

37

y por el Lema 3.4, F' = {wy, } UD € Cy(X) \ Ny, (C(X), 5).

Dado que F'y j fueron arbitrarios tenemos que N; C Cy(X) \ Ny, (C(X), £)
para todo j € Ji.

d(wkj, D) > d(wkj, Skj) >e>

Hemos creado una coleccion de subcontinuos de Co(X) \ C(X) a partir
de una cadena de continuos en X. La afirmacion siguiente nos dice que esta
coleccion de subcontinuos también es una cadena de continuos.

Afirmacion 4. Si |j —i| <1, entonces N; NN # 0.
Demostracion de la Afirmacion. Sea j € {1,...,m — 1}. Procederemos por
casos:

e Sij,j+1 € Jp: como existey € N;NN,4q, luego {y} € C(N;)NC(Nj41)
yasi {yfUA e N; NN

e Sij,j+1€ Jyexisteny e N;NNjq, v kj kjr1 € {1,...,r} tales que
N; C Sk; y Njp1 C Sy, Notemos que N; U Njyq es conexo y como
Sk;» Sk, 4, son componentes tenemos que N;UN; 1 C S, y N;UN;q C

Jj+1
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Sk;,,- La tnica manera de que esto sea posible es que S, = Si,,, y asi
k’j = kj+1. Con esto {wkj,y} S ./V’] m'/\/’j—&-l'

e Sije Ji,j+ 1€ Jy: Denuevo, existen y € NN Ny vy kj € {1,...,r}
tales que N; C Sy,. Luego, {wy,} € C(A) y asi {wy,,y} € N; N N

El caso j € Jo,7 + 1 € J; es anélogo al caso j € J1,5 +1 € Jo. Entonces
tenemos que si 4,5 € {1,...,m} con |i — j| < 1 tenemos que N; NN; # 0
como se afirmaba.

Ahora, definamos S = [J;_, N; C C2(X) \ N, (C(X), §).
Afirmaciéon 5. § C Cy(X) \ C(X) es un subcontinuo con las siguientes
propiedades

e {(pJUAES,
e cxiste M € S tal que x € M,
e para cada M € §, M tiene una componente conexa en A.

Demostracion de la Afirmacion. Dado que S es una union finita de compactos,
es compacto. Més atn, § es una uniéon finita de conjuntos conexos que, por
la Afirmacion 4, tiene intersecciones consecutivas no vacias. Por el Teorema
3.7, § es conexo.

Por construccién, M tiene una componente conexa en A para cada M €
S. Puesto que {p} € C(N;), tenemos que {p} UA € N; C S. Finalmente,
para x € N,, existen dos casos para m: si m € Jy, existe k; € {1,...,r} tal
que Ny, C Sp y ast {wy,, 2} € Ny C Sisim € Jp, {z} UA €N, CS. De
ambos casos existe M € S tal que x € M. De esta forma, S satisface todas
las propiedades mencionadas.

Ahora, como k,(p) es denso y X es compacto, existe {z,}nen C Ku(p)
denso. Por lo anterior, para cada n € N existe M,, C Co(X \ Ny, (C(X), %)
subcontinuo tal que

e {ptudeM,,
o existe M € M,, tal que z,, € M,

e para cada M € M,, M tiene una componente conexa en A.
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Como para cada n € N, {p} UA € M, tenemos que |J, .y My es co-
nexo. Definamos £ = ¢l ({J,cy M), €l cual es un subcontinuo de Cy(X).
Ademés, tenemos que Co(X) \ Ng, (C(X), %) es cerrado, luego £ C Co(X) \
Nu, (C(X),%).

Afirmacion 6. |J £ es cerrado en X.

Demostracion de la Afirmacion. Sea z € cl (| L), luego existe {z, }nen € J L
tal que 2z, — 2. Se sigue que para cada n € N existe Z,, € L tal que 2, € Z,
y asi tenemos una sucesion {Z,},en C L. Dado que £ es compacto, existe
{Z, }ken C {Z,}nen subsucesion y Z € L tal que Z,,, — Z. Como {z,, }ren
es una sucesiéon con z,, € Z, para todo k € Ny z, — z, se tiene que

z € limsup Z,, = Z. Asi z € Z C |JL. Dado que z fue arbitrario tenemos
que cl(UL) Cc UL, es decir, |J L es cerrado en X.

Recordemos que para cada n € N existe M,, € M,, C L tal que z,, € M,,
luego {Zn fnen C U,ey Mn C U £. Tomando la cerradura, X = cl ({@y fnen) C

UL.

Afirmaciéon 7. Si Z € (£, Z posee una componente conexa contenida en
A.

Demostracion de la Afirmacion. Tenemos que existe { Zg }ren C UneN M,, su-
cesion tal que Z;, — Z. Denotemos por C;, Cy las componentes de Z y Ck, C¥
las componentes de Zj,. Sin pérdida de generalidad, C¥ C A para toda k y
Ct — C7,C — C5 con Cf € C(A),Cs € O(X).

Notemos que C; = limsup CF C limsup Z;, = Z, por lo que C; € C1UCs.
Sin pérdida de generalidad C; C Cy. Supongamos que existe z € C1\Cy, luego
del hecho de que z € Z = lim sup Zj, tenemos que existe {Z, }ien C {Zk }ren
subsucesion y z; € Zj, para todo ¢ tal que z; — z. Luego, si z; € Cfi para
una cantidad infinita de ¢’s, por definiciéon de limsup, se tendria que z € C7.
Esto es una contradiccion pues z ¢ C, por lo que z; € C’f  para una cantidad
finita de 4’s. Dado que {C4' }ien C {C¥}ren subsucesion con z; € Cyi y 2, — z,
tenemos que z € limsup C§ = C3. Luego, C; N Cy # 0 y al ser C conexo se
tiene que C; C (. Finalmente, tenemos que

Z = limsup Z;, = lim sup(CTUCY) = (lim sup C¥)Ulim sup C¥) = C;UC; C C.

Una contradiccion, por lo que no puede existe z € Cy \ Cf y asi € =
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Cy € C(A). Hemos probado la existencia de un subcontinuo £ C Cy(X) \
Ny, (C(X),¢) tal que

e Cada Z € L tiene una componente conexa en A.
e | JL=X
Como se queria probar. O

Ahora veamos el segundo lema que utilizaremos. Este lema es de suma
importancia, pues a pesar de su estructura parecida con el Lema 5.1 nos
permitira crear un subcontinuo de Cy(X) \ C(X) con la propiedad de tener
ciertos elementos de Cy(X) \ C(X); a diferencia del Lema 5.1, que solo nos
da un subcontinuo que tiene a {p} U A.

Lema 5.2. Sea X un continuo. Supongamos que existen p en X, A C X
subcontinuo propio y € > 0 tales que

e ku(p) es denso en X.
* Bp,(A,e) N C(ku(p)) = 0.

Entonces, si Cq,...,C, € C(X \ A), existe L C Cy(X) \ C(X) subcontinuo
tal que

e {AUCY,...,AUC,} C L.
o JL=X.
o {ptUAEL.
Demostracion. Por el Lema 5.1 existe S C Co(X) \ C(X) tal que
e para cada L € S, L tiene una componente en A,
e S =X,
e {(pJUAES.

Veremos que si B € C'(X \ A) entonces existe £; C Cy(X)\ C(X) subcontinuo
tal que L,NS #0y AUB € L,. Siz € B, existe L € S tal que x € L.
Denotemos por Lq, L, las componentes de L. Sin pérdida de generalidad,
Ly C A. Se sigue que « € Ly N B. Por el Teorema [9, 14.9], existen
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o a:[0,1] = C(Ly) arco de Ly a {z}.
e 5:[0,1] — C(B) arco de {z} a B.
e v:[0,1] = C(A) arco de Ly a A.

Notemos que para todo ¢t € [0,1], a(t) N Ly, B(t) N Ly,~v(t) N B = 0; por lo
que los siguientes conjuntos

o Ny ={LiUaf(t):tec0,1]},
o Ny={LiUa(t):te]0,1]},
e N, ={y(t)UB:te[0,1]},

son subcontinuos de Cy(X) \ C(X). Més aun, como L; U {z} € N, N Np,
LN B e N3N N,; por el Teorema 3.7

L=N,UNz;UN, C C12(X)\ C(X)
es un subcontinuo tal que LNS # 0y AUB € L.

Luego, para cada i € {1,...,n} existe £; C Cy(X) \ C(X) subcontinuo
tal que £L; NS # 0y AUC; € L;. Se sigue que

L=8U (O Ei) C Cy(X)\ C(X)

es un subcontinuo tal que |JL =X, {pfUA e Ly{AUC,,...,AUC,} C
L. O

Ahora tenemos todas las herramientas necesarias para probar el siguiente
teorema.

Teorema 5.3. Sea X = I U R un continuo, donde
e R es homeomorfo a [0, 00),
o [ =clx(R)\ R,

e [ es arco-conexo.
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Si C(R) no es denso en C(X), entonces Co(X) \ C(X) es conexo por conti-

nuos.

Demostracion. Supongamos que C'(R) no es denso en C'(X). Entonces, existe
Ae C(X)ye>0tal que By,(A,e) NC(R) # (). Notemos que A C I. Dado
que R =~ [0,00), existe f : [0,00) — R homeomorfismo y con ello tomemos

p = f(0).

Afirmacién 1. x,(p) = R.

Demostracion de la Afirmacion. Probaremos las dos contenciones.

(R C kyu(p)). Si x € R, existe a € [0,00) tal que z = f(a) y asi, f([0,a])
es un subcontinuo propio encadenable por continuos que une a p con x; por
lo que R C ky(p).

(R C kyu(p)). Supongamos que existe z € k,(p) \ R, entonces =z € I.
Existe M subcontinuo propio encadenable por continuos que une a p con x.
Notemos que R C M, pues sino existiria y € R tal que

M X\{y}=TUf((f7(y).00) U L0, /()

dado que TU f((f*(y),00)) ¥ f([0, f~*(y))) son abiertos ajenos y M es cone-
xo, entonces M C TU f((f7(y),00)) (p & M) 6 M C f([0, 7 (y))) (z & M)
contradicciones, por lo que no existe dicha y. Se sigue que clx(R) =X C M
una contradiccion pues M es propio. Por lo que k,(p) C R.

Sea B € Cy(X) \ C(X) con B # {p} U A. Denotemos por By, Bs las
componentes de B. Hay 2 casos para B:

Caso 1: B C . Por el Lema 5.1 existe S C Cy(X) \ C(X) subcontinuo
tal que S = X, {p} UA € S y cada elemento de S tiene una componente
contenida en A. Como I es arco-conexo existe x € I\ B. Como x € cly(R)
existe {Z,}neny C R tal que z, — x. Se sigue que para cada n € N existe
S, € § tal que z,, € S, denotemos por FE,, D, las componentes de S, con
E, Cc A. Como § es compacto, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que existe S € S tal que S,, — S y si E, D son las componentes de S entonces
E,.,D, — E,D. Notemosque z, € D,yasiz € D C S. Como D es continuo,
C(D) es conexo por caminos, por lo que existe 7 : [0,1] — C(D) camino de
D a {z}. Ahora consideremos el conjunto

P={EUn():tc0,1]} C G(X)\ CX),
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el cual es un subcontinuo tal que S, E U {z} € I". Notemos que £ C A C I
yx € DNI, porlo que EU{z} € Cy(I)\ C(I). Més atn, z ¢ B por lo
que B # E U {x} y como Cy(I)\ C(I) es conexo por continuos, existe M
subcontinuo de Cy(1) \ C(I) que conecta a B con F U {z}. Consideremos el
conjunto

Sp=SUT'UM C Cy(X)\ C(x)
el cual es un subcontinuo tal que B, {p} U A € Sp.

Caso 2: BNR. Notemos que sin pérdida de generalidad existe M € C(X)
tal que ByUA C My ByNM = (). Se sigue que B; € C(X \ A) y por el Lema
5.2 existe S C Co(X) \ C(X) subcontinuo tal que S = X, {p}uUAd e Sy
B1UA € S. Definamos el conjunto

M={EUB, : E e C(M)}C Cy(X)\ C(X)

el cual es un continuo tal que B, By U A € M. Se sigue que Sg = SUM C
C2(X) \ C(X) es un subcontinuo que conecta a {p} U A con B.

De ambos casos tenemos que si B # {p} U A, entonces existe Sp C
C5(X) \ C(x) subcontinuo que los une. Ahora, sean B, D € C(X)\ C(X) con
B#D,si B={p}UA (D = {p}UA) entonces Sp (Sg) es un subcontinuo
de Cy(X) \ C(X) que une a B con D. Si B,D # {p} U A, entonces § =
SpUSp C Cy(X) \ C(z) es un subcontinuo que conecta B con D. Es decir,
C2(X) \ C(X) es conexo por continuos. O
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Capitulo 8

Sobre la unicidad del cono en las graficas finitas

David Herrera Carrasco, Fernando Macias Romero,
David Rodriguez Hernandez
FCFM, BUAP

Resumen

Este capitulo se centra en el estudio de la unicidad del cono sobre
continuos, con especial atencion a las graficas finitas. Los principales re-
sultados establecen condiciones bajo las cuales el cono sobre una gréfica
finita determina de manera tdnica a la grafica salvo homeomorfismos. Se
demuestra que, excepto en los casos del intervalo, curvas cerradas sim-
ples, n — odos simples y curvas n — teta (con n > 3), el cono sobre una
grafica finita tiene la propiedad del cono tnico. Esta propiedad dice que
X un continuo tiene cono tnico si siempre que Y es un continuo para
el que Cono(X) y Cono(Y') son homeomorfos, entonces se tiene que X
y Y son homeomorfos. Las demostraciones aprovechan invariantes topo-
l6gicos como el nimero de componentes euclidianas, la estructura de los
puntos de ramificaciéon y la localizacién del vértice en el cono.

1 Introduccion

En topologia, una construcciéon importante es la del cono sobre un espacio
topologico. Dado un continuo X, su cono Cono(X) se obtiene al identificar
todos los puntos de la forma (z,1) en el producto X x [0,1] . Este espacio
resultante tiene la propiedad de ser contractil, y su estudio permite compren-
der mejor la estructura del espacio original. Un problema interesante surge
al preguntarse si el cono determina de manera tnica al espacio base. Exis-
ten continuos no homeomorfos que tienen conos homeomorfos. Esto motiva
la siguiente cuestion: jbajo qué condiciones el cono de un continuo tiene la
propiedad de ser tnico? Este capitulo se enfoca en el caso particular de las
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graficas finitas, que son continuos de dimensiéon 1. Nuestro objetivo princi-
pal es verificar cuales graficas finitas tienen la propiedad del cono tinico. Los
resultados principales muestran que, excepto en los casos conocidos del inter-
valo, las curvas cerradas simples, los n — odos simples y las curvas n — teta
(con n > 3), toda grafica finita satisface esta propiedad. En la Secciéon 2 se
presentan definiciones y resultados preliminares sobre continuos, conos y gra-
ficas finitas. En la Secciéon 3 se estudian propiedades generales del cono de un
continuo. Finalmente, en la Secciéon 4 se demuestran los principales resultados
sobre la unicidad del cono en graficas finitas.

2 Preliminares

En esta seccion presentamos la notacion que hemos convenido en usar
para algunos términos matematicos de este trabajo. También se presentan
algunas definiciones que los autores consideran necesarias conocer, asi como
algunos resultado basicos.

(i) Por R y N denotamos al conjunto de nimeros reales y al conjunto de
nameros enteros positivos, respectivamente.

(ii) Dado r > 0 denotamos por B"(r) a la bola cerrada de R™ con centro
en el origen y de radio 7.

(iii) Por S™ denotamos la esfera unitaria en R™*1.

(iv) Si X y Y son espacios topologicos, A C X y f: X — Y una funcion.
La funcion f |4 denotara la funcion restringida al subespacio A.

(v) Si A es un subconjunto de un espacio topolégico X, denotamos intx (A),
clx(A) y frx(A) como el interior, la cerradura y la frontera de A en X
respectivamente.

Definiciéon 2.1. Decimos que un conjunto es numerable si es finito o si tiene
cardinalidad igual a la del conjunto N. Decimos que un subconjunto D de un
espacio métrico X es denso en X, si cada subconjunto abierto y no vacio en
X intersecta a D (equivalentemente si clx(D) = X ). También decimos que
un espacio topologico X es separable si este contiene un subconjunto denso
y numerable.

Matemédticas y sus aplicaciones 28, Capitulo 8, paginas 187-211



Sobre la unicidad del cono en las gréficas finitas 189

Ejemplo 2.2. Q C R es denso en R, ya que dado cualquier intervalo abierto
(a,b) C R siempre existe un nuimero racional entre a y b. Mds ain R es
separable ya que Q es numerable. En general también se cumple que Q™ C R"
es denso en R™.

Dado un espacio métrico X y A C X, se dice que A es relativamente
compacto si clx(A) es compacto. A saber, si A es compacto, entonces A es
relativamente compacto ya que al ser X un espacio métrico, se sigue que es
un espacio de Hausdorff, y como en los espacios de Hausdorff los compactos
son cerrados, entonces clx(A) = A. Luego clx(A) es compacto y asi A es
relativamente compacto. Siguiendo esta linea, |2, Teorema 3.28] y |2, Teorema
3.31] nos permiten concluir que todo espacio métrico compacto es separable.

Definicion 2.3. Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y
con mds de un punto. Un subcontinuo de un continuo X es un subconjunto
cerrado, conexo y no vacio de X.

Ejemplo 2.4. El continuo mds simple es el intervalo [0,1] de la recta real,
también la circunferencia unitaria y la 2-celda que definimos como el producto
cartesiano [0, 1] x [0,1] son ejemplos cldsicos de continuos.

[0, 1] St 2 — celda

Nota: Por la manera en que un continuo se define se tiene que los con-
tinuos son separables, algunos resultados de la teoria de retractos y espacios
contractiles se trabajan en espacios separables, por tanto es importante espe-
cificar que dichos resultados son aplicables a los continuos.
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Definicion 2.5. Un arco es un espacio topoldgico homeomorfo al intervalo
[0,1]. Si A es un arco y h : [0,1] — A es un homeomorfismo, los puntos
extremos de A son h(0) y h(1) y decimos que A “une” a h(0) con h(1).

Definicion 2.6. Una curva cerrada simple es un espacio topologico ho-
meomorfo a la circunferencia unitaria.

Definicion 2.7. Un continuo X es arco-conexo si cada par de puntos dis-
tintos de X son los puntos extremos de un arco en X.

Definicion 2.8. Un espacio métrico X es localmente conexo en p € X,
st para cada vecindad V' de p existe un subconjunto abierto y conexo U de X
tal que p € U C V. Se dice que X es localmente conexo si es localmente
conexo en cada uno de sus puntos. Los continuos que son localmente conexos
se les conoce como continuos de Peano.

Ejemplo 2.9. Un arco, una curva cerrada simple y una 2—celda (Espacio
homeomorfo a B%(r)) son ejemplos de continuos localmente conezos.

Curva cerrada simple Arco

El siguiente teorema nos proporciona una manera sencilla de construir
nuevos continuos a partir de continuos mas simples.

Teorema 2.10. La unidn de dos continuos es un continuo si su interseccion
es distinta del vacio.

Demostracion. Sean X; y X, dos continuos en un espacio métrico X, tales
que X1 N X5 # (). Queremos probar que Y = X; U X, es un continuo. Para
esto, obsérvese que Y # () ya que X1 # 0 y X5 # (), también Y es compacto
pues la union finita de compactos es compacto. Para probar la conexidad,
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supongamos por el contrario que Y no es conexo, entonces existen abiertos U y
V,talesque UNY # 0, VNY # 0, (UNY)N(VNY) =0yY C UUV. Dado que
Xjesconexoy X; CY C UUV, setiene que X; C U o X; C V, andlogamente
Xy CU o Xy CV.Seape XN Xy, sin perdida de generalidad, supongamos
que p € U, entonces X1 C U y Xo C U, dedonde Y = X;UX, C U, entonces
V' NY = 0 lo cual es una contradicciéon y, por tanto Y es conexo, finalmente
al ser Y C X, restringiendo la métrica de X a Y se tiene que Y es un espacio
métrico. Asi Y es un continuo.

]

A continuacién presentamos algunos continuos que seran importantes en
este trabajo

5-odo simple Curva 4-teta

Definicion 2.11. Sean X un espacio topoldgico y A un subespacio de X.
Diremos que A es una componente de X si se cumplen:

(i) A es conezo.

(i) Si B es un subespacio conexo de X que contiene a A, entonces B = A.

Los puntos anteriores nos dicen que en realidad una componente es un subes-
pacto conexo mazrimal.
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Teorema 2.12. X wun espacio topologico es localmente conexo si y solo si
cada componente de un subconjunto abierto de X es un conjunto abierto de

X.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio localmente conexo. Sea
U un subconjunto abierto de X y sea C una componente de U, queremos
probar que C' es abierto de X, nétese que para cada p € C existe un abierto
y conexo V), tal que p € V,, C U, luego V,, U C' es un subconjunto conexo de U
que contiene a C', entonces C'UV,, = C ya que C es componente de U, luego
Vp, C C, es decir que para cada p € C existe un abierto V, tal que V,, C C,
por tanto C' es abierto.

Sean r € X y U un abierto de X tal que x € U. Sea C' una componente
de U tal que z € C. Por hipétesis, C' es abierto y ademéas conexo y es tal
que x € C' C U, esto significa que X es localmente conexo en x. Asi, X es
localmente conexo.

]

Definicion 2.13. Dado un espacio topologico X, decimos que X es total-
mente disconexo si todas sus componentes conexas son conjuntos unitarios.

Definicion 2.14. Sea X un espacio topoldgico, diremos que X tiene dimen-
ston 1 si cada abierto no vacio de X contiene otro abierto cuya frontera es
totalmente disconexa. (Esta definicion en realidad nos dice que la topologia
de X tiene una base de abiertos cuya frontera es totalmente disconexa).

Definicion 2.15. Llamaremos curva a los continuos que tienen dimension
1.

Definicion 2.16. Sea X un continuo y sea n un numero cardinal. Diremos
que un punto x € X es de orden menor o igual que n en X, lo cual denotamos
por ord(x,X) < n, si x tiene una base de abiertos B, tal que |frx(B)| <n
para cada B € B,. El numero cardinal n mds pequeno con esta propiedad es
llamado el orden del punto x en X y lo denotamos por ord(x, X) =n.

Definicion 2.17. Sea X un espacio topologico, diremos que X es contrdctil,
si existe una funcion continua H : X x [0,1] — X tal que H(z,0) = x y
H(x,1) = zo para todo x € X.

Teorema 2.18. Sea X un espacio métrico, no vacio y separable. Si X es
contrdctil, entonces X es conexo por trayectorias.
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Demostracion. Sea X un espacio contractil, entonces existe una funciéon con-
tinua H : X x [0,1] — X tal que para cualquier x € X, H(z,0) = z y
H(x,1) = xy con xy € X. Sean p,q € X y o : I — X una funciéon definida
como:

H(p,2t) si 0

IA
IA
N

t
a(t) =
H(q,2—-2t) si 3<t

IN

1

Y

por el Lema de pegado de funciones se afirma que « esta bien definida y es
continua. Luego, obsérvemos que «(0) = H(p,0) =py (1) = H(q,0) = g,
de donde, se tiene que existe una trayectoria de p a ¢ en X, por lo que X es
conexo por trayectorias.

]

3 Cono de continuos

Se sabe que dado un espacio topologico (X, 7) cualquier particion G de
este, induce un espacio topologico nuevo (G, 7(G)) el cual llamamos espacio de
descomposicion. Estos espacios son muy importantes en la teoria de los conti-
nuos, sin embargo, no necesariamente sucede que un espacio de descomposi-
cion de un continuo sea también un continuo. En [4] se hace un estudio amplio
de las particiones semicontinuas superiores, se muestra como estas inducen un
espacio de descomposicion scs. Ademaés se muestra que dado un continuo X y
A un subconjunto cerrado de X, se tiene que G4 = {A}U{{z}: z € X — A}
es una particion scs y el espacio que induce denotado por X/A es también un
continuo.

Definicion 3.1. Consideremos Z = X x [0,1] con X un espacio topoldgico,
A={(z,1): z € X}. El Cono de X es Cono(X)=Z/A = (Xx][0,1])/(X x
{1}).

o A es el vértice del Cono(X) y lo denotaremos por vy,

e Notese que en el caso en que X es un continuo, se tiene que Cono(X)
también es un continuo,

e Los puntos del Cono(X) son de la forma [(z,t)] donde z € X y t € [0, 1].
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Los siguientes resultados nos dicen que de hecho solo con que X sea
métrico y compacto, se tendra que el Cono(X) es un continuo.

Teorema 3.2. Sea X un espacio topoldgico, entonces el Cono(X) es contrdc-
til.

Demostracion. Consideremos H: Cono(X) x [0,1] — Cono(X) como:

[(z, (1 —s)t+s)], si te]|0,1),
H([(x,1)],5) =

vy, st t=1.
Obsérvese que:

H([(x,1)],0) = [(z, (1 = 0)t + 0)] = [(=,1)]

H([(I7t)]7 1) = [(l‘, (1 - 1)t+ 1)} = [(JI, 1)] = Ux.

Vamos a probar que H es continua, en efecto, analicemos esto en dos casos,
supongamos primero que ¢t < 1, nétese que H*: X x [0,1] x [0,1] — X x [0, 1]
dada por H*(z,t,s) = (z, (1 —s)t+s), es continua y en consecuencia H = mo
H* es continua en Cono(X) x [0, 1]\{vx} x[0,1] con 7: X x[0,1] — Cono(X)
la funcion natural. Ahora bien, si ¢t = 1, H es constante para cada s € [0, 1],
a saber H(vx,s) = vx, sea U un abierto de Cono(X) que contiene a vy, a
saber, U tiene la siguiente forma: U = m(X X (1 — ¢, 1]) para € > 0, es decir
que U contiene los puntos [(z,t)] del Cono(X) para los que t > 1 —e.

Ahora bien, consideremos W = 7(X x (1 —n,1]) x (s —d,s+d) con n = € si
s=1obienn=5sis<1ycond > 0 suficientemente pequena, tal W es
un abierto de Cono(X) x [0,1] tal que (vx,s) € W. Sea (v,s') € W, para el
caso en que s = 1, se tiene que W = (X x (1 —¢,1]) x (1 — 6,1+ 9), luego
s € (1—9,1+9), entonces |s" — 1| < § para § tan pequena como quieramos,
digamos § < €,sit > 1—mn, entonces (1 —s)t+s > (1—-5)(1—-n)+s =
l—-n—s+sn+s=1-(1-5m>1—-0m>1—-3de>1—¢,y como

[(z, (1 =38t +5)] si te]|0,1),
H(vx,s') =

Vx st t=1,
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se tiene que H(vx,s') € Uyaque (1 —§)t+s >1—e
Ahora bien para el caso en que s < 1, se tiene que W = 7(X x (1 — §,1] x
(s — 0,5+ 0)), sea (vx,s) € W, luego s’ € (s — 0,5+ ) para § > 0 tan
pequeila como quieramos, digamos J < §, es decir, que s’ — s < 5, entonces
§ <§5+s<5+1.8it>1—mn, entonces (1-)t+s >(1—-5)1-n)+s =
I1-(1-s)np>1-n=1-5>1—¢, de donde al igual que en el caso previo
H(vx,s') € Uy asi H es continua, por lo tanto Cono(X) es contractil.

[

Teorema 3.3. Sea X un espacio topoldgico, entonces el Cono(X) es conexo
por trayectorias.

Demostracion. Se sigue del teorema 3.2 y del teorema 2.18. [

Corolario 3.4. Sea X un espacio métrico, compacto y no vacio, entonces el
Cono(X) es un continuo.

Demostracion. El teorema 3.3 nos dice que C'ono(X) es conexo por trayecto-
rias, entonces C'ono(X) es conexo y asi Cono(X) es un continuo. O

Definicion 3.5. Sea X un espacio topoldgico y consideremos el Cono(X)
con base B, llamamos Suspension sobre X al espacio de descomposicion

Cono(X)/B el cual denotamos por Sus(X) = Cono(X)/B = ((X x[0, 1]) /(X x
{1H))/(X x{0}).

Definiciéon 3.6. Seann € N conn > 3 y X un espacio discreto de n puntos,
llamamos n—odo simple a T,, = Cono(X) y llamamos curva n — teta a ©,, =

Sus(X).

Pueden existir espacios no homeomorfos cuyos conos si lo sean, a saber,
el intervalo [0,1] y S no son homeomorfos, sin embargo sus conos si lo son,
ya que tanto C'ono([0,1]) como Cono(S') son homeomorfos a una 2-celda.
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CONO([0,11)
(0,11
—_

Otro ejemplo a destacar que tiene que ver con nuestras definiciones pre-
vias consiste en tomar n € N: n > 2, y resulta que ©,, y T}, son espacios no
homeomorfos entre si, pero sus respectivos conos si lo son.

Este ejemplo previo, en realidad, es consecuencia de un resultado mas
general. En el siguiente teorema se demuestra que, dado cualquier espacio to-
pologico X, se tiene que Cono(Cono(X))y Cono(Sus(X)) son homeomorfos.

CONO(S1)

Teorema 3.7. [1, Lema (4.1)] Sea X wun espacio topoldgico, entonces los
espacios

(i) Cono(Cono(X)),
(i1) Cono(X) x [0,1],
(111) Sus(Cono(X)),
(iv) Cono(Sus(X)),

son homeomorfos entre ellos.

Demostracion. | (i) ~ (ii) | Consideremos la funcion f: Cono(X) x [0,1] —
Cono(X) x [0,1] dada por

F({([(z, )], 8)) = ([(z, (1 = 5)t)], 5)

notese que esta funcion deja invariante al conjunto Cono(X) x {0} y para
cada s € (0,1) manda a Cono(X) x {s} en el subcono de radio s contenido
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en Cono(X) x {s}, ademas manda al conjunto Cono(X) x {1} a un pun-
to del Cono(X) x {1}, digamos = x {1} con z algin punto del Cono(X).
Esta funcion induce un encaje que preserva el nivel del Cono(Cono(X)) en
Cono(X) x [0,1]. A saber, la imagen de este encaje es una forma particular
de caracterizar al Cono(Cono(X)) que convenimos en denotar por C(C(X)).
Obsérvese que los espacios Cono(X)x [0, 1] y C(C(X)) contienen como subes-
pacio a z x [0,1] el cual llamaremos eje y lo denotaremos simplemente por
E| para ilustrar esto véase la figura de abajo tomando xy = (z,0), 1 = (z,1)

y z* = (z,3).

Cono(X) x [0,1] y C(C(X))

Ahora bien, dado = € Cono(X), el segmento [, del Cono(X) determina
un “cuadrado” @, = I, x [0,1] en Cono(X) x [0, 1], también [, determina
un “triangulo rectangulo” 7, en C(C(X)) tal que T, y @, tienen como lados
comunes a F y a [, ilustramos esta idea a continuacion:
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x1

Cono(X) x [0,1] y C(C(X)) son homeomorfos

Luego para cada x podemos escoger un homeomorfismo ¢, : Q. — T, que
mantenga invariantes los lados comunes F y [, y usando el mismo homeo-
morfismo para cada x, podemos combinar estos en un solo homeomorfismo
U: Cono(X) x [0,1] — C(C(X)) y asi Cono(X) x [0,1] y C(C(X)) son ho-

meomorfos.

(1) ~ (iii) | Para esta parte consideremos la funcion g: Cono(X)x[0,1] —
Cono(X) x [0,1] dada por

9(([(z, 1)), 8)) = ([, (1 = [1 = 2s[)1)], ).

Notese que esta funciéon deja invariante al conjunto Cono(X) x {%}, manda
el conjunto Cono(X) x {0} a un punto de Cono(X) x {0} y manda el con-
junto Cono(X) x {1} a un punto de Cono(X) x {1}. La funcién g induce
un encaje que preserva el nivel de la Sus(Cono(X)) en Cono(X) x [0,1]. A
saber, la imagen de este encaje es también una forma particular de caracte-
rizar a la Sus(Cono(X)) que convenimos en denotar por SC(X). También
aqui, Cono(X) x [0,1] y SC(X) tienen como subespacio comun a F, sirve de
ilustracion la figura que a continuacién se presenta:
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Cono(X) x [0,1] y SC(X)

Ahora bien, dado = € Cono(X) x {0}, el segmento h, del Cono(X)
determina un “cuadrado” @, = I, x [0,1] en Cono(X) x [0, 1], también h,
determina un “triangulo isosceles” T, en SC(X) tal que T}, y @, tienen como
lado comin a E y “altura” comun h,, ilustramos esta idea a continuacion:

Cono(X) x [0,1] y SC(X) son homeomorfos

Luego para cada x podemos escoger un homeomorfismo ,: Q, — T,
que mantenga invariantes a E y a la altura h, y usando el mismo homeo-
morfismo para cada x, podemos combinar estos en un solo homeomorfismo
U: Cono(X) x [0,1] = SC(X) y asi Cono(X) x [0,1] y SC(X) son homeo-
morfos.

(1ii) =~ (iv) | Para cada © € X, sea L, = {[(x,t)] € Cono(X): t € [0,1]}
la linea del cono que une z con vy, luego Sus(L,) es un “tridngulo" T, conte-
nido en Sus(Cono(X)). Para cada x € X, los T, tienen en comiun el segmento
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A que contiene a vx y cuyos vértices son py y p;. Asi, Sus(Cono(X)) = U T,
zeX

donde T, NT,, = A para cada z # y € X.
Por otro lado, para cada z € X, sea M, = {[(z,s)] € Sus(X): s € [0,1]} la
linea en la suspension que contiene a x, luego C'ono(M,) es un “triangulo" 7,
contenido en Cono(Sus(X)), a saber, estos 7). tiene en comun el segmento
A" que contiene a vgyy(x) ¥ cuyos vértices son pj y p| (polos de Sus(X)),
asi Cono(Sus(X)) = U T, con T, NT; = A" para cada x # y € X, luego,
rzeX
para cada x € X, sea ¢, : T, — T, un homeomorfismo tal que 1,(py) = p}

77Z):v<p1) = p,l y 77D$(U:v) = VUSus(X), S€ Sigue que SUS(COTLO(X)> y COTLO(SUS(X
son homeomorfos.

=<

Definicion 3.8. Sea X un continuo y consideremos x € X, diremos que:
(1) x es un punto de ramificacion de X siord(x,X) > 3,
(i1) x es un punto ordinario de X siord(z,X) =2,
(i11) = es un punto extremo en X siord(zx,X)=1.
Sean

R(X) ={z € X: x es punto de ramificacion de X},
O(X) = {z € X: z es punto ordinario de X},
E(X) ={z € X: z es punto extremo de X}.

Definiciéon 3.9. Sea X un continuo, diremos que x € X es un punto eucli-
diano si existe una vecindad de x en X que es homeomorfa a R™ para algin
n € N, también diremos que x es un punto semieuclidiano de X si x tiene
una vecindad que es homeomorfa al semiespacio {(p1,...,pn) € R™": p, > 0},
ademds denotamos por:

e a(X)={x € X: x es un punto euclidiano de X},
o B(X)={r e X\a(X): z es un punto semieuclidiano de X},
e 7(X) = X\(a(X) U B(X)).

Nota: Las componentes de «(X) son llamadas componentes euclidia-
nas de X.
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Ejemplo 3.10. Consideremos X = [0,1] se tiene que a(X) = (0,1), ya que
cada x € (0,1) tiene una vecindad de la forma (a,b) con 0 <a <z <b<1,
tal vecindad como sabemos es homeomorfa a R, también para este ejemplo se
tiene que B(X) ={0,1} , como consecuencia de que las vecindades de 0 y 1
son de la forma [0,b) y (a, 1] respectivamente, que a su vez son homeomorfas
a [0,00). De esto tenemos que y(X) = 0. Mds ain dado que a(X) es conezo,
entonces X solo tiene una componente euclidiana, a saber (0,1).

Ejemplo 3.11. Consideramos X = S, a saber, a(X) = X ya que cada
punto de St tiene vecindades homeomorfas a R, luego, claramente 3(X) = ()
y v(X) =0, ademds como a(X) = S' y sabemos que S* es conexo, entonces
X tiene una sola componente euclidiana, a saber S*.

Ejemplo 3.12. Consideremos X = S*U{(z,y) € R*: 1 < 2 < 2,y = 0},
se tiene que Oé(X) = X\{(LO)’ (270)}7 ﬁ(X) = {(270)} Y V(X) = {(170)};
ndtese que las vecindades de (1,0) son triodos con vértice (1,0) y en particular
estos no son puntos euclidianos ni semieuclidianos. Finalmente obsérvese que
X tiene dos componentes euclidianas, a saber S'\{(1,0)} y {(z,y) € R*: 1 <
r<2y=0}

Teorema 3.13. Si X es una curva localmente conexa, entonces se cumplen:
(1) X es una curva cerrada simple si y solo si vx € a(Cono(X)),
(11) X es un intervalo si y solo si vx € B(Cono(X)),

(111) a(X x[0,1)) = a(X) x (0,1).

Demostracion. () Si X es una curva cerrada simple cualquier vecindad
del vértice del Cono(X) es homeomorfa a un disco abierto que a su vez es
homeomorfo a R?, de donde vx € a(Cono(X)).

Ahora supongamos que vx € a(Cono(X)) A saber X # [0, 1], nétese que
si sucediera que X = [0, 1] tendriamos que existe una vecindad en el Cono(X)
homeomorfa a R?, pero las vecindades de vy son homeomorfas al semiespa-
cio euclidiano {(z,y) € R?*: y > 0} y estas no son homeomorfas a R", para
algin n. Asi, supongamos que R(X) # () y tomemos p € R(X) fijo, notese
que cada vecindad de vy contiene puntos de la forma [(p,t)] y conjuntos de
la forma T3 x [0, 1], tales vecindades no son planas y luego vy no pertenece
a a(Cono(X)), lo cual es una contradiccion. Asi R(X) = () y en consecuen-
cia, cada punto de X es ordinario, por lo tanto, X es una curva cerrada simple.
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(17) Si X es un intervalo cualquier vecindad del vértice vy del Cono(X) es
homeomorfa al semiespacio {(z,y) € R*: y > 0}, de donde vx € 3(Cono(X)).
Ahora supongamos que vy € (Cono(X)). Se tiene que X no puede ser
una curva cerrada simple, ya que si X lo fuera, tendriamos por el inciso (7)
que vy € a(Cono(X)) y eso contradice nuestra hipotesis. Luego, al igual que
en el inciso anterior, supongamos que R(X) # (), de igual manera tomemos
p € R(X) fijo, luego cada vecindad de vx contiene puntos de la forma [(p, t)]
y conjuntos de la forma T3 x [0,1] y al igual que en el inciso anterior vx no
pertenece a ((Cono(X)) lo cual es una contradiccion, de donde debe suceder
que R(X) =10y asi X es un intervalo.

(7i1) Sea (z,t) € a(X)x(0,1), entonces z € a(X) y t € (0,1), como z € a(X)
existe una vecindad V' de x homeomorfa a R" para algin n € Ny como (0, 1)
homeomorfo a R, entonces V' x (0,1) es una vecindad de (z,t) homeomorfa
a R" de donde (z,t) € a(X x (0,1)), luego (z,t) € a(X x [0,1)) y asf
a(X) x (0,1) € a(X x[0,1)).

Ahora, obsérvese que a(X) = X\ (B(X)Uv(X)), porlo quesi z € B(X)Uy(X)
se implica que = no es un punto euclidiano de X, luego (z,t) € a(X x [0,1))
ya que si (x,t) es un punto euclidiano de a(X x [0, 1)), existe una vecindad
de (z,t) homeomorfa a algun espacio euclidiano, note que las vecindades de
(x,t) son homeomorfas a un semiespacio euclidiano o bien contienen con-
juntos de la forma T3 x [0,1]. Ahora, si z ¢ [(X) U ~y(X) se implica que
(z,t) € a(X) x (0,1) y asi a(X x [0,1)) C a(X) x (0,1). O

Corolario 3.14. Sea X una curva localmente conexa que no es una curva
cerrada simple, entonces:

(1) Cualquier componente euclidiana M del Cono(X) es de la forma M =
N x (0,1) para alguna componente euclidiana N de X.

(i1) Para cualquier componente euclidiana N de X, se tiene que N x (0,1)
es una componente euclidiana del Cono(X).

Demostracion. (i) Dado que X no es una curva cerrada simple se tiene por el
teorema 3.13(i) que vx & a(Cono(X)), de donde a(Cono(X)) = a(X x[0,1)).
Luego por el teorema 3.13(iii), implicamos que a(Cono(X)) = a(X) x (0,1),
asi, si M es una componente de o(Cono(X)), entonces M es una componente
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de a(X) x (0,1). Obsérvese que a(X) = UC'(;, donde Cj componente de

a(X), por lo que a(X) x (0,1) = (U C'(;) x (0,1) = U(C(; x (0,1)), donde
Cs x (0,1) conexo para cada ¢ y (Cs x (0,1)) N (C. x (0,1)) = (@ si § # ¢,
luego M es N x (0,1) para N = (s para alguna 0.

(17) Sea N una componente de a(X), luego N x (0,1) es un conexo
contenido en a(X) x (0,1) = a(X x [0,1)), de donde N x (0,1) C M para
alguna componente M de a(X x [0,1)). Por el inciso anterior M = K x (0, 1)
para alguna componente K de a(X) de donde N x(0,1) C K x(0, 1), entonces
N C K y como N es componente de a(x) se tiene que N = K, es decir,
M = N x (0,1) y por lo tanto N x (0, 1) componente de a(Cono(X)). O

Ejemplo 3.15. Si consideramos el triodo simple X = A{UA3UA3, donde Ay,
Ay y Az son arcos con puntos extremos ey, es y ez respectivamente y punto
extremo en comun p, se tiene que:

Oé(X) = Al\{pa 61} U AQ\{pa 62} U A3\{p7 63}7

f(lO(Cl’()?;w(X)) = (Ar\{p, e} (0, 1)) U(A2\{p, e2} x (0,1))U(As\{p, e3}

B(X) = {61762763},
B(Cono(X)) = (X x {0}) U (B(X) x [0,1)),
v(X) = {p},

v(Cono(X)) = {p} x [0,1].
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Para los resultados que veremos mas adelante es necesario considerar los
siguientes subconjuntos del Cono(X).
(i) Cx = {w € Cono(X): w pertenece al interior como variedad de una

2-celda en Cono(X)},

Matemadticas y sus aplicaciones 28, Capitulo 8, paginas 187-211



Sobre la unicidad del cono en las gréficas finitas 205

(ii) Dx = Cono(X)\Cx,

(i) Sy = {w € Dx: w es el vértice de un triodo simple contenido en Dy}

4 Unicidad del Cono en graficas finitas

Existen diversas formas de definir a las Grdficas para este trabajo con-
venimos en usar la siguiente definicion.

Definicion 4.1. Una grdfica finita es un continuo que puede escribirse
como la union finita de arcos, tales que cualesquiera dos de ellos o son ajenos
o bien se intersectan solo en uno o en sus dos puntos extremos.

El siguiente lema generaliza la idea presentada en el ejemplo 3.15.

Lema 4.2. [5, Lema 3.1] Sea X una grifica finita y supongamos que |R(X)| =
m > 1, entonces:

(1) v(Cono(X)) = R(X) x [0,1] y, por lo tanto, v(Cono(X)) es el cono
sobre el espacio discreto con m puntos,

(ii) Sim =1, entonces 7(Cono(X)) C cloono(x)(J x (0,1)) para cada com-
ponente euclidiana J de X,

(111) Si R(X) = {p,q} con p # q, entonces yv(Cono(X)) es el arco {p,q} %
[0,1]. Si existe una componente euclidiana J de X tal que clx(J) N
{p,qa} = {p}, entonces cloono(x)(J x (0,1)) N y(Cono(X)) es el arco

{p} > [0,1].

Demostracion. (i) Consideremos J* = U{J x (0,1): J es una componente
euclidiana de X'}, a saber, J* = (X\(8(X)U~v(X))) x (0,1) = a(X) x (0, 1),
luego por el teorema 3.13 (iii), J* = a(X x [0,1)) y, en consecuencia, J* C
a(Cono(X)). Dado que X tiene al menos un punto de ramificacion, enton-
ces X no puede ser una curva cerrada simple y tampoco un intervalo, de
donde por 3.13 (i) e (ii), tenemos que vy & a(Cono(X)) U B(Cono(X)).
Obsérvese que [(Cono(X)) = (a(X) x {0}) U (B(X) x [0,1)) de donde
v(Cono(X)) = R(X) x [0, 1].

(77) Como m = 1, tenemos que R(X) tien un tunico elemento, entonces
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denotemos por p al tnico punto de ramificacion de X, obsérvese que pa-
ra cualquier componente euclidiana J de X se tiene que p € clx(J), mas
aun, por el inciso (i) v(Cono(X)) = {p} x [0,1], de donde se tiene que
v(Cono(X)) C cleonox)(J x (0,1)) para cualquier componente euclidiana
J de X.

(17i) Sea J una componente euclidiana de X tal que clx(J) N {p,q} = {p},
entonces {p} x [0, 1] C cleono(x)(J x (0,1)). Obsérvese que si z € {q} x [0,1)
existe V vecindad de z en Cono(X) tal que V' N (J x (0,1)) = 0, por lo que
2 & cloono(x)(J x (0,1)) para cualquier z € {q} x [0,1) y asi cloono(x)(J X
(0,1)) N(Cono(X)) = {p} x [0, 1]. 0

Lema 4.3. Consideremos a X como una grdfica finita y a Y una curva
localmente conexa. Si Cono(X) y Cono(Y') son homeomorfos, entonces Y
es una grafica finita.

Demostracion. Como X es una grafica finita, se tiene que X tiene un ntime-
ro finito de componentes euclidianas y también un ntmero finito de puntos
de ramificacion. Luego, el corolario 3.14 nos dice que, por cada componente
euclidiana en X, hay una componente euclidiana en Cono(X) y viceversa,
de donde Cono(X) tiene un namero finito de componentes euclidianas. Ade-
mas, Sy es un conjunto finito. Luego, tenemos por hipdtesis que Cono(X) y
Cono(Y) son homeomorfos y recordemos que el nimero de componentes es
un invariante topologico. Entonces, Cono(Y') tiene un nimero finito de com-
ponentes euclidianas y Sy es un conjunto finito. Argumentando de manera
similar por el corolario 3.14, se tiene que Y tiene un ntmero finito de compo-
nentes euclidianas y un ntmero finito de puntos de ramificacién. Por tanto,
Y es una grafica finita. [

Teorema 4.4. [11, Teorema (4.1)] Si X yY son curvas localmente conezas
y X x[0,1) es homeomorfo a'Y x [0,1), entonces X y Y son homeomorfos.

Corolario 4.5. Si X y Y son curvas localmente conexas y h: Cono(X) —
Cono(Y') un homeomorfismo tal que h(vyx) = vy, entonces X yY son ho-
meomorfos.

Demostracion. Sean X y Y curvas localmente conexas, como h: Cono(X) —
Cono(Y') es homeomorfismo tal que h(vx) = vy, entonces h(X x [0,1)) =
Y x [0,1), de donde X Xx [0,1) e Y x [0,1) son homeomorfos y asi por el
teorema 4.4, X y Y son homeomorfos. ]
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Lema 4.6. Sea Y un continuo y consideremos a X wuna grdfica finita que
no sea un intervalo, una curva cerrada stmple, un n-odo o una curva n-teta
para n > 3. Si h: Cono(X) — Cono(Y) es un homeomorfismo, entonces

h(vx) = vy.

Demostracion. Supongamos que X tiene al menos un punto de ramificacion,
es decir, que |R(X)| = m > 1; por tanto, supongamos primero que m > 3,
por el lema 4.2 (i) Dado que Cono(X) y Cono(Y) son homeomorfos, se tiene
que v(Cono(X)) y v(Cono(Y')) son conos sobre el espacio discreto de m
puntos; es decir, son m — odos simples. Luego, h(y(Cono(X))) = v(Cono(Y))
y h mandan el corazon de y(Cono(X)) en el corazon de v(Cono(Y)); en
consecuencia, h(vx) = vy.

Ahora supongamos que m = 2 y digamos que R(X) = {p,q} con p # ¢,
a saber, existe una componente euclidiana J de X tal que clx(J) N {p,q}
contienen un solo elemento p o ¢, ya que si clx(J) N {p,q¢} = {p,q}, para
toda componente euclidiana de X, se tendria que X es una n-teta lo cual
serfa una contradiccion. Sin pérdida de generalidad supongamos que clx(J) N
{p,q} = {p}, asi por el lema 4.2 (iii), cloonox)(J % (0,1)) N y(Cono(X))
es el arco {p} x [0,1]. Ademéas por el corolario 3.14 (ii), el conjunto E =
J x (0,1) es una componente euclidiana de Cono(X) por lo que h(FE) es
una componente euclidiana de Cono(Y), por el Corolario 3.14 (i), existe una
componente euclidiana L de Y para la que h(E) = L x (0,1). El lema 4.2 nos
dice que v(Cono(X)) es el arco {p,q} x [0,1] y como Cono(X) y Cono(Y)
son homeomorfos, entonces v(Cono(Y)) es un arco.

Consideremos:

Jo = cleono(x)(J % (0,1)) Ny(Cono(X)) = {p} x [0,1]

Lo = cleono(vy(L x (0,1)) Ny (Cono(Y)).

Obsérvese que Jy es un subarco propio del arco y(Cono(X)) y como h(y(Cono(X))) =
v(Cono(Y)), entonces h(Jy) = Loy Lo es un subarco propio del arco y(Cono(Y')).

Por el lema 4.2 (ii), Y tiene exactamente dos puntos de ramificacion pg y qo,

luego v(Cono(Y')) es el arco {po, g0} x [0, 1]. Si L contiene a ambos puntos py

Y qo, por la construccion del Cono(Y'), tenemos que

Y¥(Cono(Y)) = {po,qo} % [0,1] C Lo C y(Cono(Y))
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y entonces Ly = v(Cono(Y)) lo cual es una contradiccion. Esto prueba
que clx (L) N {po,qo} es un conjunto unipuntual, supongamos que clx (L) N
{po, 90} = {po}. Por tanto Ly = {po} x [0, 1]. Ahora, como

h({p, a} x [0,1]) = h(y(Cono(X))) = y(Cono(Y)) = {po, 90} x [0, 1]

y como
h({p} x [0,1]) = h(Jo) = Lo = {po} x [0, 1],

entonces h(vyx) = h(p,1) = (po, 1) = vy.

Finalmente supongamos que m = 1. Dado que X no es un n-odo para n > 3,
debe existir una componente euclidiana J de X tal que clx(J) es una curva
cerrada simple. Sea p € X tal que R(X) = {p}, luego por el corolario 3.14
(i), E = J x (0,1) es una componente euclidiana de Cono(X) y dado que
h(y(Cono(X))) = v(Cono(Y)), entonces h(FE) es una componente euclidiana
de Cono(Y), luego existe una componente euclidiana L de Y tal que h(E) =
D =L x(0,1). El lema 4.2 (i), nos garantiza que y(Cono(X)) = {p} x [0, 1],
entonces y(Cono(Y')) es un arco. Consideremos

AJ = ClC’ono(X)(J X (07 1)) N B(OORO(X))

A = cleonoyy(L x (0,1)) N 3(Cono(Y)).

Como h(E) = D, se tiene que h(A;) = ALy h(clconox)(As)) = cleonov)(AL),
obsérvese que cloono(x)(As) = clx(J x {0}) es una curva cerrada simple y por
tanto cloono(v)(Ar) es una curva cerrada simple.

Ahora veamos que Y contiene exactamente un punto de ramificacién; supon-
gamos, por el contrario, que Y tiene exactamente dos puntos de ramificacion:
DoV qo. En el caso en que Y no es una n-teta para n > 3, notemos que
Y satisface las hipotesis que se tenian para X en el caso anterior, de donde
h(vyx) = vy; luego, por el corolario 4.5, X y Y son homeomorfos, lo cual es
una contradiccion. Asi, para este caso, supongamos que Y es una n-teta para
algtin n > 3; entonces, cloono(vy(Ar) = cly (L) x {0} es un arco que une los
puntos (po,0) y (qo,0), lo cual es una contradiccion, y, entonces, Y contiene
exactamente un punto de ramificacion.

Sea y € Y tal que R(Y) = {y}. Si cly(L) es un arco que une a y con un
punto extremo e de Y, entonces A, = (L x {0}) U ({e} x [0, 1]); entonces
cleono(vy(AL) es un arco que une los puntos (y,0) y vy, lo cual es una con-
tradiccion. Asi cly (L) es una curva cerrada simple y entonces cloono(v)(AL)
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es la curva cerrada simple cly (L) x {0}; por lo tanto h(J x {0}) = L x {0}.
Como h({p} x [0,1]) = h((Cono(X))) = 1(Cono(¥)) = h({y} x [0,1]).
tomando intersecciones, concluimos que h(p,0) = (y,0). Entonces h manda
el otro punto extremo del arco y(Cono(X)) al otro punto extremo del arco

v(Cono(Y)) v asi h(vyx) = vy. O

Corolario 4.7. Sea X una grdfica finita. Entonces X tiene la propiedad del
cono unico si y solo si X es diferente de un intervalo, una curva cerrada
simple, un n-odo o una curva n-teta con n > 3.

Demostracion. Sea Y un continuo y supongamos que Cono(X) y Cono(Y)
son homeomorfos; sea h: Cono(X) — Cono(Y) un homeomorfismo. Luego,
por el lema 4.6, h(vx) = vy, y por el corolario 4.5, se tiene que X y Y son
homeomorfos, y por tanto X tiene la propiedad del cono tnico. ]
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