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CAPITULO 1

LA TRANSFORMADA DE FOURIER EN L%(R)

EDER CARDOSO GARCIA
FRANCISCO JAVIER MENDOZA TORRES
FCFM, BUAP

RESUMEN. A partir de su definicién en L'(R), presentamos un método para
definir la transformada de Fourier en L?(R). El método cldsico para realizar
este proceso emplea el espacio L' (R)NL2(R) o el espacio de Schwartz, los cuales
son densos en L2(R). En este caso, consideramos el espacio de las funciones
escalonadas.

1. INTRODUCCION

La transformada de Fourier se ha estudiado y empleado en el contexto de las inte-
grales de Riemann y Lebesgue. En el espacio de las funciones Lebesgue integrables,
L'(R), la transformada de Fourier se define, en s € R, como

1) for= [ " f@)e e da,

la cual siempre existe. Ademads se define la transformada de Fourier inversa de una
funcién f € L*(R), para cada z € R, como:

@ =g [ ST s

La transformada de Fourier definida en (1) no se aplica directamente a cada
f € L?(R), ya que no toda funcién en este espacio estd en L'(R) y viceversa. Por
ejemplo, la funcién

)z six>1,
@) ro={" arzh
pertenece a L?(R), pero no a L'(R). Por otro lado, la funcién

[ a3 six € (0,1),
g(ac)—{ 0 six ¢ (0,1),

estd en L'(R) pero no en L%(R).

Ademds, observamos que la transformada de Fourier de la funcién f en (2) no
estd definida para s = 0, pues la integral

Fo-[ rwea= [Tota

no existe.
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El método que en general se expone en la literatura matematica para extender
la transformada de Fourier a L%(R) es el teorema de Plancherel, ver Rudin [7], el
cual consiste en lo siguiente.

Teorema 1.1. Para cada f € L*(R) se le asocia una funcion fe L?(R) tal
que las siguientes propiedades se cumplen:

(a) Si f € LYR)NL*(R), entonces fes la transformada de Fourier de f definida
en (1).

(b) Para cada f € L2(R) se tiene que || f]l2 = || f]|2-

(¢) Elmapeo f — f es un isomorfismo del espacio de Hilbert L2 (R) sobre L3(R).

(d) La siguiente relacion simétrica existe entre f y f Si

A A
Du(t) = /_Af(a:)e—%rixt de y Ua(x) :/_Af(x)eZﬂ'ixt dt,

entonces [|Pa — flla—=0 y [|[Wa—flla—=0 cuando A — co.

Observemos que (d) nos proporciona una familia de funciones en L*(R) N L?(R)
por medio de las cuales se puede calcular f. De manera analoga ocurre para la
transformada de Fourier inversa.

Otros textos, por ejemplo Kolmogorov [5], en lugar de considerar el subconjunto
LY(R) N L*(R), emplean el espacio de Schwartz, 8(R), el cual también es denso en
L?(R). Pero esencialmente la prueba sigue la misma secuencia de los incisos (a)
hasta (d).

Por otro lado, distinguiremos entre el teorema de Plancherel y la identidad del
mismo nombre. La identidad de Plancherel se refiere al inciso (b) del teorema an-
terior.

En este articulo, presentamos un método alternativo para definir la transformada

de Fourier a L?(R). Para esto, consideramos al espacio de las funciones escalonadas,
K(R).

2. EL ESPACIO DE LAS FUNCIONES ESCALONADAS

Las funciones escalonadas forman un espacio vectorial con respecto a la suma de
funciones y producto por escalares. En esta seccién definimos las funciones escalo-
nadas y reguladas sobre R, presentamos una caracterizaciéon de las segundas y
demostramos que K (R) es denso en L*(R).

Definicién 2.1. Sea [a,b] un intervalo en R.

= Una funcién medidora ¢ sobre [a, b], es una funcién definida sobre [a,b] que
es positiva.

= Usaremos la notacién (I,t) para decir que I es un intervalo etiquetado por
tel

w Si P ={([ri—1,2], )}, es una particién etiquetada que cumple

[xi,1,$i] - [tl — (55(ti),ti + 55(151) }, parai=1,2,...,n,
se dice que es d.—fina.

Definicién 2.2. Una funcién escalonada es una funcién f : [a,b] — R tal que
existe una particién Py constantes {cy}}_, tales que f(z) = ¢x en [z_1,zk) para
1<z <n—1yec,en [xy_1,z,]
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Asi, una funcién escalonada en R es aquella para la que existe un intervalo [a, b]
tal que en él cumple con la definicién anterior y que toma el valor 0 fuera del
intervalo [a, b].

Definicién 2.3. Una funcién f : I — R se dice que es regulada sobre I, si para
todo € > 0 existe una funcién escalonada s, : I — R tal que

[f(x) — se(x)] <€ para todo = € I.

Observacién 2.4. Dotando a K(R) y al espacio de las funciones reguladas con la
norma || - ||, se tiene que el espacio K(R) es denso en el espacio de las funciones
reguladas.

A continuacién exponemos la siguiente caracterizacién de las funciones reguladas.

Teorema 2.5. Una funcion f: I — R es una funcion regulada, si y sélo si, tiene
limites laterales en cada punto del intervalo I.

Demostracion. Notemos primero que toda funcién escalonada tiene limites laterales
en cada punto. Para probar que una funcién regulada f tiene la misma propiedad,
sea ¢ € [a,b); probaremos que f tiene limite lateral derecho en c. Para esto, sean
€ >0y Se: I — R una funcién escalonada tal que

|f(x) = sc(x)| <€ para todo x € I.

Como s, es una funcién escalonada, entonces lim,_,.+ s.(z) estd definido, luego,
existe dc(c) > 0 tal que si z, y € (c,c+ de(c)), resulta que se(x) = sc(y). Por lo
tanto, si x ,y € (¢,c+ d.(c)), entonces
[f(@) = f(W)] < [f (@) = se(@)] + [se(z) = sc(w)] + |se(y) — f(y)l
<e+0+e
= 2e.
Como € es arbitrario, el criterio de Cauchy, ver [1], implica que el limite lateral

derecho existe. La existencia del limite lateral izquierdo en ¢ € [a,b) se prueba de
la misma manera.

Ahora supongamos que f tiene limites laterales en cada punto de I. El criterio de
Cauchy para la existencia de los limites laterales garantiza que, dado € > 0, existe
una funcién medidora . sobre I tal que sit € Iy y1, y2 € (t — d.(t),t), entonces
|£(y1) — f(y2)| < e. Ahora sea P = {([zi_1,xi]), t;}7—, una particién &, — fina de
I. Definimos s.(z) = f(2) si z no es uno de los ntmeros

a=xg<t1 < <wi1 <t <x; <<ty Sxp =0,
Sobre el intervalo (x;—1,¢;) C [t; —0.(t;), t;), definimos s, = f(%(xi,l +t;)). Asi que
|f(@) = se(@)| = [f(2) = f(5(zim + 1)) < e

De manera similar, sobre el intervalo (t;,x;) C [t;,t; + de(t;)), definimos s, =
f(%(tl + x;)), asi que

[f(2) = se(@)| = |f(z) = f(3(t: + 20)| <e.

Por lo tanto la funcién escalonada s, satisface | f(z) — sc(x)| < € para todo = € I.
Como € es arbitrario, concluimos que f es una funcién regulada. O
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Observacion 2.6. Toda funcién continua es una funcién regulada.

A continuacién demostraremos la densidad de las funciones escalonadas en L?(R).
Lema 2.7. El espacio de las funciones escalonadas en R es denso en L*(R).

Demostracion. Sabemos que el espacio de funciones continuas con soporte compac-
to, C.(R), es un conjunto denso en L*(R). Ahora consideremos f € L%(R) y € > 0
entonces existe una funcién f, € C.(R) tal que

(3) [fe = fll2 < €/2.

Supongamos que sopf. C [a,b]. Como el espacio de las funciones escalonadas es
denso en el conjunto de las funciones reguladas de valores reales sobre [a,b], con
la norma || - ||o, entonces para fex[q,p), existe una funcién escalonada ¢ tal que

Ilfe — ¢lloo < €/V2V/b — a. Luego

b
2
[ 5= e <00l vl < VT,
y por lo tanto || f. — ¢||2 < €/2. Entonces por esta desigualdad y (3), tenemos que
lo = Ffllz =lle = fe+ fo = fllz < llo = fell2 + 1fe = fl2
<€/24¢€/2

=e.
Por lo tanto, el espacio de las funciones escalonadas es denso en L?(R). ]

3. LEMAS PREVIOS

El objetivo de esta seccién es demostrar una serie de lemas, los cuales nos seran
de utilidad para demostrar uno de nuestros resultados principales en la siguiente
seccién.

Lema 3.1. Sean a,b,a € R cona+a < —a <0< a<a+b. Entonces

a+b _ «@ _
senm(u — «) (Sen27rBu>du ~ lm senm(u — ) (sen?wBu)du.

lim
U B—oo J_, 7(u—a) U

Booo Jora m(u—a)

Demostracion. Sean a +a < —a < 0 < a < o + b. Tenemos que [a + a,a +b] =
[+ a,—a] U [—a, a] U[a, a + b]. Observemos que cuando u = «, 0, por la regla de
L "Hopital, tenemos que

lm senm(u — ) _ 1 y lim sen2mBu 9B,
u=a w(u—@)Tu TQ u—0 U

Se;‘g;(i‘;)o‘) (SenﬁzB“) es integrable sobre [a + a, o + b).

Por el Lema de Riemann-Lebesgue, el limite de la integral de f(u), cuando
B — o0, sobre los intervalos [a + a, —a] y [a, a + b] es cero. Por lo tanto tenemos

Asi que la funcién f(u) =

du = lim
B—oo | _

, b senm(u — ) (‘sen2mBu
lim
U

* senm(u — «) [ sen 2w Bu p
u.
B—oo Jora T(u—a)

o T(u—a) U

O

Utilizamos este resultado para demostrar el siguiente lema.
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Lema 3.2. Sean a,b,a € R tales que a < oo < b. Se tiene que
b senf sen 21 B(a + B) B = sen o
(o + B) -

Demostracion. Podemos considerar como un primer caso a < —a < 0 < a < b. De
esto, se tiene a < —2a < —a<0<byasia+a < —a <0< a< a+b Haciendo
el cambio u = a + 3, tenemos

b a+b _
senmf3 (sen 27 B(« +ﬁ)) 46 = lim / senm(u — ) (sen 27TBu>du.

m(a+ B) Bo Joia  m(u—a) U

lim
B—oo a ’/Tﬁ

yiyes

lim
B—oo a 7T,6

Luego, por el Lema 3.1 sélo analizaremos

, * sen7(u — @) (sen2wBu
lim du.
B—oo J_, 7(u—a) )

Antes observemos que haciendo el cambio de variable ¢t = 27 Bu;

, * sen 2w Bu , B gent dt
lim ——————du = lim 5
B—oo —a U B—oo —2rBa 3B 2B
1 [?™B gent
(4) = lim f/ dt = 1.
B—oo T _97Ba

Asi, tomando en cuenta (4), se tiene

lim sen7(u — ) (sen 277Bu> du

B—oo J_, 7(u—a)

, * senm(u — «) [ sen 2w Bu
= lim du
B—oo|J_, 7(u—a) U

senma [ sen2mBu sen moy
— du +
—Q

U

T ™ T
sen wo
sen 2w Bu du + .
T

(5) = lim

B—oo J_

@ [sen m(u—a) senrma

ol m(u— )Ty Tamu

Observemos que la funcién

() = senm(u—a) senma

m(u—a)tu  Tamu

rasent(u —a) — w(u — @) sen T

m(u — a)ranu

no esta definida en 0. Sin embargo, por la regla de L "Hopital con la primera deri-
vada, tenemos que

mlacosm(u — @) —TsenTQ T COS T — Sen T

lim h(uw) = lim =
u—0 (u) u—0 2m3au — m3a2 —m2n?

Asignando este valor en u = 0, tendremos que h serd continua, y por lo tanto
integrable, en [—a, a].
Aplicando el Lema de Riemann-Lebesgue en (5) se tiene que

lim / senm(u — ) <scn27rBu>du _ senma

B—o0 m(u— ) U T
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Para el segundo caso, consideremos a < 0 < —a < b, entonces a < a < 0 < —a <
—2a < b. Haciendo el cambio de variable u = a + 8 y realizando un procedimiento
similar al anterior, obtenemos el resultado

lm senm(u — ) <sen 27rBu>d

sen T
Booo J,, m(u — ) '

U yes

Lema 3.3. Sean «, 8,x € R, se tiene que

o n([ Rl L e u]e)
a a —A
_ bsenma [ [ sen7f [ sen 2rB(a+ 5)
- /a — [/a p ( 2r(a + B) > v

3 b senmf sen27rA(a+B)) ]
[ =5 (e

Demostracion. Primero desarrollaremos la parte real de la ultima integral de (6).

B
Re (/ eQTri(yerwi,B;c dl‘)
—A

B
= Re (/ (cos 2max + isen 2wax)(cos 2w fa + i sen 27 Sx) dx)
—A

B
= Re (/ (cos 2max cos 2mfBx + i cos 2maw sen 27 fx
—A

+ i sen 2w cos 2 Ba — sen 2o sen 27 fx) dx)

= Re (/B (cos2maz(a+ B) + isen2mx (o + f)) dx)

—A

B B _ sen27mz(a + f) b
= /_ACOSQWm(a+5)d$ = et p) |,
_sen27B(a+f)  sen2rA(a+ B)
 2n(a+p) 2m(a + B)

Asi, tenemos que

b b B
Re (/ sen o [/ sen 3 (/ ezmaxezmﬁxdx> d,@’} da)
a QY a 7T6 —A

B bsenma [ [Psennf (sen2rB(a+ ) sen2mA(a+ f) 45
‘/a ma [/ ﬂﬁ( 2r(@+8)  2m(a+p) )

B bsenwa [ [P senwf (sen2wB(a+ )
= [ () o

b sennf (sen2wA(a + )
‘/a e ( 2r(a+ 0) )dﬁ]da'
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Utilizaremos los Lemas 3.2 y 3.3 para demostrar nuestro resultado principal de
esta seccion.

Lema 3.4. Sean a,b,y € R tales que a < v < b. Se tiene que

By b 2
/ / sen mry eQ'fri'yxd,y dx
—AlJa ™y
- /b sen o /b senmf (sen 27 B(a + ) —sen 2w A« + f3) 48] da

tiende a

b rsenmy\”
L)
a ™y

Observacion 3.5. La expresion integral del Lema 3.4 no contiene parte imaginaria.

cuando A — —o0 y B — o0.

Demostracion. Sean a < 7y < b. Primero tenemos que

B b
/ / senmy eQTri"Y:C d’7
—AlJa

Ty

B b b
_ / (/ sen To e?ﬂ’iamda)> (/ sen ﬂ—ﬁ €2wiﬁzdﬂ) dx
_a\Ja T o 70
b B b
_ / sen ma (/ e?ﬂ'iam |:/ sen 7T5€27riﬁmd,8:| d.I‘) da
a gye —A a ﬂ-ﬂ
b b B
_ / sen o [/ sen 3 </ 627rio¢ac627riﬂxdx> dﬁ} do.
a QY a 76 —A
Por el Lema 3.3, se tiene
b b B
/ sen mo |:/ sen 7T6 (/ e27riax62ﬂ'iﬁzdx) dﬁ:| dov
a e a Wﬁ —A
_/b sen T /b senmf3 (‘sen 27 B(a + B) a3
). 7ma o 7B 2 (a + B)

bsennf (sen 2w A(o + )
- [ S (o

Por el Lema 3.2 resulta que

bsenwa [ [P senwf (sen2wB(a+ )
/a T [/a s ( 2m(a+ B) ) 4
senwﬁ sen 2 A( a—’_ﬁ))dﬂ] o

w3 < 27 (a + B)
en 7o [ sen 7ra sen o
{ ] da

2
dxr

2T 2T

b 2
sen o sen Ta
do = do.
To a To

yes

SeHﬂ'OL

yes
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4. RESULTADOS PRINCIPALES
En esta seccién expondremos los siguientes resultados

(a) Un método para extender la transformada de Fourier a L?(R) considerando
K(R), el espacio de las funciones escalonadas. Dado que en K (R) estd defini-
da la transformada de Fourier, cumple la identidad de Plancherel y es denso
en L?(R), podemos extender la transformada de Fourier de K (R) a L?(R).

b) La transformada de Fourier es una transformacién lineal en L?(R).

¢) Se cumple la identidad de Plancherel en L?(R).

d) Se cumple un teorema de inversién en L?(R).

).

(a). El método es constructivo, as{ que empezaremos probando que para inter-
valos acotados I y J se tiene que

N~

(7) xn)Y =xr; X:X7) = (xX1. X7,

donde x7 y xs son las funciones caracteristicas de I y J respectivamente. Teniendo
estas relaciones, se prueba la inversién de Fourier y la identidad de Plancherel en
el espacio K (R). Teniendo en cuenta lo anterior, la definicién en L?(R) se realiza
tomando en cuenta la densidad del espacio K (R), permitiendo que la validez de la
inversién de Fourier y la identidad de Plancherel se extiendan a L?(R).

Realizaremos la prueba de las igualdades en (7). De forma similar, debido a la
simetria que tienen las expresiones de la transformada de Fourier y de la transfor-
mada de Fourier inversa, puede deducirse que: (X7) = x5y (X1, XJ) = (X1, XJ)-

Sea x7 la funcién caracteristica del intervalo I. Como primer paso verificaremos
la inversién de Fourier de ;.

Proposicioén 4.1. Sean I = [a,b] y x1 la funcidén caracteristica del intervalo I. Se
cumple que (%1) = x1.

Demostracion. Con la intencién de facilitar la notacién, usaremos f en lugar de x;.
Entonces

b
IRy -

b
= / (cos 2myx — isen 2myx) dx

b b
= / cos 2myx dx — 2/ sen 2wyx dx
a

a

b/ cos 2myx b
g ==
u 2y

a

sen 2myx

27y

sen2myb  sen2mya +i (cos 2wyb  cos 27wa)
= - i - )

27y 21y 27y 27y
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Para simplificar esta dltima expresién consideremos, en particular, el intervalo I =

[—2, 1]. Observemos que

sen2myb  sen2mya ny (cos 27yb  cos 27r7a)
_ i _

21y 27y 21y 27y

sen7y senmy [ COSTy  COSTY
+ +1 -

27y 27y 2y 27y
2senmy

2y
sen 7y

™

Por lo tanto: f(y) = 5017,

Ty
Ahora debemos demostrar que la funcién

b
Se. ;
far(a) = / Ly
a T

tiende a f en L?(R), cuando a — —00 y b — 0o. Es decir, que se cumple la inversién
de Fourier para funciones sobre intervalos acotados. Observemos que por el Lema

3.4, tenemos
e’} b
SENTY o
= f13 = [ | [ S ey
— 00 a ﬂ-’y

1o
_2/ [/ ST cos 2myx d*y] dr+1
_1lJ. ™
b rsenmy\” b rsenmy\”
(8) :/( 7) 47—2/( 7) dy + 1.
a ™y a ™

Verifiquemos que

> /senmy\ > 1 [ [senv)>
[ ot (=)
—co \ Y TJso\ 7
Por integracién por partes, sea u = sen? 7y, du = 2sen ~y cos ydry, dv = fiy%, v=—
y con una sustitucion trigonométrica se tiene que

> gen? sen? *° 2sen vy cos
/ Dy = / Zsenycosy
0 y Y o 0 0

/ sen'ydry
0 Y

m

5"

2
dxr

2=

o0

Luego

> (senmy\’ 1 [ [senvy)’ 1
dy = — dy=—(m)=1.
—o0 Ty T J_— Y ™

Usando esto en (8), concluimos que || fap — f|l2 = 0, cuando ¢ - —o0 y b — oo. Por
lo tanto se verifica que fo, — f en L?(R). a
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Sea f € K(R). Esta funcién es de la forma Y ¢rxs, una suma de miltiplos
complejos de funciones caracteristicas de un nimero finito de intervalos acotados
1. Para tal funcién, la inversién de Fourier (f)v = f se cumple, ya que en cada
miltiplo complejo de funciones caracteristicas, estd definida la inversién de Fourier
y la transformada de Fourier inversa es lineal.

Emplearemos la Proposicién 4.1 para demostrar el siguiente resultado.
Proposicion 4.2. Sean I y J intervalos acotados. Entonces

(X1, X0) = (X1, X)-

Demostracion. Como X; y X pertenecen a L?(R), se tiene que (X, X.) existe, y
puede ser evaluado como sigue:

ol = [ T Ty

= [ e ( [ e
—o0 J

= lim / xz(y) (/ eQﬂinm>d7
n—oo J_ 7

= lim (/ 551(7)62”””(17>dx.
n—oQ J

—n

Por la Proposicién 4.1, la segunda integral tiende a xr en L?(R), cuando n — oo.
Asi -
G = [ ila)ds = [ a@potede = (o)

O

El siguiente resultado es la identidad de Plancherel en K (R) y se cumple debido
a la proposicién anterior.

Corolario 4.3. Si f € K(R), entonces
IF113 = 1L£13-
Demostracion. Sea f € K(R), luego

113 = ZCIG<5(\I7>?J> = ZCIG<XDXJ> = [I7113-
(]

Ahora hacemos el proceso de extensién de la transformada de Fourier de K (R)
a L2(R).

Dada f € L?(R), existe { f,,} una sucesién de funciones escalonadas de tal manera
que lim,,_, || fr. — f]l2 = 0. Por el corolario anterior,

1 Fn = Fnllz = (o = Fon) M2 = 1 = Fimlla-

Asi, la sucesion {ﬁl} es de Cauchy en L?(R), por lo que podemos definir f =
1im,, 00 fn v este limite existe en L?(R).
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Verifiquemos que esta bien definida. Sea f € L?(R) entonces existe una sucesiéon
de funciones {h,} C K(R) tal que lim,_, ||hn — f]l2 = 0. Por como definimos a
f en el comentario anterior, tenemos que lim,_, s HiAzn - f||2 = 0. Supongamos que
existe otra sucesién {g,} € K(R) tal que lim, o ||gn — f|l2 = 0. Demostraremos
que lim, o ||Gn — ng = 0. Desarrollando

||§n - fH2 = H@\n + hp — by — fHZ
= [[(gn = hn) " ll2 + 1hn = fll2
= [|gn = hnllz + [[hn — fll2
< llgn = fllz + [1n = Fll2 + lhn = fll2-
Haciendo tender n a infinito, tenemos que
lim ||g, — f|l2 =0.
n—oo
Asi concluye la demostracion.

La transformada de Fourier asi definida es una aplicaciéon lineal.
Teorema 4.4. Si f,g € L?>(R) y a € R, entonces o?—i—\g = af—&— g.

Demostracién. Sean f,g € L*(R) y a € R, luego F = limy,_u0 fp con {fn} C K(R)
y g =m0 Gn con {g,} C K(R). Dado que la transformada de Fourier es lineal
en K(R), entonces

af +9= lm (af, +gx) = lim (afu +§n)

=a lim fn + lim g, = af—|— g.
n—oo n—oo

(I
Ahora demostramos la identidad de Plancherel en L?(R).
Teorema 4.5. Si f € L%(R), entonces || f|2 = ||l
Demostracion. Dada f € L?(R) existe {f,} C K(R) tal que
Iflle = i [I£ullo
Como en K(R) se cumple la identidad de Plancherel se tiene que
[ fallz = 1 [|fulla = [[f]l2-
n—oo n—oo
Por lo tanto || f||2 = || f]|2- O

Asi que la transformada de Fourier es una aplicacién inyectiva.

Se demuestra de manera andloga que la transformada de Fourier inversa se ex-
tiende de K(R) a L?(R) y tiene las siguientes propiedades.

Sean f,g € L*(R)

» (af+9)V =af+3
- (F9) = (f,9).
= [[fll2 = I fll2-
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Se cumple la inversién de Fourier en L?(R) de la siguiente manera.

Sea f € L?(R), existe {f,} C K(R) tal que ||f — fu|l2 = 0, por consecuencia

If = fnll2 = 0.
Ahora fijémonos en

1=l =1f = fut f— FY2
<Nf = fallz + 1FY = FYll2
= f = fallz + I1F = Full2

Por lo tanto f = fV.

Asf que la transformada de Fourier es un isomorfismo de L?(R) sobre L*(R).

5. CONCLUSION

Se expuso un método alternativo al teorema de Plancherel estudiado en Rudin,
[7]. Si consideramos una funcién f € L?(R) y calculamos su transformada de Fou-
rier aplicando el método expuesto en este articulo y posteriormente calculamos su
transformada con el teorema de Plancherel de Rudin, la pregunta natural que surge
es: ;Se ha obtenido el mismo resultado?

La respuesta es afirmativa. Denotemos a la transformada de Fourier obtenida
mediante el teorema de Plancherel de Rudin y a la transformada obtenida mediante
el método expuesto en este articulo como: fL y fK respectivamente. Supongamos
que f € L?(R), luego por el teorema de Plancherel de Rudin existe fL e L?(R)
tal que [|fn — frll2 = 0 con {fn} C L*(R) N L3(R) y ||fn — fll2 — 0. Por otro
lado, utilizando el método descrito en este articulo, para la misma funcién f, si
{gn} C K(R) tal que ||g, — fll2 — 0, entonces ||, — fx||2 — 0. Por demostrar que

| fr — frllz2=0.
I fo — frlle =I1fL — fo+ fo — G + G0 — fKll2
< |fr = fall2 + 1190 — fxll2 + [fn — Gnll2-

Observemos que

m |[fn = gnllz = Mm [[(fn = gn)ll2
n—00 n— 00

lim || fn = gnll2

n—o00

M |[fn = f+ f = gnll2
n—00

Hm || fn = fll2 + lf = gnll2
n—00

= 0’

IN

entonces
1fr = frlle < fe = fall2 + 1190 — fxll2 + [ fo — Gnll2 = 0.

Por lo tanto ambas transformadas son iguales.
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CAPITULO 2

DESIGUALDADES Y LIMITE

MANUEL IBARRA CONTRERAS
ARMANDO MARTINEZ GARCIA
FCFM, BUAP

RESUMEN. En este capitulo se presenta el concepto de limite de una funcién
real de variable real. La intencién es darle al lector una idea geométrica del
concepto a través del planteamiento y solucién de algunas desigualdades.

1. INTRODUCCION

El objetivo de estas notas es presentarle al alumno de nuevo ingreso en una
Facultad de Ciencias, una introduccién al concepto de limite de una funcién por
medio del planteamiento y soluciéon de algunas desigualdades.

Se ha de mencionar que el concepto de limite de una funcién se presenta en
el primer curso de Célculo que se lleva en dichas facultades, por lo que debemos
de tomar en cuenta que éste no es un material nuevo, mas si la forma en que se
presenta.

Esta presentacion no pretende resolver todos los problemas concernientes al
tema, sino darle al alumno una idea geométrica del concepto para poder enten-
der mejor lo que es precisamente el limite de una funcién.

2. DESIGUALDADES

Al conjunto de los nimeros reales, como es usual, lo denotaremos como R, cuyas
propiedades bésicas se pueden consultar en [1].
Recordemos que para a, b, c € R una ecuacion de la forma
ax+b=c con a # 0
tiene solucién si existe zg € R tal que
arxg+b=c
y que, en este caso

(c=b)

o —
En forma andloga dados a,b,c € R, una ecuacién de la forma
ar?+br+c=0 con b2 —4dac>0
tiene solucién si existe xg € R tal que,
azd + bxg +c = 0.
En este caso tenemos las soluciones

(—=b++/(b2—4ac))
2a
(—=b—4/(b2—4ac))
2a

si b2 — 4ac > 0 las cuales pueden coincidir, y
—b
a

1. g =

2. o =

o =
17
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si b — dac = 0.

De manera similar, dados a, b, ¢ € R una desigualdad de la forma
ar+b<c cona#0

tiene solucién si existe xo € R tal que

aro+b<c
y, en este caso
xo<@ sia>0
0
1:0>(Ca;b) sia <O0.

Es decir, la solucién es el conjunto S C R con
S:{xGR:x<(%b)} sia>0

S:{IER:I>@} sia < 0.
Lo cual significa que
si x € S entonces ax + b < c.

Los siguientes resultados nos permitiran resolver otro tipo de desigualdades.

Aqui serd 1til recordar que dado a € R, al producto de a - a lo denotaremos como

a?, es decir, a®> = a - a.

Proposicién 2.1. Sean a >0 y b > 0. Entonces

a < b siysolo sia® < b
Demostracion. Sia < b, como a > 0y b > 0, se sigue que a? < ab y ab < b* y por
lo tanto, a® < b2. Por otro lado, si a®> < b? entonces, por tricotomia a =b, a > b o
b>aya=>bimplica que a® = b? lo cual no puede ser. Andlogamente si a > b por

la primera parte tendrfamos que a? > b? lo cual tampoco puede ser. Por lo tanto
a < b. ([l

Definicién 2.2. Sean a > 0 y b > 0. El nimero real a es la raiz cuadrada de b si
2
a® =b.

Al hecho de que a sea la raiz cuadrada de b lo escribiremos como
a=/b.
Es claro que si a® = b, es decir a = v/b entonces

(V)2 =b.

Proposicion 2.3. Sea b > 0. Entonces
1) a® < b siy sélo si —(vVb) < a < Vb,
2) b < a? siy sdlo sia<—(Vb) o Vb<a.

Demostracion. 1) Es claro que si a = 0, la proposicién 1) se satisface.
Ahora, sia > 0y a® < b,comob > 0,b=(vb)?y de aqui se sigue que a® < (V/b)?
de donde, aplicando la Proposicién 2.1, tenemos que a < v/b y por lo tanto

—(vb) < a < Vb.
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Anélogamente, si a < 0y a® < b, como b> 0, b= (vVb)? y (—a)? = a® se sigue que
(—a)? < (v/b)? de donde, aplicando la Proposicién 2.1, tenemos que —a < v/b de
donde se sigue que,

~(Vb) < a< Vb
Ahora, si —(\/I;) <a<vVbya>0sesigue que 0 < a < Vb, de donde
a? <b.
Andlogamente, si —(\/5) <a<Vbya<0 sesigue que 0 < —a < v/b, de donde
a? <b.

En forma similar se prueba el inciso 2). [

Corolario 2.4. Sean a >0 y b > 0. Entonces
a <b siy sélo si/a<b.

Ahora aplicaremos la Proposicién 2.3 para resolver las siguientes desigualdades.

Ejemplo 2.5. Encontrar la solucién de la desigualdad 4z2 + 6 < 22.

Es claro que
422 +6 < 22 = 422 <22 — 6 <= 42 < 16 > 22 < 4
de donde se sigue que,
—2<x <2
Es decir, el conjunto solucién S estd dado como

S={zeR:-2<z<2}

Ejemplo 2.6. Encontrar la solucién de la desigualdad z? — 4z < 12.

Es claro que 22 — 4z = (x — 2)2 — 4. Por lo tanto
P —dr <124 (-2 -4<12= (-2 <16 —-4<r-2<4
de donde,
-2 <z <6.
Es decir, el conjunto solucién S estd dado como

S={zeR:-2<z <6}
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3. INTERVALOS

Definicién 3.1. Dados a,b € R con a < b el intervalo abierto con extremos a y b,
el cual denotaremos como (a,b), es el conjunto:

(a,b) ={r €eR:a <z <b}.

Definicién 3.2. Dados a,b € R con a < b el intervalo cerrado con extremos a y b,
el cual denotaremos como [a, b, es el conjunto:

[a,b] ={x € R:a < x <b}.

Definicion 3.3. Dado a € R, el intervalo semi abierto con extremo izquierdo a, el
cual denotaremos como (a, ), es el conjunto:

(a,00) ={z € R:a < z}.

Definicién 3.4. Dado b € R, el intervalo semi abierto con extremo derecho b, el
cual denotaremos como (—o0,b), es el conjunto:
(—o00,b) ={z € R:z < b}

Esclaroquesia <byc= (a%b) entonces, b — ¢ = ¢ — a, es decir, la distancia de
b a c es igual a la distancia de ¢ a a, por tal motivo en los intervalos (a, b) y [a, ] al
punto c¢ se le llama el centro del intervalo y a la distancia b — ¢ se le llama el radio

del intervalo.

Definicién 3.5. Sean zyp € R y r > 0. El intervalo abierto con centro en x( y radio
r, el cual denotaremos como (xg — r,xg + 1), es el conjunto:

(mO_T7$O+7«):{xeR:xO—r<x<$o+r}

Es claro que si z € (zg —r, zo + r) entonces, la distancia de  a g es menor que
.

Observacién 3.6. Para considerar un intervalo abierto con centro en un punto
dado zg € R serd suficiente dar su radio el cual es un ntimero real r > 0.

En el Ejemplo 2.5 el conjunto solucién S = {z € R : =2 < z < 2} de la
desigualdad 422 + 6 < 22 lo podemos dar como S = (—2,2), es decir, son las z que
estan en el intervalo abierto con centro en 0 y radio 2.

En el Ejemplo 2.6 el conjunto soluciéon S = {r € R : =2 < z < 6} de la
desigualdad 22 — 4z < 12 lo podemos dar como S = (—2,6) es decir, son todas las
x que estan en el intervalo abierto con centro en 2 y radio 4.

4. VALOR ABSOLUTO

Definicién 4.1. Sea z € R. El valor absoluto de x, el cual denotamos como |z|, se
define como:

T si x>0
2] = —x si x<O0.

Observemos que
para todo = € R se tiene que |z| >0

y que
|z =0<=2=0
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lo cual nos permite pensar a |x| como la distancia de x a 0, independientemente de
si x es positivo o negativo.

Proposicion 4.2. Sea x € R. Entonces

|lz| = V2.
Demostracién. Para probar el enunciado serd suficiente ver que |z|? = 2%
2] 2

2] = Jzl|z| = |2?] = 2.

Teorema 4.3. Sea x € R y r > 0. Entonces
|z] <r siysdlosi—r<z<r.

Demostracion. Es claro que si x = 0 la afirmacion se satisface.
Ahora, si |z| < ry x > 0 entonces |z| = z, de donde se sigue que = < r y como
—r <0y 0 <z se tiene que

—r<r<r.

Andlogamente, si |z| < r y & < 0 entonces || = —z, de donde se sigue que
—x <1, es decir, —r < x y como = < 0y 0 < r tenemos que

—r<r<r.

Ahora, si —r <z <ry x>0, entonces || =2 y z < r, de donde se sigue que

|z < r.
Andlogamente, si —r < x < r y x < 0, entonces |z| = —z y —r < z, de donde se
sigue que
|z < r.
O
Es decir,

2| <r<= —r<z<r<aze(-rr).

Por lo tanto, dado zg € R y r > 0, la desigualdad
|z —zo| <7

la podemos leer en cualquiera de las siguientes formas siendo todas ellas equivalentes
entre si:

1. El valor absoluto de = menos xg es menor que 7;

2. La distancia de x a xg es menor que 7;

3. x esta en el intervalo abierto con centro en zy y radio r.

Observacion 4.4. Siguiendo el comentario anterior podemos decir que resolver
una desigualdad de la forma |z — 2| < 7 es equivalente, segin el inciso (2), a
encontrar S C R tal que si z € S, entonces la distancia de = a xg es menor que r o,
equivalentemente, segun el inciso (3), a encontrar S C R tal que si x € S, entonces
x esta en el intervalo abierto con centro en xq y radio r.
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A continuacién damos una cantidad suficiente de ejemplos que muestran lo dicho
anteriormente.

Ejemplo 4.5. Encontrar todas las € R tales que la distancia de 4z a 2 sea menor

1
que 15-

Por la Observacién 4.4 esto es equivalente a encontrar S C R tal que
si z € S entonces |4z — 2| < 15.

Aplicando el Teorema 4.3 tenemos que

(1) |4x—2|<1i0(:>%;<4x—2<%
(2) <:>2—1i0<4x<2+%
(3) @%<4x<%

19 21
(4) @E<x<ﬁ

19 21

De donde se sigue que S = (35, 75), es decir

si z € (42, %) entonces |4z — 2| < &.

Ejemplo 4.6. Encontrar todas las € R tales que 22 esté en el intervalo abierto

c1
con centro en 9 y radio 5.
Por la Observacién 4.4 esto es equivalente a encontrar S C R tal que

1

si ¢ € S entonces |2? — 9 < 5.

Aplicando el Teorema 4.3 tenemos que

1 —1 1
2_ i - 2_ .
(5) |z 9|<20<:>20<a: 9<20
(6) PN N Py
20 ~F 20
179 ., 181
™ 20 <7 <30

Ahora, aplicando el Corolario 2.4 y la Proposicién 4.2 tenemos que

179 2 181 179 /181

Ahora, si > 0, || = z y obtenemos que

179 181
V2o STy

Y siz <0, |z] = —z y se tiene que
181 179
V320 ST< T\ 300
/181 /179 /179 /181 :
de donde S = (—y/ 55> =1/ 55) Y (1/ 5551/ 50 )» €s decir
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siwe (/B —\/2)U /32, /) entonces 2% — 9| < 5.

(z2-16)
(z—4)

Ejemplo 4.7. Encontrar todas las = € R tales que la distancia de a 8 sea

menor que 1—(1)0.
Por la Observacién 4.4 lo anterior es equivalente a encontrar S C R tal que

2
si € S entonces |(‘7(Cx;11§5) -8 < 115-

Es claro que si € S, x debe ser distinta de 4 para satisfacer la condicién deseada

v que ("’(c;:g) = x + 4, de donde el problema que tenemos que resolver es

x4 < g sizeSya#4

Aplicando el Teorema 4.3 tenemos que

1 1 1
8 < e ) < —
(8) o =41 < 15 100 <@~ <150
1 1

— 4 44—

9) 100 <7 <*" 100
399 401
1 hiidia = 4,
(10) <:>100<:c<100 y x#
Por lo tanto S = (232, 4) U (4, 181 ), es decir

si e (332,4)U (4, 95) entonces |(g(”:;:i§3) — 8| < 1.

Pero observemos que
€3V HUMA ) = 0<|z—4 < gy #4
de donde se sigue que para = # 4

2
si 0 < |z — 4] < 145 entonces ‘(g(ﬁm:};?) - 8| < 155
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Ejemplo 4.8. Encontrar todas las = € R tales que % esté en el intervalo abierto

s 1
con centro en 2 y radio {555-

Por la Observacién 4.4 esto es equivalente a encontrar S C R tal que
si x € S entonces |1 — 2| < 5.

Observemos que z # 0. Ahora:

1 1 -1 1 1
11 -2 == —— < ——2< —
(11) |x | 1000 1000 =« 1000
1 1 1
12 =2 — < - <24 —
(12) 1000 < T <=t 1000
1999 1 2001

13 — =< —.
(13) 1000 < x < 1000

Como % < % implica que = > 0 obtenemos que % <z < %.

Por lo tanto S = (1390 1509) "es decir

1000 1000

si € (3909, 1009) entonces |1 — 2| < 5.

Observemos que en cada uno de los ejemplos anteriores no se impone ninguna
condicion sobre el conjunto solucién de la desigualdad a resolver. En los ejemplos
que siguen pondremos atencién en un problema un poco distinto: resolveremos una
desigualdad imponiendo una cierta condicién sobre el conjunto solucién.

Recordemos que dado zy € R, para dar un intervalo con centro en zq, lo tinico
que tenemos que dar es su radio, el cual es un nimero positivo r.

Ejemplo 4.9. Encontrar el radio r del intervalo abierto con centro en % tal que:
si x esta en este intervalo entonces la distancia de 4x a 2 es menor que %0.

El planteamiento anterior queda escrito de la siguiente forma:
si |z — 4| < r entonces |4z — 2| < 75
o equivalentemente a

[z — 2| < {5 si o — 3] <.

Ahora, del Ejemplo 4.5 tenemos que, si x € (%, Z—é) entonces |4z — 2| < %0;
en este caso % es el centro del intervalo abierto (%, %) asi que tomando r = ﬁ

podemos afirmar que
. 1 1 1
si |z — 5| < 45 entonces [4r — 2| < 15.

Ejemplo 4.10. Encontrar el radio r del intervalo abierto con centro en —3 tal que:

2% esté en el intervalo abierto con centro en 9 y radio % si x estd en el intervalo

abierto con centro en —3 y radio r. (Ver siguiente figura)
Una vez mas, el problema que tenemos que resolver es:
si |z — (—3)| < r entonces |z? — 9| < 5
0 equivalentemente

22 — 9] < o5 si |z — (=3)| <.
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Ahora, del Ejemplo 4.6 tenemos que, si x € (f@/%, 7,/%) U (1/%,,/%)

(2 1
entonces |z — 9| < 5.

Es claro que —3 € (—/%, —/42) asi que tomando r = min{ry,r;} donde
ry=—/2 —(=3) y ro = =3 — (—/28), podemos afirmar que:

si |# — (=3)| <7 entonces |2? — 9| < 55.

Ejemplo 4.11. Encontrar el radio r del intervalo abierto con centro en 4 tal que
216
r—4

si = estd en este intervalo entonces la distancia de a 8 es menor que 155

Del Ejemplo 4.7 se sigue que el problema que tenemos que resolver es:

27 .
L0 Bl < gsilz—4l<ryz#4.

Del mismo Ejemplo 4.7 tenemos que si z € (323, 4) U (4, 135), entonces

2 1.
\zx:iﬁ -8 < ﬁ, lo cual se puede escribir como:

z2—16
—1

si 0 < |z — 4| < 55 entonces | %

- 8| < 155
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Ejemplo 4.12. Encontrar el radio r del intervalo abierto con centro en % tal que
% esté en el intervalo abierto con centro en 2 y radio
abierto con centro en % y radio 7.

1 i . )
Tooo SL @ estd en el intervalo

Una vez maés el problema a resolver queda planteado de la siguiente manera:

|f£2\<ﬁloosi |x—%\<r.

: . " 1000 1000 1 1
Del 1EJempIO 4.8 tenemos que si mloeoo(%%%%), 1099 ), entonces | — 2| < 1555 ¥
como 3 estd en el intervalo abierto (5yg, 1g99) tomando r = min{ry,r2} donde

1000 1 1 1000

T1= 1999 — 35 ¥ T2 = 5 — 5001 Podemos afirmar que:

1

si |z — 3| <7 entonces |+ — 2| < 1555

Ejemplo 4.13. Encontrar el radio 7 > 0 del intervalo abierto con centro en % tal

que si x estd en este intervalo entonces [z] estd en el intervalo abierto con centro 1

!
y radio 1555

Una vez més el problema a resolver es:
|[2] = 1] < 1555 si |z — 5] <.

Como el unico entero que esta en el intervalo abierto con centro en 1 y radio ﬁ
es el 1, esto implica que [z] =1y [z] =181 1 < z < 2. Como % € [1,2), eligiendo
r= % podemos asegurar que:

1 4 1

Ejemplo 4.14. Encontrar el radio » > 0 del intervalo abierto con centro en —2
tal que |z| esté en el intervalo abierto con centro en 2 y radio ﬁ si x esta en el
intervalo abierto con centro en —2 y radio r > 0.

Una vez maés el problema a resolver es:
1o
l[2] = 2| < 1550 si |z — (=2)| < 7.
Se deja al lector como ejercicio que encuentre el radio r.
5. FUNCIONES.

Observemos que los Ejemplos 4.9, 4.10, 4.11, 4.12, 4.13 y 4.14 los pudimos haber
enunciado definiendo en cada uno, una funcién con dominio A C R y contradominio

R.

Ejemplo 5.1. En el Ejemplo 4.9, si definimos la funcién f(z) = 4a con A =R el
problema a resolver queda escrito como:
Encontrar el radio r > 0 del intervalo abierto con centro en % tal que:

si |z — | < r entonces |f(z) — 2| < {5
o equivalentemente
|f(z) —2| < 1—10 si |x—%\ <r.
Tomando r = i podemos afirmar que

si [z — 4| < 45 entonces |f(z) — 2| < .



DESIGUALDADES Y LIMITE 27

Ejemplo 5.2. En el Ejemplo 4.10 se define la funcién f(z) = 22 con A = R para
que el problema a resolver quede escrito como:
Encontrar el radio > 0 del intervalo abierto con centro en —3 tal que:

si |z — (—3)| < r entonces |f(z) — 9| < 55
o equivalentemente
|f(z) = 9] < o5 si |z — (=3)] <.
Tomando r = min{ry,r2} donde ry = —(y/12) — (=3) y ro = =3 — (—/ 321,
podemos afirmar que:
si |z — (—3)| < r entonces |f(z) — 9| < 5.

Ejemplo 5.3. En el Ejemplo 4.11 si definimos la funcién f(x) = $;:16 con A =

1
R — {4} el problema a resolver queda escrito como:
Encontrar el radio r > 0 del interval abierto con centro en 4 tal que:

|f(@) =8| < 15 si 0 < |z —4] <.

Tomando r = ﬁ podemos afirmar que:

L

si0 < |z — 4| < 155 entonces | f(z) — 8] < 155-

Ejemplo 5.4. Si en el Ejemplo 4.12 se define la funcién f(z) = 1 con 4 = R\ {0},
entonces el problema a resolver queda escrito como:
Encontrar el radio r > 0 del intervalo abierto con centro en % tal que:
|f(z) = 2] < y05 st l& = 5] <7

i _ 1000 _ 1 _ 1 _ 1000
Tomando r = min{ry,r2} donde r; = 1995 — 3 Y T2 = 5 — 3pp1 Podemos afirmar
que:

si |z — 3| <7 entonces |f(z) — 2| < 1955

Ejemplo 5.5. Si en el Ejemplo 4.13 se define la funcién f(z) = [z] con A = R,
entonces el problema a resolver queda escrito como:
Encontrar el radio > 0 del intervalo abierto con centro en % tal que:

f(@) = 1] < g5 si |z — 3] <.
Tomando r = % podemos asegurar que:
1 4 1

Ejemplo 5.6. En el Ejemplo 4.14 definimos a la funcién f(z) = |z| con A = R
para que el problema a resolver quede escrito como:
Encontrar el radio » > 0 del intervalo abierto con centro en —2 tal que:

|f(z) = 2| < 1555 81 |z — (=2)] <.
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6. LiMITE DE FUNCIONES.

De los ejemplos mostrados en la secciéon anterior podemos decir todavia mas y
es lo que mostramos en seguida.

Ejemplo 6.1. En el Ejemplo 5.1 podemos fijar cualquier intervalo abierto con
centro en 2 y radio € > 0 y encontrar un intervalo abierto con centro en % y radio
r > 0 tal que:

si [z — 4| < r entonces |f(z) —2| <€
o equivalentemente
|flz)—2| <esi|z—1] <r

Procediendo como en el Ejemplo 4.9 podemos ver que tomando r = § podemos
afirmar que

si |z — | < £ entonces |f(z) — 2| <e.

Ejemplo 6.2. En el Ejemplo 5.2 podemos fijar cualquier intervalo abierto con
centro en 9 y radio € > 0 y encontrar un intervalo abierto con centro en —3 y radio
r > 0 tal que:

si |z — (—=3)| < r entonces |f(z) — 9| < e
o equivalentemente
|f(z) =9 <esilz—(-3)] <r.
Procediendo como en el Ejemplo 4.10 podemos ver que tomando r = min{ry,ra}
donde 11 = —(v/9 —€) — (=3) y r2 = =3 — (—v/9 + €), podemos afirmar que:
si |z — (=3)| < r entonces |f(z) — 9| <e.
Ejemplo 6.3. En el Ejemplo 5.3 podemos fijar cualquier intervalo abierto con
centro en 8 y radio € > 0 y encontrar un intervalo abierto con centro en 4 y radio
r > 0 tal que:
If(z)— 8] <esiO< |z—4|<r.
Procediendo como en el Ejemplo 4.11 tomando r = € podemos afirmar que:
si 0 < |x — 4| < r entonces |f(x) — 8| <e.

Ejemplo 6.4. En el Ejemplo 5.4 podemos fijar cualquier intervalo abierto con

centro 2 y radio € > 0 y encontrar un intervalo abierto con centro en % y radio

2
r > 0 tal que:
|f(z)—2| <esi|z—1L| <r

Ahora, si procedemos como en el Ejemplo 4.12, tomando r = min{ry,r3} donde

—_1 1 —1_ 1 .
T =3-;—3YTr2= 35— 51, podemos afirmar que:

si |z — | < r entonces |f(z) — 2| <.

Ejemplo 6.5. En el Ejemplo 5.5 podemos fijar cualquier intervalo abierto con
centro en 1 y radio € > 0 y encontrar un intervalo abierto con centro en % y radio
r > 0 tal que
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|flx) =1 <esi|z— 3] <r.
Procediendo como en el Ejemplo 4.13 tomando r = % podemos asegurar que:
|flx) =1 <esi|z— 3] <r.

Ejemplo 6.6. En el Ejemplo 5.6 también podemos fijar cualquier intervalo abierto
con centro en 2 y radio € > 0 y encontrar un intervalo abierto con centro en —2 y
radio 7 > 0 tal que

|f(z) —2| < esilz—(=2) <.

Es claro que en los Ejemplos 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5 y 6.62, las funciones alli consi-
deradas son casos particulares de funciones que definen una propiedad de este tipo,
y que enunciamos a continuacion.

Dada una funciéon real f, zo € R, L € Ry € > 0 existe § > 0 tal que:

(14) st 0<|z—z9| <4 entonces |f(z)—L|<e.

Es importante observar que xy puede estar o no en el dominio de f tal como lo
muestra el ejemplo 5.3.

Mas atn, podriamos tener una funcion definida en x( sin que este valor coincida
con L como nos lo muestra el siguiente ejemplo.
Ejemplo 6.7. Sea f definida como f(z) =0sixz#0y f(z) =1siz=0. Es ficil
ver que dado € > 0 existe § > 0 tal que:

si 0 < |z — 0| < § entonces |f(z) — 0] <e.

Concluyamos: Cuando una funcién satisfaga 14 se dice que L es el limite de f
cuando z tiende a xg.
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CAPITULO 3

METODOS DE SUMABILIDAD DE CESARO Y ABEL
APLICADOS A LAS SERIES DE HENSTOCK-FOURIER.

MARfA GUADALUPE MORALES MACIAS
BUAP, FCFM

RESUMEN. En este trabajo se demuestran 2 resultados (3.2 y 4.2) sobre la
sumabilidad (Cesaro y Abel) de las series de Fourier de funciones Henstock-
Kurzweil integrables, los cuales son generalizaciones de los que se tienen en la
Teoria cldsica de Fourier ( por ejemplo el Teorema de Fatou ). Una caracteristi-
ca importante de la clase de funciones Henstock-Kurzweil integrables, es que
contiene propiamente al espacio de funciones integrables en el sentido de Lebes-
gue. Asi, un objetivo es ampliar el estudio de las Series de Fourier empleando
esta integral. La razén por la cual se usan dichos métodos de sumabilidad, es
porque las sumas parciales de la series de Fourier pueden no converger a la
funcién original, asi que no se emplean los resultados clasicos de convergencia
para series de Fourier.

1. INTRODUCCION

A mediados del siglo pasado, XX, Ralph Henstock y Jaroslav Kurzweil, dieron
a conocer una definiciéon del concepto de integral. Esta definicién tiene la ventaja
de ser analoga a la integral de Riemann, ya que esta definida a partir de sumas de
Riemann, y no es necesario un estudio de Teoria de la Medida, como la intgral de
Lebesgue, ademds contiene propiamente al espacio de las funciones Lebesgue inte-
grables sobre intervalos, y si una funcion f es diferenciable en un intervalo cerrado,
entonces f’ es integrable en este sentido. A esta integral se le llama integral de
Henstock-Kurzweil (HK) y también es conocida como la integral Generalizada
de Riemann o la integral Medidora. En los tltimos anos se ha empleado en
diferentes ambitos de la Matematica, particularmente en el anélisis de Fourier. En
el ano 2002 Talvila en [6], inici6 el estudio de la transformada de Fourier en el
contexto de la integral de HK.

El objetivo general de este trabajo es ampliar el estudio de las Series de Fourier
empleando la Teoria de integracién de Henstock-Kurzweil, en particular, se aplican
los métodos de sumabilidad de Cesaro y Abel a las Series de Fourier de funciones
integrables en el sentido de Henstock-Kurzweil. Estos métodos asignan un valor a
la serie, y en el caso de que la serie converja, entonces el valor asignado por dichos
procedimientos coincide con el limite original de la serie numérica. Sin embargo, si la
serie es convergente en alguno de estos sentidos (Cesaro o Abel) no necesariamente
es convergente en el sentido usual, ademds no toda serie es sumable en el sentido
de Cesaro o Abel. La razén por la cual se aplican estos métodos se debe a que la
sucesién de sumas parciales de la serie pueden no converger al valor original de la
funcién (la funcién puede ser o no integrable en el sentido de Lebesgue), asi, se tiene
una alternativa de solucion a este problema. En el caso de funciones no integrables
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en el sentido de Lebesgue se puede presentar el fendmeno de que sus coeficientes
de Fourier sean altamente oscilantes, ver [6, Ejemplo 3 (b)]. Para aplicar dichos
métodos a las series de Fourier de funciones integrables en el sentido de Henstock-
Kurzweil, es importante emplear el concepto de C-continuidad, ver Definicién 3.1,
a partir de la cual, se llega a los siguientes resultados:
= Sea f € HK([—7,x]) de periodo 27 tal que ao(f) = 0, si x es un punto de
C-continuidad, entonces S¢(x) es sumable (C,k), k > 1 (o sumable Abel),
con valor f(x).

Estos resultados son semejantes a los que se tienen para funciones Lebesgue in-
tegrables [1, Teorema 2.10] ( en el caso clasico sélo se sabe que es sumable Cesaro o
Abel casi dondequiera ), ahora se sabe en que puntos la serie es sumable, es decir,
si algin punto cumple la propiedad de C-continuidad, entonces la serie en dicho
punto es sumable.

2. DEFINICIONES Y PROPIEDADES BASICAS

A continuacién se enuncian definiciones y resultados basicos de la teoria de
Henstock-Kurzweil.

Sean a y b niimeros reales tales que a < b. Una particién P del intervalo [a, b]
es una coleccién finita P = {[z;_1,2;],i = 1,...,n} de subintervalos de [a, b] tal que
a=x9<x1 < T <..<xy=n>0

Si P ={[x;—1,2;] :i=1,2,...,n} es una particién del intervalo [a,b], tal que a
cada subintervalo [z;_1, ;] se le asigna un punto ¢; € [x;_1, z;], entonces se dice que
t; es etiqueta de [x;_1,x;]. En este caso se dice que la particién es etiquetada y
se denotara como _

P ={([wi—1, @i t:) }iey-

Se dice que una funcién 9§ : [a,b] — R es funcién medidora en [a,b] si 6(t) > 0

para cada t € [a, b].

Sea P = {([zi_1, ), t;)}/, una particién etiquetada de [a, b]. Si § es una funcién
medidora en [a, b, se dice que la particién P es § — fina si
[Ti—1, 2] C[t: — 6(t;),t; +6(t;)] para cada i=1,2,.,n,
se dice que cada subintervalo estd subordinado a la funcién §.
Definicién 2.1. Sea f : [a,b] — R una funcién, se dice que f es Henstock-
Kurzweil integrable sobre [a,b] (f es HK integrable) si existe A € R tal que

para toda € > 0 existe una funcién medidora 0. sobre [a,b] tal que para cada
particién etiquetada P = {([z;—1, z;], %)}, de [a,b] 6. — fina, se cumple

<e

Z fti) (@i —xi1) — A

Se puede probar que si f es HK integrable el niimero A es tinico, y le llamaremos
la integral de f sobre [a,b] y se denotard como:

A:/abf:/abf(x)dx.
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HK(([a,b]), denotara el espacio de funciones HK integrables. Este espacio es un
espacio vectorial con respecto a las operaciones usuales de suma de funciones y
producto por un escalar.

Enunciaremos ahora la definicién de funcién de variacién acotada, este tipo de
funciones tienen la caracteristica de ser los multiplicadores de las funciones integra-
bles en el sentido de Henstock-Kurzweil.

Definicién 2.2. Sea f : [a,b] — R, se dice que f es de variacién acotada en [a, b]
(f € BV([a,b])) st

Var(f,[a,b]) := sup {Z |f(@iv1) — f(x1)|} < 00,
i=0

donde P = {[z;,zi+1]}}, varia sobre todas las particiones de [a, b]. El espacio de
funciones de variacién acotada sobre [a, b] se denota como BV ([a, b]).

De ahora en adelante todas las integrales serdn en el sentido de HK, a menos
que se haga alguna aclaracion.

Teorema 2.3. Teorema del Multiplicador: Sean f,p : [a,b] — R tales que f €
HK([a,b]) y ¢ es de variacion acotada sobre [a,b]. Entonces

f-o € HK([a,b]).

Ademds
b b
/ fo =F(b)p(b) —/ Fdep,
donde F(t) = f: fu fj Fdyp es la integral de Riemann-Stieltjes.

Teorema 2.4. Teorema de Integracion por Partes: Sean f,g € HK ([a,b]), F(z) =
faz fyGx)= f;g sus integrales indefinidas, respectivamente.

(a) Entonces Fg + fG € HK([a,b]) y tiene a FG como integral indefinida,
ademds

b
/ (Fg+ fG) = FG.

(b) Fg € HK([a,b]) siy sdlo si fG € HK([a,b]), y

b b
/ngFG|g—/ fG.

Existe una version de este resultado considerando a F'y G como c-primitivas de
f v g, respectivamente, ver [2].

Otro concepto basico es el de funcién absolutamente continua, dado enseguida
junto con dos conceptos que son extensiones de éste que seran de gran utilidad en
lo sucesivo.
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Definicién 2.5. Sea I un intervalo, ¥ C 1.
a) Sea F' : I — R. Se dice que F' es absolutamente continua sobre E (F €
AC(E)), si dado € > 0 existe e > 0 tal que si {[ug,vi]}}_, es cualquier coleccién
finita de intervalos cerrados que no se traslapan, con ug, vy € E, k=1..ny
> i1 (Ve — uk) < ne, entonces  3Tp | Fug) — Fve) [<e.
b) F es absolutamente continua en el sentido restringido sobre E (F €
AC,(E)), si dado € > 0 existe n. > 0 tal que si {{ug, vg]}}_; es cualquier coleccién
finita de intervalos cerrados que no se traslapan, con ug, vy € B, k=1..ny
> opq (v — ug) < e, entonces
ZZ:l Supu,vG[uk,vk] | F(U) - F(U) |< €.

Nétese que la diferencia entre estas dos definiciones es que en b) se toma la suma

de las oscilaciones.

c¢) F' es absolutamente continua generalizada en el sentido restringido
sobre E (F € ACG.(E)), si F es continua sobre I y F es una unién numerable de
conjuntos sobre cada uno de los cuales F' € AC,.

El intervalo I puede ser compacto o no.
La siguiente caracterizacién de funciones ACG., ver [4], se usard para determinar
los coeficientes Fourier de funciones integrables en el sentido de Henstock-Kurzweil.

Teorema 2.6. Sea F : [a,b] = R. F € ACG.([a,b]) si y sdlo si F' existe casi
dondequiera, F' € HK ([a,b]) y para cada x € [a,b], [ F' = F(z) — F(a).

Teorema 2.7. f € HK([a,b]) siy sdlo si existe una funcion G € ACG.([a,b]) tal
que G' = [ casi dondequiera y para cada x € [a,b],

(1) /Isz(:v) — G(a).

Observaciéon: La integral indefinida de una funcién HK es ACG, pero no nece-
sariamente cumple (1).

Enseguida se enuncia la definicién de Serie de Henstock-Fourier.

Definicién 2.8. Sea f: R — R tal que f € HK([—n,]) de periodo 27. La Serie
de Henstock-Fourier de f, en el punto z, estd dada por

(2) S¢(z) == %ao + Z[ak cos(kx) + brsen(kzx)],
k=1
donde L
ag = ag(f) = = f(t) cos(kt)dt
y

b == b (f) = — f(t)sen(kt)dt,
™ —T
k € NU {0}, son llamados los coeficientes de Henstock-Fourier.

No es suficiente referirse a la serie (2) como “Serie de Fourier” ya que ahora se
est4 trabajando sobre un espacio mas amplio de funciones que el espacio L!; para
ser mas precisos a la serie de Fourier de una funcién integrable en el sentido de
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Henstock-Kurzweil se llama “Serie de Henstock-Fourier”, por la misma razén a los
coeficientes de Fourier de una funcion Henstock-Kurzweil se llaman “coeficientes de
Henstock-Fourier”. Ademas la expresién (2) no necesariamente converge.

Notese que dichos coeficientes existen ya que las funciones coseno y seno son de
variacién acotada en el intervalo [—m, 7] y f € HK([—m,7]) (Teorema del Multipli-
cador).

Se considera importante conocer las propiedades de los coeficientes de Fourier de
las funciones ACG,. Asi, se generaliza el siguiente resultado que presenta J. Duoan-
dikoetxea en [3] que dice que: Si f es absolutamente continua, ar(f) = —1/kbi(f")

y bi(f) = 1/kar(f").
Proposicién 2.9. Sea f:[-7m, 7] = R. Si f € ACG.([—7,7]), entonces

aw(f) = —ptulf),

be(f) = %ak(f'), k=1,2,3..

Demostracion. Sea f € ACG.(]—m,n]), por el Teorema 2.6 se tiene que f’ €
HK([-m,7])y

F@)= [ 1= 1) - g,

Sea g(z) := k-cos(kx) € HK (|-, w]) para cada k € Ny G(z) := sen(kz). Obsérve-
se que F' y G son las integrales indefinidas de f’ y g respectivamente.

Ademds f'(z) - senkx € HK([—m,7]) (Teorema del Multiplicador), luego apli-
cando el Teorema de Integracién por Partes (b), se obtiene

be(f) = % _ﬂ f'(x)sen(kz)dz

%F(m)sen(k;ac)[r,r -

2@ (o) cosha)da
= —kax(f).
De forma andloga se tiene que kbg(f) = ax(f'). O

Es necesario hacer la siguiente aclaracién: en este trabajo se emplean las frases
“la funcién es HK integrable” o “pertenece al espacio HK” para hacer referencia a
que la funcién es integrable en el sentido Henstock-Kurzweil sobre algin intervalo.
Debido a lo largo de esta frase por brevedad se emplearan las frases menciona-
das. También por comodidad se escribira “serie de Henstock-Fourier” para hacer
referencia a la serie de Fourier de una funcién integrable en el sentido de Henstock-
Kurzweil.
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3. MEeETopO DE CESARO

Este método consiste en tomar promedios de las sumas parciales antes de pa-
sar al limite. Estd basado en el conocido resultado de Cauchy para sucesiones de
ntmeros reales que dice que: si el limite de la sucesion {b,} es I, la sucesion de
promedios (by + ba + ... + by)/n también converge a I, el reciproco no siempre se
cumple, por ejemplo la serie Y~ | (—1)""! es divergente pero es sumable Cesaro
con suma 1/2. Ademds, no toda serie es sumable Cesaro.

Existe un resultado més general, ver [7], y dice que: Sean {p,} y {¢qn} dos sucesio-
nes de nimeros reales tal que g; > 0 para cada i € {0}UN. Sean P, = po+...+Dn ¥
Qn=qo+-.-+qn tal que Q,, — 00. Si 8, = Pp/qn — 8, entonces o, = P, /Qn — s.
Sig, =1paran=0,1,2,.. se obtiene el resultado clasico de Cauchy.

Con base en lo anterior, en general, el método de Cesaro se define de la siguiente
manera: Dada una sucesién (s;);cfo1un se definen las sucesiones (Sﬁ)ne{o}uN para
k=0,1,2,... como

SO

n:sn’

S,’f = Sg_i + Sf_l + ...+ S,lf_l, parak=1,2,..; n=0,1,2,...

Anélogamente para k = 0, 1,2, ... se define la sucesién de niimeros reales (A,]i)ne{o}uN
como

A% =1,
AR = ARt AR AR
Se dice que la sucesion (s;);cqoyun s sumable (C, k), con suma s, si

k
c o Pn
5, Ak

Sean ¥$°,a; una serie de numeros reales y s, = Y.._,a;, con n € {0} UN.

Supéngase que k = 1, entonces S! = sg + (sg + s1) + (50 + 81 + 82) + ... + Z?:o 84
y ALl =n+1.8Si

Sl n .

lm S = g =0

=S
n—o0 '}z n—oo n—|—]_ ’

se dice que la serie X$°,a; es sumable Cesaro con suma s.

1=

En general, la serie ¥5°,a; es sumable (C,r), con suma s, si
T

.S,
lim —* = s,
n—oo A"

donde 89 = 3" a;y Sh =S5t S0

Zygmund demuestra en [7] que si una serie es sumable (C, k), para k > 0, con
suma s, entonces dicha serie es sumable (C, k + h) con suma s, para cada h € N.

Ahora se aplicara el método de sumabilidad de Cesaro a las series de Henstock-
Fourier, es decir, se considera: una funcién f : R — R, de periodo 27 tal que f €
HK(|—m,7]), su respectiva serie de Henstock-Fourier en z, S¢(z), y a la sucesién
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de sumas parciales {S;(f,z)} de la serie de Henstock-Fourier. En el caso k =1 se
considera la sucesién de medias aritméticas

Mz

onf(z

Como

Sulf,2) 1= S(a) = % " Ja 0D,

—T

donde D,,(t) := sen(n + 1)t/2sen’ es el n-ésimo niicleo de Dirichlet, se tiene que

onf(x N+1Z Vf(x —t)dt.

Usando la expresion del niicleo de Dirichlet y otras identidades trigonométricas se
obtiene que

i is )t 1—cos(N+1)t

= ———F

= o Qbenf 4sens
1 (bGn(N—F 1)%)
2 sen(%)

Se llama N-ésimo ntcleo de Fejér a

1 <sen(N+ )%) ’

2(N+1) sen(%)

FN(t) =

con esta notacién se tiene que

onf(z) = %/W Fy(t)f(z — t)dt.

—T
Notese que esta integral existe en el sentido de Henstock-Kurzweil, ya que Fy es
de variacién acotada pues es la suma finita de funciones de variacién acotada (cada
D,, es de variacién acotada en el [—7,7]) y f es HK integrable. La figura 1 muestra
el tercer nicleo de Fejer en [—m, 7).

Algunas propiedades del ntcleo de Fejér son:
1. Fy es una funcién periodica, par, continua y no negativa.
2. [T_Fn(t)dt = 7 para cada N.
3. Para cualquier § > 0, Fy(¢) tiende uniformemente a 0 en § < |¢| < 7.
4. Cada Fy es mondtona a trozos.

En [7] Zygmund menciona que para asegurar la sumabilidad (C,1) de la serie
de Fourier S¢(z), es necesario que ®,(t) = o(t), donde ®,(t) = Var(F,, [-n, 7)),
F,=Flx+t)+ Flx —t)—2tF'(t) y F(t) = fjﬂ f. Esta es una condicién més
fuerte que la C-continuidad de la funcién f.

Si se considera la funcién F'(¢ f f, donde f pertenece a HK ([a, b)) — L([a, b]),
la variacién total de F dlverge es decir, Var(F,[a,b]) = o0, esto es, no se ga-
rantiza que ®,(t) = o(t). Esto se sabe gracias al Teorema 7.5 de [2], el cual es
una caracterizacién de las funciones Lebesgue integrables a través de la variacién
de su integral indefinida y dice que: g € L([a,b]) si y sélo si G € BV ([a,b]), y
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FIGura 1. F3(t)

1219 = Var(G, [a,b]), donde G(t) = ['g.

En este estudio no se logré obtener condiciones para asegurar la sumabilidad
(C,1) de las series de Henstock-Fourier. Sin embargo, se demuestra el Teorema 3.4
que habla de la sumabilidad de Cesaro de orden mayor que 1 para las series de
Henstock-Fourier. Para su demostracion es necesario el siguiente Teorema el cual
se puede revisar con detalle en [7].

Teorema 3.1. Sea F una funcion de valor real. Se define la serie derivada de F’
como Si(z) = Y07 [an(F) cos(nz) + b, (F)sen(nz)|’. Para cada punto z donde
F'(x) existe, se tiene que Sk(x) es sumable (C, k) para (k > 1), con suma F’'(x).

Para aplicar los métodos de sumabilidad a las series de Henstock-Fourier es
necesario el concepto de C-continuidad que enseguida se enuncia.

Definicién 3.2. Sea f : R — R, de perfodo b — a, tal que f € HK([a,b]), [ es
C — continua en x si

h x+h
3) lim %/O o+ t)dt = m}%/ﬁ Flu)du = f(z)

h—0

La propiedad de C-continuidad en maés general, es decir, no es sélo para funcio-
nes periédicas o HK integrables, si no localmente integrables en algin sentido. Y se
refiere a que el promedio de la integral converge al valor de la funcién en el punto,
como se puede ver en el lado derecho de la ecuacién (3).

Proposicién 3.3. Sea f: R — R, de periodo b—a. Si f € HK ([a,b]), entonces f
es C-continua casi dondequiera.
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Demostracion. Sea f una funcién de perfodo b — a que pertenece a H K ([a, b]). Por
el Teorema 2.7 existe G € ACG.([a,b]) y un conjunto Z C [a, b] de medida cero tal
que G'(x) = f(z) para cada x € [a,b] — Z, ademds para cada x € [a, b] se tiene que

xT

f=0C) - Gla).
Sea y € [a,b] — Z y se calcula
Lt . Gly+h) -Gy
A:I%h[, fodt = i, h
= G'(y)
= f).

]

Ahora se enuncia el primer resultado sobre la sumabilidad de la serie de Henstock-
Fourier.

Teorema 3.4. Sea f : R — R, de periodo 2rw. Si f € HK([—7,7|) y f es C-
continua en x, entonces la serie de Henstock-Fourier S¢(z) — ao(f)/2 es sumable
(C,k) para k > 1, con suma f(x).

Demostracion. Como f € HK([—m,n]) por el Teorema 1.5, existen una funcién
G € ACG,(]—m,n]) y un conjunto Z C [—m, 7| de medida cero tal que G’ (x) = f(x)
para cada x € [—m, 7] — Z, y para cada x € [—m, 7] se tiene que
f=G(z) - G(—n).
Sea x € [—m, 7] — Z. Por la Proposicién 3.3, f es C-continua en z, ademds G'(x)
existe y G'(z) = f(x).

Se calcula
Sh(z) = i[an(c) cos(na) + bn (Q)sen(nz)]
- i[an(G) cos(nz)]' + [bn(G)sen(nz)]’
@) = Y au(f) cos(na) + bu(f)sen(na)
_ s;w—‘“;f)

La igualdad (4) se tiene por la Proposicién 2.9. Nétese que la funcién G es
diferenciable casi dondequiera y aplicando el Teorema 3.1 se tiene que Sy(z) —
ao(f)/2 es sumable (C, k), (k > 1) casi dondequiera, con suma f(z). O

En particular si ag(f) = 0, entonces Sy(x) es sumable (C, k), (k > 1) para cada

x € [-m, 7] — Z, con suma f(x).

En el caso del espacio de funciones Lebesgue integrables se tiene el siguiente
resultado [1, Teorema 2.10]: Sea f € L'([—m,n]). Entonces existe H C [—m,m] de
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medida cero tal que para cada x € [—7, 7| — H, lim,, o0 o f(x) = f(2).

Como ya se menciond, el método de sumabilidad de Cesaro asegura que si una
serie es sumable (C,k), para k > 0 con suma s, entonces dicha serie es sumable
(C,k + h) con suma s, para cada h € N. Por lo tanto la serie de Fourier de una
funcion Lebesgue integrable es sumable (C,k), k > 1 casi dondequiera al valor ori-
ginal de la funcion.

Si el coeficiente ao(f) de la serie de Henstock-Fourier de una funcién f €
HEK([—m,7]) es cero, entonces el Teorema 3.4 es una generalizacién, en cierto sen-
tido, del resultado sobre la sumabilidad (C,k + h) para funciones Lebesgue inte-
grables. Aunque el Teorema 3.4 es més preciso, en el sentido que nos dice que si f
es C-continua en x, entonces Sy¢(z) es sumable (C, k), (k > 1) con suma f(z), es
decir, en que conjunto Sy(z) es sumable.

En L' se tiene el siguiente resultado [3, Teorema 7.1] el cual dice que: Si la
funcion f es Lebesgue integrable y tiene limites laterales en el punto x, entonces

Jin_ox (@) = 31f(e) + o),

es decir, Sy(x) es sumable (C,k), k = 1,2,3,.. con valor [f(z+) + f(z—)]/2. En
particular, si f es continua en x, entonces

onf(x) = f(x).

De esta situacién surge la pregunta: jsi una funcién pertenece al conjunto H K ([—
m,m]) (de periodo 27) y tiene limites laterales, entonces es C-continua? Para dar
respuesta a esta pregunta se analizan los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.5. Sea

0 si z <1,
k@f{1 si x> L

Se redefine k tal que sea de periodo 27, es claro que k € HK ([—m,]). Se demuestra
que k no es C-continua en el punto x = 1, a pesar de que tiene limites laterales.

i L 1+hk d 1 ! o
hlg%)ﬁ/l (z)de = hl—%ﬁ(x)l

1
= 1, —(1 —1
1mh( +h-1)

h—0
=1
%+ k(1).
El siguiente ejemplo muestra que la propiedad de C-continuidad no implica con-
tinuidad.

Ejemplo 3.6. Sea,

ki (2) :{ 0 si T <1,

1 si rz>1,
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de periodo 27. Nétese que k; es C-continua en el punto x = 1, segin el ejemplo
anterior, pero es discontinua.

Sin embargo, existen funciones con las propiedades de continuidad y C-continuidad.

Ejemplo 3.7. Sea I la funcién identidad sobre [0, 1] de perfodo A > 1y se calcula

1 t z+h
,?L%h/ = m gl
~ lm l(m + 2xh + h? xj)
h—0 h 2 2
= I

Si f es continua, entonces por [2, Corolario 4.10] es C-continua.

4. METODO DE ABEL

A continuacién se estudia el método de sumabilidad de Abel. Se considera la se-
rie convergente Y a,, entonces la serie Y a,,r™ es convergente para todo 0 < r < 1
y define la funcién S(r) = 3°° a,r™. Abel demostrd que lim,_,;_ S(r) coincide con
la suma de la serie original. Sin embargo, S(r) y su limite pueden existir sin que la
serie original Y a,, sea convergente, lo que sugiere una manera diferente de asignar
una suma a una serie, a la cual se llama sumabilidad de Abel. Si la serie es sumable
Abel no implica que la serie sea convergente en el sentido usual, por ejemplo la serie
> nenn(—1)""1 es divergente en el sentido usual pero es sumable Abel con suma
1/4.

En esta seccién se estudia

lim ?0 +) [y cos(kz) + bsen(kz)]r*,
k=1

donde ay, y by son los coeficientes de Henstock-Fourier.

Se denota

DyF(a0) = hg})[ (;E—l—h)z—hF(cL‘—h)]

como la derivada simétrica de F' en el punto xg, este concepto serd utilizado poste-
riormente.

Se enuncia el Teorema de Fatou en [7] el cual es necesario para la demostracién
del Teorema 4.2.

Teorema 4.1. Teorema de Fatou: Sea F : [—m,w| — R, la Serie de Fourier de F,
en el punto xy estd dada por

+ Z [Aj, cos(kxzo) + Agsen(kzo)],
k=1

Sr(xo _?0
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donde Ay, = 1 [T F(z)cos(kz)dx y By, = L [T F(z)sen(kz)dz, k € NU{0} son los
coeficientes de Fourier, ademds supdngase que D1F(xo) existe. Entonces, Sk(xo)
es sumable Abel en xq, al valor D1 F(xg).

Asi, se presenta el segundo resultado con respecto a la sumabilidad de series.

Teorema 4.2. Sea f : R — R, de periodo 2. Si f € HK([-7,7|) y f es C-
continua en xq, entonces la serie de Henstock-Fourier S¢(xo) —ao(f)/2 es sumable
Abel, al valor f(xzg).

Demostracion. Como f € HK([—m,7]), sea G como en el Teorema 1.5, y sea xg
un punto en [—m, 7] — Z donde Z es de medida cero y tal que f es C-continua en
xo. Obsérvese que si G'(z) existe, entonces la derivada simétrica D1G(z) también
existe y ambos valores son iguales.

Ademés S (zg) = Sy(xo) — ao(f)/2, aplicando el Teorema de Fatou se obtiene
que, Sy(zo) — ao(f)/2 es sumable Abel al valor f(xz). O

En particular, si ag(f) = 0, entonces Sf(x¢) es sumable Abel al valor f(zy) para
todo xy donde f es C-continua.

5. CONCLUSION

En este trabajo se obtuvieron resultados sobre la sumabilidad (Cesaro y Abel)
de Series de Fourier para funciones Henstock-Kurzweil integrables, los cuales son
generalizaciones de los resultados cldsicos. Como trabajo futuro, se pretende ampliar
el estudio de las Series y la Transformada de Fourier en el contexto de la integral
de Henstock-Kurzweil, asi se abre un amplio campo de estudio, y se considera
importante realizar esta investigacién ya que tiene implicaciones en dreas como
Ecuaciones Diferenciales, Ecuaciones Integrales, Optica, entre otras.
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ABSTRACT. Bursting oscillations are complex oscillations characterized by two
time scales. On the slow time scale, silent and active phases alternate. The
silent phase is relatively quiescent, while the active phase exhibits oscillatory
behaviour on a faster time scale. Bursting oscillations have provided fertile
ground for mathematical investigations on several levels, including the de- vel-
opment of detailed biophysical single-cell models. We present a representative
model of the electrical activity of a single pancreatic S-cell. We review a de-
tailed biophysical behaviour including K 7 p channel, Voltage-dependent K
channel and Cat+ conductance. We present a model that involves a system
of two identical cells and, finally, we present a model with two non-identical
cells.

1. INTRODUCTION

Pancreatic S-cells secrete insulin, the hormone that maintains blood plasma glu-
cose whithin narrow limits in the face of variable food ingestion and physical activity
patterns. Insulin allows muscle to take up glucose for immediate energy, causes the
liver to store glucose as glycogen for medium-term energy storage, and signals fat
cells to use glucose for fat deposition for long-term energy storage. Diabetes is a
disease in which glucose is chronically elevated, leading to several complications
like blindness, kidney failure, limb amputation, cardiovascular disease, and death.
Type 1 or juvenile diabetes is the result of an absolute lack of insulin following
auto-immune destruction of the S-cells. Type 2 or adult onsent diabetes, the most
common variety, involves a relative lack of insulin, usually as a result of two defects:
insuline resistance (higher than normal concentrations of insulin are required for
glucose processing) and failure of the S-cells to produce enough insulin to compen-
sate.

Type 2 Diabetes is an important health issue worldwide. Early diagnosis in this
disease is vital in order to prevent the systemic damage that it usually produces in
humans. The glucose tolerance test is the most used tool in order to provide a pre-
cise diagnosis of the disease. When the concentration of blood glucose rises above a
certain threshold after the ingestion of a standard load of glucose, the diagnosis of
diabetes is made. This excess in the blood glucose concentration is most frequently
caused by a deficiency in the liberation of insulin by the £ cells in the pancreas.
The study of the glucose tolerance test response curves has been recently proposed

45
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for the dynamic analysis of glycemia in healthy subjects in order to elucidate the
control mechanisms involved at a systemic level and to eventually use the results of
this analysis to arrive at a more precise diagnosis of the disease. Electrophysiologi-
cal studies of the 3 cells in the pancreas have revealed the mechanisms involved in
the liberation of insulin into the bloodstream. These cells store insulin in packets
and when the glycemic level rises, the insulin is liberated by exocytosis. In order
for this process to start, a pulsating rise in the concentration of intracellular Ca?*
([Ca%*);) is required. The source of Ca?* is extracellular, and the ion enters the
B cells in the pancreas through voltage-dependent Ca’* channels. The pulsating
rise of Ca?t in the 3 cell depends on bursting electrical activity which consists of
action potentials mounted on a depolarizing voltage plateau. The action poten-
tials are generated by Ca?T currents that increase the [Ca®*];. When the blood
glucose concentration is not elevated, the 8 cells have a resting potential that does
not present any electrical activity. KT channels, mostly those dependent on the
intracellular ATP concentration ([ATP];), mediate the resting potential. These
channels are open in the absence of ATP and their closure is dependent on the
[ATP];. When blood glucose concentration is increased due to glucose ingestion,
a larger amount of the substance enters the § cells, which causes an oscillating
increase in the ATP; level. This raises its average level, which produces a decrease
in the number of open K(ATP;) channels which in turn leads to the depolarizing of
the cells. This depolarization can be large enough to reach the threshold to initi-
ate the action potential bursts that produce the pulsating Ca?+ and the release of
insulin. Electrophysiological techniques have contributed to a detailed description
of the voltage (or metabolite) dependency on the opening or the kinetics of the
cell ionic channels. This has permitted the generation of models that describe the
channel behaviors. For example, functions that describe the behavior of K(ATP;)
with respect to [ATP]; have been formulated. In addition, the experimental data
on the elevation of the ATP/ADP ratio in the 8 cells in the human as a result of
extracellular glucose loads are now available. This manuscript makes use of all of
this information in order to construct a simulation model of the electrical activity
of the 8 cells that would be generated during a glucose tolerance test for normal
subjects. The model reproduces experimental data at the systemic and cellular lev-
els. It describes the blood glucose levels, the associated ATP; increase, the bursting
activity of action potentials and the pulsating elevation of Ca?"'7 which is indispens-
able for the liberation of insulin by the f cells. It also predicts an optimal [ATP];
for an adequate electrical response to an extracellular glucose load. A suboptimal
[ATP]; level inhibits the electrical response. The model predicts a failure in the
electrical response of the 8 cells due to a glucose load produced by a decrease in
the ATP/ADP ratio. Thus it is proposed that an alteration of the mechanisms
regulating the basal level of ATP; in the [ cells may be one of the mechanisms that
trigger type 2 diabetes.

2. A SINGLE CELL MODEL

We employed the model developed by Trujillo [32] in order to quantitatively de-
scribe the blood glucose concentration during a glucose tolerance test. The mathe-
matical model that describes the electrical activity of the cell is taken from Godinez
[19] which is a modified version of Chay [9, 10]. It describes the characteristic elec-
trical activity of 8 cells and takes into account changes in [Cal;. Even though



MODELS OF THE ELECTRICAL ACTIVITY OF THE PANCREATIC g CELLS 47

more complex models exist which allow the identification of the different agents
that participate in Ca?t regulation, a simpler model was preferred, as it allowed
the analysis of the changes of the electrical activity and [Cal; induced by the ex-
tracellular glucose level. The action of the extracellular glucose on the membrane
resistance of the 3 cell was added to the model. Since these membrane resistance
changes are mediated by the ATP level, these factors were also incorporated, using
the experimental results reported by Detimary [14] which describe the changes in
the ATP/ADP ratio with the concentration of extracellular glucose in human
cells. Other important factors relating the extracellular glucose with the ATP level
are the changes in the oscillating frequency of [ATP];. In order to incorporate these
factors we used data reported by Ainscow [1]. These authors describe a change
in the oscillating period of [ATP]; when the extracellular glucose concentration
changes. For example, when the glucose concentration is low (3mM), the oscillat-
ing period is 66 + 6 s; however this period is increased to a mean of 167 + 32 s in
the case of hyperglycemia (15 mM). This change is not accompanied by a change in
amplitude. We used a sinus function to describe the [ATP]; oscillation. Due to the
lack of experimental results, we employed a linear relation between extracellular
glucose and the oscillation period.

In order to obtain the [ATP]; from the ATP/ADP ratio, a constant level of
total nucleotides was assumed, although different levels have been reported that
vary from 2-10 mM [17]. The value employed in this work was 2.691 mM. The
simulation results are similar to those reported by Ainscow [1]. The only difference
is that the previous publication shows the results of [ATP]; in arbitrary values,
while the simulation allows us to calculate [ATP];. An important factor that must
be included in the model is the magnitude of the maximum K conductance that
is mediated by K(ATP) channels. This is the conductance that is achieved when
there is a great probability that all the K(ATP) channels are open. We used the
value of 3.9 £+ 1 nS, according to the data reported by Goepel [18]. It is well known
that that the probability of opening of K(ATP) channels is affected not only by
[ATP];, but also by the ADP level. The function that was used, that employs both
nucleotides was reported by Westermark [33], and is based on experimental data.
It describes the K conductance mediated by K(ATP) channels according to [ATP];,
in 3 cells. All of the added empirical functions were necessary in order to explain
the changes in time of the electrical properties of the 3 cells and the associated
[Ca] changes that were induced by the extracellular glucose. In order to solve the
differential equations that describe the kinetics of the ionic channels and the Ca;
diffusion we used the 4th order Runge-Kutta method programmed in Matlab.

The following equation was employed to quantitatively describe the blood glucose
concentration [glucose] during a glucose tolerance test (Trujillo et. al.)

(1) [glucose] = gro + gr1 exp <—t> sin <t)
131 2

With gro = 86 mg/100 ml and gr1= 229.37 mg/100 ml. These units are those
that are normally employed medically for glycemia; however, for experimental work
these units were changed for mols, which are more frequently used for experimental
work. ¢ and to values were 249.376 min, and 40.274 min respectively.

A model associating glucose with ATP was also employed. For this purpose, an
exponential function was adjusted to the results reported by Phillipe Detimaruy et.
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al. [14] that describes the changes in the [AT P]/[ADP] ratio with the extracellular
glucose in human S cells.

o AP g (1 o (G200 Y

Additionally, as the total nucleotide concentration [Vy] is constant we have:

(3) [ATP] +[ADP] = [N¢]
From this expression the [AT P] is calculated in terms of the [AT P]/[ADP] ratio

iy (DT N
(4) [ATP] = W
[ADP]

The [N;] that was employed had a 4.3 mM , which is within the experimental
measurement range.

Recent experimental studies show that [ATP] is not constant, but oscillates
with a frequency that is dependent on the glucose concentration. In order to re-
produce these results a sinus function was employed that had a frequency period
according to Ainscow et.al. [1]. Since only two oscillation periods were obtained
experimentally for the glucose concentration, a linear approximation between the
glucose concentration and the frequency of oscillation was carried out. The am-
plitude of oscillation does not change with the frequency and is 10% of the basal
ATP concentration measured at a glucose concentration of mM. Taking all this into
consideration, final [ATP] is given by

(5) [AT'P); = 0.1[AT P]y sin(2nvt) + [AT P]

where [ATP] is given by equation 3. The magnitude and oscillating frequency
for [ADP] were obtained by equation 4.

2.1. Karp channel. It was important to determine [ATP]; and [ADP]; since
both metabolites determine the percentage of K4rp channels that remain in the
open state. According to the mathematical model proposed by Hanley et. al. [21],
which is based on experimental data, the open (narp) channel fraction from the
whole number of K 47p channels is given by the expression:

0.08 (1 4033 (W’P] )) 4 0.89 (0 165 ([ADIZ]f ))

(1+0165(@)) ((1+0.35 (4222 )) + (0.05 (14572 )))

Where Kgg = 17x107%, K.y = 26 x1076 and Ky = 1 x107% represent the
dissociation constants. It is possible to evaluate the K47 P channels conductance
as a function of [AT P]; using the experimentally obtained values of nsrp and the
maximal conductance gx .,

(6) narp =

(7) 9K arp = GKArpNATP
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The value for gg,,, was 4.2 nS.
Finally, the expression for the K current I ,,, that is mediated by the Karp
channels as a function of [AT'P| and [glucose] would be

(8) Ik urp = 9K arp (Vm - VK)

where V;,, and Vi represent the membrane and K™ equilibrium potentials re-
spectively.

The mathematical model that describes the 8 cells was taken from Chay [9, 10,
11, 12, 13], with a few modifications. An important one is the incorporation of
K(ATP) channels. In Chay’s model a high glucose concentration is assumed, so
during the simulation, the § cells are always generating action potential bursts.

The model consists of three ionic channels: a voltage-dependent K channel; a
voltage-activated Ca channel that is inactivated by an increase of the intracellular
calcium concentration [Cal;, and a leakage channel (the channels are always in the
open state). The model also incorporates a description of the diffusion and removal
processes for Caj"|r in order to explain the changes in [Cal; during electrical activity.

2.2. Voltage-dependent K channel. The conductance g of the voltage - de-
pendent KT channel is given by

9) 9(Vim) kv, = Jrv,, kv, (Vin)

where g, ~is the maximum conductance for KT andn Ky,,  is the probability of

the K* channel being open. In this case we have used Jrcy,, =1.3 nS. The channel’s
opening and closing can be modeled by a first order kinetic:

dn N —n
(10) = -
dt Tn
where no, is the fraction of the channels in an open state for given membrane
potential, while 7,, is its time constant. The variables are related with «,, and (3,

by the equations

an

11 _on

(1) oo an + B
1

12 S

(12) ™ an + B

Experimental data suggest that no, and 7, are voltage dependent and conse-
quently the fraction of the open channels n., can be represented by a curve that
can be adjusted by a Boltzmann equation of the form

1
(13) Noo(Vin) =
1+ exp (VNS;NVW)

where Sy is the slope of the activating current and Vi is the potential for which
half of the maximum value for n., is obtained. For the purposes of the simulation
we use the values Viy =9 x1073 and Sy = 11 x1073.

If we assume that the transition constants are exponential and constant respec-
tively, we obtain




50 AVILA-POZOS, CRUZ CASTILLO, GODINEZ FERNANDEZ.

o o = (T

A

where S, is the slope that is adjusted to the shape of n., and A is a scaling
factor that is used to provide the action potentials with the appropriate frequency.
The values that were employed were A = 117 and S4 = 10 x1073.

2.3. Ca™ conductance. The union of Ca™™ to its receptor site depends on the
voltage, which affects the dissociation constant. If K pg is the dissociation constant
in the absence of a membrane potential difference, then the expression for Kpy is

(16) Kpy = Kp exp (Vm>
Sc

with values S¢ = 30 x1072 and Ky = 5 x1076.

Inactivation is believed to originate by the union of Ca™™ to a site in the channel
on the cytoplasm side. The probability that the channel will not be inactivated by
Ca*™ is given by the equation

1
3
[Catt]
(1+557)
The channel’s conductance is given by an inactivation H; and an activation My
term

(17) Hp =

(18) 9ca = gCaMIHI

where go, is the maximum conductance when the calcium channels are open.
M;’s voltage dependence has a sigmoidal behavior that can be adjusted by a Boltz-
mann equation of the type

1
1+ exp (*V”{g;}/ T")

where Sy is the curve’s slope and V;;, is the membrane potential. The simulation
values are Sy = 7.5 x1072 and Vi = 23 x1073.

The intracellular Cat* concentration can be treated as a dynamic variable and
the changes in time are due to the following factors: the influx of Ca*+ produced
by Icq++ and efflux of Ca™ produced by the Ca™ pumps. Consequently, the
equation describing the changes of [Ca™™]; is

d[C(I++] —IC
2 A 1 g ko, Catt
(20) dt ! (873207 o1~ KealCa™]

(19) My =

and the values that we employed were: K¢, = 60 and F; = 3 x10~4.
This equation differs from Chay’s approach, since we take the calcium’s double
charge into consideration. In this equation K¢, is the efflux velocity constant for
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Ca™ and Fy is the proportion of free Ca™ with respect to the total inside the
cell.
The total current across the membrane can be expressed as

(21) L =Ica + Igw) + Ik arp + 11
where

(22) ICa = gCa(Vm - VCa)

(23) Ixvy = 9x(Vim —Vk)

(24) Iksrry = 9rxarP(Vin — Vi)

(25) I, = g91(Vin — V1)

The changes in the membrane potential can be described as

AV, =1,
2 -_—m__m
(26) dt Cm

where V,,, is the membrane potential and C,, is the membrane capacitance.

Example 2.1. Figure 1 shows simulation of electrical activity in a pancreatic -
cell. We show changes in membrane potential and intracellular calcium oscillations.
With this model, a more detailed study can be done.

-20 r 1.00
.30

F0.75

-40- - 0.50

Vm [mV]

’[,,e0l

504 L025

T T T 0.00
50 100 150 200 250

time [msec]

FIGURE 1. Simulation of the change in membrane potential and
intracellular calcium oscillations.
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3. A TWO-CELL COUPLED MODELS

3.1. Identical cells. Pancreatic S-cells are in close electrical contact with their
neighbours through protein channels connecting one cell to another, so that ions
can flow from one cell to the other without passing through extracellular space.
In this section, we present a coupled-cell system. The system of equations is as
follows:

d’Ui
(27) T dt = _Iion(’vianiysi) — Jc Z ('Ui — ’Uj)
JEQ;
dni
2 = oo\ Vi i
(29) P Mo(v2)
(29) Ts%:soo_si

where v represent the membrane potential, n and s represent open probabilities, A,
7 and T, are parameters governing the time scales of the dynamics, I;,, represent
the potassium, calcium and slowly modulated currents. In a coupled cell system,
the variables v, n and s are indexed by cell number, and a coupling term is added,
where g. represents a constant junctional conductance, ¢ = 1,2, and €2; is the set
of indices of the cells that are coupled to cell 7. Simulations of larger clusters
of cells have shown that the results obtainded for two-cell models can be carried
over to large populations [16, 30]. Sherman and Rinzel [30] examinated the role
of gap-junctional coupling in synchronizing electrical activity of identical cells. It
was shown that synchrony on the level of bursts occurred over a wide range of
coupling conductances, but that synchrony on the level of the spikes within the
active phase depends on coupling strength [6, 7]. To understand this facts the
study was extended to the fast-slow decomposition method. In this case, the fast
subsystem is four-dimensional, and there are two candidates for the bifurcation
parameter, corresponding to the presence of two slow variables, s; and s;. The
coupled fast subsystem, with a single bifurcation parameter s is

dvi
(30) T dt = —Iion(vi,ni75) - gc(vi - Uj)
dni
(31) T = Moo (v;) — ),

for i,j =1,2,i # j.

We focus on the moderate to strong coupling regime, for which a two-cell system
with identical cells behaves as the single cell, as shown in Figure 2.

Example 3.1. S-cells do not act in isolation. Instead, they are in close electrical
contact with their nearest neighbours. The numerical solution for the two-cell model
is shown in Figure 2. Burst are synchronized.
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FIGURE 2. Behaviour of the two-cell model. The solid curve is the
trace for cell 1 and dotted curve is the trace for cell 2.

3.2. Non-identical cells. Two-cell systems of non-identical cells were considered
by de Vries [15], motivated by numerical simulations of clusters of heterogeneous
cells. It was shown that physiologically plausible coupling conductances can syn-
chronize the bursting pattern of the cells in the presence of heterogeneity of the cell
parameters [3]. If the heterogeneity is introduced by adding a parameter b; [23] to
the equations governing the dynamics of s;

(32) Ts? = SOO(Ui) — 8; + b;.
t

The parameter b; shifts the relative position of the slow nullcline for s;, with
respect to the Z-shaped curve of steady states in the bifurcation diagram for the fast
subsystem [26]. The linear transformation §; = s; — b; transfers the heterogeneity
to the fast subsystem, namely to the v; equation, where it appears as an additional
linear potassium conductance. The heterogeneity is more general than it appears
at first glance. Numerical solution for a specific case of by # by is shown in Figure
3. Burst are synchronized, but now the spiking during the active phase appears
to be asymmetric. The spikes of the two cells no longer are in-phase, nor of equal
amplitude. In addition, the burst period is lengthened relative to the single-cell
buster. These observations can be explained with a bifurcation study of the coupled
fast subsystem. The approximation s; &~ so no longer holds.

Nominally, a two-parameter bifurcation diagram would be required to explain
the observations. However, sy — s1 &~ constant.

Thus, if we let

(33) o= (82 — 81)/2,
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(34) s = (81 + 82)/2,

then we can write s; = s — § and s; = s + §, and this motivates the computation
of a bifurcation diagram for the coupled fast subsystem with respect to s, holding
¢ fixed. In particular, we present the following coupled fast subsystem:

dv
(35) Td—tl = —Lion(v1,n1,8 — §) — gc(v1 — v2),
dn
(36) TdTl = Aneo(v1) — nal,
d’UQ
(37) TW = —Lion(va,n2,8 4+ 9) — gc(ve — v1),
dn
(38) TCT; = A[noo(v2) — 2],

where 4 is taken to be the average value of (so — s1)/2, based on many iterations of
the full two-cell system. The primary bifurcation parameter is s, and the secondary
one is 4.

Example 3.2. The numerical solution for the two-cell model witn non-identical cell
is shown in Figure 3. The spiking during the active phase appears to be asymmetric.

FIGURE 3. Behaviour of the two-cell model with non-identical
cells. The solid curve is the trace for cell 1 and dotted curve is
the trace for cell 2.

The examples discussed here represents only the tip of the [-cell field. The
precise contributions of the mechanisms we have treated, as well as some that
we have not treated, such as inactivation of the Ca?t channels, are not settled.
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However, it seems likely that complex interactions of all of these will be necessary
to explain the diverse phenomena observed. The mechanism of other important
regulators of cell electrical activity and [Ca?*t]; such as cAMP and epinephrine,
remain to be elucidated. Nonetheless, the basic mechanism and concepts presented
here should prepare the reader sufficiently to explore the literature on his or her
own.
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CAPITULO 5

NUEVA GENERACION ALGEBRAICA DE SOLUCIONES DE LA
ECUACION DIFERENCIAL DE HERMITE

MIRIAM ARENAS ALVAREZ
MARIO ALBERTO MAYA MENDIETA

FCFM, BUAP

RESUMEN. Los polinomios de Hermite tienen mucha importancia en la fisica
matematica, en particular son soluciones del problema del oscilador arménico
cuantico, del cual se derivan muchas aplicaciones tedricas, practicas y didacti-
cas. En este trabajo presentamos una manera algebraica de generar los polino-
mios de Hermite utilizando tinicamente dos operadores diferenciales de primer
orden, llamados operadores de escalera. Establecemos un nuevo conjunto de
relaciones iterativas de caracter general entre operadores y polinomios. De-
mostramos algunas de sus propiedades, en particular, que con la forma mas
general para los polinomios, se satisface la ecuacién diferencial de Hermite.

1. INTRODUCCION

Uno de los hechos importantes de muchos de los fendmenos fisicos es que se pue-
den describir con ecuaciones diferenciales de segundo orden, lineales y homogéneas.
Es el caso de la mecdnica cuantica con la ecuacién de Schrodinger:

i
- A2 +V(‘T)'l/)n :Enq;[}na (11)
donde E, es la energia, independiente de la posiciéon z, la cual es una variable
real. El potencial V (z) es una funcién real y representa a la fuerza que mueve a
la particula y caracteriza al mismo sistema fisico, E,, es la energia y la solucion ¢,
es la funién de onda que contiene toda la informacién que se puede conocer sobre
dicho sistema [1].
En el caso del oscilador arménico, cuyo potencial es

1
V(zx) = ixQ, (1.2)
la solucién es una funcién de onda de la forma
¥n (2) = e /2 H,, (z) (1.3)
donde H,, (), n =0,1,2,... son los polinomios de Hermite. La exponencial mues-

tra el comportamiento asintético lim, 4. ¥y (z) = 0 de la funcién de onda. La
sustitucién de (1.3) en (1.1) con V (x) dado por (1.2) nos permite encontrar la
ecuacién diferencial que satisfacen los polinomios de Hermite:

d*H, dH,,

-2
dx? v dx

+2nH, =0 (1.4)
57
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llamada ecuacién de Hermite. El entero positivo n es el niimero cudntico que apa-
rece en la energia F,.

Desde el punto de vista de la fisica, el oscilador arménico es uno de los problemas
mads importantes tanto en su aplicacién como en su valor didactico, pues la forma
de encontrar su solucién (1.3) es algo muy conocido. Ademds el oscilador arméni-
co permite generalizaciones que sirven, entre otras cosas, para profundizar en los
conceptos tedricos de la mecanica cudntica. Podemos mencionar algunos trabajos
que van en ese sentido: el oscilador anarménico [2], el oscilador arménico singular
[3, 4], los osciladores amortiguados [5], la generalizacién al caso relativista [6], los
osciladores arménicos en espacios curvados [7] y muchos otros.

Por otro lado, desde el lado de la fisica matemaética, la ecuaciéon de Hermite es
una de las mas estudiadas a través de la historia de la fisica matemaética, y es uno
de los temas importantes en los textos sobre las ecuaciones llamadas especiales. En
la literatura el tema de los polinomios de Hermite tradicionalmente se inicia de dos
maneras: 1) resolviendo la ecuacién (1.4) por medio de series de potencias de z [8]
y 2) estableciendo una funcién generatriz cuya expansién en serie contiene a los
polinomios de Hermite en sus coeficientes [8].

En la Ref. [9] se presenta un novedoso mecanismo, el cual es bésicamente al-
gebraico, basado en dos operadores que llamamos operadores de escalera pues per-
miten, partiendo de un polinomio de Hermite de grado n, es decir, de H,,, calcular
el anterior H,,_; y el siguiente H, ;. Estos operadores llamados de descenso D y
de ascenso A son operadores diferenciales de primer orden. Con estos operadores
nosotros encontramos algunas expresiones de los polinomios H,, de caracter general,
a partir de las cuales se puede desarrollar toda la teoria que ya esta establecida en
la literatura. Aparte de su valor como un método alternativo para generar los po-
linomios de Hermite, creemos que es més simple que los métodos ya mencionados,
como se verd mas adelante.

El trabajo se presenta de la siguiente manera: En la Sec. 2 demostramos, sélo
para una comparacion con nuestro método, algunas propiedades de los polinomios
de Hermite de la manera como aparecen en muchos libros sobre el tema, iniciando
con la funcién generatriz, al estilo de la Ref. [10] y concluyendo con algunos comen-
tarios sobre la ecuacion diferencial. En la Sec. 3 repasamos brevemente la teoria
formal en la que se basa la existencia de los operadores de escalera para al caso
general expresado en la ecuacién diferencial (3.1), lo cual se aplica en la Sec.4 para
el caso particular de la ecuacién de Hermite, construyendo los operadores de esca-
lera y mostrando como se construyen los polinomios comenzando con el de menor
grado. En la Sec. 5 presentamos nuestra contribucién estableciendo un conjunto de
férmulas generales que, hasta donde sabemos, son inéditas, las cuales usamos en la
Sec. 6 para demostrar las mismas propiedades que se derivaron en la Sec. 2 con el
método tradicional y demostramos que la forma mas general de H,, es efectivamente
solucién de (1.4). Finalmente, en la Sec. 7 damos algunas conclusiones.
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2. EL METODO TRADICIONAL

Sélo para comparacién entre uno de los métodos tradicionales para generar los
polinomios de Hermite y el método algebraico que proponemos, en esta secciéon
revisamos brevemente la manera de construir dichos polinomios con una funcién
llamada generatriz. Este método se encuentra en casi todos los textos que tratan
las funciones especiales o funciones de la fisica mateméatica. Nosotros consultamos
la Ref. [8].

Partimos de la funcién generatriz de los polinomios de Hermite

20 = 1
G(a,t) =" = —H, ()", (2.1)
mn.
n=0

donde se hace explicito el papel de los polinomios de Hermite como parte de la serie
de potencias en t para la funcién G que depende de las variables = y t. Haciendo
eplicitamente el desarrollo en serie de Taylor se encuentra que

=1 "G n
G (2,t) = ZH S

n=0

Calculando la n-ésima derivada parcial de G (z,t) respecto a ¢ y realizando al-
gunos arreglos obtenemos

oG

Hu (@) =

La Ec. (2.2) es llamada férmula de Rodrigues. Con (2.2) se puede demostrar que

t=0

n
p2dh o

=(-1"e dm—ne*$ : (2.2).

t=0

Hn (1.) _ (21.)77, Z (_§n)T T(!§ - %)r (_i)r,

r=0

— (orp (o ton 1
— o F(-fg-Fom). @3

pl-nlon 1Y
272 27 a2

es una funcién hipergeométrica confluente.
Con (2.3) y cierto trabajo, pero més facilmente con (2.2), se encuentran los
polinomios de grado mas bajo:

donde

H, = 2z,

Hy, = —2+422,

H; = —12z+ 823,

Hy = 12— 4822 + 1624,

(2.4)

Ahora establecemos alguna propiedades de los polinomios de Hermite, entre ellos
la ecuacion diferencial que satisfacen.

Primero desarrollamos las llamadas relaciones de recurrencia entre polinomios.
Para ello primero derivamos (2.1) respecto a x:
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9G o

Usando de nuevo (2.1) en (2.5) e 1gua1ando los coeficientes de las potencias de ¢
encontramos la relacion de recurrencia

2nH, 1 () = H], (x) (2.6)
entre polinomios de diferente grado.
Otra relacién de recurrencia, la cual es independiente de (2.6), se obtiene deri-
vando la funcién generatriz (2.1) pero ahora respecto a t:

oG tn— 1
5 = (2e=2)G ZH n—l)
de donde:
2¢H (x) —2nHp—1 (v) = Hpy1 (2) . (2.7)

Con (2.6) y (2.7), se pueden deducir una infinidad de nuevas relaciones entre
polinomios de Hermite, por ejemplo, eliminando 2nH,,_; () de (2.6) y (2.7) obte-
nemos

2¢H (x) — H), () = Hpt1 (7).
Ahora vamos a obtener la ecuacién diferencial de Hermite. Derivamos la ultima
expresion tenemos
Hyl (z) = —H, 1y (x) + 20H,, (z) + 2H, () ,
pero de (2.4) tenemos, con el cambio n — n + 1,
Hy,, =2(n+1)H,(z)z,
y combinando las dos ultimas igualdades, obtenemos
H!' () — 2zH] (z) + 2, H, (x) =0

que en general se escribe

y" () — 22y’ (z) + 2ny (z) = 0. (2.8)

Esta expresion es la ecuacién diferencial de Hermite, mostrando que H, (x) ge-
nerado por la funcién (2.1), es decir (2.3), es una solucién. Esta es una prueba
indirecta. Un desarrollo mas completo consiste en proponer como solucién de (2.8)
una serie de potencias de la forma

x) = chxk. (2.9)
k=0

Al sustituir (2.9) en (2.8) se encuentra la siguiente relacién entre los coeficientes
Ck+2 Y Ck
2(k—n+1)
(k+2)(k+3)
lo que indica que existen soluciones de paridad par y soluciones de paridad impar.
La relacién (2.10) también sirve para cortar la serie y obtener un polinomio de
grado n si imponemos la condicién de que a partir de cierta k, cxio =0y ¢ # 0.
Para los casos mas sencillos, es decir, con el entero n pequeno, se demuestra que

Cr4+2 = Ck (2.10)
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(2.9) se reduce a los polinomios (2.4). Los detalles de este mecanismo se pueden
encontrar en cualquier texto de ecuaciones diferenciales sobre el tema. También se
pueden consultar libros de mecanica cuantica en relacién con el oscilador arménico
cuéntico [1], y como se dijo antes, en textos sobre funciones de la fisica matemdtica
[8, 10].

3. TEORIA DE LOS OPERADORES DE ESCALERA

En esta seccién hacemos una resena de la teorfa formal [9] que sirve para construir
los operadores de escalera para una familia de ecuaciones diferenciales de segundo
orden, lineales y homogéneas

d? Yn dyn,

P (x) T2 +Q(x) I + R, (x)y, =0, (3.1)
donde ggg y }f;(gf)) son funciones analiticas en los puntos ordinarios de la ecuacién

diferencial. Los coeficientes P(z) y Q(z) son los mismos para cada familia determi-
nada por la funcién R, (z) definida por el entero n. Para mayor informacién ver la
referencia original [9].

Los operadores de escalera A, (z) y D,, (), los cuales son operadores diferencia-
les de primer orden, se definen por las expresiones

-~

Anyn = OGpYn+1, (32)

~

Dpyn = dnyn—h

con a, y d, constantes, y A, (operador de ascenso o subida) y D, (operador de
descenso o de bajada) tienen la forma

A= @, G4
m/:jum%+muy (3.5)

Vamos a encontrar las funciones f,, gn, Un ¥ U, que nos permitan construir los
operadores de ascenso A\n y descenso ﬁn para encontrar las soluciones de (3.1). Es
claro que los operadores de escalera (3.4) y (3.5) y las constantes a,, y d,, dependen
fundamentalmente de los coeficientes variables P (x), Q (x) y Ry, ().

Usamos (3.2) y (3.3) para demostrar que

ﬁn+1A\nyn = andn+1yn7 (36)

AnDpi1Ynyr = dpg10nYnit (3~7)

Definimos la constante

kn = andni. (3.8)

Ahora calculamos de nuevo (3.6) y (3.7) pero ahora con las formas (3.4) y (3.5).
Los resultados son
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~ d?
n—i—lAn = fn-i-lgnﬁ

o)

a
dzr

dgn
+ (fn+1d1' + fn+1un + Un+1gn>

duy,

+fn+1 de

+ dn+1un, (39)

-~ d?
A7LD7L+1 = gnfn+1ﬁ

dfn+1
+ (gn dl’ + fn-l—lun + gndn—i-l) d.’E
ddn+1
dx

Para establecer la conexién entre la ecuacién diferencial (3.1) y los operadores
de escalera (3.2) y (3.3) proponemos que

+gn + UpUpg1- (3.10)

~ ~ d> d
- PY 10% 11
D14, sz72 + de + Ry + kn, (3.11)
A,D = d—2+Qi+R +k (3.12)
ntn+1  — dz2 dr n+1 n- .
De (3.9) y (3.11)
P = fn+1gn7 (313)
dgn
Q = fun Q4 Fasattn + Vnsign, (3.14)
dun,
R, +k, = fnJrIL + Un+t1Un, (315)
dx
y de (3.10) y (3.12)
P = gnfn+1a (313)
dfnJrl
Q = gn d + fat1Un + gnUny1, (3'16)
dd,,
Rn+1 +k, = Jn +1 + UpUn41- (317)
dx
De (3.14) y (3.16) encontramos
dgn dfn+1
Jnt1 el e (3.18)

De todas las soluciones posibles de esta ecuacién diferencial escogemos la sencilla:

Pero por (3.13)

P = fui1n => fat1 = gn = VP. (3.20)
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En todos los casos de interés para la fisica matemadtica P(x) > 0 en una vecindad
de los puntos singulares regulares.

Vemos de (3.20) que f, y g» son independientes del entero n. Ahora pasamos a
determinar la forma de las funciones u,, y v,. Sustituyendo en (3.14) tenemos

Q dVP

o = - 3.21
tn U = B T (3.21)
Ahora regresamos a (3.15) y (3.17) que ahora son
du,,
Ry+kn = ﬁ% + Ung1tin, (3.22)
dUn+1
Rpi1+kn = VP CE Ut (3.23)
Restando e integrando obtenemos
+ / L R,)d (3.24)
Untl — Up = Cp — - x. .
+1 n \/]3 n—+1 n

Finalmente, con (3.21) y (3.24) encontramos

1dvP 1 [ 1
w, =9 _lavP o1 —— (Rp41 — Ru) dz — cp, (3.25)

. _Q 14VP
1’L+1_2\/ﬁ 2 dx

Con (3.20), (3.25) y (3.26) tenemos las funciones f, 11, gn, Un ¥ Un+1 €n términos
de las funciones P (z), Q () y R, (z) de la ecuacién diferencial (3.1), necesarias
para construir los operadores de escalera.(3.4) y (3.5) para cada familia de ecua-
ciones diferenciales y sus soluciones. En [9] la teorfa presentada aquf se aplica a las
ecuaciones de Bessel, de Hermite, de Laguerre, de Legendre, asociada de Legendre,
de Tchebischef, de Jacobi y asociada de Jacobi y a otras no tan conocidas, pero
podemos decir que se tratan en [9] los casos mas importantes de ecuaciones de la
fisica matematica. Como dijimos en la introduccién, nosotros hacemos una genera-
lizacién de los resultados de [9] para la ecuacién de Hermite. El método esbozado
en este trabajo es aplicable a varias de las ecuaciones mencionadas.

1 1
- [ —= — . 2
+ 5 / 7P (Rpsi1— Rp)dx +cp (3.26)

4. GENERACION ALGEBRAICA DE LOS POLINOMIOS DE HERMITE

En esta seccién presentamos el esquema que permite generar la teoria de Hermite
por el método puramente algebréico, que se basa en los dos operadores diferenciales
de primer orden, de acuerdo con el modelo expuesto en la seccién anterior. Aqui los
construimos explicitamente. Escribimos de nuevo la ecuacién de Hermite (2.8)

y" (z) — 2xy’ (z) + 2ny (z) = 0. (2.8)

Entonces
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P(z) = 1,
Q(x) = -2z,
R, = 2n, =0,1,2,.... (4.1)
Asi, por medio de (4.1), (3.20), (3.25) y (3.26) tenemos
In+1 (x) = 9n (:L’) =1,
up () = —2x-— 56n)
1
Upy1 () = 5 Cn- (4.2)

Con (3.4), (3.5) y (4.2) construimos los operadores de ascenso y descenso para la
ecuacién de Hermite:

~ d
A = — -2 4.
L s )
~ d
D = — 4.4
dz’ (4.4)

respectivamente. Observamos que los operadores de escalera son independientes de
n. Las propiedades (3.6) y (3.7) son ahora

A\Hn (37) = —Hp4 (x) ’ (45)
DH, (z) = 2nH,_;(z). (4.6)
Ahora procedemos a generar los polinomios. De (4.6) tenemos, con n = 0,

~ d
DHy= —Hy =0,
dx

de donde obtenemos el primer polinomio

Hy=1. (4.7
Ahora vamos para arriba. Con (4.5) obtenemos sucesivamente los polinomios de
mayor grado a partir de (4.7):

H, = _EHOa
H, = —AH,,
Hs = —AH,,
Hy = —AH;,
H, = —AH, ;. (4.8)

Al realizar las operaciones correspondiente encontramos de nuevo las expresiones
(2.4), pero ahora de una manera mas directa y mas sencilla.

Las relaciones de recurrencia (2.6) y (2.7) estdn contenidas en las formas (4.3) y
(4.4) respectivamente, de los operadores de escalera.
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Antes de terminar esta seccién, tenemos que aclarar que los operadores (4.3) y
(4.4) aqui expuestos no son los mismos que aparecen en la literatura comidn sobre
el oscilador arménico cuéntico; ver por ejemplo la Ref. [1].

5. FORMULAS GENERALIZADAS

En esta seccién presentamos unas férmulas nuevas que generalizan las propie-
dades de los operadores de escalera establecidas en la Ref. [9]. Estas férmulas se
pueden obtener de una manera iterativa comenzando con n = 0 y usando repe-
tidamente el operador de ascenso, o comenzando con alguna n y el operador de
descenso. Una demostracién formal se realiza a través de induccién matemética.
Aqui sélo las exponemos y demostramos en la siguiente seccién que dan resultados
correctos.

La primera de ellas es muy interesante; se refiere a n aplicaciones sucesivas del
operador de ascenso

o (4 g) zn: V"l B (5.1)
— —_— x = — . .
da  (n— k)

Esta expresion recuerda la féormula binomial. Es una relacién entre potencias
de los operadores de ascenso y descenso. Lo que llama la atencién es que los mis-
mos polinomios de Hermite H,,_; aparecen como parte de los coeficientes de las
potencias del operador de descenso.

Otra férmula generalizada es una expresién equivalente a (4.8):

H, = (-1)"A*H,_,, k<n, (5.2)
en la que el polinomio de grado n se obtiene del polinomio de grado n — k, k =
1,2,...,n, con n aplicaciones sucesivas del operador de ascenso.

Una generalizacién de (4.6) para el operador de descenso es

m!

Dk _ ok
R e (5.3)
Si unimos (5.1) y (5.3) obtenemos una expresién también muy interesante
~ (1) 2knim)
A"H,, = H, H, i, <m, 5.4
I;)(n—k)!(m—k:)!k! fbbm—te, =T (54)

que combinada con la férmula también general

Hyym = A"H,p,, (5.5)
nos permite escribir
n k k
(—=1)" 2"nlm!

Hyim = H, Hpy k. 5.6

+ kz_o(n—k)!(m—k:)!k! Fm=k (56)
El resultado (5.6) nos dice que podemos generar el polinomio H,,, de grado
n + m a partir de polinomios de menor grado H,,_, v Hp_p, con k= 1,2,... n.

Consideramos que esta relacion es la contribucién més importante de este trabajo
yva que no la hemos encontrado en ningun libro y en ningtin articulo de revistas
especializadas; creemos que tiene un potencial que debe ser explorado.
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6. ALGUNAS APLICACIONES

Ahora vamos a usar nuestros resultados para demostrar su utilidad. La primera
aplicacion se refiere a la férmula de Rodrigues (2.2) que se consigue por medio del
operador de descenso de la siguiente manera. Primero se demuestra que

Dre ™ = (—=1)" Hpe ™.
Ahora multiplicamos por (—1)"e*" y el resultado es precisamente (2.2). Hay
que decir que esta derivacién no es privativa de nuestro método, pues también se

encuentra en la literatura [10]. En la siguiente aplicacién derivamos la relacién de
recurrencia (2.6). Para ello aplicamos (5.6) a H,, con n = 1:

M)

x

AH,, = —22H,, + 2mH,_1 = —Hyi1.

La dltima igualdad se deduce, como ya se habia mencionado, también directa-
mente de (3.3). Para hallar la relacién de recurrencia (2.7) utilizamos (5.3) con
k=1:

DHy, =2 H, | =2mH,_,.
(m—1)!
Para demostrar que los polinomios H,, obtenidos con este mecanismo son solucio-
nes de la ecuacién de Hermite (2.3) procedemos asi: tomamos la ecuacién diferencial
de Hermite (2.8) como modelo y definimos el operador

~ d? d
W= e — 2 + 2
@ dz?  dz en
y lo aplicamos a (5.6). Escribimos el resultado asf
N - (—1)k 2Fnim)!
mHo = P 6.1
@ Hone kZ:O(n—k:)!(m—k)!k! (6.1)

donde P, después de realizar algunos calculos, es

d? d d? d
P = H, .|—H,_r—2x2—H,,_ H, +|—H,—r —20—H,_
nk(d(EQ m—k xdl'mk>+ mk(de n—Fk xd.’bnk)
d d
+2—H,) 1—H, +2 (n + m) H, +Hp .
dx dx

Si suponemos que Hy,—p v Hy—k, k = 0,1,2,...,n;m, son soluciones de la
ecuacion de Hermite, es decir, si Qp—rHpm—r =0y Qn_xH,—r =0, entonces

P=4kH, . H,,_; +2 (m - k) (n — k) H, _w_1H,_1_1. (62)
Ahora sustituimos (6.2) en (6.1):

- : an'm'
Qn+mHn+m 42 n — ' m k)lk'an,ka,k
k=0

- -1) ok nim!
+2[§) | m k)']{?' (m - k) (TL - k) Hpy g1 Hp 1.
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En el primer término hacemos el cambio k& — k + 1 y rearreglamos; el resultado
es

2k n -1 1)!
*QHmZ n — 1 — ( )_(1 _ k)!)k!Hn—l—ka—l—k = —2nmHp 14ym-1. (63)

En el segundo término hacemos algunos rearreglos y obtenemos

) 2k ( n—l) (m —1)!
2nmz n _ 1 _ ( — 1= k)!k!Hm—l—k:Hn—l—k; == 2ann_1+m_1 (64)

por lo cual, al sumar (6.3) y (6.4) obtenemos

@nerHner =0.

Hemos demostrado que si H,,_ y H,,_ son soluciones de la ecuacion de Hermite
también lo es H,, 1, expresado por (5.6). Para terminar, mostramos una aplicacién
sencilla de (5.6). Para hallar, por ejemplo, Hs, a partir de Hy, H1, Ho y Hs, hacemos
lo siguiente

Hs = Hyy 3= HyHs—12HHy + 24HyH],
(42° — 2) (82" — 122) — 12 (2z) (42 — 2) +24 (1) (22),
= 322° — 160> + 120z.

Desde luego que también la combinacion Hs = Hi44, da el mismo resultado.

7. (CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado una generalizacién de los resultados de la Ref.
[9] para construir los polinomios de Hermite por medio de operadores de ascenso y
descenso, los cuales son operadores diferenciales de primer orden. Este método es
puramente algebraico. Las expresiones (5.1) a (5.6) son la parte medular de nuestra
contribucién. Como ya mencionamos, no hemos encontrado en la literatura algo
semejante a estas expresiones y por lo mismo, creemos que pueden tener algin
valor, ya sea en la aplicacion a resultados ya conocidos, o, como esperamos, a
aplicaciones nuevas.
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RESUMEN. En el presente trabajo se muestra la metodologia del anélisis de
sensibilidad local y se aplica a un modelo dindmico que describe el crecimiento
potencial de un cultivo de lechugas (Lactuca sativa L.) bajo ambiente inver-
nadero. Primeramente se programa en el ambiente Matlab-Simulink el modelo
para crecimiento potencial de lechugas NICOLET, el cual consta de las va-
riables de estado: carbono y nitrégeno en las vacuolas, carbono y nitrégeno
estructural y carbono excedente. En seguida se calcula en forma analitica las
derivadas parciales requeridas para poder escribir las ecuaciones de sensibili-
dad. Posteriormente se generan y resuelven numéricamente 95 ecuaciones di-
ferenciales ordinarias no-lineales para poder calcular tanto las funciones como
los indices de sensibilidad relativa que describen el efecto de cada uno de los
18 parametros del modelo sobre las cinco variables de estado. Los resultados
muestran que el carbono en exceso es la variable de estado que es més afectada
por cambios pequenios de todos los parametros del modelo. Por el contrario el
carbono en vacuolas, carbono estructural y nitrégeno estructural son influidos
por un subconjunto pequenio de parametros.

1. INTRODUCCION

Para mejorar el rendimiento y calidad de hortalizas cultivadas en invernadero,
es necesario controlar y optimizar las variables ambientales. Para esto se requieren
modelos matematicos que simulen el crecimiento y desarrollo del cultivo. Una vez
que se obtiene la estructura del modelo, normalmente expresada en un conjunto de
ecuaciones diferenciales ordinarias no-lineales, es necesario llevar a cabo analisis de
incertidumbre y sensibilidad para entender mejor el comportamiento del modelo y
asi incrementar la confianza en esta representacién simplificada del sistema real. En
particular los analisis de sensibilidad estudian como la variacion de las salidas o va-
riables de estado de un modelo dindmico, pueden ser asignadas, en forma cualitativa
o cuantitativa, a las diferentes fuentes de variacién [6]. El andlisis de sensibilidad
es parte relevante del proceso de desarrollo de modelos mateméticos dindmicos de
un sistema agricola. Su objetivo es determinar como las variables que predice el
modelo son afectadas por la incertidumbre de los parametros. En general existen
dos enfoques para llevar a cabo un anélisis de sensibilidad: los métodos locales que
usan derivadas para plantear y resolver las llamadas ecuaciones de sensibilidad y los

69
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métodos globales que usan Funciones de Densidad de Probabilidades y simulaciéon
Monte Carlo [7]. Un andlisis de sensibilidad para los parametros de un modelo
didmico es 1til para seleccionar el subconjunto de parametros a ser determinado
mediante estimacién o calibracién. También para determinar que pardmetros son
poco significativos y pueden participar en la simplificacién del modelo [7].

El modelo NICOLET (NItrate COuntrol in LETtuce), propuesto para el cultivo
de lechuga (Lactuca sativa L.) [4, 5], tiene dos variables de estado: contenido de
carbono en las vacuolas y contenido de carbono en la estructura celular; el nicleo
de este modelo es un balance de flujos de carbono. La concentracién de nitratos en
las vacuolas se calcula algebraicamente a partir de la correlacion negativa entre la
concentracion de carbono y la concentraciéon de nitrégeno presente en las vacuolas.
Las salidas del modelo, como el peso seco de la planta, el peso fresco y el contenido
de nitratos, se calculan a partir de los estados mediante ecuaciones algebraicas.
Un anélisis de sensibilidad local para todos los parametros de este modelo se ha
presentado recientemente [1].

Existe una versién més compleja del modelo NICOLET incluyendo cuatro va-
riables de estado: carbono y nitrégeno en vacuolas ademés de carbono y nitrégeno
estructural [3]. Pero la versién mds compleja y completa [2] toma en cuenta las
variables de estado: carbono en las vacuolas y en biomasa estructural, un compar-
timiento para carbono en exceso y el contenido de nitrégeno en las vacuolas y en la
estructura celular. Esto ha incrementado la complejidad del modelo no sélo en sus
variables de estado sino también en sus pardmetros. Sin embargo, hasta ahora no
se ha estudiado el comportamiento del modelo NICOLET complejo, considerando
cambios pequenos en sus 18 pardmetros. Por lo tanto, el presente trabajo tuvo el
objetivo de efectuar un analisis de la sensibilidad local del modelo NICOLET con 5
variables de estado, en relacién a todos sus pardmetros, usando como variables de
entrada datos del clima dentro de un invernadero localizado en Chapingo, Estado de
México. El capitulo presenta primeramente una descripcién de un modelo dindmico
para crecimiento de lechugas. Describe en seguida el procedimiento normalmente
aplicado para obtener las llamadas ecuaciones de sensibilidad. Posteriormente se
discute la implementacién computacional tanto del modelo como de las ecuaciones
de sensibilidad local. En seguida se muestran los principales resultados obtenidos
mostrando las funciones de sensibilidad calculadas numéricamente y también los
indices de sensibilidad asociados con cada parametro. Finalmente se presentan con-
clusiones generales.

2.  EL MODELO DINAMICO PARA CRECIMIENTO DE LECHUGAS NICOLET

El modelo NICOLET [2] con cinco variables de estado, consta de tres comparti-
mientos para describir el comportamiento del cultivo a nivel celular. Uno representa
el contenido de carbono y nitrégeno en la biomasa no estructural (principalmente
glucosa del jugo celular). El segundo representa el contenido de carbono y nitrégeno
en la biomasa estructural (protefnas, carbohidratos de cadena larga, lipidos, lignina
y écidos orgdnicos). El tercer compartimiento representa el contenido de carbono
excedente (almacenes de biomasa estructural de largo plazo). Los compartimientos
estan conectados mediante los principales flujos de carbono y nitrégeno. El modelo
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dindmico consta de las ecuaciones diferenciales no-lineales siguientes:

(1) d]\(;ftcv = Fop — Fovs — Fog — Fom — Fove + Feeo
@) e - re,

(3) d]\dice = Fove — Feev

(4) df\gzw = Fnu— Fnus

o) s — P

donde las variables de estado son: carbono en las vacuolas (M, mol m~2), carbono
en la estructura (Mg, mol m~2), carbono excedente (Mce.mol m~2), nitrégeno en
las vacuolas (Mp,, mol m~2) y nitrégeno estructural (Mys, mol m~2). Las tasas
de cambio de las variables de estado dependen de los flujos de carbono y nitrégeno.
Los flujos de carbono considerados en el modelo NICOLET son los siguientes:

(6) Feop =p(I,Cca) fs(Mcs)Ap(Tew)
(7) Fovs = g(Ta) fs(Mcs)Avs(Tew)

(8) Fog = 0Fcys

(9) Fom = e(Ta) fs(Mcs)

(10) Fove =p(I,Cca) fs(Mcs)Ave(T'cv)
(11) Feey = 9(Ta) fs(Mcs) Aew(Tew) (1 + 0)

donde Fcy, (mol m™2s~1) representa la tasa de fotosintesis bruta, Fe,s (mol m=2s™1)
es el incremento de biomasa estructural, Fc, (mol m~2s71) es la respiracién de cre-
cimiento, Fy, (mol m~2s71) es la respiracién de mantenimiento, Foye (mol m=2s71)
representa el flujo de carbono no estructural hacia el almacén de exceso y Fgey
(mol m~2s71) es el flujo de carbono del almacén de exceso hacia el almacén de
carbono no estructural. Los flujos de nitrégeno son:

_ b
 Bw

(13) FN’US :rFC’US

(12) FNU (GFCUS_ﬁC(FCp_FCm_FCve+FCev))

donde Fy,, (mol m=2s71) es la absorcién de nitrégeno, Fiy,s (mol m~—2s71) es el
flujo de nitrégeno en el proceso de crecimiento. El proceso de fotosintesis de un
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follaje cerrado (p(I, Ccq),mol m=2571) es descrito mediante la ecuacién:

eloCe,

(14) p(I,Ccq) = m

La cantidad de radiacién interceptada (fs(Mces), adimensional) por el follaje es
calculada mediante la ecuaciéon exponencial:

(15) fs(Mcs) =1 —exp(—aMcs)

La respiracién de mantenimiento (e(Ty),mol m~2s~1) es calculada mediante la
ecuacion:

(16) e(Ty) = kexp(c(To —T7))

La tasa de crecimiento de biomasa estructural (g(7,),mol m~2s71) se estima
usando el modelo:

(17) g(Ta) = Ve(Ta)

El modelo NICOLET considera varias funciones de atenuacién [9] que dependen
de las variables de estado carbono en estructural y no estructural:

(18) Ap(Tow) = hp(Tew) + (1 = hp(Tew))€
(19) Ape(Tew) = (1 = hp(Tew))é

(20) Aev(Tew) = (1= hg(Tew))§

(21) Avs(Low) = hg(Tow)

También se incorporan dos funciones de saturacién [10]:

1
hy(Tow) = ——————
(22) (o) = e
(23) hy(Tew) = ————
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Dos ecuaciones auxiliares completan la descripcién del modelo:

_ BcMey
(24) Ty, = NiMo.
(25) G = NI+ Byr + Be(1 +0)

Las variables de entrada del modelo son la temperatura del aire (7,,°C), la
concentracién de diéxido de carbono (C¢q, ppm) y la radiacién fotosintéticamen-
te activa (I, Wm™2). Los pardmetros que aparecen en las ecuaciones (1)-(25) son
descritos en el Cuadro 1.

CUADRO 1. Pardmetros del modelo NICOLET con 5 variables de estado.

Parametro Simbolo Valor nominal Unidades
Coeficiente de extincion a 1.7 m2mol !
de la radiacién

Eficiencia fotosintética € 0.03 mol mol !
Conductancia foliar de CO5 o 6.0x1073 ms!
Potencial osmético 0 0.3 adimensional
Respiracién de mantenimiento k 0.25x1076 molm =251
Tasa de crecimiento especifica v 9.5 adimensional
Exponente en la funcién exponencial ¢ 0.0693 K1
Temperatura de referencia T* 20.0 °C
Presién osmética vacuolar debida a C Bc 0.6 m3 kPa mol™!
Presion osmética vauolar debida a N BN 6.0 m?3 kPa mol?
Volumen de agua asociado con una A 0.0009 m3mol !
unidad de carbono estructural

Potencial osmotico en las vacuolas II 580 kPa
Cociente C:N estructural r 0.16 mol mol !
Pendiente limite para la fotosintesis Sp 10 adimensional
Pendiente limite para el crecimiento 8¢ 10 adimensional
Frontera limite para la fotosintesis by 0.97 adimensional
Frontera limite para el crecimiento by 0.20 adimensional
Parametro de division & 0.4 adimensional

3. PROCEDIMIENTO DEL ANALISIS DE SENSIBILIDAD LOCAL

Ecuaciones de sensibilidad. Un anilisis de sensibilidad local [8] se basa en

el concepto de derivada, ya que la derivada 3§1 de una variable de salida Y} contra

una variable de entrada X; puede ser pensada como la definicién matemaética de la
sensibilidad de Y} contra X;. En el caso de modelos dindmicos se requiere obtener y
resolver las ecuaciones de sensibilidad [6] las cuales son un conjunto de ecuaciones
diferenciales ordinarias que se definen en forma matricial como:
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(26) U At p)5(0) + 2(1.p): S(0) = 0
tal que:
of(x,p)
(27) At) = T|x:x(t,p0)
of(x, p)
(28) M (1) = =5 P bexie
. 0
(29) S(t):Sij(t):M;izl,...,n;jzl,...,q
3pj

donde x representa el vector de las variables de estado, p es el vector de los para-
metros del modelo, v p° es el vector nominal de pardmetros, n es el nimero de
estados y ¢ el numero de parametros. Para nuestro caso el vector de los estados x
tiene dimension 5 y el vector p es de dimension 18 ya que contiene los elementos
mostrados en el Cuadro 1. Note que la ecuaciéon 26 es lineal pero con coeficientes
variables en el tiempo.

La matriz Jacobiana A(t) tiene dimensién n X n y representa la linealizacién del
sistema no lineal descrito por las ecuaciones (1)-(5) a lo largo de la trayectoria del
vector x(t). Mientras que la matriz M(t) tiene dimensién n x ¢g. Una vez obteni-
das estas ecuaciones se requiere resolverlas conjuntamente con el modelo dindmico.
Por lo tanto se resolvieron numéricamente un total de 90 ecuaciones diferenciales
de sensibilidad conjuntamente con las ecuaciones de estado (1)-(5). Las derivadas
parciales requeridas por las matrices A(t) y M(t) fueron calculadas analiticamente.
Cabe mencionar que el modelo dindmico del sistema lechugas cultivadas en inver-
nadero, puede ser descrito mediante la ecuacién vectorial:

dx
dt
donde u representa el vector de las variables de entrada y f es un vector de funciones
no lineales del modelo dindmico. Para facilitar la interpretacion de las sensibilidades
locales, se calcularon las sensibilidades relativas mediante la ecuacion:

(30) = f(x,u,p);x(to) = %o

P Oxy(t)
zi(t) Opf

(31) Sij(t) =

Esto significa que el pardmetro p; serd mas influyente sobre la variable de estado
x;(t) si |S;;(t)| se encuentra mas alejado de cero y viceversa. Para poder ordenar
las sensibilidades relativas, es posible calcular un indice de sensibilidad como sigue:

b
(32) j / 1S()] da
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FIGURA 1. Variables climéticas medidas dentro del invernadero y
usadas como variables de entrada del modelo NICOLET

donde a y b representan los tiempos de inicio y fin de la simulacion, respectivamente.

Variables de entrada. Las variables climéticas (Figura 1) que requiere el mo-
delo NICOLET fueron medidas dentro de un invernadero con cubierta de plastico,
localizado en Chapingo, Estado de México. El tiempo de muestreo fue cada 15 min.

4. IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

El modelo dindmico para crecimiento de lechugas definido por las ecuaciones (1)-
(25) fue programado en el ambiente Matlab-Simulink (Mathworks Inc., 1984-2009).
Se utilizé una subrutina escrita en lenguaje C con la finalidad de incrementar la ve-
locidad de las simulaciones. Se usaron los valores nominales de los pardametros para
ejecutar simulaciones preliminares. También se llevé a cabo una calibracién manual
para mejorar el ajuste de las predicciones a las mediciones de peso fresco y seco
total del cultivo. Se programé una segunda rutina en lenguaje C conteniendo tanto
el modelo dindmico como las ecuaciones de sensibilidad (26). En total se programa-
ron 95 ecuaciones ecuaciones diferenciales ordinarias. Para la integraciéon numérica
se uso el método de Dormand-Prince (funcién ode45.m de Matlab-Simulink) de
cuarto orden con tamano de paso de integracion variable, una tolerancia relativa
de 1.0x10719 y una tolerancia absoluta de 1.0x107~12.

5. RESULTADOS Y DISCUSION

Funciones de sensibilidad. Las Figuras 2-18 muestran las funciones de sensi-
bilidad relativa calculadas. Aparentemente la variable de estado carbono en exceso
es la variable més afectada por cambios pequenos en todos los pardmetros del mo-
delo NICOLET. También es claro que las funciones de sensibilidad tienen diferentes
valores de acuerdo a la variable independiente tiempo. Varias variables de estado
muestran valores de cero para algunos parametros. Esto significa que estos para-
metros no son influyentes en el comportamiento del modelo.
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F1GURA 2. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con res-
pecto al coeficiente del extincién de la radiacion

FiGuRrA 3. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con res-
pecto al parametro eficiencia fotosintética

La Figura 2 muestra que el carbono (C) en exceso es més sensible a cambios
pequenos del parametro coeficiente de extincién de la radiaciéon. También muestra
que el efecto de este pardmetro es mayor al inicio del periodo de crecimiento, para
los restantes cuatro estados, lo cual es consistente con el papel que el coeficiente
de extincién de la radiacién tiene en el proceso de intercepcion de radiaciéon solar.
Un comportamiento similar se observa para el caso de los parametros de eficiencia
fotosintética (Figura 3) y de conductancia foliar de COs (Figura 4).

En contraste el papel del pardmetro potencial osmético resulté ser poco relevante
para todas las variables de estado del modelo a excepcién del carbono en exceso
(Figura 5). En este caso el efecto fue mayor a partir de 20 dias del periodo de
crecimiento del cultivo.

El efecto del parametro respiraciéon de mantenimiento fue mayor a medida que
se incrementé el periodo de crecimiento del cultivo (Figura 6), especialmente en el
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F1GURA 4. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con res-
pecto al parametro conductancia foliar de diéxido de carbono

FIGURA 5. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con res-
pecto al pardmetro potencial osmético

FI1GURA 6. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con res-
pecto al pardmetro respiracién de mantenimiento
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F1GURA 7. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con res-
pecto al parametro tasa especifica de crecimiento

FiGuRrA 8. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con res-
pecto al exponente de la funcién de crecimiento exponencial

caso del carbono en exceso. Un comportamiento semejante fue encontrado para el
pardmetro tasa especifica de crecimiento (Figura 7).

El exponente de la funcién de crecimiento exponencial afecta en forma poco
significativa al carbono en el compartimiento de exceso, para las otras variables
es practicamente irrelevante (Figura 8). Por su parte la temperatura de referen-
cia afecta significativamente el comportamiento de todas las variables del modelo
NICOLET complejo, ya que las sensibilidades relativas crecen o decrecen a lo lar-
go del ciclo de crecimiento del cultivo (Figura 9). La variable més sensible a este
paréametro fue el carbono en exceso.

Tanto el pardmetro presién osmdética vacuolar debida a carbono (Figura 10) co-
mo a nitrégeno (Figura 11) resultaron ser poco importantes para todas las variables
del modelo NICOLET complejo, a excepcién de la variable nitrégeno en las vacuo-
las quien aparentemente es afectada por este parametro dentro de los primeros diez
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FiGURA 9. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con res-
pecto a la temperatura de referencia

FicUurRA 10. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con
respecto al parametro presién osmoética vacuolar debida a carbono

(©)

dias del ciclo de crecimiento del cultivo.

El parametro relacionado con el volumen de agua por unidad de carbono estruc-
tural s6lo fue importante para el carbono en exceso a lo largo de todo el intervalo
de crecimiento (Figura 12) y el nitrégeno vacuolar pero unicamente durante los
primeros dias del ciclo de crecimiento del cultivo. En forma similar el parametro
potencial osmético en vacuolas resulté ser relevante solamente para el comparti-
miento de carbono en exceso.

El efecto del cociente carbono-nitrégeno estructural fue notable para la variable
de estado nitrégeno en vacuolas (Figura 13), especialmente dentro de los primeros
diez dias del periodo de crecimiento del cultivo. También se observé un efecto, aun-
que menor, sobre el nitrogeno estructural a lo largo de todo el ciclo de crecimiento
del cultivo.
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FiGURA 11. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con
respecto al pardmetro presiéon osmética vacuolar debida a nitrégeno

(N)

FI1GURA 12. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con
respecto al pardmetro volumen de agua asociado con una unidad
de carbono estructural

Aunque las sensibilidades relativas de todos los estados con respecto al parametro
pendiente limite para la funcién de fotosintesis, fueron pequenas, puede notarse que
el papel de este parametro es mayor durante los primeros treinta dias del intervalo
de crecimiento del cultivo (Figura 14). En contraste las sensibilidades relativas con
respecto a la pendiente limite para el crecimiento fueron crecientes o decrecientes
para todas las variables de estado (Figura 15). La variable carbono en exceso es
drasticamente afectada por este parametro.

Las sensibilidades relativas de todos los estados con respecto al parametro fron-
tera limite para la fotosintesis fueron también pequenas, pero su efecto fue mayor
durante los primeros 40 dias de crecimiento del cultivo (Figura 16). En contraste las
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FiGUurRA 13. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con
respecto al pardmetro cociente carbono nitrégeno estructural

Ficura 14. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con
respecto al pardmetro pendiente limite para la fotosintesis

F1GurA 15. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con
respecto al pardmetro pendiente limite para el crecimiento

81
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FiGURA 16. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con
respecto al pardmetro frontera limite para la fotosintesis

FiGURA 17. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con
respecto al pardmetro frontera limite para el crecimiento

sensibilidades con respecto al pardmetro frontera limite para el crecimiento fueron
considerablemente mayores y tuvieron maés relevancia durante los primeros veinte
dfas del perfodo de crecimiento (Figura 17).

Aunque las sensibilidades relativas fueron muy pequenas para todas las variables
de estado de modelo NICOLET complejo, respecto al coeficiente de particionamien-
to, las funciones de sensibilidad calculadas (Figura 18) permiten observar que existe
un efecto mayor durante los primeros 20 dias del ciclo de crecimiento del cultivo.

Indices de sensibilidad local. La tabla (Figura 19) muestra los indices de sen-
sibilidad calculados para todos los pardmetros del modelo NICOLET. Claramente
los valores absolutos mas grandes corresponden a la variable de estado carbono en
exceso, por lo tanto esta variable fue la mas sensible. Esto confirma lo observado en
las funciones de sensibilidad. Varios indices resultaron ser cero lo cual significa que
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FiGUurA 18. Sensibilidades relativas del modelo NICOLET con
respecto al pardmetro de particionamiento

para estos parametros el modelo no es sensible. De acuerdo a los indices de sensibili-
dad los parametros mas importantes para el carbono en las vacuolas fueron en orden
decreciente: la pendiente limite para la funcién de crecimiento (s,), la eficiencia fo-
tosintética (€), la temperatura de referencia (T*) y la respiracién de mantenimiento
(k). Para el carbono estructural fueron, también en orden decreciente: la pendiente
limite para la funcién de crecimiento (s,), la temperatura de referencia (T*) y el
coeficiente de extinciénde la radiacién (a). Para el carbono en exceso son todos ex-
cepto la presién osmdtica debida a nitrégeno (By), el cociente C:N estructural (r),
la pendiente limite para la fotosintesis (sp), la frontera limite la fotosintesis (b,) y
el pardmetro de divisién (£). Los pardmetros mds importantes para el nitrégeno en
las vacuolas son todos excepto el potencial osmético (6), el exponente de la funcién
exponencial (c), la pendiente limite para fotoséntesis (s,), la frontera limite para
la fotosintesis (b,), la frontera limite para el crecimiento (b,) y el paramétro de
particionamiento (). Finalmente, para el nitrégeno estructural, en forma similar
a lo observado en el carbono estructural y en vacuolas, pocos pardmetros afectan
mayormente su comportamiento, estos fueron en orden decreciente: la pendiente
limite para la funcién de crecimiento (s,), la temperatura de referencia (T*), el
coeficiente de extincién de la radicién solar (a), la tasa de crecimiento especifica
(v) y el coeficiente de respiracién de mantenimiento (k). Es importante destacar
que un comportamiento similar al encontrado en el presente estudio fue reporta-
do previamente para las variables carbono en las vacuolas y carbono estructural [1].

6. CONCLUSIONES

La metodologia del andlisis sensibilidad basado en el célculo de derivadas, para
los pardmetros del modelo NICOLET de cinco variables de estado, permitié deter-
minar que la variable carbono en exceso es las més afectada por cambios pequenos
en todos los parametros del modelo. La segunda variable més afectada por la ma-
yoria de los parametros del modelo NICOLET fue el nitrégeno en las vacuolas.
Finalmente, el carbono, el nitrégeno estructural, asi como el carbono en las vacuo-
las, resultaron ser afectados mayormente por pocos pardmetros. Estos resultados
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FicuraA 19. Indices de sensibilidad calculados para el modelo NI-
COLET con cinco variables de estado.
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pueden ser usados para estudios de calibracién del modelo NICOLET complejo
usando datos experimentales. Sin embargo, dado que una calibracién de todos los
pardmetros del modelo NICOLET para la variable de estado carbono excedente, es
probable que genere estimaciones imprecisas, se requiere investigacién futura para
indagar el potencial del enfoque de anélisis de sensibilidad global para confirmar o
mejorar los resultados obtenidos con el enfoque de andlisis de sensibilidad local.
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CAPITULO 7

ESTUDIO NUMERICO DE LAS ECUACIONES DE
POISSON-NERNST-PLANCK EN CELDAS DE COMBUSTIBLE
SIN MEMBRANA

MIGUEL GONZALEZ VAZQUEZ
LORENZO HECTOR JUAREZ VALENCIA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS, UAM - IZTAPALAPA

RESUMEN. Una celda de combustible es un dispositivo de conversién electro-
quimica que se alimenta de manera continua de combustible (por ejemplo
hidrégeno) y de un oxidante (el cual puede ser oxigeno), para producir elec-
tricidad de corriente directa a través de reacciones quimicas de tipo reduc-
cién-oxidacion. La celda de combustible sin membrana, es una tipo de celda
de combustible donde la separacién de los reactantes (combustible y oxidante)
se obtiene por flujo laminar estable. El modelo fisico incorpora la teoria elec-
troquimica (ecuaciones de Poisson-Nernst-Planck) y la teorfa de dindmica de
fluidos (ecuaciones de Navier -Stokes). En este trabajo se presentan los resul-
tados numéricos obtenidos aplicando el método de elemento finito en una y
dos dimensiones, para el caso de estacionario, pero con méas de dos especies
iénicas, el cual es modelado por las ecuaciones de Poisson-Nernst-Planck.

1. INTRODUCCION

Las celdas de combustible son una importante fuente de energia alternativa por
ser de cero emisiones contaminantes. Entre las principales aplicaciones de las cel-
das de combustible se encuentran: fuentes de energia en lugares remotos (naves
espaciales, estaciones meteorolégicas alejadas, parques grandes, localizaciones ru-
rales), aplicaciones de cogeneracién (uso combinado de calor y electricidad) para
viviendas, edificios de oficinas y fabricas, plantas de potencia, vehiculos eléctricos,
sistemas auxiliares de energia, sistemas de apoyo a la red eléctrica, equipos eléctri-
cos portétiles (teléfonos celulares, computadoras, reproductores de musica), etc.,
1,2, 3, 4].

La eficiencia de estas celdas es generalmente mucho mayor que en la produccién
de electricidad moderna, las cuales tienen una eficiencia a lo mds de 40 % (para el
caso de plantas de energia a base de combustible 6sil), comparando con algunas
celdas de combustible que alcanzan hasta un 70 %, [2, 4]. Los componentes de una
celda de combustible son:

Electrélito: Cualquier sustancia que contiene iones libres, los que se comportan
como un medio conductor eléctrico. El tipo de electrdlito depende de la celda de
combustible.

Catalizador: Agentes quimicos encargados de acelerar las reacciones quimicas, el
mas comun de los catalizadores es el platino. Algunas celdas de combustible a altas
temperaturas no necesitan de un catalizador para comenzar la reaccién.
Ensamble de membranas de electrodos: Membranas electroliticas acopladas,
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localizadas entre la capa difusiva del gas y el catalizador, con dos placas para los
campos de flujo en las salidas (dnodo y cdtodo).

FIGURA 1. Esquema de una celda de combustible con membrana
de intercambio de protén a base de hidrégeno.

Las celdas de combustible trabajan por reaccién quimica de tipo reduccién-
oxidacion. Una celda estdndar contiene un dnodo, un catodo y una capa electrolitica
en un tipico sistema como se muestra en la figura 1. El electrdlito permite el paso
de los iones de hidrégeno con carga positiva, mientras que los electrones cargados
negativamente pasan a través de un circuito externo, lo cual genera una corriente
eléctrica. En la interfaz con el catodo, el catalizador crea una reaccién con el oxigeno
durante el cual se produce agua y (por un principio exotérmico) calor. Una clase de
celdas de combustible son las llamadas celdas de combustible sin membrana 6 tam-
bién llamadas celdas de combustible de flujo laminar (Laminar Flow Fuel Cells,
LFFC), donde la separacién de los reactantes (el combustible y el 6xido), se genera
por flujo laminar estable, [4, 5].

Las celdas de combustible sin membrana, son una conveniente alternativa que
ofrece considerables ahorros en el desarrollo de celdas de combustible. Ademas de
las ventajas econémicas obvias, las celdas de combustible evitan problemas técnicos
inherentes en las celdas de combustible con membranas a base de polimeros, como
es el cruce del combustible y que la membrana se seque.

2. MODELO MATEMATICO

Consideremos una celda de combustible donde el combustible y el oxidante fluyen
de izquierda a derecha, entre dos electrodos de plata. El dnodo y el catodo estan
del lado del combustible y del oxidante respectivamente (ver figura 2). El flujo de
los reactantes genera una corriente eléctrica por una reaccion redox, la cual ocurre
entre los electrodos cuando los cationes se desplazan del &nodo al cdtodo, generando
una diferencia de voltaje en los electrodos. Por lo tanto, si se fijan los electrodos a
un circuito externo, es posible extraer la energia eléctrica de la celda.

Supongamos que los electrélitos son fluidos Newtonianos incompresibles, y que
ademds, tienen la misma viscosidad p y densidad de masa p. Las ecuaciones que
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Ficura 2. Celda de combustible sin membrana con configuracion Y.

modelan este fendmeno son las ecuaciones de Navier-Stokes, que describen la dindmi-
ca de fluidos, y las ecuaciones de Poisson-Nernst-Planck que describen la elec-
trodindmica (dindmica de las especies iénicas).

Las ecuaciones de Navier-Stokes para la dindmica del flujo de fluidos son

0
(1) P (altl +u-Vu> = —Vp+ uViu - p, Ve,
(2) V-u=0,
donde

N
(3) pq=F <Z Zicz) ;
i=1

denota la densidad de carga, u la velocidad del fluido, p la presién, F' la constante
de Faraday, los términos C; denotan las concentraciones de carga molar de cada
una de las N especies iénicas (ya sean las asociadas al combustible, al oxidante
y otras que pueden surgir por las reacciones quimicas entre las anteriores) y ¢ el
potencial eléctrico en la celda de combustible. Las ecuaciones (1) y (2) describen la
conservacion de momento y masa del fluido, respectivamente.

La ley de Gauss V - E = p,/eg, con eg la permitibilidad del electrolito, implica
que el potencial eléctrico ¢ debe satisfacer la ecuacion de Poisson

2
(4) —esV7p = pg.
Las ecuaciones de Nernst-Planck para la distribucién de las especies iénicas son

(5) aact’ +u-VC; =D;V- (VC’iJr;TC’?;V(b) parai=1,2,3,..., N,

donde D; y z; denotan el coeficiente de difusién y el nimero de valencia de la i-
ésima especie iénica, respectivamente, R es la constante universal de los gases y
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T es la temperatura absoluta El primer término del lado derecho de la ecuacion
(5) representa el flujo de iones debido a la difusién (gradientes de concentracién),
mientras que el segundo describe el flujo de iones debido a la electromigracién (gra-
dientes de voltaje).

La conductividad eléctrica se define como

2 N

i=1

En la superficie de los electrodos, se acumula exceso de carga, mientras que en
el electrdlito se forma una capa cerca de los electrodos, la cual tiene una carga
eléctrica de grosor significativo. Esta capa de electrélito con carga neta se conoce
como la doble capa de Gouy-Chapman-Stern, y estd formada por una zona interna
llamada capa compacta, y una zona un poco mayor llamada parte difusiva (figura
3). La parte compacta estd compuesta por moléculas absorbidas en la superficie del
electrodo y tiene un grosor A\g (Capa Stern) que es del orden del didmetro de una
molécula. El grosor de la parte difusiva, Ap (longitud de Debye), puede ir del orden
de 107 m a 1077 m.

F1cauraA 3. Efecto de doble capa cerca del electrodo positivo (dnodo).

Debido al exceso de carga en la doble capa, se genera un potencial eléctrico ¢. La
teoria de Gouy-Chapman-Stern indica que V¢ es una constante negativa en la parte
compacta de la doble capa y se acerca asintéticamente a cero en la capa difusiva,
[7]. Para este modelo, se deben considerar las siguientes condiciones iniciales para
los electrodos. En [8] se supone un decaimiento lineal de voltaje sobre la capa de
Stern, por lo tanto

S [ ¢—V enel dnodo,
(7) V¢ -n= s con ¢ = ) en el catodo,
donde A\g = €5/Cs es el grosor de la capa de Stern, Cg es la capacitancia de la
capa de Stern, y ( es llamado el potencial zeta. El potencial de referencia se escoge
como cero en el catodo y como V en el dnodo.
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Para las concentraciones de carga supondremos que no hay escape de iones a
través de los electrodos, es decir,

RT

Para la velocidad del fluido en los electrodos, se impondra un tipo de condicién
de frontera de no deslizamiento, esto es,

(9) u=20.

(8) (VC’Z-+ C¢V¢>on0 parai=1,2,3,...,N.

3. DENSIDAD DE CARGA EFECTIVA

Una simplificaciéon del modelo de celda de combustible sin membrana modela-
do por las ecuaciones (1),(2),(4),(5) sujeto a las condiciones de frontera (7)-(9),
se obtiene al considerar la celda de combustible como una micro bateria, donde
los electrolitos no se mueven, es decir, u = 0. Puesto que la velocidad del fluido
no estd presente, el modelo simplificado queda determinado por las ecuaciones de
Poisson-Nernst-Planck
oC; zi F

=D,V (VC’l + BT

(10) ot

N
(11) —esV?p=F (Z z@-) .

i=1

CiV¢) parai=1,2,3,..., N,

Para este problema simplificado se consideran las condiciones de frontera

i F
(12) (VCi+;TCiV¢> ‘n=0 parai=1,23,...,N,
y
| +v en el dnodo,
(13) ¢+ AsVo-n = { —v en el cdtodo.

La primera condicién de frontera corresponde a electrodos “idealmente polariza-
bles” 6 “completamente bloqueados”sin procesos de Faraday, lo cual significa que
no hay flujo i6nico sobre los electrodos.

En trabajos recientes, [5, 6, 8], se ha estudiado el caso binario (dos sustancias
iénicas con carga opuesta) utilizando condiciones de frontera consistentes con las
ecuaciones de Poisson-Nernst-Planck, las cuales aparecen de manera natural en la
formulacion variacional del problema.

4. RESULTADOS NUMERICOS

Las ecuaciones de Poisson-Nerst-Planck forman un sistema de ecuaciones difer-
enciales parciales altamente no lineales debido a que se encuentran fuertemente
acopladas, y por lo tanto, no es posible encontrar soluciones analiticas, salvo que
se consideren simplificaciones adicionales del modelo. Para el caso de celdas de
combustible, las ecuaciones de Poisson-Nernst-Planck (10), (11) con condiciones de
frontera (12), (13), son ecuaciones diferenciales rigidas que tienen soluciones con
gradientes muy grandes cerca de los electrodos, por lo cual se requiere de métodos
numéricos eficientes para encontrar su soluciéon. En particular éstos métodos deben
superar dos dificultades: introducir un esquema de integracién en el tiempo que
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permita romper el fuerte acoplamiento, sin degradar la solucién; y resolver bien las
escalas del problema, principalmente cerca de los electrodos donde se manifiestan
gradientes muy altos de voltaje y concentraciones de iones, efecto del grosor de la
capa de Stern \g, y de la capa difusiva Ap.

Para resolver las dificultades anteriores, proponemos la siguiente estrategia: sea
At, el paso para la discretizacién del tiempo, y sean C;" = C;(x,nAt), ¢" =
$(x,nAt), parai = 1...,N. Dados los valores iniciales C;° parai=1,..., N y ¢°,
encontrar la soluciéon para tiempos subsecuentes aplicando el siguientes algoritmo:

Paran=0,1,2,..., encontrar C;" ! y ¢"*! resolviendo
ettt -an iDiF’
(14) —Qar D;V2C;"th = ZWV (C;"V¢™) parai=1,...,N,

N
(15) esVipntl = F (Z ziC'i"H) )
i1

El costo de este algoritmo es la solucién de N+1 ecuaciones elipticas desacopladas
para cada paso de tiempo, las cuales son resueltas empleando el método de elemento
finito. Una vez encontradas las concentraciones, es posible calcular la conductividad
eléctrica y la densidad de carga, por medio de las férmulas

F2 N N
(16) 0" = o ZDCT )y pp=F ) zCr,
1 1=1

1=

respectivamente.

4.1. Modelos Unidimensionales. El objetivo de estudiar el caso unidimen-
sional es comparar los resultados que se obtiene aplicando el algoritmo anterior con
los resultados existentes en [5] (para el caso de dos especies), en donde se presen-
tan soluciones aproximadas que se han obtenido con técnicas numéricas diferentes.
Para los modelos unidimensionales, consideremos Q = [—1, 1], eg = 0.25, Ag = 0.05,
At =0.001, F = RT, como en [5], y las ecuaciones

(17) =D 9 T RT iax) parai=1,23 ..., N,

ot "oz

9% al

sujeto a las condiciones de frontera

(19) =0 parazx=-1,1, i=1,...,N,

dx ' RT 'ox
y
_ . _ | —¢ eneldnodo (z =—-1),
(20) v=AsVe-n= { +¢ en el cdtodo (z =1),
e iniciales
(21) Ci(x,0) =¢;, z€[-1,1], i=1,...,N,

(22) ¢(z,0) = vz, =z€[-1,1].
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Tomando N = 2, los valores de los parametros D1 = Dy = 0.5, 21 = 1, 29 = —1,
c1 = ¢cg = 0.5, v = 1y ocupando una malla de 100 nodos con refinamiento de
orden 10~% cerca de los electrodos se obtienen los resultados para el tiempo ¢t = 1

mostrados en la figura 4.
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(¢) Conductividad eléctrica o.
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0.8
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C,x1)
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L
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®x.1)

081
0.6
0.4r

0.2

Sol. Elemento Finito
® Sol. Bazant

-1 -05 0 05 1
X

(E) Potencial eléctrico ¢.

FIGURA 4. Soluciones para t = 1, o, p; y ¢ comparadas con los
resultados obtenidos en [5, 6].

La presencia de gradientes altos en las soluciones cerca de los electrodos, revelan
la formacién de capas limite cerca de ellos. El voltaje simétrico externo aplicado
genera una solucién simétrica, en la cual en la mayor parte del intervalo se observa
electroneutralidad méas conductividad constante, mientras el voltaje aumenta lin-
ealmente en esa misma region. Por otra parte las soluciones para las concentraciones
de carga de los iones con carga positiva y negativa son mas altos en los electrodos de
cargas opuestas respectivamente. Como se puede observar las soluciones obtenidas
por elemento finito para o, pg y ¢, coinciden en forma excelente con los resultados
en [5], donde las ecuaciones de Poisson-Nernst-Planck se resuelven en términos de
0, pq ¥y ¢. La figura 5 muestra las soluciones para diferentes valores de tiempo,
dentro del que se encuentra el estado estacionario (¢ ~ 14.1551).

c,(x0) 00
14 14

= 0 t= 0
12r 12 1

t= 3
1=14.1551

= 05

t= 1

1 e 2
=3

—— =14.1551

08t 08 4
04r _\ 0.4 r 4
02t 02 4

(A) Concentracién de carga
positiva C.

(B) Concentracién de carga
negativa Cs.

Cuando el potencial inicial es cambiado por ¢(z,0) = 4z, es decir, v = 4, el
estado estacionario se alcanza en t ~ 28.8155, para este tiempo las soluciones que
se obtienen se muestran en la figura 6.
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FIGURA 5. Soluciones para diferentes valores de t.
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1=28.8155

-5

(c¢) Conductividad eléctrica o. (D) Densidad de carga pq.

o

=3
— 1=28.8155| |

-1 -05 0 05 1
x

(E) Potencial eléctrico ¢.

F1GurA 6. Soluciones para diferentes valores de ¢, cuando v = 4.

Puesto que la diferencia de potencial inicial para v = 4 es mayor que para v = 1,
entonces el campo eléctrico es mas intenso, por tal motivo la conductividad eléctri-
ca desciende en el bulto (interior del intervalo [—1,1]) y permanece electroneutra,
mientras que cerca de los electrodos aumenta draméticamente, otro efecto es que
las concentraciones de carga aumentan considerablemente en los extremos con gra-
dientes mas altos, comparados con las soluciones cuando v = 1.

4.1.1.  Casos con Mds de Dos FEspecies (Problema Multiénico). Tomando ahora
N = 4 junto los valores de los parametros D1 = Dy = D3 = Dy = 0.5, 21 = 29 = 1,
z3 =24 =—1,¢c1 =cog =c3 =c4 =0.25, v =1 y ocupando la misma malla que en
los problemas anteriores, los resultados que se obtienen para diferentes valores de ¢
se muestran en la figura 7.
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FI1GURA 7. Soluciones para diferentes valores de ¢ para 4 especies iénicas.

Las especies que tienen las mismas carga también tienen la misma solucién, esto
es consistente ya que la solucién del esquema de elemento finito es el mismo para
los iones con misma carga y mismas condiciones iniciales y de frontera. Este modelo
se puede ver como el modelo de 2 especies iénicas, por lo cual las soluciones para
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0y pq coinciden también con dicho modelo.
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Las soluciones anteriores se obtuvieron para especies iénicas con el mismo co-
eficiente de difusién, en los siguientes resultados unidimensionales se consideran
coeficientes de difusién distintos. Sea N =2, D1 =1, Dy = 0.5, 21 = 1, 29 = —1,
¢y = ¢ = 0.5, v = 1 nuevamente con la malla de los problemas anteriores, se
obtienen los resultados mostrados en la figura 8, para diferentes valores de t.

C,(x0) C,x0
1.4 14
t= 0 t= 0
12r t= 05 12 t= 05
= 1 = 1
1t e 2 1 e 2
= 3 L= 3
—— 1=60.7829 — 1=60.7829
0.8 0.8
c, C,

o6} 06 :
021 0.2 1
ol ‘ ‘ ‘ ‘ ol ‘ ‘ ‘ ‘
-1 -05 0 05 1 -1 -05 0 05 1
x x

(A) Concentracién de carga (B) Concentracién de carga
positiva C. negativa Ca.
o(x)
14 Pyxt)
15
< os E 0
— 1 t= 05 1
el —
L e 2
g 05 e 3 ]
1=60.7829 — 12607829
pq 0 4
o5 J
o J
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ sl ‘ ‘ ‘ ‘
-1 -0.5 0 0.5 1 - -0.5 0 0.5 1
x x
(¢) Conductividad eléctrica o. (D) Densidad de carga pq.
L)
1 T T T T
081
0.6
041
0.2

—1=60.7829| |

0 05 1
X

(E) Potencial eléctrico ¢.

FI1GURA 8. Soluciones para diferentes valores de t.
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Para este caso se puede observar que la conductividad eléctrica ya no presenta
simetria, esto se debe al hecho de que los iones con carga positiva se desplazan con
el doble de rapidez que los iones con carga negativa, ocasionando con esto la pérdida
de la simetria, y que el tiempo en el que se alcanza el estado estacionario aumente,
pues las concentraciones de los iones con carga negativa requieren de mayor tiempo
para alcanzar su estado estacionario.

Si N = 37 D1 = 1, D2 = 0.57 D3 = 0.75, Z] = 29 = 1, zZ3 = —1, Cl = Cy = 0.25,
c3 = 0.25, v = 1, los resultados que se obtiene se muestran en la figura 9, para
diferentes valores de t.
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FI1GURA 9. Soluciones para diferentes valores de t.

Para este caso la soluciéon para la conductividad eléctrica tampoco presenta
simetria.

4.2. Modelo Bidimensional. El modelo bidimensional que se presenta a con-
tinuacion es una generalizacion del caso unidimensional para el caso de dos especies.
Consideremos Q = [0,10] x [—1,1], es = 0.25, Ag = 0.05, At = 0.001, F = RT, y

las ecuaciones

ac, WF -
(23) o D;V - (VCQ—FRTCZV(b> parai=1,2,3,...,N,
N
(24) —esV2¢ = F (Z Zi@‘) ;
i=1

sujeto a las condiciones de frontera

iF .
(25) (VC’iJr;TC’iVQS)-nO paray=—-1,1, z€[0,10], i=1,...,N,

y
(26) orasvon={ T o)
e iniciales
(27) Ci(z,y,0) =¢;, (x,y)€]0,10] x [-1,1], i=1,...,N,
(28) b(z,5,0) = vy, (2,y) € [0,10] x [~1,1].
Aplicando el algoritmo de solucién dado al principio de esta seccién, para N = 2,
Dy =Dy=05,21=1, 20 =—1, ¢y =co = 0.5, v =1y empleando para este caso

una malla triangular lineal de 100 x 20 nodos con orden igual a 10~4, se obtienen
las soluciones de la figura 10 para t = 1.
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Cxy

(A) Concentracién de carga (B) Concentracién de carga
positiva C7. negativa Ca.
(c) Conductividad eléctrica o. (D) Densidad de carga pq.

(E) Potencial eléctrico ¢.
FicuraA 10. Soluciones para el problema bidimensional ¢ = 1.

Como se puede observar los valores de C7, Cs, ¢, 0 y p son constantes a lo largo
del eje x, esto es consistente, ya que el flujo de los iones es transversal a dicho eje,
al no existir un flujo paralelo a este eje. En la figura 11 se muestran los resultados
obtenidos para este modelo en una secciéon transversal al eje x, y se compara con
las soluciones del modelo unidimensional.
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C,(xy.1) Cy(xy.1)

091 1 0.9 T
0.8} 1 08 ]
MEF 1D
0.7 MEF 2D 1 0.7 1
20.61 9 206 4
05 — 05 E
04 — 04 g
03f E 03 E
0.2 0.2
-1 -05 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
y y
(A) Concentracién de carga (B) Concentracién de carga
positiva Cq. negativa Cs.

a(xy.1)

-1 -0.5 0 05 1 -1 -0.5 0 05 1
y y
(c) Conductividad eléctrica o. (D) Densidad de carga pq.

@xy.1)

(E) Potencial eléctrico ¢.

Ficura 11. Comparacién de las soluciones obtenidas para 1 y dos
dimensiones cuando ¢t = 1.

Las soluciones obtenidas en el caso bidimensional coinciden con las soluciones del
modelo unidimensional, la diferencia entre cada una de ellas es del orden de 107,
por lo cual el método de soluciéon para las ecuaciones de Poisson-Nerst-Planck en
una y dos dimensiones dan una buena aproximacién de la soluciéon obtenida en
[5], pero en este caso, resolviendo las ecuaciones antes mencionadas en términos de
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las concentraciones de carga de las especies idnicas involucradas en la dindmica de
estos problemas.

5. CONCLUSIONES

Para resolver las ecuaciones de Poisson-Nernst-Planck, que modelan de la dinami-
ca de carga de N especies idnicas bajo la accién de un potencial externo en una
celda de combustible, se aplicé un esquema semi-implicito para discretizar en el
tiempo, en combinacién con el método de elemento finito. Se obtuvieron resultados
para el modelo unidimensional de una celda electroquimica con la interaccion de las
especies i6nicas, empleando una malla no uniforme, con mucho mayor refinamiento
en las regiones cercanas a las capas limite. Dichos resultados concuerdan muy satis-
factoriamente con la teorfa electroquimica y con los resultados obtenidos en [6]. El
estudio se extendi6 al caso mas realista en el que el electrdlito contiene mas de dos
especies iénicas, y también se abordé un caso particular del modelo bidimensional,
obteniendo resultados muy satisfactorios en ambos casos.

También se abordaron problemas de celdas de combustible con diferente coe-
ficiente de difusién. La diferencia obtenida entre los modelos con coeficientes de
difusién iguales y diferentes, radica en que en los primeros, las soluciones para
la conductividad eléctrica presentan simetria con respecto al origen, mientras que
para el segundo caso, las soluciones para la conductividad eléctrica ya no es asi,
esto es debido a que las especies idénicas con menor coeficiente de difusion requieren
de mayor tiempo para alcanzar su estado estacionario, lo cual aumenta el tiempo
para que el sistema completo también alcance su estado estacionario. Esto tltimo
se debe a que las escalas de tiempo difusivo son diferentes, dando lugar a proble-
mas de rigidez, muy dificiles de abordar numéricamente. Sin embargo, el esquema
aplicado, aun en estos casos, proporcioné resultados satisfactorios.
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CAPITULO 8

INTRODUCCION A LAS FUNCIONES DE CONTROL DE
LYAPUNOV

EVODIO MUNOZ AGUIRRE
FACULTAD DE MATEMATICAS, UNIVERSIDAD VERACRUZANA

RESUMEN. Se exponen de manera escueta los conceptos relacionados con fun-
ciones de Lyapunov, se muestran algunos casos particulares para ejemplificar
el teorema principal de este tema. Posteriormente se explican los principales
problemas que aborda la teoria de control, asi como los principales tipos de
control. Por 1dltimo, se escribe una breve descripcién del problema que determi-
na el concepto principal de éste trabajo, el de funcién de control de Lyapunov;
se exponen ademads algunos ejemplos y resultados.

1. INTRODUCCION

Se ha mostrado en varios textos, por ejemplo en [7], [3], [9], que la estabilidad
de un punto de equilibrio de un sistema no lineal puede ser estudiada mediante
la estabilidad del punto critico del sistema lineal pero bajo ciertas condiciones.
Sin embargo, no se puede concluir algo sobre la estabilidad cuando no se cumplen
estas condiciones determinadas. Aun mas, muchas veces se requiere saber el com-
portamiento de las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
alrededor de un punto de equilibrio conocido, aunque por una u otra razén no es
posible encontrar de manera explicita las mismas. Es en esta situacién cuando se
utiliza el segundo método de Lyapunov para el estudio de la estabilidad de las so-
luciones, conocido también como método directo. Este consiste en encontrar una
funcién continuamente diferenciable que depende de las variables de estado en la
que si se evaltian las trayectorias es una funcién decreciente, pero siempre no ne-
gativa o estrictamente positiva, las caracteristicas de esta funcién, conocida con el
nombre de funcién de Lyapunov, se describe en la primera seccién de este capitulo,
asi como un ejemplo. El método directo se basa en dos principios basicos de los
sistemas fisicos [3], 1) un punto de equilibrio es estable si la energfa potencial es un
minimo local, y en otro caso es inestable; y 2) la energia total es constante durante
todo el movimiento. La técnica ademas provee informacién de tipo global.

Por otra parte, puede leerse en [5] que S. Bennet inicia su libro dedicado a la his-
toria de la Ingenieria del Control, con la siguiente cita de Aristoteles del capitulo 3
del primer volumen de “Politica”

Si cada instrumento pudiera llevar a cabo su propia funcion, respondiendo o
anticipdndose al trabajo de otros. Si la lanzadera tejiese y la pia tocase el arpa sin
una mano que los guiara, los patronos no necesitarian ni sirvientes ni capataces.

Esta idea, expresada con enorme acierto por Aristételes, refleja de manera trans-
parente lo que ha sido el motor de la Ingenieria del Control y de su teoria matemati-
ca: la automatizacién de los procesos para la liberacion y mejora de la calidad de
vida del ser humano. La palabra control implica actuacién y refleja el esfuerzo
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humano para intervenir en el medio que le rodea con el fin de garantizar su super-
vivencia y una permanente mejora en la calidad de vida.

En efecto, aunque la idea de la teoria de control se remota a varios siglos, fue
aproximadamente 150 anos atras cuando comenzaron a analizarse los regidores
(gobernadores) del comportamiento de los sistemas mecédnicos desde un punto de
vista matemadtico; éstos actuadores funcionan de manera estable si todas las raices
de algiin polinomio asociado estan contenidas en el semiplano izquierdo del plano
complejo. Uno de los resultados mas destacados del inicio de la Teoria de Control
fue el algoritmo de Routh, que nos permite checar cuando un polinomio tiene esta
propiedad. Hoy en dia, se presentan cuestionamientos de estabilidad y se han uti-
lizado nuevas técnicas en la Economia y la Biologia.

Esta rama de las matematicas aplicadas es muy importante, ya que nos ayuda,
por ejemplo, a describir el movimiento deseado de un sistema fisico o mecdnico
descrito por ecuaciones diferenciales o ecuaciones en diferencias, al cual se puede
influir mediante algunas variables anadidas al sistema conocidas como variables
de Control. Esta teoria también se utiliza para modelar sistemas quimicos, fisicos,
y otros mas, con el fin de hacer su comportamiento acorde a las necesidades que se
requieran. En la tercera seccién se describen los principales objetivos y elementos
importantes de ésta drea, necesarios para la comprensién de la secciéon que le sigue.

En otro orden de ideas, el estudio del control de sistemas no lineales es un te-
ma muy dificil de abordar, una técnica extendida de control no lineal se basa en
el uso de funciones V, la cual puede hacerse decrecer puntualmente por medio de
la eleccién adecuada de controles instantaneos; dada tal V', el control aplicado en
cada instante puede ser una de las fuerzas que ayudan a decrecer. Las funciones V/,
generalmente se les llama funciones de control de Lyapunov (CLF, por sus siglas en
inglés), en analogia a las funciones de Lyapunov clésicas de los sistemas dindmicos
que no contienen control. En muchas aplicaciones es benéfico contar con una funcién
de Lyapunov continuamente diferenciable cuya derivada a través de las trayectorias
del sistema pueden ser negativas para una elecciéon apropiada de realimentacién.
Este problema da origen a las funciones de control de Lyapunov, objeto de estudio
de la ultima seccién de este trabajo. De hecho las funciones de control de Lyapunov
aparecen comunmente en ingenierfa, ver por ejemplo [13], y hasta el momento, es
la mejor herramienta que existe para establecer que un sistema sea asintéticamente
estable o asintéticamente controlable .

Alrededor de los 80’s, Artstein y otros autores, producen justificaciones tedricas
matematicas para el uso de este concepto, incluso las utilizan para construir algu-
nas férmulas de controles en realimentacién [1].

El principal objetivo de este capitulo es presentar de forma sencilla y explicita las
funciones de control de Lyapunov y algunos ejemplos, haciendo énfasis en los dos
grandes temas de la matematicas involucrados: las funciones de Lyapunov clasicas
y la teoria de control. Con el fin de cumplir el objetivo, se dejan las demostraciones
para ser consultadas en las referencias, mismas que se senalan en cada caso.
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2. ESTABILIDAD Y FUNCION DE LYAPUNOV

Un punto de equilibrio de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es
estable en el sentido de Lyapunov, si todas las soluciones que inician en las cer-
canias del punto de equilibrio permanecen cerca del punto de equilibrio; de otra
forma resulta inestable. El punto de equilibrio ademads es asintéticamente estable
si las soluciones ademés de permanecer cerca del mismo, tienden hacia el punto de
equilibrio cuando transcurre el tiempo. A continuacién se formalizan los conceptos
descritos.

2.1. Estabilidad. Supongamos que se tiene el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias:

(1) X =F(X)

donde X es un vector de n dimensiones. las siguientes definiciones hacen referencia
a este sistema.

Definicién 2.1. El punto de equilibrio X* es un punto de equilibrio estable, si
para toda vecindad O de X* en R" existe una vecindad O; de X* in O tal que
cualquier solucién X (t) con X (0) = X en O; estd definida y permanece en O para
toda t > 0.

Definicion 2.2. Si 07 de X* se elige como en la definicién anterior y si ademds
de ser estable cumple que lim;_, ., X (t) = X*, se dice que el punto de equilibrio es
asintoticamente estable.

Definicién 2.3. Si X ™ no es estable, se dice que el punto de equilibrio es inestable,
lo cual significa que existe una vecindad O de X* tal que para cualquier vecindad
01 de X* en O existe al menos una solucién X (t) comenzando en X (0) € O tal que
no estd completamente en O para ¢t > 0.

Como es muy conocido, se puede estudiar la estabilidad del sistema lineal rela-
cionado al sistema no lineal (1) conocido como linealizacién. Concretamente:

Definiciéon 2.4. Al sistema:
(2) X = AX

donde A es la matriz jacobiana A = DF(X*)g—F(XﬂX:X*, se le llama linealiza-
cién del sistema lineal (1)

Para la linealizacion del sistema lineal se tienen las siguientes definiciones.

Definicién 2.5. Un punto de equilibrio X* de (1) se le llama hiperbélico, si
ninguno de los valores propios de la matriz DF(X™*) tiene parte real igual a cero.

Definicién 2.6. Un punto de equilibrio X* de (1)se le conoce como sumidero,
si todos los valores propios de la matriz DF(X*) tienen parte real negativa, se le
conoce como fuente si todos los valores propios tienen parte real positiva; y se le
conoce como punto silla si es hiperbdlico y ademads la matriz mencionada tiene al
menos un valor propio con parte real positiva y al menos un valor propio con parte
real negativa.

En la literatura de sistemas dinamicos gobernados por ecuaciones diferenciales,
como el sistema (2) es una aproximacién de (1) cerca del punto de equilibrio X*,
se pueden determinar la estabilidad del punto de equilibrio de acuerdo a que si X*
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es un sumidero, o una fuente, tratdndose de un punto de equilibrio hiperbdlico, al
menos en una vecindad del punto de equilibrio, ver pot ejemplo [7], [9]. Hasta el
momento se ha comentado sobre la estabilidad de X*, sin embargo, por un cam-
bio de coordenadas, se puede hablar de la estabilidad del origen; es decir, de X* = 0.

Lo anterior se escribe explicitamente a continuacién.

Teorema 2.7. (Método Indirecto de Lyapunov) Sea X* = 0 un punto de
equilibrio del sistema no lineal dado por X = F(X) donde F : D — R"™, con
D C R™, es continuamente diferenciable y D es un entorno del origen. Sea la
matriz Jacobiana

oF
A= 5o (X)lx=0

Entonces, denotando con \; los valores propios de A, (i =1,2,3,...,n)

= El origen es asintoticamente estable si Rel; < 0
= Fl origen es inestable si ReA; > 0 para uno o mds valores propios de A.

La situacién se complica cuando el punto de equilibrio no es hiperbdlico, es
decir, no existe condicién alguna cuando Re); > 0 para todo ¢, y cuando Re\; =0
para algun i. Equivalentemente, la linealizacién no es suficiente para determinar
la estabilidad del origen como punto de equilibrio del sistema no lineal, y se debe
recurrir a alguna otra herramienta, tal es el caso de las Funciones de Lyapunov que
se describen a continuacién.

2.2. Funciones de Lyapunov. Como ya se mencioné en la Introduccién, la
teoria clasica de la Mecanica nos afirma que un sistema es estable si su energia, una
funcidén positiva, es continuamente decreciente, o sea tiene derivada negativa, hasta
que el sistema alcanza su estado de equilibrio. El segundo método de Lyapunov es
una generalizacién de este hecho. Antes de presentar el teorema de Lyapunov, se
revisara un término importante.

Definicién 2.8. Sea E un abierto de R", F' € C1(E), V € C*(E) y ¢; una solucién
del sistema de ecuaciones diferenciales (1). Entonces para X € F, la derivada de la
funcién V(X) a través de la solucién ¢, es:

4
dt

Ahora estamos en condiciones de escribir el teorema madas importante de esta
seccién. La demostracién del mismo se puede encontrar en [3], [7] y [9].

V= —V(¢)|=o = D

Teorema 2.9. Sea E un abierto de R™ que contiene al punto X*. Supdngase que
F € CY(E). Supdngase ademds que existe una funcion de valores reales V € C1(E)
que satisface V(X*) =0y V(xz) > 0 si x # X*. Entonces:

= SiV(z) <0 para todo x € E, X* es estable.

= S V(Jc) < 0 para todo v € E ~ X*, X* es asintdticamente estable.

= Si V(x) >0 para todo x € E ~ X*, X* es inestable.

Considerando las condiciones de la funcién del teorema anterior, se tienen las
siguientes definiciones.
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Definicién 2.10. Si una funcién V(z) satisface las primeras hipétesis del teorema
anterior y la hipotesis de punto de equilibrio estable, se le conoce como Funcion
de Liapunov.

Definicién 2.11. Si una funcién V(x) satisface ademds la hipétesis del punto
de equilibrio asintéticamente estable, se le conoce como Funcién de Liapunov
Estricta.

En estos términos, el punto de equilibrio es estable, si para él existe una funcién
de Lyapunov; y es asintéticamente estable, si para él existe una funcién de Liapu-
nov estricta.

Este método es una potente herramienta de analisis. No obstante, hay dos des-
ventajas. Una de ellas es que no existe un método sistemdtico para encontrar una
funcién de Lyapunov, por lo tanto hay que proponer una funcién candidata a fun-
cién de Lyapunov y probar, muchas de las veces mediante ensayo y error, si ésta
cumple con los requisitos de estabilidad. Otra se debe a que el teorema solo brinda
condiciones suficientes, por lo que el hecho de no encontrar una funcién candidata
a funcién de Lyapunov que satisfaga las condiciones de estabilidad o de estabili-
dad asintética, no se puede concluir que el origen es inestable o no asintéticamente
estable.

Ejemplo 2.12. Supongamos que se tiene el sistema no lineal:

.’tl = —2£C2 + Tox3z — (E%
552 = X1 — 213 — Ql‘g
.fg = T1X2 — .Z‘g

Claramente, el correspondiente sistema lineal es de la forma X =AX , donde

0 -2 0
A=DF0) = |1 0 0
0 0 0

Para este sistema, se puede utilizar como funcién de Lyapunov estricta a la funcién

V(z) = 23 + 223 + 3.
ya que V(z) > 0 y ademds se cumple
V(z) = —2(z} + 225 + 23) <0

para x # 0. Asi, por el teorema, el origen es asintéticamente estable. Atin mas, éste
no es un sumidero, ya que los valores propios correspondientes \; = 0y Agg = £1/2i
no tienen parte real negativa.

3. ELEMENTOS DE TEORIA DE CONTROL

3.1. Principales elementos. En esta seccién se describen algunos de los prin-
cipales elementos de la teoria de control que seran de utilidad para comprender el
contenido de la siguiente seccién; se describen principalmente los problemas que
aborda esta teoria los cuales tienen mucha relacién con los sistemas de ecuaciones
diferenciales que estamos tratando.
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Una idea muy simple y muy familiar sobre el significado de controlar un sistema,
se da cuando se ha tomado el volante de un auto, ya que de cierta manera, deseamos
conducirlo en determinada direccién, a determinada velocidad, tomando en cuenta
hacia donde queremos llegar; otra es cuando se ha manejado la llave de la ducha de
la regadera o del lavabo del bano, ya que requerimos regularla para obtener agua a
la temperatura que nos convenga. En términos matematicos, un punto de partida
son las ecuaciones

(3) y=[flyu), y(0)=zeR"

con el lado derecho de la ecuacién dependiente de un parametro v de un conjunto
U C R™. El conjunto U se le conoce como el conjunto de control. De hecho,
el estudio de las ecuaciones diferenciales que dependen de un parametro se ha
realizado desde hace mucho tiempo, en particular se ha estudiado y encontrado
varios resultados sobre la dependencia continua de las soluciones respecto a los
parametros. Los problemas estudiados en la teoria matematica del control son de
diferente naturaleza, y un rol basico en su formulaciéon lo juega el concepto de
control. Se distinguen controles de dos tipos: de lazo abierto y lazo cerrado.

Definicién 3.1. Control de lazo abierto. Un control de lazo abierto es en
general una funcién arbitraria u(-) : [0,00) — U para la cual la ecuacién

(4) y(t) = f(y(t),u®)), t>0, y(0)=un,
tiene una solucién bien definida.

Definicion 3.2. Control de lazo cerrado. Un control en lazo cerrado es una
funcién de la forma k : R™ — U la cual puede depender de ¢t > 0, tal que la ecuacion

(5) y(t) = fly(@),k(y(®)), =0, y(0)=uz,

tiene una solucién bien definida. La funcién k() se le llama realimentacién o
retroalimentacién.

Ademas se tiene:

Definiciéon 3.3. Los controles se les conoce como estrategias o entradas y las
correspondientes soluciones del sistema se les conoce como salidas.

Uno de los principales objetivos de la teoria de control es encontrar una estrate-
gia tal que la correspondiente salida tenga propiedades deseadas, y en base a éstas,
se pueden especificar con mayor claridad.

A continuacién se describen los principales problemas que aborda la teoria de con-
trol; sin embargo, para el propdsito de este trabajo sélo se utilizardan los que tengan
que ver con el control realimentado.

1. Controlabilidad. Se dice que un estado z € R™ es alcanzable desde =
en el tiempo T si existe un control de lazo abierto u(-), para la salida y(+),
y(0) = x, y(T) = z. Si un estado arbitrario z es alcanzado desde un estado
arbitrario  en un tiempo T', entonces el sistema (5) es controlable. En algu-
nas situaciones se necesita una propiedad un poco méas débil, la de transferir
un estado arbitrario a uno determinado, en particular puede ser el origen.
Una formulacién de caracterizaciones efectivas de los sistemas controlables
es una interrogante de la teoria de control que ha sido resulta parcialmente.
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. Estabilizabilidad. Un tépico importante es la estabilizabilidad. Se asume

que para algin = € R" y w € U, f(z,u) = 0. Una funcién k& : R* — U,
tal que k(T) = u se le llama estabilizador en realimentacién si Z es un
punto de equilibrio estable para el sistema:

y(t) = fy(®), k(y(?))), =0, y(0) = =.

En la teoria de ecuaciones diferenciales se conocen algunos métodos para
saber cuando un estado de equilibrio es un estado estable. La pregunta es
cuando, en la clase de todas las ecuaciones de la forma (6), existe un control
u para el cual  es un punto de equilibrio estable o es de un nuevo tipo
cualitativo.

. Observabilidad. En muchas situaciones de interés practico uno no observa

el estado y(t) pero si su funcién h(y(t)), t > 0. Por lo tanto, algunas veces
es necesario investigar el par de ecuaciones:

w = h(y).

La ecuacién (8) se le llama ecuacién de observacién. Se dice que el
sistema (7)-(8) es observable si, conociendo un control u(-) y una obser-
vacién w(-) en un intervalo [0, 7], se puede determinar de manera tnica la
condicién inicial z.

. Estabilizabilidad de sistemas parcialmente observables. La restric-

cion de que se puede usar solamente una observacion parcial w hace que se
complique considerablemente el problema de estabilizabilidad. El estabiliza-
dor de realimentacién puede ser alguna funcién que dependa tnicamente del
observador, y por lo tanto puede ser expresado por la funcién A(-). De esta
manera tenemos un sistema en lazo cerrado de la forma:

y(t) = f(yv k(y))7 y(O) =Z.

Existe una teoria no terminada que permite determinar cuando existe una
funcién k(-) tal que un punto de equilibro dado ¥ es estable para (9).

. Realizacién. En conexidn con el sistema completo (7)-(8) se posee el proble-

ma de realizacién. Para una condicién inicial dada x € R™, el sistema (7)-(8)
define una funcién que transforma controles en lazo abierto u(-) sobre sali-
das dadas por (8): w(t) = h(y(t)), t € [0, T]. Denotemos esta transformacién
por R. ;Que propiedades tiene? ;Que condiciones satisface una transforma-
cién R que es dada por el sistema (7)-(8)? La transformacién R se le llama
funcién entrada-salida del sistema (7)-(8).

. Optimalidad. Los problemas enunciados parrafos atras son de caracter es-

tructural, en la teoria de control, responden preguntas de teoria de control
con al menos la misma intensidad. En los problemas conocidos como pro-
blemas de control en tiempo 6ptimo, se trata con controles que no sélo
transfieren un estado x a un estado z, si no que lo hacen en un tiempo mini-
mo 7. En otras situaciones el tiempo 7" > 0 es fijo y se busca un control u(+)
que minimiza la integral

/0 a(y(t), u())dt + Gy(T)),
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en la cual g y G son funciones determinadas. Una clase de problemas rela-
cionados consiste del control de impulso éptimo. Se requiere, sin embargo,
un concepto modificado de estrategia. Ademds, muchas veces se requiere
optimizar otro tipo de funcional.

7. Sistemas en Variedades. Surgen dificultades de diferente naturaleza si el
espacio de estados no es todo el espacio R o un subconjunto abierto de R™,
si no una variedad diferencial; particularmente cuando se esta interesado en
propiedades globales de un sistema de control. El lenguaje y los métodos de
la geometria diferencial en la teoria de control comienzan a jugar un papel
similar al que es utilizado en la mecédnica clésica.

8. Sistemas de dimensidén infinita. Los problemas mencionados en los parra-
fos anteriores son problemas que no pierden su significado si, en lugar de
ecuaciones diferenciales ordinarias, se toman como ecuaciones que descri-
ben el modelo a las ecuaciones en derivadas parciales del tipo hiperbdlico o
parabodlico. Sin embargo, los métodos de soluciones son mas complicados.

3.2. Control Lineal. Un caso particular de (7) y (8) que en cierta medida se
vuelve mas simple, es el sistema lineal:

& = Ax + Bu,

w=Cz.

donde A y B son matrices constantes.

Para el sistema lineal se sabe que el sistema es completamente controlable si el
rango de la matriz de controlabilidad [B AB ... A" !'B] es n. Cuando esto se
cumple, se dice que el par de matrices (A, B) es completamente controlable.
Ver por ejemplo [14] y [4].

4. TFUNCIONES DE CONTROL DE LYAPUNOV

Mientras los métodos de dominio de frecuencia han sido un instrumento muy
importante en la teoria de control robusto lineal, éstos brillan por su ausencia en
las herramientas del control no lineal. Por otro lado, los métodos que se involucran
en el espacio de estados han sido, y siguen siendo desarrollados rigurosamente para
sistemas generales no lineales, ver [6]. Los métodos no lineales de entrada/salida tie-
ne una larga historia determinando la estabilidad de interconexiones realimentadas
de sistemas separados basados en sus propiedades individuales de entrada/salida,
aunque la caracterizacién de estas propiedades se realiza usualmente mediante el
método de las raices del espacio de estados en la teoria de la estabilidad de Lya-
punov. Sin embargo, si se formula un problema de control robusto en el espacio de
estados, es importante encontrar condiciones necesarias y suficientes para su solu-
cién. La condicién necesaria y suficiente mas importante para la estabilidad de un
sistema no lienal es la existencia de una funcién de Lyapunov. Si bien la funciones
de Lyapunov no se pueden calcular en general, han sido utilizadas extensivamente
en el andlisis de la estabilidad no lineal. La teoria de Lyapunov fue desarrollada
para sistemas sin entradas de control, no obstante, ha sido aplicada tinicamente en
sistemas de control en lazo cerrado o en realimentacion, estos es, sistemas para los
cuales se les ha seleccionado un control realimentado.
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Las funciones de Lyapunov candidatas pueden ser ttiles en el diseno de instru-
mentos, ya que proveen directrices para elegir controles en realimentacion puesto
que uno puede imponer las restricciones con el fin de hacer la derivada negativa a
través de las trayectorias en la construccién de la realimentacién. Este método no
es nuevo, como se senala en [6], pero se ha hecho més explicito recientemente con
la incursién de las funciones de control de Lyapunov.

Para la situacién general en el caso en que el control es un control en lazo abierto
u = u(t), una Funcién de Control de Lyapunov (CLF por sus siglas en inglés), es
una funcién V(z) candidata a funcién de Lyapunov, con la propiedad de que para
cualquier z # 0 existe un valor admisible u del control tal que VV(z) - f(z,u) <
0. En otras palabras, una Funcién de Control de Lyapunov es simplemente una
funcién candidata a funcién de Lyapunov cuya derivada se puede hacer negativa
puntualmente mediante la eleccién de valores apropiados del control. Obsérvese que
en el caso que se tenga un control en realimentacién, ésta funciéon se vuelve més
simple, ya que la dependencia del sistema es completamente de la variable . Més
propiamente

Definicién 4.1. Una Funcién de Control de Lyapunov para un sistema de la
forma

(10) &= f(z,u)
es una funcién V(x) € C! definida positiva y radialmente no acotada tal que

r#0 = ilel{]VV(:c) flzu) <0

donde U es un conjunto de valores convexo de controles admisibles de la variable
de control u.

Se sabe que la existencia de una funcién de Lyapunov es una condicién necesaria
y suficiente para la estabilidad del sistema sin entradas de control; analogamente
la existencia de una CLF es necesaria y suficiente para la estabilizabilidad con
una entrada de control, aunque se debe anadir otra condiciéon para garantizar el
resultado que se describe mas adelante.

Ejemplo 4.2. Considere el sistema de segundo orden:
i1 = —af + 2ag(r122)
i2 = u+tP(x1,72)

donde las funciones ¢ y ¢ son continuas y u € R. La funcién V (1, x2) = %x% + %x%
satisface

inf VV(x)- f(z,u) = infucv[—2] + 21220(21, 22) + T2u + 229 (21, 22)]

uelU
B { ri, z9 =0
T —oo,  x9 #0.
Luego es una CLF y el sistema es globalmente asintéticamente estable. Se puede

probar que un control que hace al sistema asintéticamente estable, es que se da
mediante la igualdad u(x1,z2) = —zo — Y(x1, 22) — T10(21, 22) [6].

Otro ejemplo que muestra como puede construirse una funcién de Lyapunov es
el siguiente.
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Ejemplo 4.3. Considere el siguiente sistema:
j]l = X2
To = —senxi+u

con (z1,22) = (0,0) y u = 0 como el punto de equilibrioU = R. Este corresponde a
un modelo para un péndulo donde no se han identificado estados que difieran de 2.

La funcién V(x1,x2) = 23 + 23 es definida positiva. Si VV (21, 22) - f(z1,22) =
2w w9 — 2w98enT1 + 279U, NO existe u para que se cumpla que sea menor que cero
para toda xo puesto que no se cumple en x5 = 0, luego no es CLF.

Después de ensayo y error se tiene: V(z1,72) = 22?7 + 23 + 22125, La funcién
anterior es definida positiva. Ahora, VV (21, 22) - f(z1, 22) = (41 +2x2)ze + (221 +
2x9)(—senx1 + u), si 1 + z2 # 0, el cual puede ser negativo para una eleccién
apropiada de u. Pero la expresién es negativa autométicamente para cualquier otro
elemento (z1,xz9) diferente de cero, ya que si 1 + x2 = 0, entonces se anula el
segundo término, pero el primero es —2x3, que es negativo a menos que xy = 0,
que ocurre s6lo si £1 = x5 = 0. Luego es una CLF y el sistema es globalmente
asintéticamente estable.

Un ejemplo més, pero con la peculiaridad de diferente a los anteriores es el
siguiente, conocido como Sistema Linealizado en Realimentacién.

Ejemplo 4.4. Supéngase que existe un difeomorfismo £ = ®(z) con ®(0) = 0 que
transforma el sistema (10) sobre el sistema:

(11) £ = FE+Gllo(§) + L&)y

donde el par de matrices (F, G) es controlable y las funciones ¢y y ¢1 son continuas
con ¢1(£) no singular para todo £. Supdéngase ademads que el espacio de control $4
es igual al conjunto de controles admisibles U, y sea P la matriz simétrica definida
posistiva que es solucién a la ecuacién de Riccati

(12) FTP 4+ PF - PGGTP+1=0
La funcién V(z) := ®(x)T P®(x) = ¢T P¢ satisface
inf V(@) f(o,0) = b €7 [FTP + PFIE + 267 PGlto(€) + (1 (€)ul]

= if (€€ + T PGIGT P&+ 2£0(€) + 201()ul]

[ —€T¢ cuando £TPG=0;
“ | —oc0 cuando ¢TPG #£0.

Asi, V(x) construida de esta manera es una funcién de control de Lyapunov
para este sistema, y en consecuencia, el sistema es asintéticamente estabilizable
globalmente. Se debe notar que se ha alcanzado la conclusién anterior sin hacer la
construccién de la ley de control realimentado para la linealizacién. De hecho, estos
ejemplos ilustran la diferencia metodolégica entre las funciones de control de Lya-
punov y la funcién de Lyapunov clésica, la funcién de control de Lyapunov permite
concluir la estabilizabilidad de un sistema con un control realimentado indefinido,
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mientras que las funciones de Lyapunov clasicas s6lo nos permite concluir la esta-
bilidad de un sistema en lazo cerrado generado por un control de realimentacion
predeterminado.

La funciones de Lyapunov son muy importantes en el diseno de controles, prin-
cipalmente aquellos que son controles realimentados o en realimentaciéon. En lo
sucesivo se tratard con sistemas de la forma:

(13) j::f(x,u),

donde =z € R™ representa el estado del sistema, u € R™ es la entrada del sistema.
De hecho, se supone, como se explicé con un poco de detalle en la seccién anterior,
se tiene un control en lazo cerrado de la forma uw = k(z), con el fin que la f en
(13) depende tnicamente de x, y por lo tanto, se puede analizar desde el punto
de vista de las funciones de Liapunov considerandolas como condiciones necesarias
y/o suficientes.

Antes de enunciar las condiciones de interés, notemos que existe un criterio muy
importante en la teoria de control para saber si un sistema tiene un control como el
antes descrito, este criterio se conoce como Test de Brockett, mismo que se enuncia
a continuacion.

Teorema 4.5. Considere el sistema (2) y supdngase que f es continua y que
f(0,0) = 0. Una condicién necesaria para la existencia de un estabilizador con-
tinuo u = k(z) con k(0) =0, es que para cada € > 0 exista § > 0 tal que:

Yy € Bs 3z € B, Ju € B, tal que y = f(x,u).

En otras palabras, toda vecindad del origen en R"*™, debe ser una vecindad del
origen en R™ cuando se le aplica f.
Un caso relevante por su sencillez es el caso lineal & = Ax + Bu, pero éste cumple
el teorema si ran(A, B) = n; es decir, si el par ran(A, B) = n es completamente
controlable, como se especificé en la seccién 3.2.

Existen muchas familias de sistemas que tiene la forma (13) pero que no sa-
tisfacen la propiedad de Brockett. Uno de ellos es el sistema que se conoce como
integrador no holoménico:

.%"1 = u
.’kz = U2
I.g = T1U2 — T2U1

y como se sabe de la literatura, por ejemplo [2], no se le puede encontrar un esta-
bilizador del tipo que se escribe en el teorema.
Por otra parte, el siguiente sistema debido a Arstein:

i = u(x?—a23)
fEQ = 2U$15L'2

cumple el Test, pero no se le puede encontrar un estabilizador de la forma indica-
da, pero esto no tiene trascendencia pueato que el test nos indica que éste es una
condicién necesaria, més no suficiente.
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Para escribir un resultado que relaciona las Funciones de control de Lyapunov
con los controles en realimentacién, a continuaciéon se describe una variante de
Funcién de Control de Lyapunov:

Definicién 4.6. Se dice que (13) satisface una condicién de control de Lyapunov
global suave (o que (13) tiene una funcién de control de Lyapunov global) si
existe una funcién V(z) € C*! no acotada radialmente, definida positiva, nula en el
origen y que goza de la siguiente propiedad: para cada x € R™ existe u € R™ tal
que:

(14) VV(z)- f(z,u) <O0.

En relacion a la definicién anterior, se tiene el siguiente teorema debido a Kurz-
weil:

Teorema 4.7. Si existe un estabilizador continuo v = k(x) para (13), entonces
existe una funcion de control de Lyapunov global suave.

Se sabe que en general el reciproco al teorema anterior no es cierto; sin embargo,
si se tiene un sistema afin como el siguiente:

(15) = f(z)+ Zulgz(x)

donde f y g; son campos vectoriales continuos de R”, si se cumple el sentido inverso
del teorema.

Antes de formular el resultado que establece el teorema reciproco, se escriben al-
gunos conceptos adicionales que son ademas condiciones para establecer el resultado
que relaciona la equivalencia.

Definicién 4.8. Una ley de retroalimentaciéon u = k(z) es casi continua, si es
continua en todo x € R™\{0}.

Definicién 4.9. Se dice que una funcién de Lyapunov satisface la propiedad de
control pequeno, si para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que para cada © € Bs se
cumple (14) para algin u € Be.

Observacién 4.10. Si el sistema admite un estabilizador continuo v = k(z) que
satisface k(0) = 0, entonces la propiedad de control pequefio se cumple automdti-
camente, como puede verse en [2].

Después de formularse las definiciones, ha llegado el momento de escribir el
teorema.

Teorema 4.11. Si existe una funcion de control de Lyapunov global suave para el
sistema afin (4), entonces el sistema es estabilizable globalmente por una retroali-
mentacion casi continua u = k(z). Si existe una funcién de control de Lyapunov que
en adicion cumple la propiedad de control pequeno, entonces es posible encontrar
un estabilizador u = k(x) que es continuo en todas partes.

El estudio de las funciones de control ha tenido mucho auge a fines del siglo
pasado y en el presente. Por ejemplo, en la década de 1980, Artstein y Sontag pro-
ducen de forma independiente justificaciones mateméticas tedricas sobre el enfoque
del uso de Funciones de control de Liapunov, sobre todo para sistemas afines, con
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el fin de determinar férmulas para las funciones de control de Lyapunov y para
los controles realimentados. Si bien estas férmulas no son muy sofisticadas, son de
gran ayuda para estabilizar estos sistemas. Por otra parte, en este siglo, se han
utilizado en distintas aplicaciones. Un caso que se puede setialar es el de [11], donde
se encuentran funciones de control de Lyapunov para cada robot en cierta clase de
robots mediante el problema de coordinacién multiagentes. Existen més aplicacio-
nes que quedan fuera de lugar de este escrito, ya que, como el titulo lo indica, es
Unicamente una introduccion a éstas.

(1]

(8]
(9]
[10]
(11]
(12]
(13]

(14]
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CAPITULO 9

OBTENCION DE UN MODELO MATEMATICO PARA LA
VELARIA DEL AUDITORIO “GUELAGUETZA” EN OAXACA

SILVIA REYES MORA
EMMANUEL A. ROMANO CASTILLO

IFM - UNIVERSIDAD TECNOLOGICA DE LA MIXTECA

RESUMEN. En este trabajo se presenta la deduccion y solucion de un modelo
matemdtico obtenido al tratar de explicar las causas que originaron la ruptura
de la velaria del auditorio “Guelaguetza”, localizado en la ciudad de Oazaca,
a tan sdlo cuatro meses de haber sido colocada.

El primer paso a realizar, es modelar la membrana y estudiar el modelo para
conocer las condiciones bajo las cuales la membrana se encuentra en equi-
librio; para ello primeramente se estudia el equilibrio de una membrana con
bordes, donde aparecen diferentes ecuaciones que relacionan sus espuerzos (de
traccion) y su forma.

Un segundo paso es modelar el problema para cuando se conocen los datos
reales de las fuerzas que actuaron sobre la membrana y su frontera, y los da-
tos correspondientes a la composicion de la membrana, para poder determinar
las causas que originaron su ruptura.

En este articulo se expone lo que se hizo para responder al primer paso.

En particular, los esfuerzos de membrana se identifican con un tensor defi-
nido positivo (sdlo a tracciones) y su forma con una superficie con curvatura
de Gauss negativa debido a la forma original de la misma. Este equilibrio se
plantea directamente a través de ecuaciones diferenciales en derivadas parcia-
les, se da solucion al mismo y se demuestra que no tiene solucion unica.
Cabe mencionar que falta un andlisis mayor para poder conocer las causas que
originaron la ruptura de la membrana del Auditorio Guelaguetza. Una gran
parte de este andlisis mayor tiene que ver con el sequndo paso mencionado
anteriormente

Keywords: Membranas a traccién, Superficies con curvatura de Gauss,

Ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas.

1. INTRODUCCION

El auditorio “Guelaguetza” esta ubicado al noroeste de la Ciudad de Oaxaca en
el Cerro del Fortin, fue construido especialmente para la presentacién de la fiesta
de la Guelaguetza o ”Lunes del Cerro”, de origen prehispénico, hoy convertida en el
méximo evento folklorico de los oaxaquenos. El actual auditorio fue construido en
1974. Su diseno semicircular, en una colina, recuerda los antiguos teatros griegos y
romanos, donde se aproveché la pendiente del terreno para disponer las graderias.

La construcciéon de cantera verde le da un caracter tipicamente oaxaqueno. El
escenario (estrado) es de forma circular; las graderias dispuestas en tres cuartos del
119
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FiGURA 1. Auditorio de la Guelaguetza en Oaxaca, México.

escenario, ascienden para formar cuatro secciones que dan cabida a mas de 10,000
espectadores; desde éstas se contempla una bella vista panoramica de la ciudad
y los valles de Oaxaca, que sirve de fondo al escenario. Cuenta con escalinatas y
accesos laterales, su exterior estd acondicionado con dreas verdes.

A principios del ano 2010, el gobierno del estado inicié los trabajos de techado
del auditorio. Este techado consta de una estructura metdalica como se muestra en
la figura 2, y de una velaria sostenida por dicha estructura, mastiles y por cables
tensores. Es natural que por la ubicacion geogréfica del auditorio, cualquier velaria
(membrana) que sea colocada en este lugar, se verd influenciada por las fuerzas
del viento, la lluvia y el sol, provocando una corta vida de la misma. Sin embargo,
aproximadamente una quinta parte de la velaria fue colocada, y a tan sélo cuatro
meses, una parte de la misma se rompié (ver parte izquierda de la figura 2), la cual
es una membrana sostenida por cables tensores y por la estructura metélica, ademas
tenfa forma de silla de montar. Es por esta razén que este trabajo, ha sido motivado
por una inquietud por parte de las autoridades académicas y gubernamentales; las
cuales solicitaron una respuesta al problema de la velaria del auditorio, desde el
punto de vista de la Modelacion Matematica.

2. MARCO TEORICO Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Las membranas son objetos que conforman una superficie en el espacio, con es-
pesor minimo, se les puede considerar como estructuras que funcionan tinicamente
mediante esfuerzos en direcciones tangentes a su superficie media, de compresién o
traccién llamados esfuerzos de membrana [3]. Por otro lado, los cables son curvas
materiales en el espacio, que junto a las membranas juegan un papel muy impor-
tante en Arquitectura, sobre todo en cubiertas.

En cierto modo la geometria influye de modo especial en la respuesta de la estruc-
tura de la membrana, pero también en ciertas acciones sobre la misma (por ejemplo
las cargas de viento); ademds de afectar a otros factores no estrictamente estructu-
rales, pero no menos importantes, como su funcionalidad o su impacto visual. Las
membranas normalmente se pretensan antes de entrar en servicio, para que adquie-
ran cierta rigidez (como minimo, se da un pretensado de montaje, tensandolas un
poco para desplegarlas sin arrugas). Las membranas abiertas (con bordes), general-
mente adoptan formas de silla de montar, las cuales son superficies con curvatura
de Gauss negativa [3], [2].

Debido a que el gran objetivo de nuestra investigacion, es explicar las causas
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FIGURA 2. Estructura metélica y velaria del auditorio.

que generaron la ruptura de la membrana del auditorio, (ver el lado izquierdo de
la Figura 2), estamos interesados en estudiar una membrana sostenida por cables y
maéstiles, por ello el presente trabajo trata sobre membranas en sentido estricto, esto
es, sobre membranas a traccién. La investigacion se centra en el analisis matemético
de las membranas asociadas a su propio despliegue (peso propio, pretensado, viento
y, eventualmente, lluvia).

2.1. Aspectos generales e importantes de las membranas. Es bien sa-
bido que, para una cierta distribucién de cargas, no toda superficie en el espacio
corresponde a una membrana. S6lo son membranas aquellas cuya forma permite
equilibrar tales cargas con esfuerzos de membrana. Esto implica que el calculo de
membranas siempre lleva asociado de algin modo un problema de buisqueda de
forma.

Por otra parte, las membranas funcionan, frente a cargas normales a su superfi-
cie, gracias a su curvatura, la cual permite equilibrar dichas cargas con esfuerzos de
membrana. Esto ya da idea de la importancia que tiene la existencia de curvatura,
pero aun se aprecia mejor considerando el caso limite de una membrana plana.

Una membrana plana, sometida a cargas normales, sélo puede trabajar merced
a su propia deformacién, que genera curvatura; de modo que la deformacién se
convierte en efecto primario necesario para el equilibrio, que alcanza valores muy
altos por la magnitud de los esfuerzos que aparecen. Por el contrario, en una mem-
brana curva, que permita el equilibrio de las cargas normales, la deformacién pasa
a ser efecto secundario, con valores mas bajos, resultado de los menores esfuerzos
existentes. En este punto conviene indicar que, dentro del andlisis de membranas
pueden distinguirse, en términos generales, las siguientes fases:

= Fase de confeccién, en la que, como resultado del proceso de confeccién,
se tiene una forma que corresponde a esfuerzos nulos (forma potencial o
virtual, porque si se desplegara la membrana con esa forma apareceria ya el
peso propio).

= Fase de pretensado, en la que, como resultado de desplegar y aplicar el pre-
tensado a la membrana confeccionada, se llega ya a una forma real, asociada
a las acciones de pretensado y peso propio, y la membrana queda apta para
entrar en servicio.

= Fase de servicio, en la que, como resultado de la aparicién de otras acciones
(viento, cargas de uso, etc.) durante la etapa de servicio de la membrana, se
llega a otras tantas formas.
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Hay que recalcar que, ademéas de curva, la superficie de las membranas es de
curvatura de Gauss negativa (curvaturas de sentido contrario en direcciones orto-
gonales del plano tangente). Esto obedece a un motivo estructural muy claro. Si
no fuera asi, los esfuerzos de pretensado, siempre de traccién, no podrian estar en
equilibrio (sin considerar el peso propio de la membrana, muy pequefio).

Tomando en cuenta lo anterior, en este trabajo se expone el estudio del compor-
tamiento de estas estructuras en la fase de pretensado, con el objetivo de definir
rigurosamente el problema completo del equilibrio (forma de la membrana, bordes
de la misma, esfuerzos de pretensado), plantedndolo a través de un andlisis ma-
temético adecuado.

En definitiva, la presente investigacion viene motivada en gran medida por es-
tas cuestiones, propias de aplicaciones con esfuerzos de pretensado importantes y
donde conviene definirlos de antemano para el mejor comportamiento en servicio
de la estructura.

En tal sentido, el punto de partida es el planteamiento matematico del equilibrio
de la membrana en la fase de pretensado, considerada como superficie en el espacio,
para proceder después a su analisis.

Al plantear dicho equilibrio aparecen productos de variables de forma y variables
de esfuerzos cuya suma es nula (despreciando el peso propio, lo que aqui estd atin
mas justificado por la importancia cuantitativa del pretensado).

Dado que en el momento en que se nos planted el problema, sélo contamos con
la fotografia de la Figura 2; entonces nos planteamos el problema de fijar de ante-
mano la forma de la membrana y obtener la distribucién de esfuerzos de pretensado
que a ella corresponden, ademads dar el rango necesario a esos esfuerzos para lograr
suficiente rigidez y reproducirlos bien en construccién.

Por otra parte, dado que la membrana tiene bordes compuestos por cables (nor-
malmente los més largos y elevados, para evitar ahi elementos de borde rigidos,
siempre mds pesados, y aplicar con mayor facilidad el pretensado), se considera
precisamente esta situacién como caso més general. Como se verd, ello supone una
importante dificultad anadida con relacién a la situacién en que todos los bordes
son rigidos. Volviendo al asunto del equilibrio en la fase de pretensado, y precisando
ya algo més, se trata de un problema que implica a una serie de variables basicas en
distintos dmbitos interactivos (méds o menos acoplados unos a otros, segin el tipo
de elemento de borde, por una serie de ecuaciones que los relacionan), como son:

= en la propia membrana, la forma de la superficie y los esfuerzos de la mem-
brana;

= en el contorno de la membrana, la forma del mismo y las cargas (repartidas)
transmitidas por los esfuerzos de la membrana;

= en la interfaz membrana-contorno, las cargas (repartidas) de accién y reaccion.

Como ya se ha mencionado, desde el punto de vista matemaético, el problema
més general, y mas complejo, corresponde al caso en que los elementos de borde
son cables; pero es también el que mas suele interesar desde el punto de vista
estructural, por reduccién de peso propio y por aplicacion del pretensado.

2.2. El método de la densidad de fuerzas. Lo primero que debemos hacer,
es obtener un modelo matematico que describa el equilibrio de la membrana; para
ello usaremos el método de la densidad de fuerzas, este método se basa en la utili-
zacién de un sistema de ecuaciones lineales, para el equilibrio de una red de cables
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FIGURA 3. Una red de cables pretensados.

pretensados, bajo una relacién predefinida fuerza/longitud. La estructura mostrada
en la figura 3 se puede interpretar como una red de cables, en la que se conocen
las posiciones de los puntos 1,2,3 y 4 y las tracciones t;5 en los cables a lo largo de
los tramos 5, i = 1,2, 3, 4. La incégnita del problema es la posicién final del punto
5, en el que actia una fuerza externa f5 = (fsz,5y,5-). El método en consideracion,
propuesto por Linkwitz y Scheck transforma un problema no lineal en uno lineal
6, [7], [11].
Las ecuaciones de equilibrio a lo largo de la direcciéon x para el nodo ¢ son:

n

1) Y (@) = fus by = \/(xi —2)* + (i — ) + (2 — %),

j=1""

~+

donde el nodo i estd conectado con el nodo j, y #;; es la traccién en el mismo tramo
1j, este sistema, debido al término /;; es no lineal. Para linealizarlo, introducimos
las densidades de fuerzas (cuyos valores se deben conocer a priori) definidas por:

t,,
(2) Gij = 70
ij

obtenemos asi, para el nodo ¢ en el siguiente sistema lineal en la direccién x:
n
(3) E Qij (vi — x5) = fiz,
j=1

equivalentemente para las direcciones y y z.

2.3. Equilibrio en la membrana y en sus bordes. Nuestro objetivo es en-
contrar las ecuaciones de equilibrio de una membrana a traccién y de un cable,
tomando en cuenta la relacién entre la forma, los esfuerzos de la membrana y
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FiGURA 4. Elemento de superficie y esfuerzos correspondientes.

la traccién del cable. En particular expresaremos el equilibrio de la membrana
utilizando los esfuerzos naturales de la misma (es decir, aquellos tangentes a la
superficie). Resolveremos el problema en el plano, es por eso que consideraremos
los esfuerzos proyectados de la misma (es decir, justamente, las proyecciones en el
plano horizontal de los esfuerzos de membrana). Procederemos de igual forma para
el desarrollo del equilibrio de un cable y formularemos el problema en términos de
los pardmetros proyectados.

Supongamos que la membrana tiene un borde formado por: bordes con cables y
bordes rigidos (como lo es el caso de las membranas del auditorio).

Sea f(z,y) una funcién regular definida en un dominio D C R?, la cual repre-
senta a una superficie S con curvatura de Gauss negativa, correspondiente a la
membrana de nuestro interés; entonces f(x,y) satisface:

0% f 02 0?
(4) A ) < 0.
0z2 Oy?2  Oxzdy
Ademds podemos parametrizar a la superficie como: p(z,y) = (z,y, f(x,v)),

para todo (z,y) € D.
En la figura 4 se idealiza un elemento diferencial de membrana dS, donde N, 3 =

Nog(z,y), (o, 8 =1,2), denotan los esfuerzos de traccién (esfuerzos tangentes a la
superficie S) e indica el vector esfuerzo natural que actda en la cara a = cte, a lo
largo de la direccién 8. Esta convencién de esfuerzos puede consultarse en [8], en la
cual los esfuerzos normales que producen tensién son positivos. Ny g, (o, 5 =1,2)
denotan a sus proyecciones en el plano horizontal.

Hallaremos el equilibrio trabajando con el tensor de los esfuerzos proyectados en
el plano XY, ya que el tensor de esfuerzos nos da la traccién que actia en cualquier
superficie dentro del medio que nos interesa; al tensor de esfuerzos lo denotamos y

definimos por:
NI(E N‘/L’

Yy vy
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donde Nz, y Ny, son los esfuerzos normales, N, y Ny, son los esfuerzos cortantes
sobre las caras.

Suponemos que la membrana estd muy tensa, de forma que despreciamos el peso
de la misma, y suponiendo que no actia alguna fuerza exterior, se puede obtener
el equilibrio horizontal.

De hecho, para garantizar el equilibrio del elemento, el tensor de esfuerzos Ny,
debe ser igual a N,,. Ademads, se sabe que las ecuaciones de equilibrio de la re-
sistencia de materiales, relacionan los esfuerzos internos con las fuerzas exteriores
aplicadas. Las ecuaciones de equilibrio para elementos bidimensionales, son el re-
sultado de escribir las ecuaciones de equilibrio eldstico en términos de los esfuerzos
en lugar de las tensiones [12], [1], [10]. Por lo tanto, de las ecuaciones de equilibrio
para el campo de tensiones generales de la teoria de la elasticidad lineal se tiene

que:
6NII 8Nzy —
I or T o 0,
- ONgy + WNyy _
ox oy 7
En cuanto al equilibrio vertical, en la figura 5 se aprecian las componentes ver-
ticales de los esfuerzos Ny, = IV, en funcién de las pendientes de la superficie.

Diferenciando obtenemos las relaciones para el equilibrio vertical:

0 (NawBt + Ny ) Lo (e 35 + Vs 55)

(5) 5 oy =0,

es decir,

(a J)f ONyo ON.,\ Of (ONs, ON,, 92 f 92 f o2 f

oz ( Oz + Oy >+3y ( Ox + Ay >+NM8$2+2NW@J:8y+Nyy8yQ =0

Usando el sistema I, se obtienen las ecuaciones de equilibrio en funcién del tensor
Nagt
8NN + aly —0,
GNIEI vy
+ Dy

Nm; oz + ZNIy 6187; Nyy 8 =0.

Se puede ver que la relacién entre los esfuerzos proyectados y los esfuerzos
naturales de membrana para Ny, se puede obtener de la forma siguiente:

A:

[\v]

Teniendo en cuenta que la longitud sobre la que actia 1\77”, es \/1+ (%) , s

inmediato reconocer que:

2
of
. ar\’ _ oy (3)

(7) Nyy = Nyyt/1+ | 5= | cosf = Ny, ;
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FI1GURA 5. Proyecciones verticales del tensor.

(9) Nacy = ny = Nya: = Nyx-

2.4. Planteamiento del problema. El problema que tenemos es:

Fijada la forma de la membrana, buscar la distribucién de esfuerzos que equi-
libran el sistema (que verifiquen el equilibrio), siendo, asi, el tensor de los esfuer-
zos Nyp la incégnita del problema, con condiciones de contorno adecuadas; note-
mos que este es el problema inverso correspondiente al problema directo siguiente:
a partir del conocimiento de los esfuerzos de membrana determinar si la misma
estd en equilibrio. Esto es, si modelamos a la membrana como se muestra en la
Figura 6; una parametrizacién tridimensional de la curva (borde de la membrana)
es r(z) = (x,y(x), f(z,y(z))) donde —a < z < a.

Como trabajaremos en el plano, entonces el vector normal n a la curva proyec-
tada I' parametrizada por (z,y(x)) es

(_y/a 1)
VI ()2

En particular, para los bordes verticales de la ecuacién x = =+a, el vector normal
es:

_{ (1,0), por xz = a;
= (-1,0), porz = —a.

Si D es el dominio con borde I' = 9D y f(x) es la fuerza de borde, esto es, la
fuerza por unidad de longitud repartida a lo largo de I', entonces las condiciones
de contorno, correspondientes al problema y que reflejan el equilibrio en el borde,
se expresan en la ecuacién:

oc-n=f, paratodo z€Tl.

Tenemos ahora todos los instrumentos necesarios para plantear el problema com-
pleto en el caso general, caso en el que el borde esta compuesto, en parte, por cables:

oD =17 J1°,
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F1GURA 6. Modelo de la membrana, definida en el rectingulo R.

donde I'" es el borde rigido y I'“ es el borde compuesto por cables.
Los datos que tenemos son los siguientes:

1. Membrana identificada con la gréfica de una superficie z = f(x,y) con cur-

vatura de Gauss negativa;
2. Curvas y = ty(x) candidatas a definir el borde compuesto por cables (I'¢),

obtenidas resolviendo la ecuacion: % +2 8(1282 v+ giyg(y/)z;
3. Curvas de ecuacién & = £a que definen el borde rigido (I'");
4. Borde completo 0D =T |JT';
5. Distribucién de la fuerza de borde rigido f" en I'".

El problema consiste en calcular el tensor ¢ = N,g y la fuerza de borde en el
cable f¢, definida en I'° tal que

o, sea un tensor positivo en D;
(V-0)o = Zz,:l Nas,p=o0, para todo o = 1, 2;
- 8% 9 % .
II'=9q Nt + 2Nw’y—8mgy + Nyy# =0, en D;
o-n=f", en I'";
o-n=f° en I'°.

siendo n el vector normal exterior a I'.

Como z = f(x,y) es una superficie con curvatura de Gauss negativa, la segunda
ecuacién diferencial del sistema (IT) es hiperbdlica; tenemos, asi, un problema hi-
perbdlico con dos incdgnitas (el tensor o y el vector f€) con condiciones de contorno
sobre o.

3. SoLUCION DEL PROBLEMA

Vamos a analizar la existencia y unicidad de la solucién al problema.
Para la existencia: fijemos f¢ en el sistema (II), y consideramos la superficie

z = —A%x* + 6B%y? (A y B constantes), la curva (candidata a cable) y = z‘gz 2y
los esfuerzos Ny, =1, Ny =0y Ny = g—zmQ; la superficie z y la curva satisfacen
0% f 0% f 0% f
Nyw—=—=5 4+2Ngy=—=— + Nyy—5 = 0.
ox? * Y 0xy + Ny Oy?

. . e . . . 2 2
y como se debe cumplir la condicién cinco del sistema I, donde f€ = (—%x, %ﬁ) ;
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Ficura 7. Ejemplo del problema con bordes rigidos (suponiendo
que la membrana fue atada).

dado que y(x) es un cable, entonces existe una funcién P, (traccién del cable), tal
que

(10) PL—fi = 0
(11) (Pacy,)/_fZC =
A2

Px = y(x) - @1’23

lo cual nos lleva a la ecuacién sin solucién:
—3A% =2B2%

Para la unicidad, basta analizar el siguiente ejemplo. Consideremos la Figura 6, si
fijamos para la membrana la forma de la silla de montar de ecuacién: z = g(z,y) =

y? — 22 + a2, y para el dominio plano que define el borde rigido, el subconjunto de
R2, donde
T
R = (—a,a) x (=b,b) = (—m,7) x (—5,5) .
Reconsideremos las ecuaciones de equilibrio del sistema A. Derivemos la primera
con respecto a z, la segunda con respecto a y, y restemos término a término, ademsds,
al derivar la tercera ecuacion, se obtienen las siguientes ecuaciones:

9°N,. _ 9°N, .
8:8‘2/ - ay;y =Y, en Ra
Ngy = Nyy, en R.

Si definimos W (z,y) = Ny..(x,y), entonces se tiene:

{ Nyw = Nyy, en R;

?w W
52T = gyro €l R.

Si imponemos una condicién sobre el borde rigido. Sean n y f” respectivamente,
el vector exterior a la frontera OR = I' = I'" y la fuerza por unidad de longitud
aplicada en la misma frontera (para facilitar la lectura evitemos el superindice r de
la fuerza f" esto es, la fuerza de borde es f). Debido a la simetria del dominio y
de la superficie, escojamos una distribucién para f que se equilibre en T, esto es,
igual en valor y direccién y opuesta en sentido, en cada par de puntos simétricos del
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borde. Se obtienen, asi, las siguientes descomposiciones para ny f (ver la Figura
7):

nY :=(1,0),  normal exterior en x = ;
n? :=(—1,0), normal exterior en © = —;
h . 3 _ .
nl :=(0,1),  normal exterior en y = 7;
n" :=(0,—1), normal exterior en y = —%.

( , componentes de f en z = T;

fr=(=f2(y),—f¥(y)), componentes de f en x = —;

= (M=), fi(x)), componentes de f en y = 7;
1= (—fM(=), f(x)), componentes de f eny = —
donde f" y f¥ son funciones arbitrarias y conocidas. Con estos datos, la condicién
de borde que expresa el equilibrio se escribe como: N, = f{(y) en z = =,
ny = féj(y) enz = =£m,y Nl‘y = flh(m) eny = :l:gv Nyy = f2h(m) ey = :l:g

El primer problema que tenemos es que las relaciones escritas son insuficientes
para definir en todo el borde I' las condiciones de frontera sobre la incégnita W; de
aqui la imposibilidad de definir correctamente el problema completo de contorno.

De todas formas, obviando esta dificultad y fijando, por ejemplo, W = ¢ (¢
constante) en I', debemos resolver:

W =c, en I';
I = { Wey = Wyy, en R.

La funcién Wz, y) = ¢, resuelve el sistema pero la unicidad no esta garantizada
ya que la familia de funciones Wi (x,y) = ¢ + cos(ky) sin(kz), siendo k cualquier
ntumero natural, sigue resolviéndolo.

De lo anterior podemos concluir que el problema de contorno planteado, involu-
cra una ecuacién diferencial hiperbdlica, con condiciones de contorno tales, que el
problema cae en los denominados problemas mal planteados [5]. Ademds observe-
mos que el sistema (IIT) define un problema hiperbélico con condicién de Dirichlet,
esto es, un tipico ejemplo de problema en general mal planteado en la teoria de
ecuaciones diferenciales [5].

Ademis, usadno el hecho de que el problema de Cauchy para una ecuacién di-
ferencial hiperbdlica estd bien definido a lo largo de una curva I' C R? si y sélo
si la curva no coincide con ninguna de las curvas pertenecientes a una de las dos
familias de caracteristicas del problema, esto se traduce en que los eventuales cables
coinciden con las curvas caracteristicas de la ecuacién diferencial, teniendo asi un
problema hiperbélico con condiciones de bordes definidas sobre curvas caracteristi-
cas; tal problema estd en general mal planteado.

us
R

4. CONCLUSIONES

1. Debido al anélisis de existencia y unicidad de solucién del problema podemos
afirmar que, fijada una forma de membrana, puede que exista méas de una
distribucién de esfuerzos que la equilibre o bien, en caso de que los datos
se definan sobre caracteristicas, pueda que no exista alguna distribucién de
esfuerzos, por lo tanto la membrana tienda a romperse.

2. Este resultado es importante ya que, aunque no resuelve el problema de
explicar las causas que originaron la ruptura de la velaria del auditorio, nos
da una idea de que el problema no es tan sencillo como se pensaba, ademas
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de que sienta las bases para continuar con resolver el paso dos planteado en
el resumen de este articulo.
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Mizteca, para recabar los datos durante una visita al Auditorio.
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CAPiTULO 10

CONCURRENCIA Y PROPIEDADES LINEALES TEMPORALES
EN MODEL CHECKING

JOSE RAMON ARRAZOLA RAMIREZ!
IVAN CORTES CORTES?
JESUS LAVALLE MARTINEZ3
1FCFM, BUAP,
2,3FACULTAD DE CIENCIAS DE LA COMPUTACION, BUAP

RESUMEN. En la presente platica daremos una pequefia introduccién a los
sistemas de transicién que emplearemos para representar sistemas de softwa-
re; ademds trataremos diferentes aspectos en la modelacién de los sistemas
concurrentes, desde aplicaciones sencillas que se ejecutan completamente au-
tomaticas hasta aplicaciones més reales donde un conjunto de procesos tienen
que comunicarse. Expondremos el problema de la explosién de estados y luego
veremos que los sistemas de transiciéon son acompanados con una especificacién
de las propiedades que nos interesa verificar las cuales definiremos formalmen-
te.

1. INTRODUCCION

En las pasadas dos décadas surge un planteamiento muy atractivo hacia la co-
rrecion de sistemas de control basados en computadora, esto es lo que ahora se
conoce como “model checking” .

Model Checking es una técnica formal de verificacién la cual permite verificar el
comportamiento de ciertas propiedades de un sistema dado en base de un adecuado
modelo del sistema a través de una sistemaética inspeccion de todos los estados de
dicho modelo. Lo atractivo de model checking viene del hecho que es completamente
automatico, es decir, la curva de aprendizaje para el usuario es muy suave y que
ofrece contraejemplos en caso de que el modelo falle al satisfacer una propiedad que
sirve como informacion indispensable de depuracién.

Ademsés de esto, el rendimiento de las herramientas de model checking se ha
demostrado con el tiempo gracias a un gran niimero de aplicaciones a la industria.

Las técnicas de verificacion de software estan siendo aplicadas al diseno de sis-
temas TIC de una ménera més confiable. Brevemente la verificacion de sistemas
es usada para establecer que el diseno o producto bajo consideraién cuenta con
ciertas propiedades. Las propiedades que se desean validar pueden llegar a ser muy
elementales, por ejemplo que un sistema nunca alcance una situaciéon en la cual
no pueda progresar (abrazo mortal). Todas estas generalmente son obtenidas en
la especificacién del sistema, la cual prescribe que es lo que el sistema tiene que
hacer y que no. Un defecto es encontrado una vez que el sistema no cumple con
alguna propiedad de especificacién; el sistema es considerado correcto siempre que
satisface todas las propiedades obtenidas en su especificacién.

133
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2. SISTEMAS DE TRANSICION

Los sistemas de transicién son generalmente usados en ciencias de la computacién
como un modelo que describe el comportamiento del sistema; son basicamente gra-
fos dirigidos donde los nodos representan los estados y los arcos modelan las tran-
siciones, es decir, el cambio de estados; un estado describe alguna informacién del
comportamiento del sistema en cierto momento.

Ejemplo 2.1. El estado de un seméaforo indica la luz que esta encendida.

Las transiciones especifican como el sistema puede evolucionar de un estado a
otro; en el caso del ejemplo anterior, una transicion puede indicar un cambio de un
color a otro.

Emplearemos los sistemas de transicién con nombres de acciones en las transi-
ciones y proposiciones atémicas para los estados. Los nombres de las acciones los
utilizaremos para describir los mecanismos de comunicacién entre los procesos. Usa-
remos las letras del alfabeto griego para determinar las acciones. Las proposiciones
atémicas son usadas para formalizar caracteristicas temporales; estas proposiciones
expresan intuitivamente hechos simples conocidos acerca de los estados del siste-
ma a consideracién, dichas proposiciones son denotadas con letras minusculas de
nuestro alfabeto.

Ejemplo 2.2. Proposiciones atémicas

1. z es igual a cero

2. x es menor que 200

3. No hay mas que un litro de fluido en el tanque
4. No hay clientes en la tienda

Definicién 2.3. Un sistema de transicién (TS) es una tupla (S, Act,—,I, AP, L)
donde

= S es el conjunto de estados

Act es el conjunto de acciones

—C S x Act x S es la relacién de transicién
I C S es el conjunto de estados iniciales

AP es el conjunto de proposiciones atémicas
n L:8S — 247 es la funcién codificadora

Decimos que un TS es finito si S, Act y AP son finitos
Escribiremos s — s en lugar de (s, a, s') €—
Observacion 2.4.

1. Note que puede ocurrir que I = (), en tal caso, todos los estados no iniciales
no presentan algiin comportamiento.

2. Es importante enfatizar que los estados que tienen mds de una transicion,
la siguiente transicién se escoge de manera no deterministica (aleatoria).

3. Siel T'S cuenta con mas de un estado inicial, de manera similar éste se escoge
de manera no deterministica.

4. Una vez que el sistema descrito por el TS alcanza un estado terminal, el
sistema completo se detiene.

Observacién 2.5. La funcién codificadora L relaciona un conjunto L(s) € 247 de
proposiciones atomicas a cualquier estado s.
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Intuitivamente todas las proposiciones a € AP con a € L(s) son satisfechas por
el estado s. Dado que @ es una férmula proposicional 16gica entonces s satisface la
féromula @ si la evaluacién inducida por L(s) hace que la férmula ® sea verdadera,
esto es

sE® sii L(s)=®

Observacion 2.6. El conjunto de proposiciones AP siempre se escoge dependiendo
de las caracteristicas de interés. En la representacion de los sistemas de transicién,
el conjunto de proposiciones AP generalmente no se indica explicitamente y se
asume que AP C S con la funcién codificadora L(s) = {s}.

Definicién 2.7. Sea T'S = (S, Act,—,I, AP, L) un sistema de transicién (TS).
Para s € Sy a € Act el conjunto de a-sucesores directos de s estd definido como:

Post(s,a) ={s' € S:s 3 s}  Post(s) = U Post(s, )
acAct

El conjunto de a-predecesores de s estéd definido por:

Pre(s,a) ={s' € S:s 3 s}  Pre(s) = U Pre(s,a)

a€Act

Definicion 2.8. Un estado s en un sistema de transiciones TS es llamado terminal
si y solo si Post(s) =0

Definicién 2.9. Sea T'S = (S, Act,—,I, AP, L) un sistema de transiciones

1. T'S es llamado determinista por acciones si |I| < 1y |Post(s,a)| < 1 para
todos los estados s y las acciones «.

2. TS es llamado determinista por AP si |[I| <1y |Post(s)N{s' € S: L(s') =
A}| <1 para todos los estados s y A4 € 247,

Hasta ahora hemos descrito el comportamiento de un sistema de transiciones de
una manera intuitiva; asi que ahora formalizaremos esto con la nocién de ejecucién.
Una ejecucion resulta de la resolucién del posible indeterminismo en el sistema.
De esta manera una ejecucién describe un posible comportamiento del sistema de
transiciones. Formalmente, tenemos

Definicién 2.10. Sea un T'S = (S, Act,—, I, AP, L) sistema de transiciones. Un
fragmento de ejecucion finito o de T'S es una secuencia alternativa de estados y
acciones que finalizan con un estado

Qg1 .
0 = Sp151Q2 . .. Sy tal que s; — s;41 paratodo 0 < i <n

donde n > 0. Nos referimos a n como la longitud del fragmento de ejecucién g. Un
fragmento de ejecucién infinito p de T'S, es una secuencia alterna infinita de estados
y acciones

p = Sp1S1Qisaas . .. tal que s; it para todo 0 < i
Observacién 2.11.

= Note que la secuencia s con s € S es un fragmento de ejecucion finito legal
de longitud n = 0.

= Cada prefijo de longitud impar de un fragmento de ejecucion infinito es un
fragmento de ejecucidn finito.
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De ahora en adelante, el término fragmento de ejecucion serd usado para deno-
tar cualquiera de los dos términos, fragmento de ejecucion finito o fragmento de
ejecucién infinito.

Los fragmentos de ejecucién ¢ = sgay...anS, ¥ p = Spq181Q3 ... se escribirdan
respectivamente como:

Q:S(]ﬂ)"'ﬂ)&n y p:S()ﬂ)Slﬂ)"'
Definicién 2.12. Un fragmento de ejecucién mazximal es o un fragmento de ejecu-
cién finito que termina en un estado terminal, o un fragmento de ejecucién infinito.

Un fragmento de ejecucién es llamado inicial si comienza en un estado inicial,
es decir, si sg € 1.

Definicién 2.13. Una ejecucién de un sistema de transiciones TS es un fragmento
de ejecucion inicial y maximal.

Definicién 2.14. Sea T'S = (S, Act,—,I, AP, L) un sistema de transiciones. Un
estado s € S es llamado alcanzable en T'S, si existe un fragmento de ejecucién finito
e inicial
[e51] Q2 Qn
So —> 81— —> S8, =S
Reach(T'S) denota el conjunto de todos los estados alcanzables en T'S.

3. SISTEMAS DEPENDIENTES DE DATOS

Las acciones ejecutables de un sistema dependiente de datos tipicamente resultan
de las ramificaciones condicionales tales como

ifr%2=1then z : =z + 1 else z := 2z fi.

En principio cuando modelamos este fragmento de programa como un sistema de
transiciones, las condiciones de transicién podrian ser omitidas y las ramificaciones
condicionales podrian ser reemplazadas por lo indeterminado, pero generalmente
hablando, el resultado de esto es un sistema de transiciones muy abstracto para el
cual solo unas pocas propiedades relevantes pueden ser verificadas. Alternativamen-
te las transiciones condicionales pueden ser usadas y el grafo resultante (etiquetado
con condiciones) puede ser desplegado en un sistema de transiciones que luego puede
ser sometido a verificacion.

Las etiquetas de las transiciones condicionales son de la forma g : o donde g es
una condicién booleana (llamada guardia) y « es una accién que es posible una
vez que g se cumpla. Los nodos del grafo son las localizaciones y las transiciones
condicionales como arcos; es importante mencionar que éste no es un sistema de
transiciones, ya que los arcos son provistos con condiciones. Sin embargo, un sistema
de transiciones puede ser obtenido por el “despliegue” del grafo.

Estas ideas son formalizadas al utilizar lo que llamaremos grafos de programa
sobre un conjunto Var de variables tipificadas. Esencialmente esto significa que
un tipo estandarizado por ejemplo, integer, boolean, char estd asociado con
cada variable. El tipo de variable x es llamado el dominio dom(x) de . Denotare-
mos con FEval(Var) al conjunto de evaluaciones que asignen valores a las variables.
Cond(Var) seré el conjunto de condiciones booleanas sobre Var, es decir, férmulas
proposicionales 16gicas cuyos simbolos proposicionales son de la forma z € D donde
T = (x1,...,2,) es una tupla formada por parejas de variables distintas en Var y
D es un subconjunto de dom(z1)x ---x dom(x,). Por ejemplo la proposicién

(-3<z—a2' <5)A(x<2-2')A (y = verde)
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es una condicién booleana legal para las variables enteras x y «’ y y una variable
con dom(y) = {rojo, verde}.

De aqui en adelante, usaremos continuamente notaciones simplificadas para los
sfmbolos proposicionales tales como “—3 < z — '’ < 5” en lugar de (z,2') €
{(n,m) e N?|3 <z —a’ <5}

Inicialmente no restringimos los dominios. El conjunto dom(z) puede ser un
conjunto arbitrario, incluso posiblemente infinito. Aunque en un sistema real de
software todos los dominios son finitos. La decisién de que las restricciones sobre
los dominios son ttiles para la implementacién como por ejemplo, cudntos bits son
necesarios para la representacién de variables de tipo entero se deja hasta una etapa
posterior de diseno y es ignorada aqui.

Un grafo de programa sobre un conjunto de variables tipificadas es un digrafo
cuyos arcos son etiquetados con condiciones sobre estas variables y acciones. El
efecto de las acciones estd formalizado por el significado de la funcién

Efecto:Act x Eval(Var) — FEval( Var)

la cual indica como la evaluacién 1 de variables es cambiada al realizar una accién.

Ejemplo 3.1. « denota la accién x := y + 5, donde = y y son variables enteras y
7 es la evaluacién con n(z) = 17 y n(y) = —2 entonces

Efecto(a,n)(z) =n(y) +5=-2+5=3, ¥y
Efecto(er, n)(y) = n(y) = —2

Asi Efecto(a,n) es la evaluaciéon que asigna 3 a  y —2 a y. Los nodos de un
grafo de programa son llamados localizaciones y tienen una funciéon de control ya
que ellos especifican cuales de las transiciones condicionales son posibles.

Definicion 3.2. Un grafo de programa sobre el conjunto Var de variables tipifica-
das es una tupla (Loc, Act, Efecto, <, Locp,go), donde

= Loc es un conjunto de localizaciones y Act el conjunto de acciones.

= FEfecto : Act x Fval(Var) — Ewval(Var) es la funcién de efecto.

= —C Loc x Cond (Var) x Act x Loc es la relacién de transicién condicional.
= Locog C Loc es un conjunto de localizaciones iniciales

» go €Cond(Var) es la condicién inicial.

La notacién I £5 1 es usada en lugar de (I, g, a,l") €—. Ademas la condicién g es

llamada el guardia de la transicién condicional [ LU Siel guardia es una tautologia
como por ejemplo g =verdad o g = (x < 1) V (x > 1) entonces simplemente
escribimos 1 < I'.

El comportamiento en la localizacion I € Loc depende sobre la variable actual de
evaluacion 7. Se realiza una eleccién no deterministica entre todas las transiciones
giox . . . . . .

[ = I’ la cual satisface la condicién g en la evaluacién 7, es decir, n = g. La ejecucién
de la accién a cambia la evaluacién de la variables de acuerdo a Efecto(a, -). Luego
el sistema cambia a la localizacién I’. Si tal transicién no es posible, el sistema se
detiene.

Cada grafo de programa puede ser interpretado como un sistema de transiciones.
El sistema de transiciones de un grafo de programa resulta del “despliegue”. Sus
estados consisten de un componente de control, es decir, una localizacién ¢ del
grafo de programa, junto con una evaluacién n de las variables. De esta manera
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los estados son parejas de la forma (¢,7). Los estados iniciales son localizaciones
iniciales que satisfacen la condicién inicial gyg. Para formular las propiedades del
sistema descrito por un grafo de programa, el conjunto AP de proposiciones es
compuesto de localizaciones ¢ € Locy (para poder afirmar en que localizacién de
control se encuentra actualmente el sistema), ademds de condiciones booleanas para
las variables. Por ejemplo. una proposiciéon como

(x <5)A(yespar )A(Le{1,2})

puede ser formulada con variables enteras x,y y con localizaciones naturales. El
etiquetado de los estados es tal que (¢,v) es etiquetado con ¢ y con todas las
condiciones (sobre Var) que se cumplan en 7. La relacién de transicién estd deter-
minada como sigue. Siempre que £ LS ¢ es una transicién condicional en el grafo
de programa, y el guardia g se sigue en la evaluacién actual 7, entonces existe una
transicién del estado (¢, i), para decir que (¢, Efecto(a, n)). N6tese que la transicién
no esté vigilada. Formalmente:

Definicién 3.3. (Seménticas del sistema de transiciones de un grafo de programa)
El sistema de transiciones T'S(PG) de un grafo de programa

PG = (Loc, Act, Efecto, —, Locg, go)

sobre el conjunto Var de variables es la tupla (S, Act,—, I, AP, L) donde,

» S = Loc x Eval(Var)
= —»C S X Act x S esta definido por la siguiente regla:

VAN nkg
(€,m) = (€', Bfecto(a,n))
» I ={{l,n): L€ Loco,n |~ go}

s AP = LocU Cond(Var)
= L((¢,n)) = {t} U{g € Cond(Var) : n = g}

La definicién de T'S(PG) determina un gran conjunto AP de proposiciones.
Pero generalmente, sélo una pequena parte de AP es necesario para formular las
propiedades relevantes del sistema. En lo que sigue, exploraremos los grados de
libertad al escoger el conjunto de proposiciones de T'S(PG) y solo emplearemos las
proposiciones atomicas necesarias en el contexto que estemos manejando.

Observacion 3.4. En la definicién anterior, la relacién de transicién estd definida
empleando lo que es denominado notacién-SOS (Semédticas operacionales estructu-
radas). Esta notacién serd frecuentemente usada en lo que sigue. La notacién

premisa
conclusion

se interpretard de manera similar a una estructura de la forma if...then, si la pro-
posicién que hace las veces de “numerador” se cumple, entonces la proposicion
“denominador” se cumplird también. Ademads las proposiciones son llamadas re-
glas de inferencia o simplemente reglas. Si la premisa es una tautologia, puede ser
omitida (también la linea). En este iltimo caso la regla es llamada azioma.

Frases como “La relacién — estd definida por las siguiente reglas (y axiomas)”
tienen el significado de una definicién inductiva donde la relacion — estd definida
como la relacién méas pequena que satisface las reglas y los axiomas indicados.
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4. MODELANDO SISTEMAS CONCURRENTES

4.1. Paralelismo y comunicacion. En la realidad la mayoria del software y
hardware no son secuenciales, sino puramente paralelos. Describiremos algunos me-
canismos para proveer modelos operacionales para sistemas paralelos por medio de
sistemas de transicion.

Asumiremos que el comportamiento operacional de los procesos que se ejecutan
en paralelo son dados por sistemas de transicion 7'Sy,...,T.S,,. Nuestro objetivo
serd definir un operador ||, tal que:

TS =TSi|| - ||TSn

es un sistema de transicién que especifica el comportamiento de la composicién
paralela de los sistemas de transicién 7Sy hasta T'S,,. Asumiremos que el operador
|| es asociativo y conmutativo.

Note que el esquema anterior puede ser repetido nuevamente en T'S;, es decir,
TS; puede ser un sistema de transicion compuesto de varios sistemas de transicién:

TS, =TS ||TSiz2|l-- |TSin

Usando de esta manera hereditaria la composicién paralela, podemos describir siste-
mas paralelos de mayor complejidad y describirlos de una manera mas estructurada.

4.1.1.  Comunicacion e interpolacion. Un paradigma ampliamente aceptado para
los sistemas paralelos es la inteporlacion. Este paradigma es una abstraccion del
hecho que un sistema esta compuesto por componentes relativamente independien-
tes.

El sistema completo es compuesto de los actuales estados individuales de los
componentes. Las acciones de los componentes individuales son fusionadas con las
acciones de otros componentes. La concurrencia es representada por inteporlacién
pura, que es, la eleccién no-determinista entre las actividades de los procesos (o
componentes) que actiian simultdneamente. Denotaremos con ||| al operador de
interpolacion.

Una importante justificacién para la interpolacién es el hecho que el efecto de las
acciones a y 3 concurrentemente ejecutadas parece ser indéntico al efecto cuando
«a 'y [ son ejecutadas sucesivamente en orden arbitrario. Esto puede ser enunciado
simbolicamente como:

Efecto(a||| B,n) = Efecto((c; 8) + (8; ), )

donde el operador ; indica una ejecucién secuencial, + representa una elecciéon no-
determinista, y ||| indica una ejecuén concurrente de actividades independientes.

Ejemplo 4.1. Supongamos dos asignaciones a dos variables independientes

xi=x+1|||y:=y—2
o B
Cuando inicialmente x = 0y y = 7, x tiene el valor 1 y y tiene el valor 5 después
de ejecutar o y 8 independientemente de que las asignaciones ocurran concurrente-
mente, o en orden arbitrario sucesivo. Note que la independencia de las acciones es
crucial. Para acciones dependientes comunmente el orden de las acciones es esencial.
Ahora estamos en la posicién para definir formalmente la interpolacién (denotada
por |||) de los sistemas de transicién. El sistema de transicién T'Sy ||| T'Sz representa
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el sistema paralelo que resulta de la fusién de las acciones de los componentes
descritos por T'Sy y T'S,.

Asumiremos que no hay comunicacién y no hay argumentos sobre variables com-
partidas. Los estados globales de T'Sy ||| T'S2 son parejas (s1,s2) que consisten de
los estados locales s; de los componentes T'S;. Las transiciones de salida del estado
global (s, s2) consisten de las transiciones de salida de s; junto con las de so. En
consecuencia, siempre que el sistema compuesto esté en el estado (s1,s2) se reali-
zara una accién no-determinista entre todas las transiciones de salida del estado
local s1 v ss.

Definicién 4.2 (Interpolacién de sistemas de transicién). Sean T'S; = (5;,
Act;y,—4,1;, AP;, L;) i = 1,2 dos sistemas de transicién. El sistema de transicién
TSy ||| TSz estd definido por:

TS5, ||| TSy = (51 X So, Actq U Acto, —, 11 X Iy, AP U APQ,L)
donde la relacién de transiciéon — estd definida por las siguientes reglas:

« ’ « ’
S1 —1 81 SS9 —92 82

(03 ’ y [0 ’
(s1,82) — (51, 82) (s1,82) — (s1,59)
y la funcién etiquetadora estd definida por L((s1,s2)) = L(s1) U L(s2).

4.1.2.  Comunicacién via variables compartidas. El operador de interpolacién |||
puede ser usado para modelar concurrencia asincrona en la cual los subprocesos
actian completamente independientes de todos los demés. Sin embargo, el operador
de interpolacién para los sistemas de transicién es demasiado simple para la mayoria
de los sistemas paralelos con componentes concurrentes y con comunicacién. Un
ejemplo claro es aquel sistema que tenga variables compartidas.

Definiremos un operador de interpolacién directamente sobre los grafos de pro-
grama. La interpolacién de grafos de programa, denotada como PG ||| PG5 genera
un sistema de transiciones T'S(PG1 ||| PG2) que describe fielmente un sistema pa-
ralelo cuyos componentes se comunican por medio de variables compartidas. Note
que en general T'S(PG1 ||| PG2) # TS(PGh) ||| TS(PGs).

Definicién 4.3 (Interpolacién de grafos de programa). Sea PG; = (Loc;,
Act;, Efecto;, —;, Locg ;, go,;) para i = 1,2 dos grafos de programa sobre las varia-
bles Var;. El grafo de programa PG ||| PG4 sobre Var;UVars esta definido por

PG4 ||| PG = (Locy x Locg, Acty W Acty, Efecto, —, Locy 1 X Locg 2, go,1 A go,2)

donde < esta definido por las reglas

o &0 0y &5 0,
oY y HeY / ) y
(01, 62) 55 (01, 0) (1, 62) 5 (01,65)
| Efecto;(c,n| Var;)(v) sive Var;
Efecto;(cn)(v) = { n(v) en otro caso.

Los grafos de programa PG y PG tienen las variables VaryNVars en comun;
estas son las variables compartidas. Las variables Var;\ Vary son las variables lo-
cales en PG, y las variables Varg\ Vary son las variables locales en PGs.

La distincion entre las variables locales y compartidas tiene ademés un impacto
sobre las acciones del grafo de programa compuesto PG1|||PGs. Las acciones que
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accesan es decir que inspeccionan o modifican las variables compartidas pueden ser
consideradas como criticas; de otra manera son vistas como no criticas.

En particular una accién no critica de PGy puede ser ejecutada en paralelo con
una accién critica o no critica de PG2 ya que sélo tendré efecto en sus variables lo-
cales. Por simetria, lo mismo aplica para las secciones no criticas de PG y PGs. Sin
embargo, las acciones criticas de PG y PG5 no pueden ser ejecutadas simultanea-
mente ya que el valor de las variables compartidas depende del orden en que se
ejecuten estas acciones.

Note que, cualquier estado global donde las acciones criticas de PGy y PG2 son
permitidas, describen una situacién de concurrencia que tiene que ser resuelta con
alguna apropiada estrategia de programacion.

Observacién 4.4.

= Para modelar un sistema paralelo por medio de un operador de interpola-
cién para grafos de programa, es decisivo que las acciones a € Act sean
indivisibles.

= Empleando grafos de programa, una secuencia de instrucciones puede ser
declarada atémica cuando se escribe como una etiqueta de un arco.

= En los programas en pseudocédigo empleados aqui, una serie de instrucciones
pueden ser declaradas atémicas rodedndolas de paréntesis angulares (---).

4.1.3.  El saludo (Apreton de manos). En esta subseccién consideraremos un me-
canismo por el cual procesos concurrentes interactuan via, un “saludo” (apretén
de manos, en inglés, handshacking). El término “saludos” significa que los procesos
concurrentes que quieren interactuar tienen que hacerlo de manera sincrona; es de-
cir, los procesos pueden interactuar sélo si ambos participan en esta interaccién al
mismo tiempo.

La informacion que es intercambiada puede ser de diferente naturaleza, desde
un simple valor entero hasta complejas estructuras de datos como arreglos de regis-
tros; de ahora en adelante, no estaremos interesados en el contenido de los mensajes
intercambiados; en su lugar adoptaremos un punto de vista abstracto y sélo conside-
raremos las acciones de comunicacién que representa la ocurrencia de un “saludo” y
no el contenido. Para hacer esto, distinguimos un conjunto H de acciones de saludo
con 7 ¢ H. El paso de mensajes puede ocurrir, sélo si ambos procesos involucrados
estan listos para ejecutar la misma accién de saludo. Todas las acciones fuera de
H (i.e. @ € Act\ H) son independientes y por lo tanto pueden ser ejecutadas de
manera auténoma en una forma interpolada.

Definicién 4.5 (Saludo (Paso de mensajes sincronizados)). Sea T'S; =
(S;, Acty, =, I;, AP;, L;) con i = 1,2 un sistema de transicién y H C Acty; N Actsy
con 7 ¢ H. El sistema de transicién T'Sy || T'Ss esté definido como sigue:

TS, HTSQ = (Sl X Sg,ACtl UACtg,—),Il X Ig,APl UAP27L)

donde L((s1,82)) = Ls, U L(s2) y donde la relacién de transicién — estd definida
por las siguientes reglas:

= Interpolacién para o € H:

[0 ! « !
81 —>1 81 S —>2 89

(s1,52) =5 <8/1a32> (s1,82) 5 <8175/2>
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= Saludo para aa € H

« ’ « ’
S§1 —>1 81 N\ S2 —2 Sq

(s1,82) = (51,5,
TS || TSy abrevia T'Sy ||g TSy para H = Acty N Acts \ {7}

Observacién 4.6 (Conjunto vacio de acciones de saludo). Cuando el conjunto
H de acciones de saludo es vacio, todas las acciones de los procesos involucrados
pueden tomar lugar de manera auténoma, i.e. en este caso particular, el saludo se
reduce a interpolar

TS| TSy =TS ||| TSe.

El operador ||g define el saludo entre dos sistemas de transicién. El “saludo” es
conmutativo, pero en general no es asociativo. En general, tenemos lo siguiente:

TSl ||H(TSQ ||H/TSS) 7’5 (TSl ||HT52)||H/TS3 para H 7é HI.

Sin embargo, para un conjunto fijo H de acciones de saludo sobre el cual todos los
procesos se sincronizan, el operador ||y es asociativo, esto es:

denota la composiciéon paralela de los sistemas de transicion T7'S; a TS,, donde
H C Acti N Acta N ---N Act,y,.

En algunos casos, los procesos se comunican en parejas sobre las acciones que
tienen en comun. Denotaremos con TS || - - - ||T'S,, la composicién paralela de TSy
a TS, (con n > 0) donde T'S; y T'S; (0 < i # j < n) se sincronizan sobre el
conjunto de acciones H; ; = Act; N Act; tal que H; ; N Acty, = 0 para k ¢ {i,5}.

4.1.4. Sistemas de canales. En esta seccion introduciremos los sistemas de cana-
les, sistemas paralelos donde los procesos se comunican por lo que llamamos canales,
biferes tipo FIFO (por sus siglas en inglés) que pueden contener mensajes. Con-
sideraremos que los sistemas de canales son cerrados, esto es, los procesos pueden
comunicarse con otros procesos del sistema (via canales) pero no con procesos fuera
del sistema.

Intuitivamente, un sistema de canales, consiste de n procesos. Py, ..., P, (depen-
dientes de datos); cada proceso P; es especificado por un grafo de programa PG;
el cual es extendido con acciones de comunicacién. Las transiciones de estos grafos
de programa son cualquiera de las dos, las transiciones condicionales (etiquetadas
con guardias y acciones) o una de las acciones de comunicacién con su respectivo
significado intuitivo:

clv  Transmite el valor v por el canal c.

c?x Recibe un mensaje por el canal ¢ y lo asigna a la variable x.
Cuando consideramos al canal ¢ como un bufer, la accién de comunicacion clv,
pone el valor v en la cola de este, siempre que ¢’z recupere un elemento del frente
de ¢ mientras lo asigna a x. Asumimos implicitamente que la variable z, es del
tipo correcto, esto es, que tiene un tipo que e compatible con los mensajes que son
puestos en el canal c.

Denotaremos con Comm al conjunto de acciones de comunicacién donde Chan
es un conjunto de canales, con un elemento tipico c.

Comm = {clv, c?z : ¢ € Chann, v € dom(c),x € Var con dom(c) C dom(x)}
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Un canal c¢ tiene una capacidad finita o infinita que indica el niimero maximo de
mensajes que puede almacenar y un tipo (o dominio) que especifica el tipo de
mensajes que pueden ser transmitidos por c¢. Simbolicamente se tiene que el canal
¢ tiene una capacidad cap(c) € NU {co} y un dominio dom(c).

La capacidad de un canal define el tamano correspondiente del bufer, i.e. el
nimero de mensajes aun no leidos que pueden ser almacenados en el bufer. Cuan-
do cap(c) € N, ¢ es un canal con capacidad finita; cap(c) = oo indica que ¢ tiene
una capacidad infinita. Note que el caso especial cuando cap(c) = 0 es permitido;
en este caso, el canal ¢ no tiene bifer, entonces la comunicacién por medio del
canal ¢ corresponde al tipo “saludo” (transmisién y repeticién simultanea) més el
intercambio de algunos datos. Cuando cap(c) > 0 hay un retardo entre la transmi-
sién y la recepcion de un mensaje, esto es lo que se conoce como paso de mensajes
asincronos. El envio y recepcién de mensajes de un canal ¢ con cap(c) # 0, puede
que nunca aparezca simultaneamente.

Ambos tipos de paso de mensajes, sincronos y asincronos pueden ser modelados
por medio de un sistema de canales.

Definicién 4.7 (Sistemas de canales). Un grafo de programa sobre (Var, Chan)
es una tupla

PG= = (Loc, Act, Effect, <, Locy, go)

= Loc es un conjunto de localizaciones y Act es un conjunto de acciones.
= Effect : Actx Eval(Var)— Eval(Var) es la funcién de efecto.

= —CLocx Cond(Var)x (Act UComm)x Loc.

= Locog CLocg, es un conjunto de localizaciones iniciales.

» go €Cond(Var) es la condicién inicial.

Un sistema de canales C'S sobre ( Var, Chann) consiste de un grafo de programa
PG, sobre (Var;, Chann) (para 1 < i < n) con Var={J,,, Var;. Lo denotamos
como

CS = [PGy]--- PG,

La relacién de transicién < de un grafo de programa sobre ( Var, Chann) consiste
de dos tipos de transiciones condicionales: la etiquetada con un guardia y una

. g . - giclv .
accién, ¢ — ¢ y una transicién condicional de la forma ¢ "— ¢’ (para enviar v

. g:c?x s . . ‘
por medio de ¢) y ¢ "— £ (para recibir un mensaje por medio de ¢) que estén
etiquetadas con acciones de comunicacién. Para fines de simplicidad, asumiremos
en lo siguiente que el guardia es satisfecho.

= Saludo. Si cap(c) = 0, entonces el proceso P; puede transmitir un valor v
sobre el canal ¢ al realizar

clv 1
sélo si otro proceso P;, por decir, “ofrece” una accién complementaria de
recepcién, i.e. si puede realizar

ctx v
fj — gj'
P; y Pj deben de ser capaces de realizar simultdneamente clv en FP; y c?z
en P;; asi de esta manera, el paso de mensajes entre P; y P; puede tomar
lugar. El efecto del paso de mensajes corresponde al asignacion distribuida
de x :=wv.
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Note que cuando el “saludo” sélo es usado para propdsitos de sincroniza-
cién, no tiene relevancia el nombre del canal, ni el valor de v
= Paso de mensajes asincronos. Si cap(c) > 0, entonces el proceso P; puede
realizar la transicién condicional

clv s
=Y,
si y s6lo si el canal ¢ no estd lleno, es decir, si menos que cap(c) mensajes
estdn almacenados en c. En este caso, v estd almacenado en la cola de c.
Los canales son considerados buferes FIFO (por sus siglas en inglés). Por
consiguiente, P; puede realizar
ctx 1
éj — gj
si y s6lo si el bufer de ¢ no esta vacio. En este caso, el primer elemento v del
bufer es extraido y asignado a x (de una manera atémica).

La siguiente definicién formaliza el comportamiento sucesivo de un sistema de ca-
nales por medio de un sistema de transicién. El concepto bésico es similar al mapeo
de un grafo de programa en un sistema de transicién. Sea C'S = [PGy, |- ,|PGy]
un sistema de canales sobre (Chann, Var). Los estados globales de T'S(C'S) son
tuplas de la forma

<€17"'7€n7n7€>

donde ¢; indica la localizaciéon actual del componente PG;, n almacena los valores
actuales de las variables y ¢ guarda (como secuencias) el contenido actual de los
diferentes canales. Formalmente, n € Eval( Var) es una evaluacién de la variables y
¢ es una evaluacion del canal, es decir, un mapeo desde un canal ¢ € Chann en una
secuencia £(c) € dom(c)* tal que la la longitud de la secuencia no puede exceder la
capacidad de ¢, es decir, len(¢(c)) < cap(c) donde len(-) denota la longitud de una
secuencia. Fval(Chan) denota el conjunto de todas las evaluaciones del canal. Para
los estados iniciales, los componentes de control ¢; € Locg ;, debe ser inicializado y
la variable de evaluacién 7 debe satisfacer la condicién initial gg. Ademds asumimos
que cada canal estd vacio, lo que denotamos con e.

Antes de introducir los detalles de las seméaticas de un sistema de transiciones,
introduciremos algunas notaciones. La evaluacién de canal £(¢) = vy vs .. . v (donde
cap(c) >> k) denota que v; se encuentra al frente del bifer ¢, vy es el segundo
elemento y asi sucesivamente hasta vy, que es el elemento que se encuentra al
final de ¢; en este caso len(¢(c)) = k. Diremos que &[c:=wvy,...,v;] denota las
evaluaciones de canal donde la secuencia vy, ..., v, es asignada a c sin afectar a
todos los demés canales; simbolicamente:

f[c:vl,...,vk](c’){ () sic#c

vi---v, sic=c.

La evaluacion de canal &y envia cualquier canal a la secuencia vacia, denotada
con ¢, simbolicamente, para cualquier canal ¢, y(c) = €. Sea len(e) = 0. El conjunto
de acciones de T'S(CS) consiste de las acciones « € Act; del componente PG; y el
simbolo 7 representa todas las acciones de comunicacién donde se intercambian
datos.
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CapriTULO 11

EL TEOREMA DE COMPACIDAD

JOSE ARRAZOLA RAMIREZ
IVAN MARTINEZ RUIZ
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FCFM, BUAP

RESUMEN. Un resultado importante en Logica es el Teorema de Compacidad,
el cual establece que dado un conjunto I' de sentencias en un lenguaje de primer
orden L, se cumple que I' admite un modelo siempre que todo subconjunto
finito de I' lo admite. El objetivo de este trabajo sera presentar el Teorema de
Compacidad para el Calculo Proposicional Clasico. Finalmente, estudiaremos
el Teorema de Compacidad en su forma més general.

1. INTRODUCCION

Godel es reconocido como uno de los mas importantes 16gicos de todos los tiem-
pos, su trabajo ha tenido un impacto inmenso en el pensamiento cientifico y filoséfi-
co del siglo XX. Godel, al igual que otros pensadores como Bertrand Russell, A.
N. Whitehead y David Hilbert, intenté emplear la logica y la teoria de conjuntos
para comprender los fundamentos de la matemédtica. A Godel se le conoce mejor
por sus dos teoremas de la incompletitud, publicados en 1931 cuando tenia 25 anos
de edad, un ano después de finalizar su doctorado en la Universidad de Viena.

El més célebre de sus teoremas de incompletitud establece que todo sistema
axiomatico recursivo auto-consistente y lo suficientemente poderoso como para de-
scribir la aritmética de los niimeros naturales (la aritmética de Peano), existen
proposiciones verdaderas sobre los naturales que no pueden demostrarse a partir de
los axiomas. Para demostrar este teorema desarrollé una técnica denominada nu-
meracién de Godel, la cual codifica expresiones formales como nimeros naturales.
También demostré que la hipotesis del continuo no puede refutarse con los axiomas
aceptados en la teoria de conjuntos, si dichos axiomas son consistentes. Realiz6 im-
portantes contribuciones a la teoria de la demostracién al esclarecer las conexiones
entre las 16gicas clasica, intuicionista y modal. Un resultado més de Gdel, no menos
importante que los anteriores, denominado Teorema de Completitud, establece que
toda teoria T de primer orden es consistente si y sélo si admite un modelo; es decir,
podemos asegurar que en nuestra teoria 7' no existen formulas tales que ella y su
negacién son validas. La propiedad de consistencia es importante en Légica, pues
toda teorfa inconsistente se convierte en una teoria trivial donde todas sus férmulas
son vélidas. Si bien una teoria consistente T' puede ser incluso infinita, el Teorema
de Compacidad, que estudiaremos en este trabajo, nos garantiza que la existencia
de un modelo para T equivale a la existencia de un modelo para todo subconjunto
finito de T'. En particular, estudiaremos el Teorema de Compacidad para el Célculo
Proposicional Clasico, asi como una de sus equivalencias.

147
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2. NOTACION Y TERMINOLOGIA

En lo que sigue inicamente se presentardn las definiciones maés relevantes que se
utilizaran a lo largo del presente trabajo; de igual forma, introduciremos algunas
notaciones, con el objetivo de lograr una mayor comprensién del mismo.

Definicion 2.1. Una Teoria formal F consiste de:

1. Un conjunto numerable llamado el conjunto de simbolos de F. A cada suce-
sién finita de simbolos se le llamard una expresiéon en JF.

2. Un conjunto de expresiones, llamado el conjunto de férmulas bien formadas,
el cual se abrevia como wfs.

3. Un conjunto de férmulas bien formadas, el cual recibe el nombre de conjunto
de axiomas en J.

4. Un conjunto finito {Ry, Ra, ..., Ry} de relaciones entre wis llamadas reglas
de inferencia. Si dada una wf ¢ existe un conjunto de wfs ¢1,...,¢0, v j €
{1,...,m} tal que (¢1,...,¢n,¥) € R;, diremos que ¢ es una consecuencia
directa de las férmulas dadas a partir de R;.

Si dada cualquier férmula @, es posible determinar si es un axioma, F recibe el
nombre de Teoria Axiomatica.
En particular, trabajaremos con el lenguaje L, que consiste de lo siguiente:

1. Un conjunto numerable {p, : n € w} de letras, denominadas letras proposi-
cionales o férmulas atémicas.

2. Un conectivo de aridad 1, denotado por —, llamado negacién, un conectivo
binario denotado por —, denominado implicacién.

3. Un conjunto de simbolos auxiliares: ()

Definicién 2.2. El conjunto de férmulas bien formadas, denotado por FOR, es el
C-minimo conjunto que cumple las siguientes condiciones:

(a) Toda férmula atémica pertenece a FOR.
(b) Si ¢,9 € FOR, entonces —p, p — ¢ € FOR.

Definicién 2.3. Denotaremos por L a la Teoria axiomética del Calculo Proposi-
cional Clésico. Si «, 8 y 7 son férmulas, entonces las siguientes férmulas son los
axiomas de L:

(A1) B — (a —p)

(A2) (= (B8 —7) = (@ = ) = (@ —7))

(A3) (v = =8) = (v = B) =)
La tnica regla de inferencia de £ es modus ponens (MP): ¢ es consecuencia directa
de p =Yy o
Definicién 2.4. Sea F una teoria formal.

1. Una prueba en ¥ es una sucesién finita o, ..., a, de férmulas tal que para
cada ¢ < m, a; es un axioma o consecuencia directa de féormulas previas a
partir de alguna regla de inferencia.

2. Un Teorema en F es una férmula « tal que existe una prueba aq,...,a,,
con a, = Q.

Observacion 2.5.

1. Denotaremos a un teorema de una teoria formal F con Fg «, en caso de no
existir ambigiiedad sélo escribiremos + a.
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2. Denotaremos con Th(F) al conjunto de Teoremas de la Teoria F.

Introducimos los siguientes conectivos en el Calculo Proposicional Clasico como
abreviaciones de féormulas:

oA B =(a——f)
aVp=-a—pf
aefB=(@—=B)N(B—a)

El siguiente resultado justifica las construcciones y definiciones recursivas en
Célculo Proposicional Clasico.

Proposicién 2.6. Sea A un conjunto no vacio, Hy : A2 — A una funcion con
Oe {V,A,—}, HL : A — A funcion y H : Atom — A, donde Atom = {p :
p es formula atdmica }. Entonces existe una unica funciéon F : FOR — A que
cumple las siguientes propiedades.

1. F rAtom:H
2. F(eOy) = Ha(F(p), F(¥)) para ¢, € FOR y O € {V,A,—}
3. F(=p) = H.(F(¢))

A partir del resultado anterior podemos establecer adecuadas funciones mediante
las cuales generar tablas de verdad comtinmente empleadas en los cursos basicos de
légica proposicional clasica.

Definicién 2.7. Sean A = {0,1}, Hn : A2 - Ay H_ : A — A definida por
1. Ha(z,y) = min{z, y}

2. H\/(l‘vy) :méx{x,y}
1 siz<y

3 Hﬁ(x,y)_{o siz >y
4. H (z)=1—2

Definicién 2.8. Sea L un lenguaje formal. Una L-asignacion es una funcion

M:{p:p es férmula atémica } — {0,1}

Por la Proposicién 2.6, existe una tdnica funcién vy : FOR — {0,1} extensién
de M, respecto a las funciones que se presentan en la Definicién 2.7. A esta funcién
se le denominara valuacién inducida por la asignacién M.

Observacion 2.9. Si ¢ tiene exactamente n atomos, existen exactamente 2™ L-
asignaciones diferentes ( por lo tanto 2™ valuaciones distintas), las cuales general-
mente se presentan como una tabla de verdad con 2" filas.

Definicién 2.10. Sea M un asignacién. Una férmula « es llamada verdadera bajo
M si vpr(a) = 1. En otro caso, diremos que « es falsa bajo M.

Definicién 2.11. Un conjunto de férmulas A es llamado satisfactible si existe una
asignacién M tal que vys(a) = 1 para toda a € A.

Definicién 2.12. Sea A un conjunto de férmulas. Diremos que una férmula 3 es
consecuencia légica de A, lo cual denotaremos por A = 3, si § es verdadera bajo
todas las asignaciones que hacen satisfactible a A.

Observacién 2.13. Si{p1,...,p,} |E 5 escribiremos tinicamente @1, ..., @, E 5.
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VAANB

VA
VB

VAV B
N
VA VB
VA— B
PR
FA VB
VA~ B

/\
VA FA
VB FB

V-A

FA

FAANB
N
FA FB

FAVB

FA
FB

FA— B

VA
FB

FA«~ B

/\
VA FA
FB VB

F-A

VA

FicUrA 1. Reglas Bésicas de Tabla

Definicién 2.14. Una férmula es légicamente valida (o es tautologia) si es ver-
dadera bajo cualquier asignacién M.

Observacion 2.15. Una férmula ¢ es consecuencia légica de 1, .. .

(o1 A ... A pn) — @ es légicamente vélida.

El siguiente resultado establece la equivalencia sintactica y semantica de toda
férmula. Una teoria § es robusta y completa si:

Teorema 2.16. (Completitud y Robustez) Sea ¢ € FOR. Entonces & ¢ si y sdlo
si = @, es decir, todo teorema en la teoria es una formula ldgicamente valida y

ViCeVersa.
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3. EL METODO DE TABLEAU
Un nombre més descriptivo para tableaux son los drboles de satisfactibilidad.

Definicién 3.1. Una férmula con asignacion es una expresién de la forma Vi o
Fp, donde ¢ es una férmula.

Definicién 3.2. Una tabla con asignacién es un arbol binario 7, donde cada nodo
consiste de una férmula con asignacion.

Anélogo a la definicién de valores de verdad de férmulas que involucran conec-
tivos, definiremos las reglas bésicas de tablas de asignacion para férmulas, las cuales
quedan en realidad determinadas por las reglas de valuacién. Estas reglas se pre-
sentan en la Figura 1.

Definiciéon 3.3. Sean ¢1,..., @, un conjunto finito de férmulas con asignacién.
Una tabla que inicia con ¢1, ..., ¢, es una tabla que se obtiene a partir de aplicar
repetidamente las reglas de tabla.

Es posible establecer una relacién de orden parcial de la siguiente manera ¢ < 9
en caso de que 1 se obtiene a partir de ¢ mediante la aplicacién de una o mas reglas
de tabla.

Definicion 3.4.

1. Diremos que una trayectoria de una tabla es cerrada si contiene simultanea-
mente un par de formulas de la forma Vo y Feo.

2. Diremos que una tabla es cerrada si cada una de sus trayectorias lo es. En
otro caso, diremos que la trayectoria es abierta.

Ejemplo 3.5. Ejemplo de una tabla abierta.

V(<P2 - (%01A<P2)) — ¥1

V@Q —
Feo V=1
/\ \
F
F(pa — (p1 N2)) Vi 71
| T
Vo Vi F(pa — (p1 Ap2))
F(p1 A p2) |
PN Vi
Fp, Foo F(p1 A 2)
/\
Foy Fop

El método de tableau :

1. Para verificar que una férmula ¢ es vélida, se elabora una tabla que ini-
cia con F¢. Si todas las trayectorias del arbol son cerradas, entonces ¢ es
légicamente valida.

2. Para verificar si ¢ es consecuencia légica de 1, ..., p,, se forma una tabla
que inicia con V1, Vo, ..., V,, Fp. Sila tabla es cerrada, entonces ¢ es
consecuencia légica.
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3. Para verificar que {¢1,...,¢n} es satisfactible, se elabora una tabla con
asignacién que inicia con Vq,...,V,. Si la tabla no es cerrada, entonces

{¢1,...,¢n} es satisfactible.

4. TEOREMA PRINCIPAL

Lema 4.1. Sean ¢1,...,p, formulas con o sin asignacion. Si T es una tabla finita
cerrada que inicia con Vi, ..., Vo, entonces {¢1,...,¢on} no es satisfactible.
Demostracion. Inmediata de las definiciones. O

Definicion 4.2.

1. Diremos que una trayectoria de tabla es repleta si cuando contiene la férmula
superior una regla de tabla, entonces contiene algunas de las ramas.
2. Diremos que una tabla es repleta si todas sus trayectorias son repletas.

Lema 4.3. Toda tabla finita se puede extender a una tabla repleta.
Demostracion. Basta aplicar reglas de tabla hasta que ya no sea posible. O
A fin de demostrar el Lema 4.6, se introduce la siguiente definicién.

Definicion 4.4. Sea S un conjunto de férmulas con o sin asignacién. Diremos que
S es un conjunto de Hintikka si:

1. Si S contiene la férmula superior de una regla de tabla entonces contiene a
alguna de sus ramas.
2. S no contiene un par de férmulas atémicas conjugadas, es decir, de la forma

Veoy Feo.
Lema 4.5. Si S es un conjunto de Hintikka, entonces S es satisfactible.

Demostracion. Definase una asignacion:

VvV s,
M(p)_{F si F,

Si las formulas de S son con asignacion. 6

_JV sipeS
M(p)_{F siF ¢S
Por induccién se prueba que vy (¢) = V, para cada férmula ¢ es S. (]
Lema 4.6. Sea 7 es una tabla repleta que comienza con Vi,...,Vp,. Si T es
abierta, entonces @1, ..., py, es satisfactible.

Para demostrar el Lema 4.6, basta senalar que una trayectoria abierta repleta es
un conjunto de Hintikka. Por lo tanto, si una tabla repleta comienza con ¢, ..., @,
es abierta, el Lema de Hintikka implica que 1, ..., @, es satisfactible.

De la combinacién de los Lemas 4.1 , 4.3 y 4.6, se obtiene:

Teorema 4.7. (Teorema de Completitud). ¢1,...,¢n es satisfactible si y sélo si
ninguna tabla finita cerrada comienza con Vi,...,V,.

Corolario 4.8. Una formula ¢ es logicamente vdlida si y solo si existe una tabla
cerrada que comienza con Fp.
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Usando la misma técnica se obtiene un resultado correspondiente a la Deduccién
Logica.

Corolario 4.9. Una formula 1 es consecuencia légica de 1,...,on Sty solo si
existe una tabla de asignacion cerrada que comienza con Vy, ..., Vi, F1.

5. ARBOLES Y EL LEMA DE KONIG

Un enunciado importante en Matemédticas es el Axioma de Eleccién, que es-
tablece que dada una coleccién {U, : o € I} de conjuntos no vacios ajenos dos a
dos, existe un conjunto A tal que |U, N A| = 1, para todo « € I. Existen diversas
propiedades equivalentes a este principio, en particular enunciamos dos de ellas, a
saber, el Lema de Zorn y el Teorema de Tychonoff, las cuales se emplearan mas
adelante:

Lema 5.1. (Lema de Zorn) Todo conjunto parcialmente ordenado no vacio en el
que toda cadena (subconjunto totalmente ordenado) tiene una cota superior, con-
tiene al menos un elemento maximal.

Teorema 5.2. (Teorema de Tychonoff) Sea {(Xa,Ta)}acr familia de espacios

topoldgicos. X = H X, es compacto si y solo si para todo o € I : X, es compacto.
acl

Hasta este punto, la discusién de los arboles ha sido informal. Haremos una pausa
para dotar al concepto de arbol de una terminologia precisa.

Definicién 5.3. Un drbol es un conjunto parcialmente ordenado (7', <) con primer
elemento, tal que para cualquier z € T, el conjunto {a € T : a < x} estd bien
ordenado.

Definicién 5.4. Sea (T, <) un arbol. Para cada = € T se define la altura de T,
denotada por ht(a), como el conjunto type{a € T : a < x}. Donde type es el tipo de
orden de {a € T : a < x} y es el dinico numero ordinal isomorfo a {a € T": a < z}.
Pediremos que el drbol T tenga un unico elemento con altura 0, que llamaremos
raiz de T.

Definicién 5.5. Para cada « ordinal, el a-ésimo nivel del drbol T es el conjunto
T, ={y €T :ht(y) =a}.

Definicion 5.6. Diremos que y es un predecesor inmediato de x o x es sucesor
inmediato de y si se tiene que y < = y no existe z tal que y < z < . Un subarbol de
un drbol T es un subconjunto 77 C T tal que paratodox e T {y € T : y < 2} C T".

Definicién 5.7. Sea (T, <) un arbol. Entonces:

1. Un nodo final en un arbol T es un nodo x que no tiene sucesores inmediatos.

2. Una rama (o trayectoria) en T es un subconjunto R € T que contiene a la
raiz de T' y para cada x € R o bien = es un nodo final o bien existe un tinico
sucesor inmediato y € R.

Definicion 5.8. Un arbol T es finitamente ramificado si cada nodo x € T tiene
una cantidad finita de sucesores inmediatos. Diremos que T es diddico si cada nodo
tiene a lo mas dos sucesores inmediatos.
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Ejemplo 5.9. Sea T =2<¥ ={f:n — {0,1} | n € w} y sea < la relacién en T'
tal que f < g siy sélo si dom(f) < dom(g) ¥ g [dom()= f-

PR

P
P

f:1={0} — {0,1}, entonces 0 — 06 0+ 1
Entonces, T es un arbol diddico, con tnica raiz ¢.

Teorema 5.10. (Lema de Kénig) Sea (T, <) un drbol infinito de ramificacion
finita. Entonces T tiene una rama infinita.

Demostracion. Sea T' = {x € T : x tiene infinitos sucesores }. Se cumple que 7" #
() pues en particular si ag = min T entonces ag € T”. Méas atin, T es un subdrbol de
T. En efecto, si z € T' y y < x entonces todo sucesor de = es también un sucesor de
y, con lo cual y € T". Por la propiedad del palomar (o de las casillas), dado que T es
de ramificacién finita, para cada xz € T” existe al menos un sucesor inmediato y tal
que y € T’. Recursivamente construimos una rama infinita {z,, : n € N}, eligiendo
Zo = ag y suponiendo que hemos elegido x,, € T, elegimos x4 1 sucesor inmediato
de z, tal que z,41 € T". O

Definicién 5.11. Diremos que un conjunto de férmulas A es finitamente satis-
factible, si para todo subconjunto finito I' C A, se cumple que I' es satisfactible.

Teorema 5.12. (Teorema de Compacidad caso Numerable). Sea A un conjunto
numerable de formulas proposicionales. Si A es finitamente satisfactible, entonces
A es satisfactible.

Demostracion. Sea I' = {py, : n € w}. Consideremos ¢y y constriyase una tabla
repleta 7y para @g. Dado que {pg} es satisfactible entonces existe al menos una
rama abierta de 7y . Adjuntemos ahora la férmula ¢, al final de cada rama abierta
y sea 71 una tabla repleta. Como {pg, @1} es satisfactible, entonces existe al menos
una rama abierta 7y y asi sucesivamente, constriyase para n € w una tabla 7,.
Sea 7= U Tn. Entonces
necw

1. 7 es una tabla repleta.

2. T es finita.

3. 7 es de ramificacién infinita.

Por el Lema de Konig, existe una trayectoria S € 7 tal que I' C S.
La trayectoria debe pasar por todas las formulas. Se cumple que S es de Hintikka.
Esto implica que S es satisfactible, con lo cual I" es satisfactible O
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Teorema 5.13. (Teorema de Compacidad caso no Numerable). Sea A un con-
junto no numerable de formulas proposicionales. Si A es finitamente satisfactible,
entonces A es satisfactible.

Sea N el conjunto de dtomos de las férmulas en I'. Presentamos tres pruebas
distintas para este resultado.

Demostracion.
Primera prueba: Consideremos la coleccion

F = {A : A es finitamente satisfactible y ' C A}

y consideramos la contencién usual. Veamos que {F,C} cumple con las
hipétesis del Lema de Zorn. Sea C = {C, : a € I} cadena en F, es de-
cir, (V(F,G) € C)(F C G 6 G C F). Entonces A = [JC es cota superior de
C. Por el lema de Zorn, existe I'* elemento maximal de F. Noétese que para
cada ¢ ¢ T, T U {¢} no es finitamente satisfactible.

Afirmacion 1. T'* es de Hintikka.

Por ser finitamente generado I no contiene férmulas de la forma Vo y Fep.
Ademas, si I' contiene un nodo v méas y no contiene alguna de las ramas
que la bifurca al anadir una regla y no contiene alguna de las ramas que la
bifurca, al anadir a I'* una de ellas obtendriamos un conjunto I finitamente
satisfactible con I'* C IV, lo cual es una contradiccién. I" es de Hintikka y
as{ es satisfactible.

Segunda prueba: (Por induccién transfinita).
Enumeremos todas las N—férmulas por {4¢ : £ < a}. Recursivamente defi-
namos un conjunto de férmulas {S¢ : { < a} como sigue:

1. SO = F,
Sz U{A si es suc. finit. satis.
8 en otro caso
3. 5, = U Sg. si n es limite.
B<n

Afirmacién 2. (V3 < a) (S3) es finitamente satisfactible.

1. Sy es finitamente satisfactible, por hipétesis.

2. Supongamos que (Vy < (3)(Sy) es finitamente satisfactible.

a) Sif = ~y+1 para algin v, entonces Sz = Sy41 = SgU{Ag} 6 S 41 = S5.
b) Si § es limite, entonces I'y C Sg = U S, finito. Existe vy < B tal que

<8
I'y € Sy, y asi I'g es satisfactible por hipdtesis. En particular, S, =
U Sg lo es.
B<a
Se verifica que S, es de Hintikka, con lo cual S, es satisfactible y asi I lo

€s.

Tercera prueba: Sea X = {0,1}" = 2V el espacio topoldgico de todas las
asignaciones. M : N — {0,1}, donde {0, 1} tiene la topologia discreta.
Por el teorema de Tychonoff, X es compacto.
Cada elemento de X es una asignacién en un conjunto de férmulas.

Para cada férmula ¢, definase X, = {M € X : vp(p) = 0}.
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Afirmacién 3. (Vy), X, es cerrado.
Sea M ¢ X,. Entonces var(¢) = 0. Sea N’ = {p € N : p es dtomo de ¢}.
k

Sea U = ﬂ 7, ({M(P,)}), entonces U es abierto, M € U para toda asig-
n=1

naciéon R € U, vi(p) = 0. Se sigue que X es abierto. Veamos que I' es

satisfactible. Por hipétesis , I' es finitamente satisfactible.

Afirmacion 4. X cumple la P.I.LF.
Sea {p1,...,pn} formulas con {¢1,...,on} C I'. Existe M € X tal que

para todo i <mn wva(p;) = 1 (por hipétesis), entonces M € ﬂ Xy, # 0. Por
i=1
tanto, X cumple la P.I.F.

Por la compacidad de X,

()X, #0

pel

es decir, existe M tal que para todo ¢ € I' : M € X,,. Se concluye que I es
satisfactible.

O

Observacién 5.14. Un resultado 1til para poder demostrar el Teorema de Com-
pacidad es el Lema de Zorn o, equivalentemente, el Teorema de Tychonoff, los cuales
son propiedades equivalentes al Axioma de Eleccién. Sin embargo, es posible de-
mostrar que el Teorema de Compacidad es una versién mas débil que el Axioma de
Eleccién, siendo equivalente a una propiedad llamada el Teorema del Ideal Primo
en algebras booleanas, ver [4].

Observacién 5.15. Se puede utilizar el Teorema de Compacidad para demostrar
el Lema de Ko6nig, por tanto, estos dos resultados son equivalentes.

Proposicion 5.16. Asimase el Teorema de Compacidad, entonces todo drbol nu-
merable infinito de ramificacion finita tiene una trayectoria infinita.

Demostracion. Sea (T, <) un arbol infinito numerable de ramificacién finita.

Para cada n € w, sea T, = {x € T : ht(z) = n}. Nbtese que para cadan € w : T,
es finito.

Fijemos un conjunto de simbolos proposicionales indicados como S = {B, : v € T'}.
Definase los siguientes conjuntos:

Flz{\/{BI:xGTn}:nGw}
I'y={(By = By):x<y,z,y €T}
Is={-(By;ABy):z,yeT,,z#y,ncw}
Sea I' = T'y UT'3 UT'3. El conjunto I'; nos permitird construir una rama infinita.
El conjunto I'y se utilizara para garantizar que el conjunto que se forma es cerrado

hacia abajo. Finalmente el conjunto I's verificard que existe a lo mas de un nodo
de altura n.

Afirmacién 5. T' es satisfactible
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Sea I'o C T' y sea n = max{0,{k : \/{B, : * € T},} € I'x}}. Dado que T}, # 0,
existe o € T,,. Sea la asignacién M.

4 sip<o
M, (By) = {F en otro caso.

Sea ¢ € I'y.

1. Si ¢ es una disyuncién entonces ¢ = \/{B, : x € 'y} para algin k < n.
Entonces debe existir z € T}, tal que = < o. Esto implica que M, (p,) =V,
entonces My(\/{By :y €T'x}) =V

2. Si¢ =B, — By, y M,(By) =V, entonces y < 0. Pero z < y, entonces
x < 0. Por tanto, M,(B;) =V.

3. Si ¢ = =(B; A By), entonces si M, (p) = F', entonces M,(B;) =V = Mp,,
entonces z < o Ay < o, luego z,y € Tj para algin k, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, M, (p) = V.

Afirmacion 6. vy, hace satisfactible a I'.

Se sigue que I' es satisfactible. Por tanto, existe M* asignacién tal que para toda
@ €T se cumple wvy+(p) =1. Sea ™= {p:vy~(B), =1}.

Afirmacioén 7. 7w es una rama infinita.

Se verifica lo siguiente:

1. (Vnew)(Fz € T,)(z €m) (por I'y).
2. VYn(—-3z,y € T,)(x #yAx,y€m) (por I's).
3. 7 es infinita (por I'y y I's).

6. TEORIA DE GRAFICAS

En esta seccion se presentan algunas aplicaciones de combinatoria del teorema

de compacidad para el calculo proposicional.
La teoria de grafos (también llamada teoria de las gréficas) estudia las propiedades
de los grafos (también llamadas graficas). Un grafo es un conjunto, no vacio, de
objetos llamados vértices (o nodos) y una seleccién de pares de vértices, llamados
aristas (edges en inglés) que pueden ser orientados (dirigidos) o no. Tipicamente,
una gréfica se representa mediante una serie de puntos (los vértices) conectados por
lineas (las aristas), ver Figura 2.

El trabajo de Leonhard Euler, en 1736, sobre el problema de los puentes de
Konigsberg es considerado el primer resultado de la teoria de grafos. También se
considera uno de los primeros resultados topoldgicos en geometria (que no depende
de ninguna medida). Este ejemplo ilustra la profunda relacién entre la teorfa de
grafos y la topologia.

En 1852 Francis Guthrie planteé el problema de los cuatro colores que plantea si
es posible, utilizando solamente cuatro colores, colorear cualquier mapa de paises de
tal forma que dos paises vecinos nunca tengan el mismo color. Este problema, que
no fue resuelto hasta un siglo después por Kenneth Appel y Wolfgang Haken, puede
ser considerado como el nacimiento de la teoria de grafos. Al tratar de resolverlo, los
matematicos definieron términos y conceptos teéricos fundamentales de los grafos.
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F1GURA 2. Diagrama de una grafica con 6 vértices y 7 aristas

Definicién 6.1. Una grifica dirigida es una pareja (V, E), donde V es un conjunto
de vértices y E C V x V es llamado el conjunto de aristas.

Si (u,v) € F, diremos que v es adyacente a u 6 que existe una arista de u a v.
Definicién 6.2. Sea G = (V, E) una grifica. Diremos que G’ = (V’, E’) es sub-
grificade GsiV' CV y B =F [yixy:.

Definicién 6.3. Sea G = (V, E) una grafica y k € w. Una coloracién k de G es
una funcién

f:V={0,1,...)k—-1}=k
tal que f(u) # f(v) si u y v son adyacentes.

Teorema 6.4. Sea G = (V, E) una grdfica numerable y sea k € w. Si toda subgrdfica
de G es colorable k, entonces G es colorable k.

Demostracion. Fijemos un conjunto de atomos.
S={By;:ueV,i<k}

donde B, ; (cuando es verdadero) se interpretard como la coloracién i para el vértice
U.
Definimos los siguientes conjuntos de férmulas:

Pr={\/{Buii<kliuev}

SeaF:F1UF2UF3.

Afirmacién 8. T es satisfactible.
Sea I'g C T finito.

Sea Vo = {z1,...,x,} el conjunto de vértices x € V tales que B, ; € I'y para algin
1 < k.

Sea Gy = (Vo, Ep) la subgréfica de G determinada por V. Como G es finitamente
colorable k, sea ¢: Vo — (0,...,k — 1) una coloracién k.

Entonces definase una asignacion M tal que
JV stueVyyc(u) =1
M(Bu.q) = {F en otro caso.
Afirmacién 9. M hace satisfactible a I'g.

1. Sea ¢ = \/{By,; :u € Vy,i < k}, entonces M(p) =V.
2. Sea ¢ = (B, ; A By ), entonces M(p) =V (por I').
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3. ¢ =~(B,,), entonces M(p) =V (por I's).
Asi, T’y es satisfactible y por tanto I' lo es.
Sea v una valuacién tal que para todo (¢ € T')(v(p) = V) yseac: V — {0,1,...,k—
1} dada por c(u) = 14, tal que B, ;, es el unico dtomo tal que v(B,;,) = V. c es
funcién por I's. Por lo tanto, ¢ es coloracion k.

O

Finalmente, se puede obtener una aplicaciéon mas del Teorema de Compacidad
en la teoria de érdenes parciales.

7. TEOREMA DE COMPACIDAD EN CALCULO PREDICATIVO

Sea L un lenguaje de primer orden. Una teoria de primer orden en un lenguaje
L serd una teoria formal K cuyos simbolos y wfs son los simbolos y wfs de £ y
cuyos axiomas y reglas de inferencia son especificadas de la siguiente manera. Los
axiomas de K son divididos en dos clases: los axiomas légicos y axiomas propios.

Axiomas Ldgicos.

Definicién 7.1. Si B, C y D son férmulas de L, entonces los siguientes son axiomas

logicos de K:

(A1) B — (€ — B).

(A2) (B—(€—D))— ((B—C)— (B—D)).

(A3) (-€ — —=B) — ((-C — B) — ©).

(A4) (Vz;)B(z;) — B(t) donde B(x;) es una wf de K, t es un término de K tal
que t estd libre de z; en B(x;).

(A5) (Vz;)(B — €) — (B — ((Vx;)C) donde B es una wf de K que no posee
ocurrencias libres de x;.

Axiomas Propios. Estos no pueden ser especificados, dado que ellos varian de
teoria a teoria. Una teoria de primer orden donde no existan axiomas propios es
llamada Calculo de predicados de primer orden.

Reglas de Inferencia. Las reglas de inferencia de cualquier teoria de primer orden
son:

1. Modus ponens: C se sigue de By B = C.
2. Gen: (Vx;)B se sigue de B.

Definicién 7.2. Sea K una teoria de primer orden en un lenguaje L. Por un modelo
de K nos referimos a una interpretacion de L, para la cual todos los axiomas de K
son verdaderos.

Se verifica que para toda férmula ¢ € K y todo modelo M de K, si ¢ admite
una prueba légica en K entonces ¢ es verdadero en M. En este caso, diremos que
K es satisfactible.

Definicion 7.3.

1. Una férmula ¢ es denominada l6gicamente vdlida, si es vélida en toda inter-
pretacion 9.

2. Una teoria K es consistente, si no existe una wf B y su negacién =B ambas
demostrables en K.
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3. Una teoria K’ se dice que es una extensién de una teoria K, si todo teorema
de K es un teorema de K’.

4. Una teoria K se dice que es completa si, para toda wf cerrada B de K 6 bien
}_K B o l_K -B

5. Un término cerrado es un término sin variables libres.

6. Una teorfa K es una teoria scapegoat si, para cualquier wf B(x) que tiene a
x como Unica variable libre, existe un término ¢ tal que

Frx (3z)-B(z) — ~B(¢)
La demostracién de los siguientes resultados se puede consultar en [3].

Lema 7.4. ( Lema de Lindenbaum). Si K es una teoria consistente, entonces existe
una extension consistente y completa de K.

El teorema de completitud de Godel es un importante teorema de la logica
matematica, que fue demostrado por primera vez por Kurt Godel en 1929 y que en
su forma més conocida establece lo siguiente:

Teorema 7.5. (Teorema de Completitud de Gddel). En cualquier Cdlculo Predi-
cado, los teoremas son precisamente las wfs l6gicamente vdlidas.

Una férmula es 16gicamente vélida si es verdadera en todo modelo para el lengua-
je utilizado en la formula. Para expresar de manera formal el teorema de completitud
de Godel, se debe recordar el significado de la palabra modelo en este contexto.

Proposicion 7.6. Toda teoria consistente K tiene un modelo numerable.

Corolario 7.7. Cualquier B wf légicamente vdilida de una teoria K es un teorema
de K.

Como consecuencia de los resultados anteriores, para verificar que una teoria
de primer orden K es consistente, basta demostrar que K admite un modelo. El
siguiente resultado nos garantiza que la existencia de un modelo para K equivale a
la existencia de un modelo para cada uno de sus subconjuntos finitos.

Definicién 7.8. Una teoria K de primer orden es finitamente satisfactible si para
todo I' € K subconjunto finito se cumple que I' es satisfactible.

Teorema 7.9. (Teorema de Compacidad) Sea T' es un conjunto de wfs en un
lenguaje de primer orden L. Si todo subconjunto finito de I tiene un modelo, en-
tonces también lo tiene I'.

Demostracion. Supongamos que I' no tiene un modelo. Entonces por el teorema de
Completitud T' es inconsistente. Por lo tanto existen pruebas de I' =60 y I' - =0
para alguna sentencia . Estas pruebas son finitas, por lo que cada una implica un
nimero finito de supuestos de I'. Poner estos supuestos juntos da un subconjunto
finito A de tal manera que las dos pruebas anteriores son también pruebas de A 6
y A F =f. Por tanto A es inconsistente. Por el Teorema de Robustez A no tiene
modelos. (]

8. UNA INTERPRETACION TOPOLOGICA DEL TEOREMA DE COMPACIDAD

Cuando se estudia por primer ocasién el Teorema de Compacidad, hay una pre-
gunta que surge de forma natural: ;Qué relacion existe entre el Teorema de Com-
pacidad y la nocién de compacidad en espacios topolégicos ? En realidad, la relacién



EL TEOREMA DE COMPACIDAD 161

es tan estrecha que el Teorema de Compacidad es equivalente a la propiedad de
compacidad de ciertos espacios topolégicos asociados a Teorias de Primer Orden,
como veremos a continuacion.

Definicién 8.1. Si una Teoria K es consistente y completa, diremos que K es
maximal.

Sea M el conjunto de Teorias Maximales. Para cada férmula ¢, definase U(yp) =
{T e M: ¢ e T}. Sea 7 la topologia para M que tiene por subbase a {U(p) : ¢ €
FOR}. En realidad, la anterior es base para una topologia, pues U(p) N U(y)) =
U(p A 9). Mas ain, dado que trabajamos con teorfas completas se verifica que
M\ U(p) = U(—¢p), con lo cual M es un espacio cero-dimensional.

Teorema 8.2.

1. El espacio M es Hausdorff y totalmente disconezo.
2. El espacio M es compacto si y solo si toda Teoria K finitamente satisfactible
es satisfactible.

Demostracion.

1. Sean T # T, teorias maximales. Entonces existe una férmula ¢ tal que ¢ €
T1y ~p € Ta, esdecir, Ty € U(p) y T2 € U(—yp), donde U(p)NU(—¢) = 0. De
esta forma, cualesquiera dos puntos distintos pertencen a elementos distintos
de una particién de Ml en abiertos ajenos, con lo cual el espacio es totalmente
disconexo, ademéds de ser Hausdorff.

2. La propiedad de compacidad se puede verificar a partir de cubiertas de abier-
tos bésicos. Si T = {¢; : i € I}, para algin conjunto I de indices, entonces
Nicr Ulpi) # 0 si y sélo si T es satisfactible. Por el Teorema de Compaci-
dad, lo anterior ocurre si y sélo si para todo subconjunto finito J C I se
verifica que (;c; U(pi) # 0. En consecuencia, el Teorema de Compacidad
garantiza la propiedad de la Interseccién Finita en M, con lo cual se verifica
la propiedad.

O

Teorema 8.3. Sea T una teoria, un conjunto de sentencias tal que para cadan € N
existe un modelo finito para T con al menos n elementos. Entonces T admite un
modelo infinito.

Demostracion. Para cadan € Nsea ¢, = Jx1---3Jx, : /\lgi<j§n x; # ;. Entonces
pn, se interpreta en una estructura X como: X tiene al menos n elementos. Para
cadan € Nsea T, = TU{y; : 1 < i < n}. Finalmente, sea T = (JT,. Por
hipétesis, T,, admite un modelo para todo n € N. Sea F subconjunto finito de To,.
Entonces en particular ¥ admite una cantidad finita de férmulas de la forma ¢,,,
con n € N. Sea ng € N tal que I C T,,. Dado que T,, es satisfactible, también lo
es F. Por tanto, todo subconjunto finito de T, admite un modelo y luego, por el
Teorema de Compacidad, T, admite un modelo, el cual es un modelo infinito para
T. O

Generalizando el resultado anterior para cardinales infinitos, se puede demostrar
el siguiente resultado.

Teorema 8.4. Sea k > Ng. St T es una teoria que admite modelos infinitos nu-
merables, entonces T admite un modelo de cardinalidad al menos k.



162 ARRAZOLA RAMIREZ, MARTINEZ RUIZ, PEREZ GASPAR.

Demostracion. Sea L* una extensién del lenguaje L al anadir simbolos constantes
co para cada a < k. Para o # [ € &, definase la sentencia o8 = co # €3 ¥
sea T* = TU@ap:a<fB<k. Usando un argumento similar a la demostracién
anterior, dado que 7 admite modelos infinitos numerables, todo subconjunto finito
de T* es satisfactible. Por el Teorema de Compacidad, T* es satisfactible y asi un
modelo para 7* es un modelo de T de cardinalidad al menos . ([

El resultado anterior se puede extender al introducir la nocién de submodelos
elementales, lo cual no incluiremos en este trabajo, para demostrar que dada una es-
tructura de tamano arbitrario, es posible encontrar una subestructura de cualquier
cardinalidad que contiene toda la informacién referente a satisfactibilidad de la
estructura dada. Los resultados que involucran lo anterior se conocen como los
Teoremas de Lowenheim-Skolem. Una consecuencia interesante de lo anterior, por
tanto el Teorema de Compacidad es el siguiente:

Teorema 8.5. Sea G un grupo simple infinito. Entonces para todo cardinal x tal
que Xg < k < |G|, se cumple que G admite un subgrupo simple de cardinalidad k.
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CAPITULO 12

UNA INTRODUCCION AL ANALISIS CATEGORISTA DE LA
LOGICA

LUIS ESTRADA GONZALEZ!:2
IFACULTAD DE HUMANIDADES, UNIVERSIDAD AUTONOMA DEL ESTADO DE
MORELOS
2DEPARTAMENTO DE FILOSOF{A, UNIVERSIDAD DE TARTU, ESTONIA

RESUMEN. En este capitulo ofrezco una introduccién panordmica al analisis
categorista de la l6gica. Presento la definicién de topos enfatizando su axioma
de comprehensién y describo su légica interna para, finalmente, examinar al-
gunas relaciones de la teoria de topos con la teoria de conjuntos en el proyecto
de dar una fundamentacién conjuntista de la matemadtica.

1. INTRODUCCION

Este capitulo estd pensado como una introducciéon panoramica al andlisis cate-
gorista de la logica que sirva tanto al légico de orientacién matematica como al
de orientaciéon filoséfica, asi como al lector interesado en los fundamentos de la
matematica que quiera conocer los rudimentos de la propuesta categorista. Podria
decirse, parafraseando a un antiguo profesor, que este texto trata de lo que tiene
que saber de teoria de categorias un légico educado. No se cuenta en espanol con
un texto semejante, mientras que el texto mas conocido en inglés, [11], tiene serias
deficiencias conceptuales y filoséficas que han sido bien documentadas en [18].

Presupongo que el lector estd familiarizado con los elementos de algebra y teoria
del orden, asi como que conoce la notacion légica y los rudimentos de légica clésica
e intuicionista. Dicho esto, el plan del capitulo es como sigue. En la segunda seccién
presento algunas nociones bésicas de teoria de categorias necesarias para el resto
del capitulo; otras nociones que, aunque necesarias para la exposiciéon pero que no
se repiten tan frecuentemente, son definidas en el lugar donde aparecen por primera
vez. En la tercera seccién defino la nocién de topos, enfatizando en el axioma de
comprehensién, uno de sus componentes principales. En la cuarta seccién describo
la logica interna de un topos, incluyendo aspectos modelo-tedricos y de teoria de
pruebas. Finalmente, en la quinta seccién discuto la relacién de la teoria de topos
con la teoria de conjuntos y examino algunas cuestiones mas generales relacionadas
con una fundamentacién conjuntista de la matematica.

2. NOCIONES BASICAS DE TEORIA DE CATEGORIAS

Una categoria C consta de una coleccién de objetos y una de morfismos que
satisfacen las siguientes condiciones:

Dedico este texto a quienes han cuestionado las reglas por mor del avance intelectual y han
sufrido por ello, asi como a quienes han sido victimas de fraude. Agradezco a Axel Barcel6 Aspeitia,
Carlos César Jiménez, Ivonne Pallares Vega, Carlos Alberto Romero Castillo y un dictaminador
anonimo sus gentiles comentarios a una version previa de este texto.
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Morfismos: para todo par X, Y de objetos en una categoria C hay una coleccién
de morfismos de X a' Y en C.! Cada morfismo f tiene asociados dos objetos, no
necesariamente distintos entre si, uno de los cuales es llamado “dominio de f” y el
otro “codominio de f”. Lo anterior se denota ‘f: X — Y’ donde X es el dominio
y Y el codominio.

Composicion: para todo par de morfismos f: X — Y y g: Y — Z tales que el
dominio de uno es el codominio del otro, hay un morfismo que es la composicion
de fy g, denotada ‘(go f): X — 2. ‘(go f) se lee “f seguida de g”, “g de [, “g
tras f” o también “g (se hace o ejecuta) después de (hacer o ejecutar) f7.
Morfismo identidad: para todo objeto X hay un morfismo idx (6 1x), llamado
“identidad en X7, en el que el dominio y el codominio son el mismo (X).

La identidad, los morfismos y la composicién satisfacen dos axiomas:

Identidad: para cualquier morfismo f: X —Y de C,

(idy of)=fy (foidx)=f

Asociatividad: para cualesquiera morfismos f: X —Y, g:Y —Z y h: Z—W de
C

)

ho(gof)=(hog)of
En teorfa de categorias las nociones de morfismo y composicién (de morfismos)
y sus propiedades son bésicas en la formulacién, definicién y construccion de otros
conceptos matematicos, a diferencia del proceder en las teorias de conjuntos usuales,
en las que la nocién de membresia es fundamental.

Una manera alternativa para expresar determinadas igualdades entre morfismos
consiste en afirmar que ciertos diagramas conmutan, donde un diagrama consiste
en cierta organizacién de flechas (morfismos) y vértices (objetos) en una categoria
dada. Se dice que un diagrama conmuta si para cada par X, Y de objetos en una
categoria dada C, cualquier morfismo en C de X a Y es representada como el
mismo morfismo en C. Por ejemplo, supongamos que f: X — Y, g: X —Z y
h:Z —Y son morfismos en una categoria dada C cuyo diagrama es el siguiente:

Z

/x
X —>Y
f

Decir que el diagrama conmuta significa que h o g = f; este tipo de igualdades
seran importantes en otras construcciones. Un ejemplo de diagramas conmutativos
lo dan los axiomas para los morfismos identidad, (idy o f) = f y (f oidx) = f,
representados a continuacion mediante diagramas conmutativos:

Y

X
/ idy % \
X—>Y
f

X —>Y
f

LE] subindice ‘C’ indica de qué categoria se trata y puede omitirse si el contexto permite saber
cual es.
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El lector harfa bien en dibujar, cuando corresponda, los diagramas conmutativos
de las nociones definidas a continuacién.

Un morfismo f: X — Y en una categoria C se llama isomorfismo si hay un
morfismo ¢g:Y — X en C tal que go f =idx y f o g = idy. Dos objetos en una
categoria son isomorfos si hay por lo menos un isomorfismo entre ellos.

Sea C una categoria dada. Un objeto Y de C es un objeto terminal si para cada
objeto X de C hay exactamente un morfismo f: X — Y. Un objeto W de C es
un objeto inicial si para cualquier objeto Z hay un tnico morfismo f: W — Z.
Un objeto terminal (inicial) es tinico salvo isomorfismo. Por ello un objeto terminal
suele denotarse ‘1’ y el Unico morfismo de un objeto X a un objeto terminal se
denota ‘!x’. Un objeto inicial suele denotarse ‘0’ y tinico morfismo de un objeto X
a un objeto inicial se denota ‘0Ox’.

Sean X y Y objetos de una categoria dada C. Se denomina elemento de X a
cualquier morfismo a:1—> X y elemento generalizado de X a cualquier morfismo
Y'Y —X.Sig: X—Y yh:X—Y son morfismos en una categoria dada, la
igualdad g = h implica que, para todo elemento generalizado x de X, gox = hox.

Sea m: M — X un morfismo de una categoria dada C. Se dice que m es un
monomorfismo en C si para cualquier par de morfismos s; y s2 de un objeto Y a
M, mo sy = mo sy implica que s; = s5. De manera contrapositiva, un morfismo
m: M — X es un monomorfismo si s; # sg implica que m o s # m o s3. Los
monomorfismos suelen representarse con una flecha especial: M — X. Sean Sy Z
dos objetos de una categoria dada.

Si m1 y msg son monomorfismos de una categoria C, ‘m; < my’ indica que
m1 = mgy ou, donde u es un (nico) morfismo en C. La relacién < entre monomor-
fismos es claramente un preorden. m; y maq son equivalentes (denotado ‘m; ~ my’)
simi < moy mo < myq, esto es, si m; = ms ou para algun isomorfismo u en C. ~
es claramente una relaciéon de equivalencia.

Un subobjeto s de Z (con forma S) es (una clase de equivalencia con respecto
a ~ de) un monomorfismo s de S a Z. Por tanto, un subobjeto s de Z con forma
S preserva la distincién de elementos (generalizados) de S, como indica la versién
contrapositiva de la definicién de monomorfismo.

Sea O un objeto de una categoria dada C y sean s:.S— O un subobjeto de O
(de forma S) y : X — O un elemento (generalizado) de O. Se dice que z estd en,
o es miembro de, el subobjeto s, simbolizado como ‘x € s’ si hay algin morfismo
h:X — S5 en C tal que x = soh. Dados dos subobjetos de O, s:5— 0O y t:T— O,
se dice que s es anterior (menor) o igual a t, simbolizado ‘s < ¢, si hay algtin
morfismo f:5—T de C tal que s =to f. s es estrictamente menor que t si tal f
es unico.

Sean f: X —Y y g: X — Y morfismos de una categoria dada C. Un igualador
en C para f y g estd dado por un objeto W y un morfismo i: W — X de C con
las siguientes dos propiedades: (1) foi = goi;y (2) para cualquier morfismo dado
h:Z— X de C, si foh = goh entonces hay exactamente un morfismo en C
k:Z— W parael cual h =iok.

Un objeto X x Y de una categoria C junto con un par de morfismos
p1: X XY — X ypy: X XY — Y es un producto (binario) para X y Y si
para cada C-objeto W y cada par de morfismos f1: W — X y fo: W — Y hay
exactamente un morfismo f:W — X XY para el cual se cumple que f; = py o f
y fo = pa o f. Los morfismos p; y pa se llaman “morfismos proyeccién” (primera y
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segunda proyeccion, respectivamente). El morfismo f:W — X xY también suele
denotarse como ‘(f1, fa) : W —X xY".

Considérese ahora un par de objetos X y Y cualesquiera de una categoria dada
C. Un coproducto para X y'Y en C estd dado por un objeto X +Y y dos morfismos
11: X—X+4+Y yis:Y—X+Y de C con la siguiente propiedad: para cualquier
objeto W y cualquier par de morfismos f: X — W y g: Y — W de C, hay
exactamente un morfismo h: X +Y — W que satisface hoi; = f y hoiy = g. El
morfismo h también suele denotarse ‘[g, f]: X + Y — W".

Sean W, X, Y y Z objetos de una categoriay f:W —Y yg: X — 7
dos morfismos en dicha categoria. El producto de los morfismos f y g es el unico
morfismo f x g:W x X —Y X Z que hace que el siguiente diagrama conmute:

WL>Y
7 X
fxg

W x X Y xZ

XT>Z
ie. fxg=(fopw,gopx).

Dados dos objetos X y Y en una categoria C, un exponencial de Y por X
consiste en un objeto Y* y un morfismo evy y :YX x X — Y tal que para cada
objeto Z y morfismo g:Z x X — Y hay un tinico morfismo g: Z — Y X tal que
g=-evxyogxX.

Se dice que una categoria dada “tiene productos (coproductos, exponenciales)”
si hay un producto (coproducto, exponencial) para cualesquiera dos objetos de
esa categoria. Los productos, coproductos y exponenciales para dos objetos dados
también son Unicos salvo isomorfismo.

Veamos a continuacién cémo definir nociones légicas en términos categoristas,
esto es, usando usando las propiedades de los morfismos y sus composiciones.

3. LA NOCION DE TOPOS

Las categorias que me interesan son los topos. Después daré una definicién més
precisa, pero por el momento piénsese en un objeto O de un topos como un ti-
po, coleccién de cosas o conjunto generalizado -los Os.? Asf, un objeto O es el
objeto de los o. El modo bésico de obtener una légica en un topos es a través
de una nocién generalizada de comprehensién de subobjetos por “propiedades”.
Las propiedades son locales, es decir, toda propiedad tiene un dominio de signi-
ficacion fijo porque una propiedad siempre es la propiedad de los os de algun O
en alguna categoria C. Las propiedades son ademads proposiciones variables: si ¢
es una propiedad con dominio de significacion O y a es un elemento constante de
tipo O, ¢(a) es una proposicién. De este modo, llamaré funcidn proposicional en
O a una propiedad con dominio de significaciéon O. Toda funcién debe tener un
codominio, asi que un topos incluird un objeto Q de proposiciones o wvalores de

2En esta elucidacién de la nocién de topos en términos légicos sigo muy de cerca la exposicién
en [1].
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verdad (que es Unico en el topos, salvo isomorfismo). Sus elementos p:1—Q son
proposiciones y sus elementos generalizados ¢ : O — {2 son proposiciones varia-
bles y por tanto funciones proposicionales. Si la proposicién p se descompone como
p=¢(a)=poa:1 — O —, entonces p resulta de evaluar la funcién proposicional
 para el elemento a de O.

Asumiré que hay una proposicién verdadero:1 — . Entonces, para cualquier

objeto O en un topos, la composicién verdaderm!p : O — 1 — € denota una
funcién proposicional constante en O, cuyo valor es verdadero, que representaré con
‘verdaderop’. Las funciones proposicionales especifican subobjetos del siguiente
modo. Dada una funcién proposicional ¢: O — 2, la parte de los os para los cuales
@ es verdadera se obtiene como un igualador de ¢ y verdaderop. Tal igualador es
un subobjeto s:5— O que serd llamado eztension de la funcién proposicional ¢. El
morfismo verdadero recibe asi el nombre de clasificador de subobjetos. De manera
més formal, un clasificador de subobjetos para una categoria con objeto terminal
e igualadores se define como un morfismo verdadero:1 — ) tal que satisface el
siguiente
Axioma de comprehensién: para cada funcion proposicional ¢: O — 2, hay un
igualador de ¢ y verdaderop y cada monomorfismo s:5— O es dicho igualador
para una ulnica .
De este modo, las propiedades que estudiaremos son del tipo “estar contenido en
un subobjeto m de un objeto O (en cierta categoria C)”. Un topos se define en-
tonces como una categoria con igualadores, coigualadores, productos (binarios),
coproductos, exponenciales y un clasificador de subobjetos.

La conexidén de estas definiciones con las nociones légicas tradicionales es menos
misteriosa de lo que parece a simple vista. Considérese el diagrama en la definicién
de igualador:

. f
[ _—
W—X Y

5

>"5 0 Q
SN

\ T verdaderoo

El tnico morfismo de X a Q que hace que este diagrama conmute es verdaderox:

=

a1

verdadere)

7

verdaderox

Y asf se tiene el siguiente diagrama:
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M>"50_-"*50

h Taj verdaderox
X
Notese que, segun la definicién de igualador, h debe ser el tnico morfismo que,
entre otras cosas, x = m o h. Pero con esto se satisface la definicion de =z € m.
De este modo, lo que dice el axioma de comprehensién es que ¢(x) =verdaderox
(por el tridngulo conmutativo de la derecha) si y sélo si & € m (por el tridngulo
conmutativo de la izquierda).
Esto es todavia més perspicuo cuando X es un terminal, 1:

m
M >——>

o
Vk\\\\\ T verdaderoo
. a
3
1

El tnico morfismo de 1 a €2 que hace que este diagrama conmute es verdadero:

Q

h

©
m

M >— 0O
1

Y asi se tiene el siguiente diagrama:

|

verdaderod

verdadero

M>"50_-"* 50

) Ta
%
verdadero

Como este diagrama conmuta, lo que estd expresado en él es que ¢(a) =verdadero
(por el tridngulo conmutativo de la derecha) si y sélo si a € m (por el tridngulo
conmutativo de la izquierda).

4. LA LOGICA INTERNA DE UN TOPOS

El axioma de comprehension permite definir otras nociones légicas, por ejemplo,
el morfismo falso y las conectivas usuales (negacién, —; conjuncién, A; disyuncién,
V; condicional, =; cuantificador universal, V; cuantificador particular, 3). En un

X Q
topos, un morfismo k: (Q2x...x Q)% —Q (con Qx...xQ nvecesy Q¢
veces, n,t > 0), k: Q" — () para abreviar, es una conectiva n-aria de orden m,

QX
donde m = 0 si y sélo si Q 2~ 1 y en cualquier otro caso m = (t + 1).3 Por

razones de concisién omitiré los detalles de las definiciones de las conectivas en un

3Las proposiciones, esto es, los morfismos 1 — €2, pueden considerarse conectivas 0-arias (y
pueden ser de cualquier orden) con (2x...xQ) = 1.
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topos; los ejemplos de falso y la conjuncion serviran para ilustrar la idea general
tras esas definiciones.

falso se define como el morfismo tal que 01, el inico morfismo de 0 a 1, iguala
falso y verdadero:

o falso =gey. tpog
0—>1 Q

verdaderoy

El diagrama conmutativo completo para este igualador luce como sigue:

0 falso
0—>1 Q
— >
verdaderoy
l tx
X

El tnico morfismo de X a Q que hace que este diagrama conmute es verdaderox:

0, falso
0——1 Q
verdadereoy
l T!X
verdaderox
X

Y asf se tiene el siguiente diagrama:

0 01 1 falso 0

1
‘X
h T verdaderox
X

Lo que expresa este diagrama conmutativo es que falso = verdaderox (por el
tridngulo conmutativo de la derecha) si y s6lo si 0 tiene un elemento generalizado
(por el tridngulo conmutativo de la izquierda). Nétese que esto se obtendria al
menos una vez, a saber, considerando el elemento maximal de 0: 0 mismo. Pero
esto no cuenta todavia como un caso en el que haya un elemento propio de 0 que
iguale falsoy verdadero. jHay tal caso?

Supdéngase que X es un terminal, 1:

0 01 1 falso 0

Tidl
Y
1

El tnico morfismo de 1 a €2 que hace que este diagrama conmute es verdadero y
asi se tiene el siguiente diagrama:s:
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0 L
0——>1 _Jfalse, Q
v verdadero
1

Dado que este diagrama conmuta, lo que expresa es que falso = verdadero (por
el tridngulo conmutativo de la derecha) si y sélo si 0 tiene al menos un elemento
(por el tridngulo conmutativo de la izquierda). Pero si 0 tiene otro elemento ademés
del elemento generalizado maximal (la identidad en 0) entonces todos los objetos
de la categoria son isomorfos de modo que, para todo propdsito matematico, es
como si hubiera sélo un objeto (y un solo morfismo) en la categoria, asi que a final
de cuentas en realidad ese elemento de O tiene que ser él mismo. Una categoria
degenerada se define precisamente como una categoria en la que todos los objetos
son isomorfos y sélo en esas categorias se tendria que falso = verdadero. Ahora,
si 0 no tiene elementos, no todos los elementos de la categoria son isomorfos y
en ese caso tenemos tres opciones: falso<verdadero, verdadero<falso 6 falso 'y
verdadero son incomparables. Pero no son incomparables ya que verdadero es el
mayor elemento en el orden formado por las proposiciones. Esto también excluye
que verdadero< falso. Entonces la tnica opcién para una categoria no degenerada
es lo usual, que falso<wverdadero, lo que implica que falso # verdadero.

La conjunciéon se define como un morfismo A : @ x Q — Q tal que
(verdadero,verdadero) : 1 — Q x Q es el igualador de A y verdaderogxq. El
diagrama correspondiente

A
verdadero, verdadero B —
1. O xQ Q

[
verdaderoqxo
iy (p,q)
1ay
1

expresa que A o (p,q) (mds comunmente escrito p A ¢) es el mismo morfismo que
verdadero si y sélo si p=wverdadero y gq=wverdadero. De hecho, las condiciones de
conmutatividad de este diagrama implican mas, a saber, que p A ¢ es el infimo de
los conyuntos con respecto a cierto orden que forman las proposiciones. El resto de
las conectivas reciben caracterizaciones anédlogas:

- La negacién es un morfismo —:Q2 — € tal que falso:1— € x Q es el igualador
de — y verdaderog.

- La disyuncién es un morfismo VvV : Q2 x Q — Q tal que la imagen de

[(verdadero,idq), (idq,verdadero)]: 1 — Qx es el igualador de V y verdaderogxq.

- El condicional es un morfismo =2 x Q@ — ) tal que e:<— Q) x Q es el igualador
de = y verdaderoqxq, donde a su vez e es el igualador de A y la primera proyeccién.

4La imagen de un morfismo f: X —+ Y en una categoria C, denotada ‘Im(f: X — Y)’, se
define como un monomorfismo h:I—Y que cumple las siguientes dos condiciones: (1) hay un
morfismo g: X — I tal que f = hog; (2) para cualquier objeto W y morfismos k: X — W y
1:W—Y tales que f =10k, hay un tnico morfismo m:I — W tal que k =mogy h=1lom.

4
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- El cuantificador universal es un morfismo Vx : QX — Q tal que \,.verdaderox
es el igualador de Vx y verdaderogx .’

- El cuantificador particular es un morfismo 3x : QX —Q tal que Im(pxo €x) es
el igualador de dx y verdaderoqx.

Dado que un topos es una categoria con exponenciales, para cualquier X del
topos uno tiene QX QQX, etc., objetos que pueden fungir como colecciones de
propiedades, colecciones de colecciones de propiedades, etcétera, definidas sobre X,
de modo que uno puede tener proposiciones de orden superior.

Hay una correspondencia entre la légica clasica y un algebra booleana, a saber,
dicha légica es un algebra con dos elementos en la que las operaciones satisfacen
ciertas condiciones. Esos dos elementos son los valores de verdad, las operaciones son
las conectivas y las condiciones que satisfacen estdn determinadas por las conocidas
tablas de verdad. Una correspondencia similar puede establecerse para la logica
interna de un topos &; en este caso el adlgebra correspondiente es aquella inducida
por Q y las conectivas. Dicho de otro modo, la légica interna de un topos es el
algebra de sus proposiciones. Esta légica se denomina interna, y es la adecuada
para razonar acerca de los objetos del topos en cuestion, porque estd determinada
por la definicién de esos objetos y sus conexiones y se formula en esos términos; no
es un canon de estudio impuesto “externamente”. Usar otra légica podria alterar
las propiedades definitorias de esos objetos y, en ese caso, ya no seria una logica
para los objetos considerados inicialmente.

Hay un teorema que establece condiciones necesarias y suficientes para que una
proposicién p sea el mismo morfismo que verdadero en un topos €. Si ‘p k¢ ¢
denota que si el morfismo p es el mismo morfismo que verdadero entonces también
qloes (‘IFg p’ implica que en € p = verdadero), y si Ik es la relacién de consecuencia
légica intuicionista entonces se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 4.1. Para toda proposicion p, lFe p para todo topos & si y sélo silky p.

Es decir, en general € es un algebra de Heyting.

Diferentes topos pueden tener diferentes logicas internas (aunque por el teorema
anterior en todos valen por lo menos las leyes intuicionistas). Ya que las definiciones
de las nociones légicas son las mismas para todo topos, la diferencia en las légicas
internas se debe a las caracteristicas propias de los objetos de cada topos.” Por
ejemplo, no es dificil mostrar que la légica interna de la categoria Conjuntos,
donde €2 sélo tiene dos elementos, es clasica. Un ejemplo de un topos cuya logica
interna no es clasica es la categorfa de multigréficas dirigidas irreflexivas, S++.8
Un objeto de S* es cualquier par de conjuntos F y V con un par de funciones
s:F— Vyt:F—V, donde F es un conjunto de “flechas” y V un conjunto
de “vértices”. Si x es un elemento de F', una flecha, s(z) es su vértice de “salida”
u “origen”, mientras que t(x) es su vértice de llegada. Un morfismo en S+ es un
mapeo f que preserva las relaciones de salida y llegada entre graficas.

5La adjuncién producto/exponencial dice que a cada morfismo f : X XY — Z le corresponde
un morfismo Ag.f: X — ZY , el nombre de f.

6Una prueba puede encontrarse en [11, § 8.3 (la parte de correccién) y § 10.6 (la parte de
complecién)].

"Para una discusién més detallada véase [9].

80Omitiremos la prueba de que S+ es un topos. Para una breve pero cuidadosa exposicién de
algunas caracteristicas de esta categoria véase [24] o [16, 141ss y 338ss (pp. 155ss y 377ss de la
edicién en castellano)].
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{Qg11 tiene tres elementos, es decir, hay tres diferentes morfismos 1 — €2q1y
a los que llamaremos verdaderogi., falsogii y jigis (un valor intermedio) con el
orden falsogii<pgii<verdaderogi.. El morfismo negacién en esta categoria da las
siguientes igualdades de morfismos:

—werdaderogiy = g = falsogiy ~falsogi = verdaderogi.

En la categoria S**, cuando p = Hgit, se tiene que mo—op # p, pues ~pg =
falsogi, y por tanto =—pugi = —falsogu = verdaderogi # pgii. También se
puede demostrar que pV —p no es una proposicién valida en la légica interna de S++.
Para que la composicién Vo (p, —p) sea igual al morfismo verdadero es necesario que
alguna de las proposiciones p 6 —p sea igual a verdadero. Si p = pg.1 entonces —p =
falsog.r. Como ninguna de esas proposiciones es igual a verdaderog.. entonces la
composicién V o (p, —p) tampoco es igual a verdaderog.,. En resumen, Qg1 no es
un dlgebra booleana y la légica interna de SH no es clésica.

Cabe mencionar que la logica interna de un topos no tiene que ser sélo o intuicio-
nista o clasica, también puede ser una logica intermedia. Una légica intermedia es
una logica que anade axiomas a la légica intuicionista pero sin que la logica resul-
tante colapse en la légica clasica. Una de las 16gicas intermedias mas conocida es la
légica de Dummett, que agrega a la 16gica intuicionista el axioma (p = q)V (¢ = p);
ésta es la légica interna de cualquier topos Conjuntos®, categorias de functores
de un preorden linealmente ordenado P (por ejemplo w, Q é R) a Conjuntos (cfr.
[11, § 10.6]).°

A continuacién presento algunas caracteristicas que tiene la légica interna de un
topos:

(LI1) Las proposiciones forman un orden parcial, i. e. para cualesquiera proposicio-
nesp, qyr:
(LIla) p < p
(LI1b) Si p < qy q < p entonces p = ¢
(LIlc) Sip<qy g <rentonces p <r
(LI2) Hay una proposicién llamada verdadero con la siguiente propiedad:
Para toda proposicién p, p < verdadero

(LI3) Puede definirse una proposicién llamada falso que tiene la siguiente propie-
dad:

falso < verdadero
(L14) De (LI2) y (LI3) uno puede obtener
Para toda proposicion p, falso < p

(LI5) Las conectivas tienen las siguientes condiciones de verdad:

—p = verdadero si 'y sélo si p = falso, de otro modo —p = falso

(pAq) =1nf(p,q)

(pV q) =sup(p,q)

(p = q) = verdadero siy sblo si p < ¢, de otro modo (p = ¢q) =¢

(Vx.p) =inf(zx € X : p)

(3x.p) =sup(z € X : p)

(LI6) El andlisis categorista no implica, sino més bien asume, una nocién tradicional
de consecuencia légica, la “tarskiana”: ‘p IFg¢ ¢’ denotard que q es consecuencia

9Un functor es un mapeo entre categorias tal que a cada objeto de la categoria dominio le
asocia uno de la categoria codominio y lo mismo para los morfismos siempre y cuando se preserven
los morfismos identidad y la composicién de morfismos.
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l6gica de p en un topos &, es decir, que si en € p es el mismo morfismo que verdadero,
q también lo es. IF¢ p significa que, en &, p es el mismo morfismo que verdadero.

La légica interna de un topos también puede caracterizarse mediante reglas de
inferencia (véase [19, capitulo 15]). Un secuente es una expresién I' : p, donde
I es un conjunto finito (posiblemente vacio) de férmulas y p es una férmula. Un
secuente es verdadero si 'y s6lo si p es consecuencia de I' . Cuando un secuente I' : p
es verdadero se escribe

I'kp

(por ejemplo, se tiene ——p F p en ldgica cldsica pero no en la intuicionista, y
se tiene p,—p F ¢ tanto en la ldgica cldsica como intuicionista, pero no en una
paracousistente).

Primero estan las reglas estructurales. De los secuentes sobre la linea puede in-
ferirse el que estd abajo. El asterisco indica que el secuente de abajo se sigue de un
conjunto vacio de premisas:

.. *
Secuente trivial: D P

* *
. verdadero falso : p

verdadero y falso:

e r:p
Debilitamiento: ————
Log:p
Para cualquier término s libre por x en todas las férmulas:

I :»p
L(z/s) : p(a/s)

Si toda variable libre en ¢ es libre en I" 0 en p:

Sustitucién:

Iyg:p y T :gq
':»p
Hay una regla para conectiva reversible para cada conectiva. De los secuentes
sobre la doble linea se puede inferir el de abajo y del de abajo puede inferirse
cualquiera de los de arriba:

Corte:

I;p : falso ':p vy T :¢q
I : —-p I' : pAg
Iyp :0 y I',q :0 I''p : ¢q
I', pvg : 0 I': p=gq

y, si la variable x no es libre en I" 6 ¢:

r:p Ip:gq
r: (Vz)p L,(3z)p : q
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5. TEORIA CATEGORISTA DE CONJUNTOS

Un topos es equiconsistente con BZ (“Bounded Zermelo”) menos Infinito, una
teorfa de conjuntos cuyos axiomas son'®:

Extensionalidad: si los conjuntos x y y tienen los mismos miembros entonces son
el mismo conjunto.

Conjunto vacio: hay un conjunto vacio, es decir, un conjunto sin miembros.
Pares: dados cualesquiera conjuntos x y y, hay un conjunto par cuyos tinicos miem-
bros son x y y.

Uniones: para todo conjunto x hay un conjunto y cuyos miembros son todos los
miembros de todos los miembros de zx.

Conjunto potencia: para cualquier conjunto x, hay un conjunto y cuyos miembros
son todos los conjuntos cuyos miembros son también elementos de x.

Fundacion: todo conjunto no vacio tiene un miembro “minimo”.

Separacién (o Reemplazo restringido): dado un conjunto z, podemos formar un
nuevo conjunto y que consiste solamente de aquellos miembros de x que satisfacen
cierta propiedad .

Las pruebas de equiconsistencia no son sencillas pues dependen en gran medida
de la traduccién entre la terminologia de los (modelos de los) topos y la termino-
logia en (los modelos de) las teorias basadas en la nocién de membresia, que en
general no es homofénica (es decir, no es posible simplemente traducir “funcién”
por “morfismo”, “conjunto” por “objeto” o “conjunto vacio” por “objeto inicial”).
Para mis propdsitos actuales es suficiente motivar los paralelismos pertinentes tan
intuitivamente como sea posible. Para detalles de las pruebas de equiconsistencia y
en general acerca de las relaciones entre los topos y las teorias de conjuntos basadas
en la nocién de membresia de pueden consultarse [17], [20], [21].

Un topos tiene el mismo poder expresivo que ZFC, aunque no la misma fuerza
deductiva, si se le agregan los axiomas Infinito, Buena puntuacion y FEleccion:
Infinito: hay un objeto de numeros naturales. Sea C una categoria con objeto
terminal 1. Se dice que C tiene objeto de niimeros naturales si en C hay un objeto
N, un morfismo 0:1 — N y un morfismo s: N — N con la siguiente propiedad:
para todo objeto X de C, si hay morfismos 0o':1— X y s': X — X entonces hay
un tnico morfismo h: N — X en C tal que (hoo) =0’ y (s'oh) = (hos) (i.e. hace
que el siguiente diagrama conmute):

1—">N_sN

R

X —X

Este objeto es capaz de soportar funciones recursivas y es el requisito para hacer
por lo menos algo de matematica bésica (aritmética) en una teorfa de conjuntos.'!
Con este axioma, un topos es equiconsistente con BZ.

10En esta seccién usaré la siguiente convencién: un axioma en negritas nombra un axioma
de una teoria de conjuntos basada en la nociéon de membresia, mientras que un axioma en itdlicas
nombra un axioma de una teoria categorista de conjuntos. Para los axiomas de las teorias de
conjuntos basadas en la nocién de membresia aqui expuestas véase [13].

HUEn jerga més usual, Infinito dice que hay un conjunto con infinitos miembros.
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Buena puntuacion: dados dos morfismos f: X — Y yg: X — Y, f = g si
f oy = goy para todo elemento y de Y.

FEleccién: todo epimorfismo tiene una seccién.!? En términos de membresfa este
axioma, llamado simplemente ‘C’ por su nombre en inglés (Choice), dice que para
todo conjunto de conjuntos no vacios mutuamente disjuntos hay un conjunto que
tiene exactamente un miembro comin con cada uno de esos conjuntos. Esto es
equivalente a decir que toda funcién sobreyectiva tiene una inversa por la derecha,
lo que justifica la formulacién categorista.

Un topos con los anteriores axiomas se denomina ETCS (por elementary theory
of the category of sets) y, como ya se sefald, tiene el mismo poder expresivo que
ZFC pero no la misma fuerza deductiva; ETCS maés bien es equiconsistente con
BZC (Bounded Zermelo mas Eleccién). Por ejemplo, en ETCS no puede probarse
que N, exista (véase [12]), ni que todo conjunto pueda integrarse a uno transitivo ni
el teorema del isomorfismo (o “del colapso”) de Mostowski (todo enunciado acerca
de conjuntos puede convertirse en un enunciado acerca de relaciones extensionales
bien fundadas que son invariantes bajo isomorfismo), véase [14, §9,3].

Empero, la igualdad de poder expresivo significa que alguna extension de ETCS
tiene la misma fuerza deductiva que ZFC. El axioma que debe ser anadido es
Reemplazo (completo): sea A un objeto de un topos que satisfaga los anteriores
axiomas. Supdngase que a cada x € A se le asigna un objeto S, tnico salvo
isomorfismo, mediante una relacién R(z,Y’) expresable en el topos. Entonces hay
un objeto S y un morfismo f:S — A con la siguiente propiedad: para cada for
each x € Ay cualquier S, con R(z,S,) hay algin morfismo m:S, — S que hace
que el siguiente diagrama conmute:

S, >"s 8

|

*>SA
T

La versién usual dice que si ¢ es una férmula funcional que relaciona cada conjunto
Z a un unico conjunto y entonces puede formarse un nuevo conjunto v a partir de
un conjunto dado w del siguiente modo: coléctense todos los conjuntos a los cuales
los miembros de w estdn relacionados mediante ¢. Notese que Reemplazo puede
“sacarnos”, por decirlo asi, del conjunto w al formar el conjunto v. A diferencia de
lo que sucede con Separacion, los elementos del nuevo conjunto v no necesitan ser
miembros de w.

Ya que es equiconsistente con una teoria de conjuntos, si bien débil, un topos
puede considerarse como un universo de conjuntos y, dado que porciones de la
matematica pueden reconstruirse en una teoria de conjuntos, los topos también
permiten reconstruir parte de la matemédtica, algunos tanto como ZFC. Asi, los
resultados de equiconsistencia tienen importantes repercusiones para el proyecto de
dar una fundamentacion conjuntista de la matematica, entendiendo ese proyecto a
la manera de Lawvere, esto es, como la formulacién de un sistema de axiomas de
primer orden en el que todos los objetos matematicos usuales puedan definirse y

L2yp epimorfismo es un morfismo f : X — Y tal que, para cada objeto T" y morfismos
h:Y —Tyk:Y—T,si hof=ko f entonces h = k. Considérese un morfismo f: X — Y. Una
seccion de f es un morfismo ¢g:Y — X tal que go f =idx.
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en el que se puedan probarse sus propiedades usuales, “propuestas para organizar
la matemética”, como dirfa Mac Lane.'® Entre ellas cabe mencionar las posibles
respuestas a las objeciones de Feferman. El ha dicho en numerosas ocasiones que
las nociones de categoria o topos presuponen las de coleccion y operacion y que una
fundamentacién de la matematica debe proporcionar explicaciones sisteméaticas de
las nociones presupuestas; las teorias de conjuntos usuales si harfan eso pero la
teorfa de categorfas no.'* La segunda objecién la toma de Terry Rao y dice que
no es claro cémo formular en términos categoristas ciertas construcciones de lo-
calizaciones en algebra homoldgica que usan induccién transfinita y recursion. La
respuesta a la primera es que tiene razén, pero una fundamentacién categorista
no propone a los axiomas generales de una categoria como fundamentacién. Los
axiomas de un topos, en cuanto equiconsistentes como minimo con BZ menos Infi-
nito, ya proveen una explicacién de las nociones de colecciéon u operacién, y no las
presuponen mas de lo que lo hace BZ menos Infinito. Un razonamiento andlogo
vale para ETCS+ Reemplazo y ZFC. A la segunda objeciéon puede respondérsele
que, si esas u otras construcciones son formulables en ZFC, también lo son (por
equiconsistencia) en ETCS+ Reemplazo.

Los resultados de equiconsistencia no deben hacernos perder de vista que hay
importantes diferencias conceptuales en el tratamiento categorista de los conjuntos
y el tratamiento que se hace en teorias como ZF. Enumeraré a continuacién algunas
de ellas:

- La mayoria de las teorias axiomaticas de conjuntos estdn basadas en la nocién
de membresia, mientras que una teoria categorista de conjuntos esta basada en la
nocién de composicién de funciones.

- En ZF y otras teorias de conjuntos basadas en la nocién de membresia, “ser
elemento de” y “ser miembro de” son sindénimos, pues en esas teorias solo hay
un tipo de entidad bésica: un elemento de un conjunto es a su vez un conjunto.
En una teoria categorista de conjuntos, ser un elemento de un objeto (conjunto)
es ser un cierto tipo de morfismo (funcién), mientras que ser un miembro de un
conjunto es ser un morfismo que satisfaga ciertas igualdades de morfismos (véanse
las definiciones respectivas en la seccién 1).

- Los elementos son “globales” en ZF: un conjunto puede ser elemento de diferentes
conjuntos. En una teoria categorista de conjuntos los elementos son “locales”, es
decir, ya que un elemento de un objeto X es un morfismo con codominio X, un
elemento de X no puede ser elemento de otro objeto Y pues seria otro morfismo.
- A diferencia de lo que sucede en una teoria categorista de conjuntos, la membresia
en ZF y teorfas similares no es invariante bajo isomorfismo: si  es un miembro de
X y éste es isomorfo a Y,  no es necesariamente un miembro de Y.

Por otro lado, en algunos topos son verdaderos, por ejemplo, el axioma de eleccién
y la hipétesis del continuo y en otros no. ;Cudl entre todos los topos es el verdadero
universo de conjuntos? Dado que se considera que para poder hacer matematica
se necesita por lo menos la aritmética usual, es comun restringirse a los topos con

30Ofrecer una fundamentacién de este tipo no implica negar que se pueda trabajar con los
objetos matemdticos antes de darles una fundamentacién y tampoco implica que las fundamenta-
ciones sean fijas. Algunos llamarian a esto més bien “antifundacionismo”, pero la correccién de la
etiqueta depende de si el cardcter fijo y reductivo es esencial a una fundamentacién. Véase [21].

My ¢gase por ejemplo [10]. Feferman también considera que teorfas como ZF son inadecua-
das como fundamentos, pero que en el aspecto recién mencionado son mejores que la teoria de
categorias.
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un objeto de numeros naturales, es decir, que satisfagan el axioma Infinito. Hay
quienes ademas tratan de elegir un topos o una clase de topos como los verdaderos
universos de conjuntos. Personalmente no me siento compelido a pensar en un solo
topos o una sola clase de topos como el verdadero universo de conjuntos debido a
que las expresiones matematicas tienen un contenido seméantico minimo que puede
ser interpretado en todo topos debido a las propiedades universales de las nociones
aludidas, pero que a su vez adquieren una referencia (en el caso de los términos)
o valor de verdad (en el caso de los enunciados) determinados dependiendo de las
caracteristicas peculiares, los axiomas propios, de cada topos. Esta idea ha sido
desarrollada con el nombre de matemdtica local por John L. Bell (véanse [3], [4],
5))-

Bell ha afirmado también que las leyes universales o invariantes de la matemdtica
son aquellas que valen en todo topos, esto es, en todo universo de conjuntos donde
puede ser reconstruida la matematica. Dado el Teorema 4.1, esas leyes universales
serfan las de una légica intuicionista de orden superior. No creo que esa afirmacién
sea cierta, pero discutir esto, aunque sea minimamente, requiere mas espacio del
que dispongo a estas alturas y en todo caso excederia los propdsitos de este capitulo.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo he expuesto los rudimentos de la légica interna de un topos y he
incluido una somera discusion de la perspectiva categorista en el proyecto de dar
una fundamentacién conjuntista de la matematica. Sin embargo, hay otros temas
de interés para los logicos que, por motivos de espacio, no he podido discutir aqui,
pero que un légico muy bien educado en teoria de categorias deberia conocer:

- El anélisis categorista de las paradojas de autorreferencia iniciado en [15]. La idea
central es que esas paradojas, y resultados limitativos como los de Godel y Tarski,
son instancias (de una versién generalizada) del teorema de Cantor (véase también
25)).

- Versiones categoristas de pruebas de independencia como la de Cohen (véase [17]).
- Semaéntica functorial, esto es, teoria de modelos en términos de functores. Véase
[2].

Entre otras discusiones filos6ficas suscitadas por el andlisis categorista de la logica
cabe destacar:

- La contribucién de las definiciones categoristas al debate acerca del significado de
las conectivas légicas (cfr. [9]).

- El problema de explicar la situacién en una categoria degenerada donde
verdadero = falso (cfr. [8], [7]).

- Las caracteristicas de la légica interna de un topos mencionadas en la seccién
4 pueden dualizarse de manera tal que la légica descrita sea paraconsistente en
lugar de intuicionista y, de hecho, parece que no hace falta alterar la estructura
categorista de un topos, sélo los nombres y las conceptualizaciones de ciertos objetos
y morfismos, para que la légica interna de un topos sea en general paraconsistente
(véanse [22], [23], [6]). Eso contradeciria ciertas concepciones muy arraigadas acerca
de la légica interna y habria que explicar la validez de ciertos teoremas, por ejemplo,
el Teorema 4.1.
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CAPITULO 13

MODELO TRINOMIAL PARA LA VALUACION DE OPCIONES

ROCIO ALDUCIN YOBAL
VICTOR HUGO VAZQUEZ GUEVARA
FCFM, BUAP

RESUMEN. Se presenta el modelo Trinomial para la valuacién de opciones euro-
peas. Este algoritmo es una extensién del modelo Binomial propuesto por Cox,
Ross y Rubistein, dicha extensién radica en que el modelo Binomial considera
dos posibles movimientos en el precio del subyacente (el precio del subyacente
puede subir o bajar), mientras que el modelo Trinomial toma en cuenta tres
movimientos, esto es, el precio del subyacente no sélo sube o baja sino que
también puede ocupar un estado intermedio. Como el modelo Trinomial re-
sulta ser una versién discreta del modelo de Black- Scholes y Merton, para
el movimiento del precio del subyacente al final se muestra algunos ejemplos
numéricos en donde se ilustra la convergencia de los modelos.

1. INTRODUCCION

En el contexto de los instumentos financieros, las opciones son productos muy
populares y difundidos, debido a que ayudan a disminuir el riesgo en algunas nego-
ciaciones, es por eso que son pieza fundamental en el mercado financiero moderno;
ademads, por su apalancamiento (una inversién serd mds apalancada cuando de-
bamos invertir una menor cantidad de capital del esperado con el fin de obtener
resultados econémicos y financieros adecuados, es decir, mayor rentabilidad), de
una pequena inversion se pueden obtener grandes beneficios, y por su versatili-
dad permiten al inversionista realizar estrategias para lograr sus objetivos dentro
del mercado, por otra parte tienen facilidad de combinarse con otros instrumentos
financieros [7]. De esto, la importacia del estudio de las opciones para los inversio-
nistas es debida a la especulacién y a la cobertura que ofrecen [5]. Pero jque son la
opciones?

Definicién 1.1 (Opcién). Es un contrato entre dos entes financieros (tenedor y
escritor) que da el derecho al tenedor pero no la obligacién de comprar o vender cier-
ta cantidad de acciones a cierto precio (llamado precio de ejercicio) en determinada
fecha (también llamada fecha de expiracién o maduracién).

Como las opciones son instrumentos financieros que derivan su valor de otro ins-
trumento llamado activo subyacente, suelen a medida denominarse derivados. Las
opciones, por ser contratos que se emiten sobre un determinado activo subyacente
y poseen una fecha de expiracion, son contratos normalizados, lo que ayuda a dar
mayor liquidez a los mercados financieros, ya que los inversionistas se concentran
en los titulos de éstas y aumentan la negociacion. Existen diversos tipos de opcio-
nes dentro del mercado financiero, pero las que se manejaran son las plain vanilla:
opciones europeas y opciones americanas.

183
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Definicién 1.2 (Opcién europea). Es el tipo de opcién que sélo se puede ejercer
en la fecha de expiracion.

Definicién 1.3 (Opcién americana). Es el tipo de opcién que se puede ejercer
en cualquier fecha igual o anterior a la fecha de expiracién y sélo se puede ejercer
una tdnica vez.

En el mundo real de las finanzas existen gran variedad de tipos de opciones,
pero en este trabajo sélo se estudiaran estos dos tipos. Las opciones Europeas y
Americanas, que a su vez se subdividen en opciones tipo Call y las tipo Put.

Definicién 1.4 (Opcién Call). Las opciones Call son las que dan el derecho de
adquirir un bien.

Definicién 1.5 (Opcién Put). Las opciones Put son las que dan el derecho de
vender un bien.

Como se mencioné en la deficién de opcidén, en el contrato se estipulan diversos
parametros que seran denotados de la siguiente manera:

= Sy, denota el precio del activo subyacente al incio del contrato (esto es, en
t=0),

= F indica el precio de ejercicio al cual se comprara o vendera el bien,

= 7, es la tasa interés libre de riesgo,

= T, es la fecha de expiracién.

2. PROBLEMA DE LA VALUACION

El problema de la valuacién de opciones, es determinar cual es el valor justo que
debe pagar el tenedor de la opcién por adquirir el derecho de comprar o vender el
activo subyacente. Supdéngase que E es el precio de ejercicio y S(T') es el precio del
bien en la fecha de expiracién de una opcién europea call [5]. Si en el tiempo de
expiracién se tiene que S(T') > E, entonces el tenedor de la opcién podra ejercer
su derecho y comprara el activo por la cantidad E para venderlo en el mercado
por S(T), obteniendo una gananacia de S(T') — E. De otra manera, si E > S(T)
entonces al tenedor no le conviene ejercer su derecho y no obtendra ganancias. Como
el precio de la opcién no puede ser negativo, entonces al tiempo de expiracién, el
valor de la opcién estard dado por la siguiente expresion,

C = max(S(T) - E, 0),

donde, C denota el precio de la opcién Call, a esté ecuacion se le conoce como el
valor intrinseco de la opcién. Por otro lado, si se considera a un tenedor de una
opcién Put y en el tiempo de expiracién se tiene que E > S(T'), entonces el tenedor
podra comprar el activo en S(T') en el mercado y ejercer su derecho vendiendo
el bien al precio E, obteniendo una ganancia de F — S(T'). De otra manera, si
S(T) > E entonces el tenedor no ejercerd su derecho y no tendrd ganancias. El
valor de la opcién put tampoco puede tomar valores negativos, de esta forma el
valor intrinseco de la opcién sera,

P = max(E - S(T),0),
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F1aurA 1. Diagrama de la funcién de pagos para una opcién Call

F1GUurA 2. Diagrama de la funcién de pagos para una opcién Call

en donde, P denota el valor de una opcién Put en la fecha de expiracién.

Se observa que en ambos casos, en la fecha de vencimiento el tenedor obtendra un
beneficio o no (debido a si desea ejercer su derecho o no), sin embargo, ;jqué pasa
con el escritor? si el tenedor ejerce su derecho el escritor tendrd un pérdida, es
por eso que al inicio del contrato el tenedor debe pagar una prima por obtener el
derecho de comprar o vender los activos preescritos en el contrato, y de esta forma
no afectar al escritor. En las figuras 1 y 2 se muestran las gréaficas de las funciones
de pagos de una opcién call y una put europea [1] [5].

Uno de los beneficios al realizar transacciones con las opciones es que ayudan a
disminuir riesgos, es por eso que los inversionistas han buscando tener cobertura
mediante la combinacién de opciones Call y Put sobre el mismo bien, algunos de
estas combinaciones son: el bottom straddle y el bull spread[5].
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3. MODELO TRINOMIAL

En el mundo de las finanzas existen diversos modelos para valuar opciones, el
mas difundido ha sido el de Black, Scholes y Merton, en este modelo se considera
que el precio del activo subyacente sigue un movimiento browniano geométrico,

1

(1) S(t) = Spelr— s )roVIW,

donde W ~ N(0,1), o es la volatilidad y r es la tasa de interés libre de riesgo.

La volatilidad es el pardmetro que mide las fluctuaciones del activo subyacen-
te, durante cierto periodo de tiempo. Dentro de la valuacién de opciones existen
diversos tipos de volatilidad, entre ellos sobresalen la volatilidad histérica y la
volatilidad implicital5]. La tasa de interés r, es la tasa de interés interbancaria
y se considera con componente continuo.

Sin embargo, existen otros modelos que son interesantes por su eficacia compu-
tacional y que resultan ser una versién discreta del modelo (1) como lo son, los
modelos de arboles binomiales y arboles trinomiales, en estos modelos los pardame-
tros que se manejan son los estipulados en el contrato, ademéas cabe mencionar que
estos modelos consideran un parametro de volatilidad constante.

Los arboles binomiales han sido una de las herramientas méas utilizadas dentro
de la valuacién de opciones. El modelo binomial estandar de Cox-Ross-Rubinstein
(CRR) consta de un conjunto de nodos, que representan los posibles precios del
subyacente durante la vida de la opcidn, se le llama binomial por que en cada nodo
el precio del activo subyacente puede subir o bajar. Una generalizacién natural de
este modelo se tiene al extender el ntimero de posibles valores que puede tomar el
activo, la idea es permitir que el precio del subyacente no sélo suba o baje, sino
que pueda tomar un valor intermedio en la etapa siguiente, esto es, en lugar de
considerar un arbol binomial se tomarad en cuenta un arbol trinomial. La figura 3
ilustra un arbol trinomial de un paso, junto con sus parametros correspondientes.

FIGURA 3. Arbol trinomial de un paso

De acuerdo a la figura 3, se observa que el precio del subyacente puede moverse
a uno de los tres nodos: con probabilidad p, tomara el valor Su; con probabilidad ¢,
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bajard y su valor serd Sd; y con probabilidad 1 —p— ¢, el precio del activo serda Sm.
Los pardmetros del modelo trinomial son obtenidos de manera analoga al modelo
binomial, esto es, u, d, m, las probabilidades de transicién p y ¢ se obtienen de los
dos primeros momentos de la distribucién del movimiento browniano geométrico
que describe al precio del activo subyacente en el modelo (1), ademds considere que
d<m<u.

El objetivo es encontrar el valor justo C' que debe pagar el tenedor de una
opcidén europea Call. Al igual que en el modelo de Black, Scholes y Merton, en esta
propuesta se construye un portafolio que comprende al subyacente, a la opcién y
que al final del periodo de inversién proporciona el mismo rendimiento en todas
las posibles trayectorias que puede tomar el precio del activo subyacente, esto es
debido a que no se permiten oportunidades de arbitraje [8].

Se considera un portafolio libre de riesgos formado por cierta cantidad de acciones
del subyacente y de la opcién, lo que se quiere es que el portafolio mantenga su valor
esperado, independientemente si el precio del subyacente sube, baja o se mantiene
en T, esto se consigue mediante la proporcién adecuada de los activos y de la opcién.
El portafolio tendra una posicién larga de A\ acciones y una posicién corta en una
opcidn, se calcula el valor de A para que el portafolio no tenga riesgos (que ofrezca
siempre los mismos pagos). Si el precio del activo subyacente sube, el valor del
portafolio al final de la vida de la opcién serd

ASou — Cy,

si el precio del subyacente baja, el valor del portafolio es

ASpd — Cy

y si el precio del bien se mantiene, éste valdra

ASom — Cpy,.

Para calcular a A se debe encontrar la solucién al siguiente sistema de ecuaciones,

ASou—C, = ASod—Cy
ASou —C,, = ASom —Cp,
/\Sod — Cd = /\ng — Cm

este sistema tiene solucién, si y solo si

@ v Cu=Cis _ Cu=Cun _ Ci-Cn
750U—Sod750u—50m750d—50m

En este caso, se dice que la opcién es alcanzable [8]. Por otro lado, el valor del
portafolio en £ =0 es

ASy — C,
el cual debe coincidir con el valor presente del portafolio en cualquiera de las tres
ecuaciones anteriores,
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(3) ASy —C =e " (ASou — C) = e T (ASom — Cp,) = e 7" (ASpd — Cy).
Por ejmplo si se toma

ASy — C = e " (ASou — Cy)

entonces,
C = (ASou — Cp)e "I = \S,

tomando a

_ Cu - Cm

o Sou — Som
se tiene que,
(4) C = X\Sy— (ASou—Cyp)e T

Cu - Om Cu - Cm —rT
(5) N (SOU_Som> SO B {(Sou—50m> SOU_OU:| )6
(©) _ C,—Cn N (uC’m—mC’u)e_rT
u—m u—m

Siendo esta ultima ecuacién el valor de la opcién en ¢ = 0.

Supédngase que 0 < p+ g < 1. Se observa que si se define 50 = S;e™ "t (con t=0),
entonces

EP[Sr1S) = e T Dpu+qd— (1-p—q)m]S,
e "(T—1) [p(u —m)+q(d —m) + m]gt,

en donde, P es la probabilidad neutral al riesgo. Para que §t = Se (Tt gea un
martingala se requiere que

(7) plu—m)+q(d—m)+m=e"T"D _q.

De la misma manera, si C; = Cye™"t, entonces

EP[CrICy) = e T DpC, +qCq— (1 —p— q)C]Ci
efr(Tft) p(Cu - Om) + (god - Om) + Cm ét.
t

Para que S; = S;e "~ sea un martingala se requiere que

®) P(Cu — C) + 4(Ca — Cr) = Cre" @D — €,

Si se utilizan (2) y (6) en la ecuacién anterior, se tiene que
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Cy—Cn Cro —mCy\ _,7| »
Ap(u —m) + Ag(d—m) = {um +(u uf:r]: )e T}eT—Cm
-C

_ {Cu m + |:Cm_ <Cu_Cm>m:| erT}erT_Cm
u—m u—m

= AT+ (Cp—Am) —Cyp

Si se divide entre A se obtiene (7). Por lo tanto, a partir de (7) y (8) se observa
que no se puede obtener de manera tnica p y ¢. Asi, dado un valor de ¢ se obtiene
un valor de p, sélo hay que cuidar que la eleccién de ¢ produzca 0 < p+¢q < 1. Esto
implica que los mercados son incompletos [8]. El valor de p estd dado por

) p:erT‘m—q(d‘m)

u—m u—m

En este caso, el precio de la opcién satisface

C = e "pCu+qCa+(1—p—q)Chl
e—?”t [p(C’U« - Cm) + q(Cd - Cm) + Cm]

rT _
et {e m_q (d m) (Cy = C) + q(Cy — C) + Cy

u—m u—m
_ Cu=Cm [(C“_Cmm—c'm)] ot
u—m u—m
+ q (Cd_Cm)_<Z_7n> (Cu Cm):| eirt
 Cu=Cu _yy (mCy—uC,
o u—m u—m
Cd Cm Ou Om
- o| (S o (S5
= Gzl (RO ) - m)a - A
u m u—m
_ Cu_Cm_e_Tt mCu—qu
B u—m u—m

Dado que el término ¢ se anula, se tiene que la seleccién de ¢ es arbitraria.
Observe también que la anterior expresién coincide con (6), de esta forma se ha
obtenido una férmula explicita para C'. Sin embargo, existen cinco pardmetros por
determinar: u, d, m, p y g, los cuales deben satisfacer las condiciones (2), (7), (8)
y (9), cabe mencionar que la seleccién de estos pardmetros no es unica. Asi, si
por ejemplo consideramos la restriccién de saltos simétricos (hacia arriba y hacia
abajo); es decir
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(10) ud = 1,
(11) m = 1

obtenemos el arbol trinomial de Cox, Ross y Rubinstein, en el cual los parametros
estan dados por

(12) u = €° 2Ai§7
(13) d = e 7VA

en donde, At es la longitud del paso. Las probabilidades resultan ser igual a,

et — eV ’
(14) p =
e”\/g — 370@
2
( eg\/g — eTTAt )

(15) q =
eU\/g — e_a\/g

Por otro lado, si consideramos un arbol del estilo Jarrow-Rudd (JR), obtenemos
que los pardametros estan dados por:

erfo'2/2At +ov2A¢
y

u =
m = 67'—02/2A,«,
b
d = er—a'Q/QAt—a'\/2At
)

En esta caso, las probabilidades de transicién son
(16) p=q=1/4
De manera similar puede considerarse un arbol con igual probabilidad de tener

cualquiera de sus tres posibles movimientos (p = ¢ = 1/3), tenemos en esta situacién
que

2
u Pt /2At+ow/3At/27
_ 2
e’ /2At7

d = eT_02/2At_U\/3At/2’

4. VALUACION DE OPCIONES

Hasta ahora se ha descrito la valuaciéon mediante un arbol de un paso. Si se
desea realizar la valuacion con n etapas, el primer paso es contruir el arbol para
los posibles movimientos del precio del subyacente, esto es, se calculan u, d, p, ¢ y
entonces se obtiene el precio del subyacente en cualquier nodo del arbol,

S =u"edm"m Sy,
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en donde, 7 denota la etapa, j el nivel del nodo, n,, es el nimero de veces que el
precio del subyacente sube, ng es el nimero de veces que el precio del bien baja, y
N, s el nimero de veces que en el esquema trinomial el precio del activo toma su
valor intermedio.

Una vez construido el arbol con los posibles precios que el activo subyacente
puede tomar, se procede a calcular el valor de la opcién. Sea FE el precio de ejercicio
y T el tiempo de expiracién, se sabe que en en la fecha de expiracion el valor de la
opcion esta dado por

(17) C
(18) P

méx(S(T) — E,0)
méx(E — S(T),0),

en donde, (17) es la funcién de pagos para una opcién call europea, mientras que
(18) para una opcién put europea.

El objetivo es encontrar el valor C} de una opcién call europea en el tiempo
t = 0 (el procedimiento es andlogo para una opcién put), la manera en que se
hace es trabajando hacia atrds a través del arbol. Supéngase que los precios del
subyacente hasta la n-ésima etapa S? ya han sido calculados, de esta forma se
procede a calcular los CJ, que estan dados por las expresiones (17) (si la opcién
fuera put, se utilizarfa (18)). Una vez que ya se han obtenido la funcién de pagos
en la n-ésima etapa, se procede con el calculo de C’i_l que estard dado por

(19) Cl_ =eqCi™ + (1 —p—q)CY + pCitY,

n—

que es equivalente a la expresion (6)

) = GG o (m—uh)
O - |

u—m u—m

La idea del método trinomial es multiplicar los tres posibles valores C’f_:ll, C’f 1
C’gill con sus probabilidades asociadas y obtener el valor descontado a una tasa
de interés libre de riesgo r, para cualquier etapa i, y de esta forma, se calcula la
funcién de pagos en los nodos interiores del arbol. El procedimiento se repite hasta
llegar al nodo inicial y asf obtener C}.

A continuacién se presenta un ejemplo numérico en el cual se considera opcién

europea sobre una accién de Google.

Ejemplo 4.1. Supdngase que se desea conocer el valor de una opcién call europea
sobre una accién de Google que el dia 3 de junio de 2012 tiene un valor de 570.98
dolares. En tal opcién se estipula que el precio de ejercicio es 570.98 dolares, se
considera la tasa de interés interbancaria de equilibrio (TTIE) a 28 dfas del mes de
junio de 2012, ademaés nos interesa que la fecha de maduracion sea el 15 de junio de
2012, ademas, invirtiendo la férmula de Black-Scholes apartir de un valor de una
opcién sobre la misma acciéon pero con diferente fecha de maduracién, obtenemos
la volatilidad implicta igual a 0,3832

El valor de esta opcién en el mercado es de 18.1031 ddlares. En la Tabla 1 y en
la Figura 4 se observan los valores tedricos de la opcién en cuestion al utilizar los
modelos trinomiales CRR, JR y el equiprobable con distintos niimeros de pasos:
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18.15 b

1811 b

18.05 b

RR
17.95 ¢ b

JR

17.9F EP 1

Valor tedrico de la opcién

17.851 i

1781 4

17.75 4
1 1 1 1 1 1
20 40 60 80 100 120
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FicuraA 4. Convergencia del modelo binomial y trinomial al mo-
delo de Black, Scholes y Merton

Valuacién de una opcion call europea
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Ficura 5. Convergencia del modelo binomial y trinomial al mo-
delo de Black, Scholes y Merton

En la figura 5, se puede observar la convergencia de los modelos binomial y
trinomial al modelo de Black-Scholes.
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FiGurA 6. Prueba de Durbin-Watson parap =2y p =0.

Ejemplo 4.2. Se desea valuar una opcién call europea sobre un activo subyacente
cuyo precio actual es $100. En el contrato opcién se estipula que el precio de ejer-
cicio es $95, se toma en cuenta que la tasa de interés interbancaria libre de riesgo
es 10% y que el contrato vence medio afio después (esto es, T = 0,5), ademds se
considera una volatilidad de 0,25.

El valor de la opcién dado con la férmula de Black, Scholes y Merton es 12,588.
Con 100 pasos el modelo binomial arroja un valor de 12,6 y el modelo trinomial de
12,583.

En la figura 6 de este ejemplo se observa una mejor convergencia del modelo
trinomial comparado con el modelo binomial, el precio arrojado con 100 pasos por
el modelo binomial no es tan bueno como el dado por el trinomial.

5. CONCLUSIONES

El modelo de arboles trinomiales es un algoritmo eficiente para la valuacién de
opciones europeas, que no es computacionalmente mucho mas pesado que el modelo
binomial. En los ejemplos se observo una mejor convergencia del modelo trinomial
al modelo de Black, Scholes y Merton, que el dado por el modelo binomial.
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RESUMEN. El proceso asegurador se caracteriza principalmente por la variable
aleatoria “siniestralidad” la cual se estudia en Teoria Clasica de Riesgo conside-
rando variables aleatorias bdsicas: nimero de siniestros, cuantia del siniestro;
y la estabilidad del proceso asegurador. Cuando los efectos de las variaciones
de la siniestralidad son muy altas pueden llevar a la aseguradora a la ruina. Es
en este momento cuando aparece el Reaseguro como un mecanismo para dis-
tribuir el riesgo y eliminar parte de las pérdidas ocasionadas por la ocurrencia
de siniestros con alto costo, pues la aseguradora busca disminuir el riesgo de
que las primas cobradas se vuelvan insuficientes.

Las opciones son otro medio que se puede utilizar para ampararse frente a un
riesgo. Una opcién protege ante una variacién en los precios ya que la opcién
se puede ejercer o no segun sea el beneficio que se espere. Un seguro protege
ante una adversidad, cubre los gastos cuando una situacién inesperada ocurre.
En ambos casos se paga una cuota por cubrir dicho suceso.

El objetivo de este trabajo es mostrar como el modelo de valuacién de op-
ciones europeas se puede adaptar al cdlculo de primas para el Reseguro no
proporcional.

1. INTRODUCCION

La forma tradicional de calcular las primas de seguros se ha dado a través de
métodos actuariales. El proceso asegurador se caracteriza principalmente por la
variable aleatoria “siniestralidad” la cual es ampliamente estudiada en la Teoria
Clasica de Riesgo [3,6], considerando las variables aleatorias bdsicas: niimero de
siniestros y cuantia del siniestro; y la estabilidad del proceso asegurador. Cuando
los efectos de las variaciones de la siniestralidad son muy altas pueden llevar a la
empresa aseguradora a la ruina. Es en este momento cuando aparece el reasegu-
ro como un mecanismo para distribuir el riesgo y eliminar parte de las pérdidas
ocasionadas por la ocurrencia de siniestros con alto costo, pues la compania asegu-
radora busca disminuir el riesgo de que las primas cobradas se vuelvan insuficientes.

Existen distintos tipos de reaseguros, por la relacién legal que son contrata-
dos: Reaseguro automatico y Reaseguro facultativo; y por la forma en que actuan
en determinado siniestro: Reaseguro proporcional y Reaseguro no proporcional. Los
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contratos de reaseguro tienen una cantidad limite a partir de la cual paga el ase-
gurado y a partir de la cual paga el reasegurador, las primas, en su mayoria, se
suscriben por ano, llegada esta fecha de vencimiento se puede renovar el contrato
o bien negociar con otra empresa reaseguradora.

Ademas de los seguros, las opciones son otro medio que se puede utilizar para
ampararse frente a un riesgo. Una opcién protege ante una variacién en los precios
ya que la opcidén se puede ejercer o no segin sea el beneficio que se espere. Un segu-
ro protege ante una adversidad, cubre los gastos cuando una situacién inesperada
ocurre [2]. En ambos casos se paga una cuota por cubrir dicho suceso, la cual se le
llama prima.

2. EL SISTEMA DE LOS SEGUROS

Antes de dar la definicién formal de lo que es el reaseguro, asi como los tipos
y caracteristicas de los mismos, es importante dar una descripcion de lo que es
el seguro y por tanto, analizar cuales son los riesgos que enfrenta una compania
aseguradora y por que la necesidad de reasegurarse.

Los sistemas de seguros ofrecen alivio frente a pérdidas de un siniestro en las
cuales el nimero, tamano o momento de ocurrencia es aleatorio. Si el asegurado
tiene el control sobre la ocurrencia de la pérdida o si la reclamacion excede la pérdi-
da financiera existird un incentivo para que la pérdida ocurra. Bajo esta situacién
el seguro no cumplira con el objetivo de aumentar las utilidades esperadas tanto
del asegurado como del asegurador.

Cuando se organiza un nuevo seguro es importante conocer la informacién ante-
rior sobre situaciones de riesgos similares para realizar estimaciones preliminares y
determinar el pago que realiza el asegurado, asi como el monto que la aseguradora
cubrird por el riesgo aceptado, ver [5,6].

Para que un sistema de seguros sea estable es esencial que ciertas caracteristicas
se cumplan:

1. Gran nimero de asegurados:
El valor esperado del monto de los siniestros aumenta o es mayor si la po-
blacién asegurada es grande.

2. Valores a riesgo homogéneo:
Tener mayor homogeneidad en las sumas aseguradas implica que la varianza
sea menos en cuanto al monto total de los siniestros.

3. Célculos adecuados:
Lo que paga el asegurado debe estar relacionado con la informacién del riesgo
a cubrir.

Aunque las caracteristicas antes mencionadas puedan cumplirse, existen otros
riesgos que el seguro puede enfrentar, algunos de ellos son:

1. Riesgo por desvio en las bases demogréficas:
Un ejemplo de ello es cuando surgen epidemias incontrolables que afectan a
gran parte de la poblacién.

2. Riesgo por la acumulacién de siniestros en un evento:
Es la acumulacién de siniestros que se ven afectados por un mismo evento
catastréfico, como en el caso de un terremoto, un huracan o accidente aéreo.
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3. Riesgo por antiseleccién:
Cuando el asegurado tiene ventajas por cotizaciones no detalladas [2,5].

3. CALCULO DE PRIMAS

El seguro se sustenta por la cantidad de dinero que cada asegurado acuerda pagar
a la compania aseguradora, a esta cantidad se le conoce como “prima”. La suma de
todas las primas recogidas se utilizan para pagar los posibles siniestros ocasionados
por el conjunto de asegurados durante el periodo de tiempo establecido. Asi que,
el asegurado evita pagar la cuantia de sus siniestros sustituyendola por el pago de
esa cierta cantidad de dinero, la prima.

La prima debe representar el pago adecuado que una compania de seguros debe
cobrar por un contrato a un individuo. Para su obtencion la compania debe conocer
la distribucion del nimero de siniestros, de la cuantia del siniestro o bien del costo
total.

Lo deseable seria que el conjunto de asegurados que comparten sus gastos pa-
gando una misma prima sea lo mas homogéneo posible en cuanto a sus riesgos se
refiere, pues si no fuera asi, los asegurados que generan mas gastos a la compania
deben pagar primas mayores.

La prima debe cumplir con las siguientes propiedades

1. Simplicidad. El cédlculo de la prima debe ser ficil de calcular.

2. Consistencia. Si un riesgo se incrementa en una constante, la prima debe
reflejar el cambio incrementandose en la misma cantidad.

3. Aditividad. La prima de un portafolio que consiste de riesgos independientes
debe ser la suma de las primas individuales.

La prima pura es la componente esencial en el precio del seguro, ya que esta
destinada a acumular la recaudacion suficiente para hacer frente a los siniestros
ocurridos, esta prima esta dada por

(1) p=E(5),

donde S es la variable aleatoria que representa el monto acumulado de reclamcio-
nes y a la cual también se le llama riesgo [3,6]. Esta prima parece ser justa para
el asegurado, sin embargo, para el asegurador no lo es. Veamos la siguiente situacién:

Consideremos un portafolio con n pdlizas de seguro de un mismo riesgo, vélidas
por un tiempo determinado. Supéngase que se cobra una misma prima p por cada
pdliza y que S; representa el monto de las reclamaciones efectuadas por la péliza
7, los cuales son independientes e identicamente distribuidas. Si se considera que u
es el capital inicial de la aseguradora, entonces el capital que se obtiene al término
de la vigencia de las pdlizas es

(2) Xn:u—i—np—zsj.
j=1

Ahora, tomando esperanzas en ambos lados de la ecuacién anterior y utilizando
(1) se obtiene que

3) E(Xy) =u+n(p—E(5)) =u,
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esto es, la compania aseguradora permanece con su capital inicial.
Si la cartera fuera infinita, unos riesgos se compensarian con otros y los ingresos
obtenidos serian suficientes para asegurar la solvencia de la empresa. En la préactica
no es asi, debe tomarse en cuenta que la prima debe ser suficiente no sélo para el
pago de las reclamaciones esperadas sino también para cubrir los gastos administra-
tivos y comisiones, y proveer un margen por riesgo y utilidad, por ello es necesario
agregar un recargo por seguridad con la prima pura para asegurar la solidez de la
aseguradora.

Gracias a este recargo se obtiene una reserva que permite hacer frente a las des-
viaciones imprevistas de la siniestralidad.

Enseguida se presentan algunos principios para calcular las primas de manera
general.

Principio del valor esperado: Este principio establece que la prima se puede
calcular de la siguiente forma

(4) p=(1+d)E(S), d>0.

La constante d se conoce como factor de recargo.
Este principio atribuye la misma prima a dos riesgos con distinta distribucién
pero con media comun, sin considerar otras caracteristicas.

Principio de la varianza: En este principio el factor de recargo, d > 0, se aplica
sobre la varianza y establece que

(5) p=E(S)+dV(S).

Adema&s de estimar la siniestralidad media del riesgo, proporciona un recargo de
seguridad para las desviaciones aleatorias de la siniestralidad.

Principio de la desviaciéon estandar: Este principio establece que

(6) p=E(S)+d\/V(S).

El factor de recargo d > 0 se aplica sobre la desviacién estandar del riesgo.

Una vez que se ha hecho una descripciéon acerca de lo que es un sistema de
seguros procedemos al andlisis del reaseguro.

4. REASEGURO

En un inicio el reaseguro se consider6 como una medida para cubrir un acto
imprudente al aceptar un riesgo. El asegurador sin afectar su obligacién con el
asegurado, toma medidas para protegerse contra las mismas obligaciones con otro
asegurador mejor informado o con mayores posibilidades financieras. El primer
documento que contiene todos los puntos béasicos de lo que hoy es una pdliza de
seguros, fue emitido en 1347 en Génova, Italia, y se trata de un seguro maritimo
de mercancias, por otro lado, el primer contrato de reaseguro se firmé en Génova
en 1370.

La técnica de reaseguro mejord y acumulé gran experiencia en cuanto al reaseguro
de riesgo por riesgo, el procedimiento seguido hasta hoy se basé en este tipo de
reaseguro y el nuevo sistema que se establecié fue el reaseguro por contrato
[2,5].
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Definicién 4.1. El reaseguro es un convenio que una compania de seguros (ceden-
te) celebra con otra compaiiia (aceptante) para ampararse de las consecuencias de
los seguros que ha otorgado en cuanto éstas excedan de su capacidad transfiriendo
el total o parcialmente los riesgos.

Visto de manera simple, el reaseguro es una forma aseguradora de segundo grado.

Las causas por las que una compania de seguros busca reasegurarse son:

1. Disminuir el riesgo de una posible pérdida, es decir, que el monto de los
siniestros no sobrepase una cierta cantidad y de esta forma estabilizar los
resultados.

2. Ampliar la aceptacién de riesgos sin tener que exponer sus propios recursos,
lo que le permite aumentar el volimen de sus negocios.

Una ventaja del reaseguro es que la reaseguradora puede brindar informacién
técnica, experiencia en cuanto a causas de siniestralidad y asesoria en la seleccién
de riesgos.

5. CLASIFICACION DEL REASEGURO

Existen varios tipos de reaseguro, como la finalidad no es hablar de todas las
modalidades que existen, sélo se mencionan las formas més comunes.

5.1. Por la Forma de Contratacién. De acuerdo a la relacién legal que existe
entre la cedente y la aceptante, se divide al reaseguro en: facultativo y automatico.
Facultativo

Esta forma permite al aceptante tratar cada riesgo propuesto individualmente el
cual puede asumir o rechazar. La cedente como la aceptante tienen completa liber-
tad para ceder o aceptar los riesgos. Este tipo de reaseguro permite a la compania
asumir riesgos que presenten con més frecuencia pérdidas superiores a la normal.
Automatico

Consiste de un contrato obligatorio entre la cedente y la aceptante, en el cual se
establecen las caracteristicas de los riesgos a cubrir. Como su nombre lo dice, la
duracién del contrato es continuada y su renovacion es automatica.

5.2. Por la Forma en que Operan. Se divide al reaseguro en dos grupos: el
reaseguro proporcional y el reaseguro no proporcional. También se les conoce como
reaseguro de riesgos y reaseguro de siniestros, respectivamente.

Reaseguro Proporcional
Este tipo de reaseguro procede a traves de la distribucién equitativa de las primas
v los siniestros ocurridos. Es decir, la cedente aporta un porcentaje de las primas
recaudadas y en este mismo porcentaje la aceptante se responsabiliza de los sinies-
tros.

Esta modalidad de reaseguro esta dividido en los siguientes tipos: Cuota parte
v Excedente.

a) Cuota Parte

En este contrato el aceptante toma un porcentaje fijo para todos los riesgos y
se responsabiliza con el mismo porcentaje en todos los siniestros. Bajo esta forma
de contrato, la cedente puede sumar riesgos libremente siempre y cuando no se
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exceda el limite de contrato, aunque se obliga a ceder los riesgos que podria retener
por cuenta propia. El aceptante no aplica ninguin criterio de cesién, recibe en igual
proporcién riesgos buenos y malos.

b) Excedente

Este contrato es semejante al de Cuota Parte, la diferencia radica en que la
cedente no transfiere todos los riesgos, sélo los que sobrepasan una determinada
cantidad. Los riesgos que la cedente pueda retener en su totalidad no tendran que
ser cedidos. El porcentaje cedido varia riesgo por riesgo.

Reaseguro No Proporcional

También llamado “reaseguro de siniestros”. Una caracteristica esencial de
este reaseguro, es que la totalidad de primas es retenida por la cedente, lo que le
permite cubrir siniestros hasta un cierto monto llamado prioridad.

La finalidad de este tipo de reaseguros es amparar a la cedente cuando los si-
niestros excedan a la prioridad. Las formas en que se desarrolla son: Stop-Loss y
Excess-Loss

a) Reaseguro Excess-Loss

En esta modalidad el reasegurador se responsabiliza de la parte de cada sinies-
tro que sobrepasa una cantidad, llamada prioridad. La cedente fija su retenciéon en
forma de una cantidad deducible por siniestro. Esta cantidad se fija:

Por riesgo

En este tipo de contrato se cubre el monto del siniestro individual que sobrepasa
la prioridad hasta una cantidad llamada “Capacidad”. Este contrato trabaja los
riesgos de manera individual.

De catéstrofe
Llamado CatXL o catéstrofico. Este contrato se aplica cuando ocurre un nimero
minimo de riesgos y que el monto acumulado no supere la prioridad.

b) Reaseguro Stop-Loss

En este contrato se protege a la cedente en caso de que el monto acumulado
de los siniestros, en un periodo de tiempo, sobrepase cierta prioridad. Cuando esto
ocurre, la aceptante es responsable por el monto excedente de la prioridad hasta un
limite. Generalmente la prioridad se expresa en un cierto porcentaje de las primas
totales del conjunto de pdlizas protegidas por la aseguradora.

Lo anterior se presenta en el caso de un contrato Stop-Loss con capacidad ilimita-
da; también existen contratos Stop-Loss en los que la aceptante se hace responsable
del monto de los siniestros que exceden a la prioridad hasta una determinada canti-
dad llamada “Capacidad del contrato de reaseguro”. En este caso, la cedente
puede reasegurar el riesgo restante o bien conservarlo.

Al igual que la prioridad, la capacidad de contrato y la prima stop-loss se expre-
san en un porcentaje de las primas totales del conjunto de pdlizas aseguradas.
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6. MEDIA Y VARIANZA DEL REASEGURO NO PROPORCIONAL

Tanto en el seguro excess-loss como en el stop-loss, la variable aleatoria que re-
presenta el monto total de los siniestros que asumen la cedente y la aceptante esta
determinada por:

Sea M la prioridad y S el monto total de los siniestros, entonces:

la cedente paga : S,
Si0< S < M; entonces,
la aceptante paga : 0.

la cedentepaga : M,
St M < S < oo; entonces,
la aceptante paga : S — M.
Si el monto total de los siniestros supera a la prioridad hasta la capacidad,
entonces la variable aleatoria que representa el monto total de los siniestros que
asumen la cedente y la aceptante estd determinada por:

la cedente paga : S,
Si0< S < M; entonces,
la aceptante paga : 0.

la cedentepaga : M,

Si M < §<M + C; entonces,
la aceptantepaga : S — M.

la cedentepaga : S —C,

Si M+ C < S < oo; entonces,
la aceptante paga : C.

donde C' es la capacidad del contrato.

Con base en lo anterior se puede determinar que la funcién de distribucién de la
siniestralidad antes del reaseguro tiene la forma siguiente

F(s) =) Pn)V(s),
n=0

donde P(n) es el nimero de siniestros y V(s) el valor de un siniestro.
Después del reaseguro, la distribucién toma la siguiente forma

Fo(s) = Y P()Vi(s),

con V,.(s) el nuevo valor del siniestro después del reaseguro.

Ademis, es claro que el monto total de los siniestros se puede ver como la suma
de los montos asumidos por la cedente y la aceptante. Por tanto, el valor esperado
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del monto de los siniestros acumulados es igual a la suma de los valores esperados
de los montos asumidos por la cedente y la aceptante. Es decir,

(7) S = 8.+ S,

y
E(S) = E(S;) + E(Sa).

7. OPCIONES

El estudio de la Teoria de opciones inicia en 1900 con la tesis doctoral sobre la
teoria de la especulacién de Bachelier, alumno de la universidad de la Sorbonne,
véase [8].

En 1973, Black y Scholes derivaron una férmula exacta para el precio de una
opcién de compra europea suscrita sobre una acciéon. En 1976, Merton analiz6 la
valuacién de derivados suponiendo procesos estocasticos mas complejos para el
precio del activo subyacente. Gracias al desarrollo de esta teoria Scholes y Merton
obtuvieron el premio Nobel de economia en 1997.

En los dltimos anos, Hull, White y Rubinstein, entre otros, han trabajado en
la valuacion de las denominadas opciones exdticas, derivados disenados por una
institucién financiera para satisfacer las necesidades especificas de un cliente.

Hoy en dia la Teoria de Opciones se ha convertido en un importante eje de
referencia en la concepcion y el desarrollo de los mercados financieros modernos.
Dicha teoria, ha impactado en el campo de las finanzas por sus amplias aplicacio-
nes de innovacién financiera, la valuacién de inversiones, las finanzas corporativas
y también en el campo actuarial [4,8].

Las opciones pertenecen a una clase de instrumentos llamados “derivados”, la
caracteristica mas importante es que su valor depende de otro bien o activo subya-
cente, como: acciones comunes, pagares, metales (oro, plata) y mercancias (ganado,
maiz, algodon, azicar, trigo). Otra caracteristica es que a cambio de un pago, dan
el derecho de comprar o vender un activo a un precio y tiempo establecido. De
manera mas formal se tiene la siguiente definicién.

Definiciéon 7.1. Una opcién, es un contrato que le da al comprador el derecho
pero no la obligacién, de comprar o vender un activo, a un precio especificado en
un tiempo establecido.

Existen dos clases elementales de opciones: opcién de compra y opcién de venta.

Definicién 7.2. Opcién de venta (put) Es un contrato de opcién que da a
quién la posee el derecho a vender un bien a un precio determinado en un tiempo
establecido.

Definicién 7.3. Opcién de compra (call) Es el contrato que le da a su tenedor
el derecho de comprar un bien en una fecha pactada y a un precio especificado.
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La fecha en que los contratos tienen validez es otra caracteristica que define a
las opciones, ver [1]. Entre ellas se encuentran las opciones europeas, americanas,
etc. En este caso sélo se trabaja con las opciones europeas, a continuacion damos
la siguiente definicién.

Definicién 7.4. Opcion Europea es un contrato que sélo puede ejercerse en la
fecha de vencimiento.

Como puede notarse participan dos figuras: los que compran opciones y los que
las venden. Los compradores pueden adquirir una opcién de compra o una de venta.
Una opcién de compra tiene valor si el precio de la accién es mayor al precio con-
venido o precio de ejercicio, si el precio de la accién es menor al precio de ejercicio
el valor de la opcién de compra es cero. Ocurre lo contrario de lo que sucede con el
valor de una opcién de compra cuando se trata de una opcién de venta.

Quien vende una opcién debe entregar las acciones al comprador de la opcién si
este hace uso de sus derechos. Si el precio de la accién en el mercado es mayor que
el precio de ejercicio, el comprador ejerce la opcién de compra y ademads tiene una
ganancia, en el caso contrario, no ejercerd dicha opcién y su pérdida es el valor de
la opcién.

El que vende una opciéon de venta tendra una pérdida cuando el precio de la
acciéon en el mercado sea menor que el precio de ejercicio y el comprador de la
opcion de venta ejercerd dicha opcidn.

8. MODELO BLACK-SCHOLES

Considere un proceso de Wiener (W;)¢(o,7] definido en un espacio fijo de probabi-
lidad (2, F, P) adaptado a la filtracién F;, ver [4,7,8]. Se supone que el precio de
una accién al tiempo ¢, S;, es modelado por el movimiento Browniano geométrico

(8) dSt = ,uStdt + O'Stth.

En este caso, el pardmetro de tendencia, u € R es el rendimiento medio esperado
del activo subyacente y o > 0, la volatilidad instantdanea por unidad de tiempo. De
acuerdo con el Lema de It6 se obtiene

) d(inSy) = (1 — %UQ)dt + odWV,.
Luego, si se toma At =T —t, se obtiene
In(St) ~ In(8,) = (1 — 50*)(T ~ ) + oVT — T,
donde & ~ N(0,1). Por tanto,

(10) In (“Z) ~ N ((u - %Jz)(T —t),0%(T — t)> .

El rendimiento logaritmico tiene distribucién normal con la misma varianza del

cambio porcentual de S;, pero con pardmetro de tendencia, p — %O’Q, menor al

rendimiento esperado p, para mas detalles ver [8].
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8.1. Valuacién Neutral al Riesgo. Dado que la ecuacién (8) considera el ren-
dimiento esperado pu, la ecuacién no es independiente del riesgo al que se exponen
los agentes que participan en el mercado.

Entre mayor sea la exposicion al riesgo mayor es el rendimiento esperado, u, a fin
de que la ganancia, v = u — , sea atractiva. Si se supone que no se necesita de una
ganancia para entrar al mercado, entonces v =0y p=r.

Otra forma de medir consiste, en estandarizar a v por unidad de desviacién

estdndar, es decir; A = Z. Si se supone lo anterior, entonces A = 0 y u = r. Por
tanto,
w—r
dSt = TStdt + O'St Tdt + th
= T'Stdt + O'St ()\dt + th)

Bajo el supuesto de neutralidad al riesgo se tiene que A = 0 y (8) toma la
siguiente forma

(11) dSt = rStdt + O'Stth.

En tal caso se dice que el movimiento Browniano esta definido sobre una medida
de probabilidad neutral al riesgo.

8.2. Funcién de Densidad del Precio del Activo Subyacente. Si se utiliza
la expresién (10) se tiene que In (%) tiene una distribucién normal con media

(r— %02)(T —t) y varianza o?(T —t).
Sea & ~ N(0,1) con funcién de densidad

Definimos,
(12) 9(8)=ST:St€1‘p{(T—;02)(T—t)—|—avT—t€},

entonces,

(13) 97 (Sr) =

oVl —t
Asi, la funcién de densidad de probabilidad de St dado S;, esta dada por

dg~'(s)|

Ferian(s |80 = b~ 6| 2L

Observe que,
1
soVT —t

'dgl(S)
ds
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Luego,
1
fsris (s 8) = sa\/ﬁ
L () -0t -’
(14) R ) |

2 ovT —t

8.3. Media y Varianza del Precio del Activo Subyacente. El valor es-
perado del precio del subyacente al vencimiento 7', es una cantidad que sirve como
referencia para calcular el precio de ejercicio de la opcién.

A partir de la expresién (13), se tiene,

m(i)-&-%ﬁxT—ﬂ
VT 1 ‘

€ =

Entonces,
(15) s = Siexp {60@—!— (r— %02)(T - t)} .
Por tanto,
(16) ds = Sy exp{eax/ﬂ—i—(r—;gz)(T—t)}a\/mws,
0
ds = so/T — tde.

Utilizando (15), se calcula el valor esperado de St dado S;.
BSr18) = [ sfsss]S)ds
0

) m(g)-@-%ﬁxT—w
2 ovVT —t

2

ds

exp

62

o
Sy - exp {ea\/ﬂ—&- (r— 302)(T - t)} oVT — tde

g /°° 1 _1e
= e
K oo V2T

(17) -exp {a\/T —te+ (r — %az)(T - t)} de
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< 1
= S e
k /—oc V2
1
-exp {—2 [62 —20VT —te 4+ 0*(T — t)} } e" T e

— ST t)/wrexp{—; (e—am))Q}de

Si u=e¢—oVT —t,

>~ 1 1,2
= SteT(T_t)/ ——e 2% du
oo V2T

= ST,

El segundo momento de S dado S; esta dado por

E(S% | St) = /0 82fsT|st (8 | St)dS

. . L[ (Sf) LT -1\

% ewpld =
0o o\2m(T —t) P72 oVT —t

> /Oo 1 1
S; ———e 2
oo 0/ 2m(T — t)

1
-exp {2 (60’\/T —t+ (r— 502)(T - t)) } oVT — tde
R / 1 e — 1€ 260V T 2(r— 307) (T 1) g,
0 0+/21(T —t)
- 52 /OO 1 —%[52—40\/T—te+402(T—t)]
"Jowo 2n(T —t)

e [203T-)+(—1*)(T-1)] 4,

e 1 1 2 2
_ 52/ 675(6720'\/T7t)) e® (Tft)+2r(T7t)d6
oo V2

Sea w=¢e¢—20vVT -1

20 (T— > 1
E(S% | St) _ Stha' (T—t)+2r(T t)/ —

— §elet (T,
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Por tanto,
V[Sr| S| = E[S}]|S]—(E[Sr|S)*

_ Stze(a?+2r)(T—t) _ SthQT(T—t)

_ SthZr(Tft) (eO'Q(Tft) B 1) .

8.4. Valuacién de una Opcién Europea de Compra. El precio de un call
europeo en t, con precio de ejercicio K y vencimiento en T, C' = ¢(S, t; T, K, r,0)
esta dado por el valor esperado del valor presente sobre el valor positivo al momento
de ejercer la opcidn, esto es,

C = e " T Y E{maxz(Sy — K,0) | F}

c = e_r(T_t)/ max(s — K,0)fs,|s,(s | St)ds
0

- e””b”/“<sfkugﬂ&w\so¢
K

= €_T(T_t)/ SfSTlst (S | St)ds - Ke_T(T_t) fST|St (8 | St)ds
s>K s>K

o r(T—1) / 1
s>K 04/2m(T — 1)

2
o () -0\ | .

2 ovT —t

Ke—r(T=1) / 1
s>K S04/ 2m(T —t)

2
1 (in(g) = =T -1) . W
-ex —= s
P 2 oVT —t ?
Para (1), utilizando (16), tenemos que,
1 12 12
T - 9 e—r(T—t)/ L e3¢ eox/T—te+(7‘—§a )(T—t)d6
1 t s>m(s%);(r;f:2m_t)} om

1 1 2
_ — s (e—o/T—t
(18) = St/{ ~ T—tln(%)_(rJr%GZ)(T_t)} \/%e 2 ) de,

o/T—t

Sean, u=€¢—oyT —t, —& ~ N(0,1);
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oVT—1t

J— —5U
Il_St/{Oo<u<zn(%)+(r+562)@t>} me 2" du.

De manera andloga para (I3), se tiene

1 1.2
_ K —r(T—t) —i€
b ‘ /{e>l"(§(t)_“_5”2)<T_")} \/27re o e

Tt
(19) = —Ke—r(T—t)/{ ) <ln(%)+(r_%02)(T_t)} V%e_%ezde.
oo<¢ o/T—t
A partir de (18) y (19), obtenemos el siguiente resultado,
(20) c=8®(dy) — Ke "1 ®(dy),
donde ®(d) es la funcién de distribucién acumulada de & ~ N(0,1), es decir,
o(d) = Pe(&<d)

= 1-®(—d)
Ademis,
In (5t Lo )(T —t
(21) b = dy (S T Ko o) = RN H 04 30T =)
ovT —t
y

In (3£) + (r+20)(T - t)
oVT —1t
In(5t) +r(T —t)+ 30T —t) — (T — t)
ovT —1t

dy = da(Se, t; T, K,r,0) =

(22) = dy—oVT —t.

8.5. Valuacién de una Opcién de Venta Europea. El precio de un put eu-
ropeo en t, con precio de ejercicio K y vencimiento en T, P = p(S;,t; T, K, r, o) esta
dado por el valor esperado del valor presente sobre el valor positivo al momento de
ejercer la opcién, esto es,

P =e " Y E{maz(K — Sp,0) | F}.
De manera similar a la valuacién de un call se puede ver que el precio de un put,
esta dado por

(23) P=Ke "I V®(—dy) — S,®(—dy).



REASEGURO 209

9. APLICACION

De lo anterior se tiene que las opciones y los seguros son instrumentos que pue-
den resultar adecuados para cubrirse frente a un riesgo.

Para cubrirse ante una variacién de precios se utilizan las opciones, las cua-
les se pueden ejercer o no. Un agente que se protege ante una adversidad puede
adquirir un seguro, y el beneficio es la cobertura cuando la situacién que se busca
evitar ocurre. En los dos casos, se paga una prima, el valor que da el derecho a
la cobertura del suceso. El suceso para el caso de las opciones es la desviacién de
precios para el agente; en el caso del seguro, el suceso es el siniestro. Cuando sucede
el siniestro el agente pide el cubrimiento al que tiene derecho por haber pagado la
prima pactada durante el periodo de tiempo acordado, para el caso de las opciones
el agente realiza la operaciéon de compra-venta a la que tiene derecho por haber
pagado la prima pactada durante el periodo de tiempo acordado. En ambos casos,
la no ocurrencia del suceso genera la pérdida del valor de la prima.

La realizacion de la operacién de compra-venta en caso de que ocurra el su-
ceso genera un ingreso para el agente comprador de la opcién, de la misma manera
que el cubrimiento del seguro genera, cuando ocurre el siniestro, un ingreso para el
asegurado.

La estrategia de los agentes, en ambos casos consiste en maximizar su beneficio
que esta dado por el valor esperado del ingreso a recibir menos la prima. El periodo
de tiempo en el que se establecen, las opciones como los seguros, se realiza en ter-
minos que se pueden considerar cortos, aunque un seguro se puede establecer en
anos, es posible retirarse del contrato en cualquier momento.

De manera similar, los contratos de opciones se suscriben por periodos de tiempo
cortos o largos, pero en cualquier caso, el agente puede decidir ejercer o no ejercer
la opcion y sélo en la fecha de vencimiento cuando se trata de opciones europeas.
En todo caso, los periodos para los que actualmente se negocian opciones en los
mercados financieros raramente superan el ano.

En el mercado de opciones se produce la transferencia de riesgos a través de
la transferencia de contratos de un agente a otro, en el mercado de seguros el com-
prador del seguro estd transfiriendo su riesgo de pérdida y la compaiia de seguros,
a su vez, cede su riesgo reasegurandose. La transferencia de un contrato de seguros
puede generar ganancias en la medida en que el que transfiere incurre basicamente
en gastos de intermediacién.

Esto deja ver como las opciones y los seguros son instrumentos adecuados para
protegerse frente al riesgo.

Estos puntos de coincidencia entre los contratos de opcién y los contratos de
seguro muestran, desde una perspectiva de cobertura, que la prima que se paga por
la compra de una opcién y la prima que se paga por un contrato de seguro debe ser
equivalente siempre y cuando coincidan en el riesgo y el valor asegurado, asi como
los plazos. De estd manera una opcioén es un seguro y de ello se puede concluir que
la prima pagada por una opcién debe ser equivalente a la prima pagada por un
reaseguro.
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10. APLICACION AL REASEGURO STOP-LOSS

El reaseguro Stop-Loss ya descrito puede ser tratado utilizando la teorfa de op-
ciones.

Considere un contrato Stop-Loss, para obtener un valor adecuado para la prima
de la opcién es necesario dar una relacién entre las variables que se utilizan en el
modelo Black-Scholes y las que se utilizan en un contrato de seguros. Para esto
suponemos que:

1. S es la siniestralidad total de la compania aseguradora, que en este caso se
considera como el activo subyacente.

2. El periodo de tiempo que se considera en ambos casos es de un ano.

3. M es la prioridad y C la capacidad, que se establecen igual al precio de
ejercicio.

Recuerde que si al final del periodo, la siniestralidad supera la prioridad entonces
la aceptante pagara la proporcién o, 0 < a < 1, de los siniestros hasta el limite
que es igual a la capacidad del contrato. Por tanto, la siniestralidad a cargo de la
aceptante se establece de la siguiente formas:

0, siS <M,

g _ a(S—M), siM<S<C,

a(S-0), siS>C.

De acuerdo a esto, la siniestralidad que asume la aceptante al final del periodo
establecido se escribe como:

a(Max[S — M,0] — Maz[S — C,0]).

Observe que Max[S — M,0] y Maz[S — C,0] son dos opciones de compra de la
siniestralidad, S, con precio de ejercicio M y C respectivamente.

Asi, la responsabilidad que adquiere la aceptante que iguala el costo del con-
trato de reaseguro es la diferencia entre estas dos opciones de compra.

11. APLICACION AL REASEGURO EXCESS-LOSS

El reaseguro Excess-Loss también puede verse como una opcién de compra. Uti-
lizando las mismas suposiciones que en la aplicaciéon del reaseguro Stop-Loss y si
ademads se supone que la cedente transfiere una parte de un siniestro sin limite
superior, la aceptante pagara:

0, siS<M,
S, =
S— M, siS>M.

Lo cual se puede escribir como:

Max[S — M,0].
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Por lo que la aceptante compra, una opcién de compra sobre el valor del siniestro
con precio de ejercicio M.

Si la poliza tiene limite superior, es decir, supera a la prioridad hasta la ca-
pacidad entonces el valor que aporta la aceptante sobre la siniestralidad queda
establecida de la siguiente forma:

Maz[S — M,0] — Max[S — C,0].

Notese que en ambos casos, el funcionamiento del reaseguro es equivalente a la
compra de una opcién call.

12. CONCLUSIONES

Se utilizé la teoria cldsica de riesgo para mostrar modelos actuariales del riesgo
que enfrentan las companias aseguradoras.

El modelo Black Scholes para valuar opciones se basa en una serie de supuestos
que no necesariamente se cumplen en la realidad y que afectan directamente el
precio de las opciones, entre estos supuestos estan: no se presentan movimientos
bruscos en el precio del bien subyacente, en la realidad la mayoria de las opciones
presenta saltos inesperados en sus precios, otro supuesto es que la volatilidad se
supone constante, pero una variaciéon puede cambiar el valor de la opcién. A pesar
de ello el modelo Black- Scholes es el modelo base de valuacién de opciones.

El modelo Black-Scholes, deja ver, bajo la adaptacién de las variables necesarias,
que puede ser aplicado para valuar primas de reaseguros, de manera particular en
el reaseguro no proporcional, y que dicho modelo no dista de las primas estableci-
das por medio del metédo actuarial, mas bien permite una buena aproximacién al
precio que debe ser pagado por la compania reaseguradora para protegerse ante un
riesgo.

Bajo los supuestos de dicho modelo se obtuvo la prima de reaseguro, en este
caso, para el reaseguro no proporcional la cual se establece como la deferencia de
dos opciones de compra europeas.

El modelo se puede adaptar a la problemética de empresas de aseguramiento y
de esta manera se considera un modelo alternativo cuya aplicacién resulta adecuada
para una buena estimacion del valor de las primas de reaseguros.
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CAPITULO 15

ENFOQUE BAYESIANO DE LOS PROCEDIMIENTOS DE LA
ESTADISTICA VIA LA TEORIA DE LA DECISION

GLADYS LINARES FLEITES?2
ARTURO ABRAHAM LOPEZ PEREZ!
IFACULTAD DE CIENCIAS FISICO-MATEMATICAS, BUAP
2DEPARTAMENTO DE INVESTIGACION EN CIENCIAS AGRICOLAS, ICUAP

RESUMEN. Los métodos Bayesianos ofrecen una solucién directa a los proble-
mas que normalmente se plantean en la inferencia estadistica: estimacién y
pruebas de hipétesis. Desde el punto de vista Bayesiano, la inferencia puede
ser descrita técnicamente como un problema de decisién donde, todo lo que se
puede decir sobre una cantidad de interés se encuentra en su correspondiente
distribucién final.

En este capitulo se exponen brevemente, las contrapartes Bayesianas de
los procedimientos inferenciales, esto es, los procedimientos de estimacién y
pruebas de hipétesis via la Teoria de la decisién.

1. INTRODUCCION

La inferencia Bayesiana puede ser descrita técnicamente como un problema de
decisién donde el espacio de acciones es la clase de las distribuciones de probabilidad
final correspondientes a una cantidad de interés [7]. En el capitulo- Fundamentos de
la estadistica Bayesiana [10]- se revisan los elementos y procedimientos necesarios
para la toma de decisiones cuantitativa, coherente. En particular, los elementos de
un problema de decisién en el contexto de la inferencia son:

1. a € A- una clase de “respuestas”vélidas para el problema de inferencia.

2. w € Q- Un conjunto de estados desconocidos de la naturaleza.

3. u: AxQ — R-una funcién que asigne una utilidad a la consecuencia (a,w)
de cada decision, tal que permita resumir la inferencia a la forma de una
“respuesta”’, a € A, y un estado consecuente w € (2.

4. p(w)- una distribucién de probabilidad, que especifique la creencia sobre el
posible estado de la naturaleza.

La eleccién de una respuesta éptima para un problema de inferencia no es més
que un elemento a € A que maximiza la utilidad esperada [4]:

| wlaipee,

Alternativamente, si en lugar de emplear la funcién de utilidad, u(a,w), se emplea
la llamada funcién de pérdida:

l(a,w) = f(w) —u(a,w),
donde f es una funcién arbitraria fija, la eleccién optima serd un elemento a € A
que minimiza la pérdida esperada:
213
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| e

Debe notarse que la evaluacién de la funcién de la utilidad (pérdida) esperada
es necesaria para poder seleccionar la respuesta 6ptima, ademads, para que los es-
tados desconocidos de la naturaleza proporcionen una base adecuada para la toma
de decisiones, donde A y u (o l) pueden no estar especificados, se debe precisar
completamente la distribucién de creencia p(w). Si sélo se especifica A y u (o 1),
la respuesta 6ptima que maximiza (minimiza) la utilidad (pérdida) esperada puede
llegar a implicar sélo caracteristicas limitadas y especificas de la distribucién de
creencia, por lo que, un “resumen”de la distribucién completa es suficiente para la
toma de decisiones [6].

En las siguientes secciones se explica y discuten algunas de las formas de “resumen”
empleados, teniendo en cuenta que el contexto es sobre la inferencia paramétrica

w0

donde, los estados desconocidos de la naturaleza son los pardmetros, “w”, y sus

“

creencias, “p(w)”, que se reducen a:

= p(w)- creencia inicial sobre un vector paramétrico.
= p(w | x)- creencia sobre w dado los datos x.

2. NATURALEZA DE LA INFERENCIA BAYESIANA

Generalmente el andlisis estadistico para determinados datos observacionales,
D, comienza con alguna evaluacién descriptiva informal, la cual es empleada para
proponer, tentativamente, un modelo de probabilidad [5]:

{p(D | w),w e Q},

asumiendo que, para algin valor (desconocido) de w, representa el mecanismo pro-
babilistico que ha generado los datos D. Los argumentos presentados en el capitulo
Fundamentos de la estadistica Bayesiana [10], establecen la necesidad 16gica para
considerar una distribucién inicial, p(w), sobre el espacio paramétrico Q que descri-
ba el conocimiento inicial sobre el valor de w antes de que los datos sean observados.
A partir de la teoria de la probabilidad , si el modelo es el correcto, se tiene que
toda la informacién disponible sobre el valor w, una vez observados los datos D,
estara contenida en la distribucién condicional:

p(D | w)p(w)
/p@mewa
Q

la cual, también se puede escribir como:

(1) p(w | D)=

)

(2) pw| D) =c"'p(D |w)p(w) conc™! = /QP(D | w)p(w)dw.

La afirmacién (1) (equivalentemente (2)), es citada como el Teorema de Bayes [9],
donde p(w) es conocida como la distribucién inicial y p(w | D) como la distribucién
final ! de w, las cuales expresan el conocimiento que se tiene sobre w antes y después
de la observacién de los datos. La cantidad ¢! simplemente es una constante
de proporcionalidad, necesaria para asegurar que p(w | D) sea una distribucién

IEs comtin también referirse a estas distribuciones como la distribucién a prioriy a posteriori,
respectivamente.
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de probabilidad; este hecho, permite prescindir de esta constante para facilitar el
célculo de la distribucién posterior, asi, el teorema de Bayes puede ser, simplemente,
expresado como:

(3) p(w | D) o *p(D | w)p(w).
Una técnica para identificar la forma de la distribucién posterior, es identificar

el kernel de la densidad de probabilidad correspondiente, esto es, identificar una
funcién k(w) y alguna funcién ¢(D) que no involucre a w, tal que:

p(w | D) = ¢(D)k(w).

Cuando p(D | w) es considerada como una funcién no de D pero si de w, es cono-
cida como la funcidn de verosimilitud, l(w | D) = p(D | w). Por lo tanto, el teorema
de Bayes afirma que: La distribucion posterior es proporcional a la verosimilitud
por la distribucion inicial [9]:

Posterior o< Verosimilitud x Inicial.

La funcién de verosimilitud desempena un papel importante en la féormula de
Bayes, ya que a través de ella, los datos modifican el conocimiento inicial sobre w,
siendo, por lo tanto, considerada como la representacién de la informacion sobre
w proveniente de los datos. Ademds, se sigue de la ecuacién (3) que, siempre que
la misma distribucién inicial p(w) es empleada para dos diferentes conjuntos de
datos D; y Dy con posiblemente, diferentes modelos de probabilidad p;(D; | w)
y p2(D2 | w) pero con funcién de verosimilitud proporcional, produciran idénticas
distribuciones posteriores para w [12]. Esta consecuencia inmediata del teorema de
Bayes ha sido considerada como el principio de verosimilitud y es considerada como
un requerimiento obvio para la inferencia estadistica, sin embargo, el principo de
verosimilitud s6lo es aplicable para inferencias sobre el vector paramétrico w una
vez que los datos han sido obtenidos.

Naturalmente, los términos distribucion inicial y distribuciéon posterior son re-
lativos para un conjunto de datos particular. Asi, de la coherencia inducida por
la teoria de la probabilidad, uno deberia esperar que si los datos D = {z1,...,z,}
son presentados secuencialmente, el resultado final sera el mismo si los datos son
procesados global o parcialmente, es decir:

p(w ]| w1, miv1) X p(wig1 |w)p(w | 21, .0y 23), parai=1,n—1,

por lo que, la distribucién posterior en un determinado momento se convierte en la
distribucién inicial. Cabe senalar que en muchas situaciones, la distribucién poste-
rior es mas “nitida” que la distribucién inicial, en otras palabras, en muchos casos
la densidad p(w | 1, ..., ;+1) estard mas préxima alrededor del verdadero valor de
w que p(w | x1, ..., z;). Sin embargo, esto no siempre es el caso: ocasionalmente, una
observacion aberrante incrementara, mas que decrementar, la incertidumbre sobre
el valor de w.

Para un modelo de probabilidad dado, se puede encontrar alguna funcién par-
ticular de los datos t = t(D) que es suficiente en el sentido estadistico, es decir,
para un modelo dado, t(D) contiene toda la informacién sobre w la cual estd dis-
ponible en D. Formalmente, ¢ = t(D) es suficiente si y s6lo si existen funciones
no-negativas f y g tal que la funcién de verosimilitud puede ser factorizada en la

2x- denota porporcional a.
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forma (D | w) = f(w,t)g(D). Note que una estadistica suficiente siempre existe,
t(D) = D es obviamente suficiente [3].

Es facil establecer que si t es suficiente, la distribucién posterior de w sélo depende
de los datos D a través de t(D) y puede ser directamente calculada en términos de
p(t| w), asi:

p(w | D) =p(w [ 1) < p(t | w)p(w).
Respecto a la especificacion de la distribucién de creencia, generalmente, se em-
plea una funcion inicial impropia que es definida como una funcién positiva m(w)
tal que:

[ 7e) £ o

El teorema de Bayes, continia siendo técnicamente valido si p(w) es reemplazada
por una funcién inicial impropia 7(w), siempre que la constante de proporcionalidad
exista, lo que lleva a una distribucién posterior propia bien definida:

m(w [ D) o< p(D | w)m(w).

Lo atractivo de emplear las técnicas Bayesianas para realizar un andlisis condicio-
nal, a pesar de no contar con informacion inicial sobre el parametro de interés, es el
hecho de aplicar, en tales situaciones, una distribucién de creencia “no-informativa”.

El postulado de Bayes/Laplace [16] establece que:

“When nothing is known about 0 in advance, let the prior w(0) be a uniform
distribution, that is, let all possibles outcomes of 8 have the same probability.”

Asi, la situacién mas simple es entonces, cuando se considerea a ©® un conjun-
to finito. Si © consiste de n elementos entonces, la distribucién de creencia no-
informativa mds obvia es la que asigna a cada elemento de © la probabilidad de
%. Esto puede generalizarse por supuesto; si © es un conjunto infinito, se puede
asignar a cada # € © la misma densidad, obteniendo asi, una distribucion no-
informativa uniforme 7(6) = ¢. El principal problema de emplear la distribucién
uniforme, es que no es invariante bajo reparametrizaciones, es decir, si no se cuenta
con informacién sobre @ entonces, tampoco sobre ¢ = g()? asi:

Si m(0) = c entonces, ¢ = g(0) = 1(¢) = |59~ (d)| - 7(g7'(¢))-
Sin embargo, el teorema de Bayes, sigue siendo valido si se emplea una adecuada
funcién de creencia, p(w), “no-informativa” (generalmente impropia) [2].

3. ESTIMACION

Desde el punto de vista Bayesiano, el resultado final de un problema de inferencia
sobre alguna cantidad desconocida no es posible sin la correspondiente distribucién
posterior. Asi, dado un conjunto de datos D, todo lo que podemos decir sobre alguna
funcién del pardametro w, que rige el modelo, estard contenida en la distribucién
posterior de creencia p(w | D) [13, 14]. Como se ha mencionado anteriormente, la
inferencia Bayesiana puede ser descrita técnicamente como un problema de decision
donde el espacio de acciones es la clase de estas distribuciones de probabilidad
posterior de la cantidad de interés. Sin embargo, para hacer mas fécil la asimilacién,
es frecuentemente conveniente resumir la informacién contenida en la distribucién

34(6) funcién uno-a-uno.
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posterior por: (7) proponiendo valores para la cantidad de interés que, a la luz de los
datos, son verosimiles a estar més cerca al verdadero valor de ésta y, (i4) midiendo
la compatibilidad de los resultados con los valores hipotéticos de la cantidad de
interés, la cual pudo haber sido sugerida por el contexto de la investigacién.

A continuacién se exponen, brevemente, las contrapartes Bayesianas de los pro-
cedimientos inferenciales esto es, los procedimientos de estimacion y pruebas de
hipdtesis.

4. ESTIMACION PUNTUAL

En los casos cuando w corresponde a una cantidad desconocida, de manera que,
Q) = R*y la respuesta requerida, a € A, sea una estimacién del verdadero valor de
w (A = Q), el correspondiente problema de decisién es generalmente citado como
estimacion puntual. En otras palabras, si D es un conjunto de datos, asumiendo
que han sido generados por un modelo de probabilidad {p(D | w),w € Q} vy,
0 = 0(w) € Q la cantidad de interés, una estimacion puntual de 6 es una funcién
de los datos 6 = 0(D), la cual serd considerada como una apropiada aproximacién
al verdadero pero desconocido valor de #. En particular, si w = 6 se cita como
estimacién puntual paramétrica.

Debido a que es casi seguro no obtener una respuesta exacta en un problema
de decision, generalmente, se emplea la funcién de pérdida méas que la funcién de
utilidad. Asi, un problema de estimacién puntual estard completamente definido
una vez que se especifiquen las respuestas vélidas A = Q y la funcién l(a,w) [11].

Desde la perspectiva de la teoria de la decisién, la elecciéon de una estimacién
puntual 6, de alguna cantidad 6, es una decisién que actia como si 0 fuese 6, la cual
no afirma algo sobre el valor de 6, aunque se desea afirmar algo simple, puede ser
bien la razén para obtener una estimacién. Asi, un problema de estimacién puntual
estard completamente definido una vez que se especifiquen las respuestas validas
A = Q y la funcién I(a,w). Por lo tanto, para resolver este problema de decisién es
necesario especificar la funcion de pérdida l(é, ) que mida la consecuencia de actuar
como si el valor verdadero de la cantidad de interés fuese 6 cuando es realmente 6.
La pérdida posterior esperada, si 6 fuese empleada es:

1| D) = /@ 1,0)p(0 | D)db,

y el correspondiente estimador de Bayes, es una funcién de los datos que minimiza
esta expresion.
De manera més formal, un estimador Bayesiano puntual estd definido por [§]:

Definicién 4.1. Un estimador Bayesiano de 6 con respecto a la funcién de pérdida
I(-,0) y la distribucién p(#) es un elemento 6 € © que minimiza:

/ 16, 0)p(6)do.
Q

Es natural que la funcién de pérdida l(é, 6), en problemas de estimacién puntual,
esté en funcién de la distancia entre el verdadero valor del pardmetro, 6, y su

valor estimado, 0. La funcién de pérdida maés utilizada es la “pérdida de error
cuadratico” [8]:

4Rk R+ R x R, etc.
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1(6,60) = (6 — )2
La pérdida de error cuadratico es una funcién simétrica, que penaliza la sobrees-
timacién y la subestimacion por igual tomando el valor cero cuando la estimacion
es la correcta. Por supuesto, existen otras alternativas, entre ellas la “pérdida de
error absoluto”:
1(0,0) =10 — 6],
la cual puede ser considerada como una alternativa razonable, sin embargo, un
analisis basado sobre el valor absoluto con frecuencia es menos factible que un
andlisis basado sobre el error cuadratico. Ambas funciones de pérdida capturan
la idea de penalizar, en forma simétrica, la distancia entre el verdadero valor del
pardmetro y su valor estimado [1].
Algunas formas de los estimadores Bayesianos, dependiendo la funcién de pérdida
empleada, son:

Proposicién 4.2. 1. $i©=RF y1(0,0) = (0—0)'H()—0) con H una matriz
simétrica definida positiva entonces, el estimador de Bayes satisface:

HO = HE(0).

Si H™' existe, entonces 6 = E(0), es decir, el estimador de Bayesiano,
con respecto a la pérdida cuadrdtica, es la media de p(0), asumiendo que la
media existe. ~ ~

2. Si©=Ryl(0—0)=ci1(0—0)I,5(0)+c2(0—0)I,. 5 entonces, el estimador
Bayesiano, con respecto a la pérdida lineal, es el cuantil tal que:
PO<f)=—2—.
c1 +co

Si ¢ = co el estimador Bayesiano, con respecto a la pérdida valor abso-

luto, es la mediana de p(6).
3.SiO CRF ylf—0) =1— Iy (0), donde B(0) € © es un una bola
con centro en 6 y radio € > 0 entonces, el estimador Bayesiano es el que

marimiza:
/ p(6)do.
Be(0)

Cuando € — 0, la funcion que mazimiza tiende a p(0) ast, el estimador
Bayesiano, con respecto a la pérdida cero-uno, es la moda de p(9), asumiendo
que la moda existe.

Demostracion. 1. Diferenciando:

/ (G —0) H(@ — 0)p(6)do

respecto a 6 e igualando a cero se obtiene:

2H/(é — 0)p(0)dh = 0.

Esto establece (1).
2. Dado que:

/Z(é, 0)p(0)do = ¢, /{m}(é — 0)p(0)df + ¢, /{9>§}(§ — 0)p(0)de,
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diferenciando con respecto a 6 e igualando a cero se sigue:

cl/ p(6)do = 02/ p(6)do,
{0<6} {6>6}

donde, sumando:
| wioyas
{0<6}

a ambos lados de la igualdad, se obtiene (2).
3. Dado que:

/ 1(6,0)p(0)do = 1 — / 1.6 (O)p(6)do,

la cual es minima cuando:

/ 1y, 5,P(0)d9

es méxima, se tiene (3).

O

Para el caso unimodal, coinciden si la distribucién de creencia-p(f) es simétrica
(# una cantidad aleatoria singular). En general, para el caso unimodal, la media,
mediana y moda guardan las siguientes relaciones si la distribucién de creencia tiene
un sesgo positivo:

media > mediana > moda.

También existen algunas funciones de pérdida asimétricas. Las funciones de
pérdida en forma de V, con diferentes pendientes a cada lado de su valor mini-
mo, son apropiadas en ciertos problemas. Una funcién de pérdida asimétrica fre-
cuentemente empleada es la funcién de pérdida de Linex (o funcién de pérdida
“lineal-exponencial”):

1(6,0) = exp{c(0 —0)} —c(0 —0) — 1,
donde ¢ es una constante fija y conocida. La funciéon de “pérdida de Linex” es igual
a cero cuando 0 = 0 y positiva en cualquier otro caso, por lo que alcanza su valor
minimo en 6 = 6.

El estimador unidimensional Bayesiano empleando la funcién de pérdida de Linex
esta dado por:

Proposicién 4.3. Si © = R y 1(0,0) = exp{c(d — 0)} — c(6 — 0) — 1 entonces, el
estimador de Bayes satisface:

6= fllnE(efce).
c

Asumiendo que E(e~%) existe.
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5. ESTIMACION POR INTERVALO

Se ha enfatizado, desde una perspectiva teérica, que la incertidumbre sobre una
cantidad desconocida de interés, w, debe especificarse a través de su densidad,
p(w), siempre que la evaluacién de la utilidad (pérdida) esperada sea posible para
cualquier problema de decisién. En la practica, sin embargo, p(w) puede ser dificil
de especificar por lo que puede ser mas conveniente y suficiente, para describir la
incertidumbre de w, simplemente describir regiones R C {2 de probabilidad dadas
en virtud de p(w) [8]. Por ejemplo, en el caso cuando ©Q = R, la identificacién de
regiones (intervalos) que contengan el 50 %, 90 %, 95 % 6 99 % de la probabilidad
bajo p(w), pueden resultar ser suficientes para dar una idea cuantitativa general
implicita en p(w).

Definicién 5.1. Una regién R C O tal que:

/R pw)de =1 a,

se dira que es una 100(1 — a) % regién de credibilidad para w, con respecto a
p(w).

Debe notarse que una regién de credibilidad es invariante bajo reparametriza-
ciones, es decir, para alguna regién (1 — a)-créible R de w, ¢(R) es una regién
(1 — a)-créible de ¢ = ¢p(w).

Ahora, si D es un conjunto de datos, asumiendo que han sido generados por un
modelo de probabilidad {p(D | w),w € 0}, y 6 = 6(w) € Q es una cantidad de
interés, entonces una regién R C O tal que:

/Rp<9|D>=q

(de modo que, dados los datos D, el valor verdadero de € pertenezca a R con
probabilidad q), es una regidn q-creible posterior para 6. Note que esta proporciona
inmediatamente una afirmacién directa intuitiva sobre la cantidad desconocida de
interés, 0, en términos de probabilidad, en marcado contraste con las afirmaciones
circunlocutorias previstas por los intervalos de confianza frecuentistas.

Claramente, para todo « no existe una unica regién de credibilidad. Para ©, p(6)
y « (fijo) dados, el problema de elegir entre subjuntos R C O tal que:

/R p(O)d0 =1 a,

puede ser visto como un problema de decisién siempre que se especifique una funcién
de pérdida, I(R, ), que refleje las posibles consecuencias de elegir la 100(1 — a) %
region R.

La siguiente proposicién especifica la forma de una region R de credibilidad,
cuando una funcién de pérdida es empleada con un « dado, la cual encapsula la
idea intuitiva de seleccionar una regién cuyo tamafiano || R|| sea minimo.

Proposicion 5.2. Sea p(0) una densidad de probabilidad para 6 € © continua salvo
en un conjunto finito. Para un 0 < a < 1 dado, si:

1. A={R:p(@eR)=1—-a}#0y

2. I(R,0) =k||R|| —1r(0),Re A,0 € ©,k >0
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entonces, R es dptima si y sélo si p(01) > p(02) para todo 01 € R, 05 ¢ R (excepto
posiblemente en un subconjunto de © de probabilidad cero).

Demostracion. Se sigue directamente que para cualquier R € A:
[ ur. 0010 = K|+ 1~ 0.
e

asi, una regién éptima debe tener un tamano minimo.
Si R tiene la propiedad (p(61) > p(62) para todo 6, € R, 03 ¢ R) y Ry € A
entonces, dado que:

= R=(RNR)U(RNRY).
= R =(RNR)U(R°NRy) y
= p(0 € R) =p(0 € Ry)

se tiene:

infoernrs)P(O)IRNRY|| < / p(0)do = / p(0)d0 < supgerenr,)P(0)[IR° N R ||
(RNRS) (R°NR1)

con:

superenr,)P(0) < infocrnre)p(9),
entonces ||[RN RS|| < ||R° N Ry, por lo tanto ||R|| < || Ryl
Si R no tiene la propiedad, existe Ry C R tal que para toda 6 € R; existe ; ¢ R
tal que, p(f) > p(61). Sea Ry C R° tal que p(f € Ry1) = p(0 € Ra) y p(61) > p(0)
para todo 61 € Ry y 6 € R. Definiendo:

Ry = (RNRS)U Ry,

se tiene que R3 € A y, por un argumento similar al dado anteriormente, se sigue
que [|Rs|| < | R]. O

Algunas veces, las regiones de credibilidad de tamano minimo dan por resultado
un regién con densidad de probabilidad alta (HPD, por sus siglas en inglés), donde
todos los puntos en la regién tienen una densidad de probabilidad mayor que todos
los puntos fuera [8].

Definicién 5.3. Una regiéon R C © serd llamada una 100(1 — &) % regién con
densidad de probabilidad alta para 6 con respecto a p(6) si:
1. POeR)=1—aq.
2. V0, € R,05 ¢ R : p(#;) > p(62) excepto posiblemente para un conjunto de
© con probabilidad cero.

Las regiones HPD, son no invariantes bajo reparametrizaciones: la imagen ¢(R)
de una region HPD, R, serd una region de credibilidad para ¢, pero no generalmente
serda HPD; mas atn, no hay una razén convincente para restringir nuestra atencion
a las regiones de credibilidad HPD. Los cuantiles a posteriori son frecuentemente
usados para derivar regiones de credibilidad. Asi, si 8, = 6,(D) es el cuantil pos-
terior 100g % de 0 entonces, R = {6;0 < 6,} es una regién g-créible unilateral,
generalmente tnica. Mas atn, la regiones g-creibles de probabilidad centrada de la
forma R = {6;0 i <0<90 1ta } son facilmente calculables y son frecuentemente
mas empleadas que las regiones HPD.
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6. PRUEBAS DE HIPOTESIS

Sea {p(D | 0) | € ©} una familia de modelos paramétricos, con © particionado
en dos conjuntos disjuntos O y ©;. Suponga que se debe decidir si una cantidad
desconocida 6 pertenece a ©g o bien a ©1. Si Hy denota la hipétesis que 0 €
Op y Hi la hipdtesis que § € ©; entonces, se tiene un problema de decisién con
sélo dos posibles acciones: ag-aceptar Hy o aj-aceptar Hi, donde la eleccién se
efectuara en base a los datos observadod D. Esto tltimo, es llamado una prueba
de hipoétesis. En muchos problemas, las dos hipétesis, Hy y H;, son consideradas
no-simétricas; Hy es generalmente referida como la hipdtesis nula mientras que
Hy como la hipdtesis alternativa [15]. Aunque la teoria puede ser extendida a un
numero finito de hipdtesis alternativas, solo se presentara lo referente a una hipotesis
alternativa singular.

La distribucién posterior p(6 | D), de una cantidad de interés 6, transmite de
inmediato informacién intuitiva sobre los valores de 6 que, dadas las suposiciones
del modelo, pueden ser tomadas para ser compatibles con los datos observacionales
D, es decir, aquellos con una densidad de probabilidad alta (relativamente).

Algunas veces, una restricciéon 6 € ©¢ C ©, de los posibles valores de la can-
tidad de interés (donde ©( puede posiblemente consistir de un valor singular 6)
es sugerida como una consideracién especial, ya sea porque restringuiendo © a Oq
simplificaria en gran medida el modelo, o porque existen ademads otros argumentos
especificos en el contexto que sugieren que § € ©q [7]. Intuitivamente, la hipdtesis
Hy = {0 € Oy} debe ser considerada compatible con los datos D si existen elemen-
tos en Oy con una densidad posterior alta. Sin embargo, una conclusién més precisa
es frecuentemente requerida y, una vez mas, esto es posible hacerlo adoptando un
enfoque orientado hacia la teoria de la decision.

Formalmente, una prueba de hipétesis Hy = {6 € Og} es un problema de deci-
sion donde el espacio de acciones sélo tiene dos elementos, a saber, aceptar (ag)
o rechazar (a;) la restriccién propuesta. Para resolver este problema de decisién,
es necesario especificar una apropiada funcién de pérdida I(a;,6), la cual mida las
consecuencias de aceptar o rechazar Hy como una funcién del verdadero valor de
0. Note que esto requiere la especificacién de una alternativa a; a aceptar Hy; ésto
sélo serd esperado, para una accién tomada no porque sea buena, sino, porque es
mejor a todo lo demsés.

Dados los datos D, la acciéon optima serd rechazar Hy si y sélo si la pérdida
posterior esperada de aceptacién:

/ I(ao. 6)p(6 | D)do,
(._)

es mas grande que la pérdida posterior esperada de rechazar:

/ I{ar, O)p(0 | D)do),
(._)

esto es, si (y sélo si):

/ [l(ag,0) — (a1, 8)]p(0 | D)db = / Al(9)p(0 | D)do > 0.
© e
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Por tanto, la diferencia Al(0) = I(ag,8) — l(a1,0), s6lo mide la “ventaja”de
rechazar Hy como una funcién de 6, por lo que debe ser especificada. Asi, la hipotesis
Hj deberia ser rechazada si la ventaja esperada de rechazar Hj es positiva.

Un elemento crucial en la especificacién de la funcién de pérdida es la descripcién
de lo que realmente se entendera por rechazar Hy. Por supuesto que ag significa
actuar como si Hy fuese cierta, es decir, como si § € ©g, pero hay al menos dos
significados para la accién alternativa a;. Esto puede significar:

= La negacion de Hy, esto es, como si 6 ¢ O.
o0, alternativamente:

= Rechazar la simplificacién implicada por Hy y mantener el modelo sin res-
tricciones, 6 € ©, lo cual es cierto por suposicién.

Ambas alternativas han sido analizadas en la literatura, aunque se puede argu-
mentar que los problemas de analisis de datos, donde los procedimientos de pruebas
de hipdtesis son generalmente usados, son mejor descritos por la segunda alternati-
va. M4s atin, si un modelo establecido es identificado por Hy = {6 € ©¢} entonces,
es frecuentemente incrustado dentro de un modelo més general, {§ € 0,0, C 6},
construido asi para incluir posiblemente salidas prometedoras de Hy, lo que es re-
querido para verificar si realmente los datos D siguen siendo compatibles con 6 € O
o si la extension de € € © es realmente requerida.

7. (CONCLUSIONES

La idea central de este capitulo ha sido mostrar el enfoque Bayesiano de los
procedimientos de la estadistica que comunmente se encuentran en la investigacion
cientifica- estimacion y pruebas de hipdtesis.

El andlisis Bayesiano de estos procedimientos, que no son mas que una descrip-
cién de lo que puede afirmarse sobre una cantidad de interés dada la informacion
disponible, requiere de la comprension de algunos conceptos basicos de la teoria
de la decisién y del concepto de probabilidad como medida racional de la incerti-
dumbre; lo que permite implementarlos como problemas de decisién especificos y
obtener, asi, un resumen 1til de las distribuciones posteriores de las cantidades de
interés.
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CAPITULO 16

FUNDAMENTOS DE LA ESTADISTICA BAYESIANA

GLADYS LINARES FLEITES!
ARTURO ABRAHAM LOPEZ PEREZ2
IDEPARTAMENTO DE INVESTIGACION EN CIENCIAS AGRICOLAS, ICUAP
2FACULTAD DE CIENCIAS FISICO-MATEMATICAS, BUAP

RESUMEN. El enfoque Bayesiano de la estadistica proporciona una teoria uni-
ficada y consistente, supliendo una gran cantidad de procedimientos conven-
cionales en una metodologia sistematica que se deduce a partir de un conjunto
de axiomas destinados a describir un comportamiento racional.

Este capitulo es una exposicién elemental de los fundamentos de la teoria
de la decisién a un nivel de generalidad que cubre la mayor parte de las apli-
caciones de la metodologia Bayesiana.

1. INTRODUCCION

La estadistica desempena un importante papel en temas donde interviene la
variabilidad como parte imprescindible y su metodologia, en su sentido més amplio,
una herramienta cada vez mas esencial en diversos campos profesionales. Si bien,
los problemas especificos pueden ser muy distintos, una correcta asimilacién de la
metodologia estadistica permite analizar adecuadamente una serie de datos y tomar
de forma oportuna decisiones, sin embargo, mucha de la literatura en estadistica da
la impresion de que no existe controversia alguna sobre la validez de los métodos
estadisticos en uso, y ésto no es asi. El campo de la estadistica estd basado en dos
grandes paradigmas: convencional y Bayesiano [2, 3].

El enfoque convencional de la estadistica ha permanecido fuera de la tendencia
a la axiomatizacién'; lo que ha dado coexistencia a numerosos procedimientos que,
pese a su utilidad (y a veces incompatibilidad entre si), no es posible garantizar su
correcto funcionamiento a priori. Por el contrario, los métodos Bayesianos propor-
cionan un paradigma completo para la inferencia estadistica y la toma de decisiones
bajo incertidumbre y, al derivarse de un sistema axiomatico, proveen una metodo-
logia coherente que permite incorporar informacion inicial relevante, lo que resuelve
muchas dificultades que afrontan los métodos frecuentistas [4].

El objetivo de este capitulo es dar una visién general sobre las ideas fundamen-
tales y los resultados de la toma racional de decisiones bajo incertidumbre, lo que
proporcionara una solida fundamentacion a la teoria de la decisién y a la inferencia
estadistica. Asi mismo, se da relieve a las implicaciones que tienen sobre la filosofia
y la practica de la estadistica en general, concebida como un instrumento para ana-
lizar adecuadamente la informacion que se dispone y decidir, de manera razonable,
sobre la mejor forma de actuar.

1La construccién de un sistema axiomdtico permite identificar con claridad los conceptos vy
relaciones que se consideran bdsicos, y garantiza que las conclusiones que pueden légicamente
derivarse de tal sistema forman una teoria coherente, exenta de contradicciones [3].
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Se comenzard por describir de manera intuitiva (Sec. 2), la estructura de un
problema de decision y, asi mismo, se analizara el procedimiento légico a seguir para
su solucion. En la seccién 3, se formalizan los conceptos introducidos, definiendo un
problema de decisién bajo incertidumbre. Posteriormente, se precisa la descripcion
de racionalidad a través de los principios de coherencia (Sec. 4) y cuantificacién
(Sec. 5). En la seccién 6 y 7, se prueba que para ser consistente con estos principios,
la informacién sobre la ocurrencia de algiin evento relevante debe describirse por
medio de una medida de probabilidad, que la preferencia entre todas las posibles
consecuencias debe ser evaluada con una funcién de utilidad y, la decisién optima
es aquella que proporciona la maxima utilidad esperada respecto a la medida de
probabilidad. Finalmente (Sec. 8), se muestra que la inferencia estadistica es un
problema de decisién particular.

En suma, el planteamiento, andlisis y el proceso légico a seguir para la solucién
de un problema de decisién, proporcionaran el fundamento sobre el que descansa
el concepto de probabilidad, los métodos de inferencia y los criterios de decisién
globalmente conocidos como métodos Bayesianos.

2. ELEMENTOS DE LA TEORIA DE LA DESICION

Cada vez que se afronta el hecho de seleccionar entre dos o més alternativas,
y las consecuencias de efectuar esto dependen de la ocurrencia de algunos eventos
inciertos, se estd frente a un problema de decision bajo incertidumbre [5].

Para comenzar a estudiar un problema de decisién bajo incertidumbre, necesa-
riamente, debe iniciarse por considerar todas las posibles formas de actuar, por lo
que, es imprescindible la elaboracién de un conjunto que incluya todas las posibles
alternativas -espacio de decisiones. La construccién de dicho espacio, requiere espe-
cial atencion, ya que el modelo a estudiar se limitara a elegir uno y sélo uno de sus
elementos, por lo tanto, debe elaborarse un espacio de decisiones exhaustivo, que
agote todas las posibilidades que puedan parecer razonables. También, sin pérdida
de generalidad, es conveniente exigir que el espacio de decisiones sea de tal forma
que la elecciéon de uno de sus elementos excluya la eleccién de cualquier otro. De-
terminado el espacio de decisiones, para cada uno de sus posibles elementos, debe
especificarse una clase de sucesos inciertos que determinen las eventuales conse-
cuencias, es decir, se deben precisar los sucesos inciertos (mutuamente excluyentes)
que condicionardn las consecuencias de cada decision.

El determinar la mejor de un conjunto de alternativas seria, en principio, inme-
diato si se dispone de informaciéon completa sobre la consecuencia a que da lugar
cada alternativa. Por supuesto, que existen situaciones con informacién completa y,
a pesar de ello, es dificil determinar la desicién mas adecuada, pero tal dificultad es
técnica. En cambio, cuando no se dispone de toda la informacién que se considera
relevante, la dificultad es conceptual. Por lo tanto, se analizara el proceso légico de
decision a seguir en un ambiente de incertidumbre, es decir, del método a seguir
para la toma de decisiones cuando no se dispone de informacién completa.

Aunque frecuentemente los problemas de decisién no se presentan aislados, sino,
formando una cadena (seleccionada una decisién se afronta un nuevo problema de
decisién) es desmostrable, sin embargo, que el estudio de las decisiones sucesivas no
plantea problemas nuevos; bastara resolver consecutivamente todos los problemas
de decisién que integran la cadena, debido a que en la mayoria de las aplicaciones,
el espacio de decisiones es finito [7].
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Si se denota con D = {dj,ds,...,dr}, a un espacio de decisiones finito y con
0,2 = {0:1,052, ..., 0im,} para i = 1,k, a un conjunto finito de m; sucesos inciertos
entonces, un problema de decisiéon puede ser representado mediante un arbol de
decisién (Fig. 1) donde, si se opta por la decision d; y ocurre el suceso 0;; se

obtiene entonces, la consecuencia c;;.

4 O

FIGURA 1. Arbol de Decision

Es importante destacar que los sucesos que componen cada ©; son inciertos,
en el sentido que no se sabe cual de ellos tendrd lugar y no resultan, en general,
igualmente verosimiles. Aunque no se disponga de informacién suficiente para de-
terminar cual de ellos tendra lugar, generalmente, la informacién disponible hace
a unos eventos mas verosimiles que otros, por lo que, serd necesario precisar de
alguna forma cuantitativa el contenido de la informacién incompleta que se posee
y, una forma, es asignando a cada suceso un nimero que mida la verosimilitud que
se le atribuye.

La incertidumbre existente sobre la ocurrencia de algunas clases de sucesos se
ha venido midiendo, como es conocido, por un nimero al que se le llama probabi-
lidad. Para hacerlo, la unidad de probabilidad correspondiente a un suceso cierto
se distribuye entre una clase de sucesos mutuamente excluyentes. Si se consideran
igualmente verosimiles a n sucesos mutuamente excluyentes, se asigna a cada uno
de ellos la probabilidad % También, otra clase de sucesos a los que resulta facil
asignar una probabilidad, aunque no presenten las propiedades de simetria, es de
aquellos sucesos que es posible observar repetidamente en idénticas condiciones.
Considere una situacién € que puede o no dar lugar a un suceso A y, supénga que
tal situacién puede repetirse indefinidamente. Es un hecho empirico que, frecuen-
temente, el cociente 7* (el nimero de veces, m, que tiene lugar el suceso A entre
el nimero total, n, de observaciones) se estabiliza y parece tender a un limite, por
lo que, parece razonable pensar, que en ausencia de otra informacion relevante tal
limite medira la verosimilitud del suceso A en las condiciones descritas por e.

Pero a pesar de la existencia de simetrias o de datos empiricos sobre frecuencias
relativas, que es ciertamente til para precisar cuantitativamente la incertidumbre
sobre un determinado suceso, no es de modo alguno necesaria. La mayoria de los
sucesos relevantes en un problema de decisién no presentan simetrias ni son repeti-
bles, de forma que un concepto de probabilidad restringido a tales clases de sucesos
serd, inevitablemente, insuficiente [2].

El concepto de probabilidad de un suceso A en una situaciéon H, que se utilizard a
lo largo de éste capitulo, sera la medida de la verosimilitud que se asigna al suceso
A bajo la condicién descrita por H, esto es, la medida del grado de creencia en A

2Frecuentemente el conjunto de sucesos inciertos es el mismo cualesquiera sea la decisién por
la que se opte, es decir, ©; = {0;1,0:2, ..., 0im,; } = {01,...,0m} = © para toda i = 1, k. [5]
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que sugiere la informacién contenida en H3. Asi, la informacién que se posee sobre
la verosimilitud de los distintos sucesos inciertos en cada ©;, puede cuantificarse
distribuyendo la unidad de probabilidad sobre los sucesos {6;1, ..., 8;m, }. Dado que
que estos sucesos son mutuamente excluyentes- como se ha establecido- entonces,
puede describirse la informacién disponible sobre su verosimilitud (bajo la condicién
H) mediante un conjunto de nimeros {p(6;; | d;, H) : j = 1,2,...,m;} de tal forma
que:

(i) > p(6i; | di, H) = 1.
j=1

Considerese, ahora, que se toma la decisién d; (bajo la condicién H) y acontese
0;;, entonces se obtene una consecuencia c;;.

Obviamente, se puede tener alguna preferencia entre las distintas consecuencias.
En principio, tal preferencia puede ser cuantificada asignando a cada una de las
consecuencias un nimero, u(c;;), que mida su utilidad 4 Asi, para toda d;, i = 1, k,
se obtenie una utilidad u(c;;) con probabilidad p(6;; | d;, H).

Una vez especificadas las probabilidades que describen la verosimilitud de los
sucesos inciertos y las utilidades que describen las preferencias entre las posibles
consecuencias, un problema de decision tiene ya una solucién:

Si la utilidad media de la decisién d; -utilidad esperada de d;- se define como:

m;
(1) u*(d;) == ZU(Cij)p(eij | di, H),

j=1
entonces resultard natural elegir como decisién mas razonable, aquella que maxi-
mice la utilidad esperada entre las k alternativas (Critério Bayes para la toma de
decisiones [2]).

En suma, existe una tnica forma razonable de tomar decisiones. En primer lu-
gar, es necesario determinar el conjunto de las decisiones posibles y el de aquellos
sucesos cuya ocurrencia pueda modificar las consecuencias de la decisién selecciona-
da. En segundo lugar debe cuantificarse, mediante probabilidades, la verosimilitud
asociada a la ocurrencia de tales sucesos. En tercer lugar, se tiene que describir de-
talladamente las posibles consecuencias a que dan lugar cada una de las decisiones
y, la preferencia entre consecuencias debe ser evaluada y cuantificada en términos
de una magnitud comuin que recibird el nombre de wutilidad. Finalmente, conside-
rar aquella decisién que, con base a las probabilidades calculadas, porporcione la
maxima utilidad esperada [4].

3. REPRESENTACION FORMAL

El desarrollo de la Teoria clasica de la Decisién se debe, en gran parte, a Wald
[16]. Mientras que la fundamentacién légica y filoséfica de la probabilidad subje-
tiva parte de Ramsey [12] y de Finetti [9], la concepcién actual de la utilidad se
debe a Von Neumann [15]. Savage [13], construy6 una metodologia integrada de la

3Debe advertirse que la probabilidad que se le asigna a un suceso es siempre condicional a la
informacién que se posee sobre él. Por lo tanto, no existen probabilidades absolutas [13].

43i existe una funcién u Cq; — R donde C4; es el conjunto de consecuencias asociadas a la
decisién d;, tal que Elu(c;;)] = p(6i; | di, H) entonces, se le llamara funcién de utilidad [1].
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decisién, basada en el enfoque Bayesiano. Raiffa [10, 11] y Schlaifer [14], posterior-
mente, realizarén contribuciones importantes que se han extendido al ambito de la
aplicacion.

A continuacién se formaliza y expone la notacion de la teoria de la decisién
siendo ésta la misma que la empleada en [5] donde, ademds, se pueden consultar las
pruebas de los resultados que se presentan. Cabe senalar que no se intenta describir
la forma en que comunmente se toman las decisiones, no es de interés presentar una
teoria descriptiva, sino, una teoria normativa.

La estructura de una situacién en la cual las decisiones son elegidas entre cur-
sos alternativos de acciones con consecuencias inciertas, estd determinada por tres
elementos basicos:

Definicién 3.1. Una clase de posibles acciones, A = {a; : i € I'}.

Definiciéon 3.2. Un conjunto de eventos inciertos, por cada accion a € A, con
estructura de dlgebra, ©, = {6q; : j € J} (Particion exhaustiva de un conjunto
total de posibilidades).

Definicién 3.3. Un conjunto de consecuencias, C, = {c(a,0) : 0 € O,}.

Es decir, el modelo de un problema de decisién a considerar exige, pues, la
especificacion de un espacio A de acciones y la determinacién de un conjunto de
sucesos inciertos, O, los cuales condicionaran las consecuencias de cada decisién,
formalmente:

Definicién 3.4. Un problema de decision esta definido por {(©4,C,) : a € A}

Debe notarse que la percepcién del estado de incertidumbre, resultante de la
eleccion de una acciéon particular, depende del estado de informacién disponible
en el momento de la eleccién (M denotard el estado que guarda la informacién
en un momento inical), por lo que, el conjunto O,- particién del conjunto total
de posibilidades- puede restringirse con nueva informacién, es decir, algunos 6,;’s
pueden ser mds inverosimiles (o més aun, ilégicamente posibles), mientras que otros
més verosimiles. Por lo tanto, la preferencia por un escenario de incertidumbre®,
depende del valoramiento de las consecuencias involucradas y de la actitud adopta-
da sobre la incertidumbre correspondiente a cada O, [5]. Claramente, ésto tltimo
es subjetivo, varia conforme nueva informacién es adquirida, modificando las pre-
ferencias globales entre varios cursos de accion.

Asi, para representar la estructura de un problema de decision, también se debe
definir la idea de preferencia entre acciones; entendiendose ésta relacién, en el senti-
do de que si sdlo existiesen dos posibles acciones se eligird aquella que, condicionada
a la informacién disponible en ese momento, resulte mas admisible.

Definicién 3.5. Sea {(©,,C,) : a € A} un problema de decision. Para ay,as € A,
la relacion de preferencia entre acciones se define como:

ay = as (a1 es no preferible a ay).

53in pérdida de generalidad, puede asumirse que las posibles acciones son mutamente exclu-
yentes, en caso contrario se debe trabajar sobre el producto cartesiano apropiado.

63e le llama escenario de incertidumbre, a la eleccién de una accién a € A que da lugar a
uno y sélo uno de los eventos inciertos 8 € ©,, aconteciendo la correspondiente consecuencia
c(a, ) € Cq.
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La introduccién de una relacién binaria de preferencia (<), no asume que cada
par de opciones, (a1,as) € A X A, pueda necesariamente ser relacionada. En caso
contrario, es decir, si a; <X a9, as < a; o ambas, pueden derivarse otras relaciones
binarias.

Definicién 3.6. Para cada a1,a2 € A tal que a1 = as 0 as =< a; se tiene:
1. a1 ~ag siy solo sia; <as yas =X aj.
2. a1 <ag siysdlo siay <as yas £ a.
3. a1 = as sty solo si as <X aq.
4. a1 > az sty solo st as < ay.

Dado que las consecuencias de adoptar una determinada accién suelen depender,
en general, de la ocurrencia de determinados sucesos inciertos, se define una opcién
(o loteria) como:

Definicién 3.7. Sea {(0,,C,) : a € A} un problema de decision. Una opcidn es el
conjunto:

L={c(a,0q;)|0a;:j€J}.

Es decir, una opcion es una situacién en la que para cada j € J se obtiene la
consecuencia c(a, 8,;) si acontece, ,;. Asi, cada elemento a € A es una opcién y
serd denotado por:

(2) a:{caj|9aj:j€J}.

La relacién de preferencia entre opciones <, condicionada sobre un estado inicial
de informacién My, puede ser también empleada para definir una relaciéon binaria
sobre € x C. Bastard notar que cada consecuencia es, obviamente, un caso particular
de una opcién:

Si Q es el suceso cierto entonces, una consecuencia ¢ = {c | Q} [5].

Definicién 3.8. Sea {(©,,C4) : a € A} un problema de decison. Para cada conse-
cuencia c1,cy € G4 se define:

c1 S ¢ (c1 es no preferible a ca) siy sdlo si {c1 | Q} < {ca | N}.

La relacién de preferencia entre opciones puede ser empleada, también, para
definir una relacién sobre O, x O,. Esta nueva relacion captura la nocién intuitiva
de que un evento puede ser “mas verosimil” que otro.

Definicién 3.9. Sea {(0,,C,) : a € A} un problema de decision. Para cada
0ais0aj € Oq con i # j, se define:
Oni = 045 (0a; es mds verosimil que 6,;) si y sdlo si para cada c1,co € Cq:
c1 = cg entonces, {ca | 0q,¢1 105} = {ca|bqj,c1 | 9§j}.

Intuitivamente, el contenido de la definicién (3.9), especifica que al comparar dos
opciones dicotémicas que involucran el mismo par de consecuencias y que difieren
sélo en los eventos inciertos que involucran, se debe eligir la opcién que sea maés
verosimil que la consecuencia preferida a obtener, es decir:

{ca | bai,cr | 05} = {ca | baj,ca | 933‘} si y s6lo si 6,; es mas verosimil que 6.

La preferencia para opciones, asi como para consecuencias y eventos, se ha defini-
do condicionada sobre un estado de informacién inicial M. Si, subsecuentemente, es
necesario tomar en cuenta mas informacién por la consideracién del acontecimiento
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de un posible evento ¥ entonces, la preferencia entre opciones debe ser descrita por
una nueva relacién (<y), la cual debe tomar en cuenta la informacién inicial y la
proporcionada por 1. La asociacién entre las relaciones < y <y, estda dada por:

Definicién 3.10. Sea {(0,,C,) : a € A} un problema de decision y O < 9.
1.ag Spag<=VacA:{a1|9,a|9} <{az |V a]| .
2. (91' =< 9j 1 Xy {CQ | (91',61 | 9:} =< {CQ | 9]',61 ‘ 9;}

En suma, la representacién formal de un problema de decisién incluye un algebra
de eventos, ©, un conjunto de consecuencias, €, un conjunto de opciones, A, y una
relacién binaria, <y (dada la ocurrencia del evento () < 1J.), sobre A x A, es decir:

Definicién 3.11. Un problema de decisién esta definido por (©, C, A, <).

4. PRrINCIPIOS DE COHERENCIA

La preferencia entre opciones, formalizada por la relacién =<, provee una base
cualitativa para comparar opciones y, por extensién, eventos y consecuencias. Los
axiomas de coherencia (4.1, 4.2 y 4.3), proporcionaran un conjunto minimal de re-
glas para asegurar que tal comparaciéon es consistente. El procedimiento a seguir
seré perceptivo, méas no descriptivo, es decir, los principios de comportamiento cohe-
rente s6lo permitirdn reconocer la parte imprescindible al elegir entre alternativas,
evitando cometer inconsistencias.

Se asumird en adelante, que los problemas de decisién son no triviales y que es
siempre posible comparar algiin par de opciones dicotémicas.

Axioma 4.1. Sea (© , C, A, =) un problema de decision.
1. 3 e1,e0 € C tal que ¢ < co.
2. 510, € © yc; € C, entonces es verdadera una y sélo una de las siguientes
preferencias:
» {cz| 01,01 |07} < {ca|ba,01]05}
» {ca | 02,01 | 05F 2 {2 | 01,02 ] 05}

La primera condicién de este axioma, es natural, afirma que no tiene sentido
hablar de un problema de decision, si todas las consecuencias son equivalentes, ya
que cualquier eleccién resultaria siempre en la misma consecuencia. La segunda
condicién, simplemente establece que al menos se puede expresar una preferencia
entre opciones dicotémicas, es decir, equivale a suponer que un problema de decisiéon
en ambiente de incertidumbre tiene una solucion.

Axioma 4.2. Sea (© , C, A, =) un problema de decision.
1. Para toda a € A:a =< a.

2. Siay,as,a3 €A tal que aq = as y as < az entonces, a1 = as.

Este axioma establece la coherencia entre preferencias bajo la relaciéon de orden
definida sobre A x A.
Las siguientes proposiciones son una consecuencia directa del axioma 4.2.

Proposicién 4.1. Sea (© , C, A, <) un problema de decisidn.

1. Para toda 0 € © : 0 ~ 6.
2. Sean 01,05,03 € ©. Si 61 <05 y 03 < 03 entonces, 01 < 0s.

Demostracion. Se sigue de la definicién 3.9 y el axioma 4.2. (]
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Proposicién 4.2. Sea (O, C, A, <) un problema de decision.
1. Si ap ~ az Yy az ~ as entonces, a; ~ as.
(01 ~ 02 y 03 ~ O3 entonces, 61 ~ 63)
2. Sia; < as yas ~ az entonces, a; < as.
(61 < 03 y 03 ~ 05 entonces, 01 < 03)

Demostracion. (1) Sean aj,as,as € A tal que a; ~ as y as ~ as, de la definicién
3.8 se tiene, a3 =< a9, az =X a1 y az = as, az = az. Entonces, por el axioma 4.2,
a1 < as y asz < ay. Por lo tanto, a; ~ as”. [l

El siguiente axioma, formaliza la idea de que la preferencia entre consecuencias
es no afectada por la obtencién de nueva informacion.

Axioma 4.3. Sea (© ,C, A, <) y 0 <Y un evento cualesquiera.
1. Sicy = cg entonces, ¢1 <y Ca.
2. Sicy < co tal que {ca | O1,c1 | 05} = {ca | O2,c1 | 05} entonces, 61 < 5.
3. Si para algin ¢ y O < 9 tal que {a1 | 9,c| 9} <X {az | 9,c | 9°} entonces,
ap =y ag.

La condicién (2) y (3), aseguran la operacionalidad de la definicién 3.9 y 3.10. En
particular (2), afirma que si {c2 | 61,¢1 | 05} < {ca | O2,¢1 | 05} para algin ¢; < co
entonces, se debe tener ésta preferencia para toda c¢; < co. Esto formaliza la idea
intuitiva de que la preferencia sélo debe depender de la “verosimilitud relativa”de 6,
y 62, més no de las consecuencias empleadas al construir las opciones. Similarmente,
la condicién (3), afirma que si se tiene la preferencia {a1 | ¥, ¢ | 9} < {az | 9, ¢ | ¥¢}
para algin ¢ entonces, dado 1}, a; no debe preferirse a as, asi, para cualesquiera
a €A, {a | 9,a| 9} = {az | ¥, a |9} Este dltimo argumento, es una versién de
lo que es llamado:

Sure Thing Pinciple: Si (a1 = ag | ¥) A (a1 = ag | ¥¢) entonces, a1 < as [8].

Una consecuencia importante del axioma 4.3, es el hecho de que la preferencia
entre consecuencias es invariante bajo cambios en la informacién respecto a los
eventos en O.

Proposicién 4.3. Sea (©, C, A, =) un problema de decision.
Sic1 = ¢y siy sélo si existe ) <V tal que c1 <y co.

Demostracion. (=) Sic¢1 = co entonces, por el axioma 4.3-(1), ¢; =y ¢o para algin
9.

(<) Por la definicién 3.10-(1), para algtin @ < 9, ¢; <y ¢z implica que para alguna
opcién a se tiene {c; | ¥,a | 9°} 2 {ca | ¥,a | ¥°}. Tomando a = {c1 | ¥, ¢z | ¥¢}
se sigue que {c1 | 9,co | 9} <X {c1 | 0,2 | Q}. Si ¢ = ca, por el axioma 4.3-(2),
se tiene que ¥ < @ lo cual es una contradiccién ya que () < 9. Asi, por el axioma
4.1-(2) se sigue que ¢1 < ca. O

Otra consecuencia importante, del axioma 4.3, es sobre el orden de incertidumbre
entre eventos respecto a una implicacién légica. Si 67 implica a 0, es decir, si 7 C 0
entonces, 03 no puede considerarse menos verosimil que 6.

Proposicién 4.4. Sea (©, €, A, <) un problema de decision.
Si 01 C 05 entonces 01 < 5.

La proposicién 4.1 y un argumento similar, es empleado para demostrar el caso para eventos.
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Demostracion. Para algin c¢; y co € € tal que ¢; < co, definase:

ar = {ca | O1,c1 |07} = {c1 [ 02\ O, {ca | Or,c1 | OF} | (02 01)°},
ag = {ca | 2,1 |05} = {ca [ 02\ Or,{ca | Or,c1 |07} | (62 01)°}.

Por el axioma 4.3-(3) con ¢ = 05\ 01, se sigue que a; < ag. Asi, por la definicién
3.8, 01 < 0s. |

Los eventos para los cuales el orden es estricto, son llamados eventos “significati-

vos”.

Definicién 4.1. Sea (© , €, A, <) un problema de decisidn.
Un evento 0 es significativo dado O < 19 si:

c1 =< ¢ implica que, ¢1 <9 {c2 | 0,¢1 | 0°} <y ca.

Intuitivamente, un evento significativo dado ¥, es interpretado como prdctica-
mente posible mds no como cierto [5], dada la informacién proporcionada por 9.

Proposicién 4.5. Sea (© , C, A, <) un problema de decisién. Un evento 0 es
significativo dado § <9 siy sdélo st h < ONY < 9.

La esencia operacional del hecho de “aprender de la experiencia” es, que las
preferencias pueden cambiar al pasar de un estado de informacién a otro respecto a
la ocurrencia de un evento en ©, y como caso especial, es cuando estas preferencias
no cambian. Esto puede ser descrito en términos de los conceptos hasta ahora
definidos.

Definicién 4.2. Sea (©, C, A, <) un problema de decision.

01 L 02 (01 es independiente de 03 ) si y sdlo si para toda c,c1,co se tiene:
1. co{cy | O1,c1 | 05} implica que, c o9, {co | 01,¢1 | 65},
2. ce{cy | Oa,c1 |05} implica que, ceg, {ca | b2,c1 | 0S}E.

La preferencia entre opciones, formalizada hasta ahora, provee sélo una base
cualitativa para comparar opciones pero es inadecuada para ciertos contextos, por
lo que es necesario introducir una cuantificacién, una unidad numérica, que per-
mita “medir”, de alguna manera, determinados entes por comparacién (implicita o
explicitamente) con determinada escala numérica.

5. PRINCIPIOS DE CUANTIFICACION

Los principios de cuantificaciéon permitiran deducir la necesidad de asignar, a la
informacidn inicial, una medida de probabilidad que la especifique y, proporcionaran
una manera para describir las preferencias entre decisiones a través de una funcién
de utilidad, conllevando asi, a elegir la decision que maximice la utilidad esperada.

La precision, a través de los axiomas de cuantificacion, se consigue introducien-
do una escala numérica apropiada dentro de un contexto dotado con una relacion
(cualitativa) de orden coherente [5].

Axioma 5.1. Eziste una subdlgebra I C © y una funcion p: S — [0,1] tal que:
si 0,0 €S entonces:

1. 8i 0 =06 siysdlosipu®) < pu@).

2. 8i0N60 =0 entonces, u(0U0) = u(0) + u(®).

8Donde o es una de las relaciones <, = 0 n~.
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3. 80 L0 entonces, p(0N0) = u(0)u(d).
4. 8i 01,05 € © y a €10,1] entonces, existe § €  tal que:
a) 01 1 9,
b) 62 L6,
c) u() =a.
5. Sean 01,05 € © tal que 61 L 6,65 L 0 y 6y 1L 6s:
Si 01 ~ 0 entonces, 01 ~q, 0.

Definicién 5.1. Sea 6 € ©. 5i 0 € &, diremos que 0 es un evento estandar.

Proposicién 5.1. Si {a1,az,...,a,} € RT es una coleccion finita de nimeros

n

reales tal que Zai <1 entonces, 3 {0; € I:0,N0; =0,i # j} C 3 p(b;) = a,,
i=1

para toda © = 1,n.

Demostracion. Por el axioma 5.1-(4) existe §; € S tal que p(61) = aq. Para algin
1 < j < n, suponga inductivamente que 61, ...,0;_1 € I tal que 6 NO; = () para

Jj—1 j—1
k # s. Sea Bj = U 0 y definamos B; = Zak = u(Bj). Nuevamente, por el
k=1 k=1

axioma 5.1-(3) y (4), existe un T} € < tal que pu(B; NT;) = ,u(BJ)(lf—Jﬁ]) Sea
0; = T N B luego, 0; N 0; = () para toda i = 1,j — 1. Sea T; = 0; U (T; N B;),
por el axioma 5.1-(2) se sigue que, u(7;) = pu(0;) + (T3 N B;). Por lo que, p(6;) =

o o aiBy
a6 By Y- -

Axioma 5.2. Sea (© , C, A, =) un problema de decision.
1. Sic1 = ¢ = ¢y entonces, existe 0 € S tal que ¢ ~ {ca | 0,¢1 | 6°}.
2. Para cada 0 € O, eziste 8’ € S tal que 6 ~ 6.

La proposicién 5.1 y el axioma 5.2, permiten reducir a lo mas esencial la idea
introducida al final de la seccién anterior, la precision a través de la cuantificacién.

6. CREENCIA Y PROBABILIDAD

La preferencia entre opciones debe depender, al menos, “del grado de creen-
cia”sobre los eventos inciertos. Los principios de coherencia y cuantificacion per-
miten dar una definiciéon formal al concepto de grado de creencia y proveen de una
medida numérica para la incertidumbre asociada a cada evento.

A continuacion, se presentan algunos resultados respecto a la relacién de incer-
tidumbre entre eventos.

Proposicién 6.1. Sea (© , C, A, <) un problema de decision. Si 61,02 € ©
entonces, es cierta una y solo una de las siguientes afirmaciones:

(01 < 02) V (01 ~ ) V (62 < 0,).

Aunque la relacién de orden para opciones, =<, se asume que es no completa (es
decir, no todo par de opciones es comparable), se sigue, como una consecuencia
del axioma 5.2, que la relacién de incertidumbre inducida para eventos es completa
(Proposicién 6.1).

Proposicién 6.2. Si 91, 02, 03, 94 € 0 tal que 91 j 92, 93 j 04 y01002 = @ = 03094
entonces, 61 U 63 < 05 U0b,.
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Definicién 6.1. Dada una relacion de incertidumbre =, se define la probabilidad
de 0 € © como:

PO) = u(0) con 6 € tal que § ~ 6.
Es decir, P(0) es el nimero real asociado al evento estdndar 0.

Proposicion 6.3. Dada una relacion de incertidumbre <, existe una unica proba-
bilidad asociada a cada evento en ©.

Demostracién. La existencia se sigue del axioma 5.2-(2). Para la unicidad, si 6 ~ 6’
y 0~ 0,1 entonces, por la proposicién 4.2-(2), 0 ~ 9,1. Por lo tanto, el resultado se
sigue del axioma 5.1-(1). O

Definicién 6.2. Una funcion f : © — R serd compatible con una relacion de orden
= sobre © x © si:

V0,0, € ©: 0 <6y siy sdlo si f(0) < f(61).

Proposicion 6.4. La funcidn de probabilidad P(-) es compatible con la relacién de
incertidumbre <.

Demostracién. Por el axioma 5.2-(2) existen eventos estdndar 6,60, € S tal que
01 ~ 6, y B ~ 0,. Por la proposicién 4.2-(2), si 6; < 05 si y s6lo si 6, < 6, asi por
el axioma 5.1-(1) si y s6lo si u(6;) < u(6,). El resultado se sigue de la definicién
6.1. O

La siguiente proposicién, de importancia fundamental, establece que el “grado
de creencia’tiene la estructura de una medida de probabilidad aditiva finita sobre

O.

Proposiciéon 6.5. Sea < una relacion de incertidumbre entonces:
1. P@) =0y P(QQ)=1.
2. Si0N 6, =0 entonces, P(BU0O,) = P(0) + P(6,).
3. 5160 es significativo si y solo si 0 < P(0) < 1.

Demostracion. (1) De la definicién 6.1 se sigue que 0 < P(6) < 1. Mds atin, por el
axioma 5.1-(4) existen 6, y 0* tal que p(0,) = 0y pu(6*) = 1. Por la proposicién 4.4
se tiene que () < 6, y, por la proposicién 6.4, P(}) = 0; de manera similar, §* < Q
implica que P(Q2) = 1.

(2) Si 6 = 0 = 6y, trivialmente se sigue el resultado. Supongamos que 6 > 0 < 6,
entonces, por la proposicién 6.2, 0 U6y > 0; asi, si « = P(0) y 8 = P(QU6,) se
sigue que o < 'y, por la proposicién 5.1, existen eventos 6 y 9'1 tal que 6’ ﬂ@ll =0,
P@) = ay P(#,) = 8 — a. Por la proposicién 6.1, 1 = 6, 0 0, ~ 6 0 61 < 6.
Si 6, >~ 9/1 entonces, por la proposicién 6.2, 6 U 6; > 6* U 07 y por lo tanto,
P(OU6;) > 8 lo cual es imposible ya que P(§ U 6;) = 3. Andlogamente, si 6, < 6,
entonces, U, < 6" U 9/1 y P(0U#) < B, lo cual es contradictorio. Luego, 61 ~ 9/1
y, por lo tanto, P(61) = 8 — «, de donde se sigue el resultado.

(3) Por la proposicién 4.5, si 6 es significativo si y sélo si § < 6 < Q. Luego el
resultado se sigue de la proposicién 6.4. (]

La proposicién 6.5, en otras palabras, establece que el grado de creencia es una
medida de probabilidad coherente, es decir, permite que el concepto de grado de
creencia realice comparaciones coherentes, cuando no sélo se considera una incerti-

dumbre. [5].
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Corolario 6.1. (Estructura de aditividad finita del grado de creencia)
1. Si{0;};es € O es una coleccion de eventos tal que 0; N 0x = O para toda
i # k entonces, P(U 0;) = ZP(OJ-),
jeJ jeJ
2. Para algin evento 6 € © se tiene P(0°) =1 — P(0).
Definicién 6.3. Si {0;},c; forma un particion finita de Q@ con P(6;) = p; con
J € J entonces, {p;}jcs se le llamard una distribucion de probabilidad sobre la
particion.
Proposicion 6.6. 1. P(:) es la dnica medida de probabilidad compatible con
la relacidon de incertidumbre <.
2. 0 L6 siysdlosi P(ON6O) = P(O)P(61).
3. Sea O <9 y la relacién de incertidumbre <y:
a) 01 Ry by siy solo sip NI <0, NY.
b) Si existen c1 < co tal que {ca | O1,¢1 | 05} <o {ca | O2,c1 | 05} entonces,
th =y 0.
Demostracion. (1) Si P’ es otra medida compatible entonces, por la proposicién
6.2, se tiene que P’'(01) < P’(s) siy sélo si P(01) < P(62); de aqui, existe una
funcién monotona f : [0,1] — [0, 1] tal que P’'(61) = f(P(#1)). Por la proposicién
5.1, para todo «, 3 € RT tal que o + 3 < 1, existen 0/1,9/2 € $- eventos estandar-
disjuntos tal que P(#;) = ay P(6y) = f. Por lo tanto, por el axioma 5.1-(2),
FlatB) = P'(0,U0,) = P'(6,) + P'(05) = f(a) + f(B) y asi, f(a) = ka para todo
a € [0, 1], ver [6]-Teorema 2.63. Pero por la proposicién 6.3, P'(£2) = 1 de donde se
sigue que k = 1, por lo tanto, P’(6) = P(0) para todo 6.
(2) [=] Por el axioma 5.1-(4), existe 8 € < tal que P(¢') = P(6) con 610" y
61 16". Luego, por el axioma 5.1-(5), 6 ~p, € asi, para cualquier ¢; < ¢z y a € A,
{CQ ‘ 0Nb,cy | 0°Nbi,a | 9?} ~ {CQ | 9/061701 | G’Cﬂel,a ‘ 91}
Tomando a = ¢y, se tiene:
{CQ | 0N6b,cy | (9 n 91)0} ~ {02 | 0N 01,c1 | (9/ n 91)0},
por lo que # N6y ~ 6 NH;. Ahora, para 6,1, 8’ dados, por el axioma 5.1-(4), existe
0} tal que P(0;) = P(01) con 0 L 67 y 6’ ~ 0]. Luego, por un argumento similar
al anterior y la definicién 4.2, se tiene:

0'Noy ~ 6 No;L.
Por la proposicién 4.1, 6.4 y el axioma 5.1-(3) se sigue:
PON6O) =P NG = PO)P(6]),

luego, P(6N6y) = P(6)P(6y).
[<] Por el axioma 5.1-(4), existe 8" € $ tal que P(6') = P(61) con 6; L ¢,
f 1 ¢'. Luego, por la condicion necesaria de la prueba se tiene:
PONO)=PO)PO)=PO)P(61) = P(ON6L),
por lo tanto, # N #; ~ 6 N &. Ahora suponga, sin perdida de generalidad, que
¢ =3 {ca|6,c1 | 6°}. Entonces, por la definicién 4.2:

{e0 e |0 2 {ca [N, c1 [ (0N0)°}
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Pero {c | & ,c1 | 0} ~{c|O1,c1 | 05} y:
{ea | 0N e | (0NO)Y ~{ca|ONBOy, 1| (0N0O1)°};
luego, por la proposicién 4.2:
{c]01,c1 |65} 2 {ea| 0N O1 1 | (OO,

por lo tanto, ¢ <y, {ca | 6,¢1 | 6°}. Finalmente, como un argumento similar puede
ser establecido intercambiando 6 por 6; y viceversa, se establece que 6 L 6.

(3)-a) Por la definicién 3.10 y la proposicién 4.3, si 61 <y 62 si y sdlo si, para
toda C2 E Cy:

fea [ Or,c1 [ 07} 2o {ca | 02,¢1 ] 05},
es decir, si y sélo si, para toda a € A:
{ca | 01NV, | 05N Y a |0} < {ea | BNV, 1 | 05N T, a | VY.
Tomando a = ¢; se tiene:
01 X9y {ca| 01N cr | (BN} 2 {ea | BN Dyeq | (B2 NF)Y,

lo cual es cierto, si y sélo si, 81 N < 6, N Y.
b) Si existe co > ¢ tal que {cz | O1,¢1 | 05} <y {c2 | 02,1 | 05} entonces, por la
definicién 3.10, con a = ¢; se tiene:

{ea |01 NG c1 | 05N T, e1 | 9 2 {ca | 02N, eq | 05N, 1 | 9°),
por lo tanto:
{c2 | 01NV, c1 | (01 NI)} = {ca | O2ND,cq | (B2 NI)CY,
y el resultado se sigue del axioma 4.3-(2) y la parte (3)-a). O

Definicién 6.4. Dada una relacién de incertidumbre <y con ® < 9. La probabilidad
condicional de un evento 61, dada la ocurrencia de 9, es un nidmero real tal que
01 ~y 0 con 0 un evento estandar e independiente de ¥, es decir:

P61 | 9) = u(0) tal que 61 ~y 6 con 6 € S independiente de 9.

Proposicién 6.7. Para algin § < 9:

L P |9) = 2550

2. 01 =y 03 siy sdlo si P(0y | 9) < P(f2]9).

3. Para cualquier evento O < 9,
a) 0=P0]9) <PO|9)<P|Y) =1.
b) Si 61 Nb,NY =0 entonces, P(61 Ubs | 9) = P(61 |9) + P02 | V).
¢) 0 es significativo dado ¥ si y sélo si 0 < P(0 | 9) < 1.

Demostracion. (1) Del axioma 5.1-(4) y la proposicién 6.6-(2), existe ¢/ L ¢ tal

que pu(¥) = Pl(f(g?). Y, por la proposicién 6.6-(2) se tiene:

P9’ NY) = P(")P(W) = u(0)P(9) = P(ON ).
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Luego, por la proposicién 6.4, se sigue que ¢/ N ~ 6 N y, por la proposicién
6.6-(3), ¥ ~y 0. Entonces, por la definicién 6.4, P(0 | 9) = p(9¥') = P}(f(g?).

(2) De la proposicién 6.6-(3)-a) se tiene que si 67 <y 02 si y sélo si, ;NP < O NY
y, por la proposicién 6.4, si y sélo si P(6;NY) < P(62N4); por lo tanto, el resultado
se sigue de la proposicién 6.7-(1).

(3)-a) De la proposicién 6.7-(1) se sigue que P(0 | 9) > 0y P(@ | 9) = 0,
ademds, como #N1Y C ¥ entonces, por la proposicién 6.4, P(@N1) < o luego, por la
proposicién 6.7-(1), P(6 | 9) < 1. Finalmente, como £ N4 = ¥ por la proposicién
6.7-(1), se sigue que P(2 | 9) = 1.

b) De la prosocisién 6.7-(1) se tiene:

(0106, | 9) = Hotpganal = Zggel + S = P01 ] 0) + P02 | 9).

¢) De la proposicién 4.5 se tiene que si 6 es significativo dado 9 si y sélo si,

h 2 0NY <X Iy, por la proposicién 6.4, si y sélo si 0 < P( NJ) < P(I) asi, el
resultado se sigue de la proposicién 6.7-(1).

O

Corolario 6.2. Para todo ) < ¥:
1. Si{0; NV};cs C O es una coleccion de eventos tal que 6; N0 NI =0 para
toda i # k entonces, P(U 0; | ) = ZP(Hj | ).
jeJ jed
2. Para algin evento 6 € © se tiene P(6° | V) =1— P(0 | 9).

Proposicién 6.8. Para cualquier ) < 9:

1. P(- | ¥) es la tdnica medida de probabilidad compatible con la relacion de
incertidumbre condicional <y.
2. (Teorema de Bayes)
Para alguna particion {6;}e; de Q:
P(; | 9) = P(0]0:)P(8:) )
S P(0 | 6:)P(6:)

jeJ

Demostracion. 1. La desmostracién es andloga a la prueba de la proposicién 6.6-(1).
2. Por la proposicién 6.7-(1) se tiene:

P(: | 9) = “5e5 = SR

Asi, el resultado se sigue a partir del colorario 6.1 para ¥ = Uj(ﬂ née,).
([l

Este tultimo resultado 6.8-(2), es una consecuencia matemdtica simple, ya que
la coherencia cuantitativa implica que el grado de creencia sigue las reglas de la
probabilidad.

Dado que {0;};cs forma un particién y Z P(0; | ¥) = 1° entonces, el teorema

J
de Bayes puede ser escrito, para toda j € J, como:
P(0; | 9) o< P9 | 0;)P(9;),

IEsta igualdad se sigue del corolario 6.2.
0. denotard proporcional a.
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dado que siempre es posible normalizar el producto al dividirlo por la constante de
proporcionalidad:

P) = 3" P 0,)P(0).

El teorema de Bayes caracteriza la forma en la cual la creencia inicial sobre los
0%s (P(0;)) es modificada por nueva informacion (), reezaminando y modificando
tal creencia por P(0; | V). Este proceso depende esencialmente de la especificacion
de P(¥ | 8;), la cual refleja como la creencia sobre la nueva informacion obtenida,
varia respecto a los diferentes 05" [5].

Hasta aqui, los principios de coherencia y cuantificaciéon han permitido introducir
una medida numérica para comparar cuantitativamente eventos y consecuencias,
estos principios, también, permiten definir una medida numérica para comparar
opciones.

7. UTILIDAD

La preferencia entre opciones depende, en parte, del “grado de creencia” asociado
a los eventos inciertos involucrados en las opciones pero, también, debe depender del
valor asociado a las consecuencias obtenidas. El axioma 5.2-(1) provee, de manera
intuitiva, una forma de introducir una medida numérica para las consecuencias la
cual es, al menos, una base operacional coherente [5].

Definicién 7.1. La consecuencia c, serd la peor y c¢* serd la mejor consecuencia
en un problema de decision si, para algin otra consecuencia c € C se tiene:

cx 2 c=c”.

No necesariamente las consecuencias c, y ¢* deben existir y petenecer a C. En
adelante, se asumira que existen, por lo que (0, €, A, <) se le llamard, problema de
decision acotado.

Definicién 7.2. Dada una relacion de preferencia <, a la funcion u: C — R se le
llama Funcion de Utilidad vy, la utilidad de una consecuencia ¢ relativa a ¢, < c*
se define como:

u(c) = u(c| cx,c*) = p(0), con 0 € S tal que c ~ {c* | 0, ¢, | 6°}.

Proposicién 7.1. Si (0,C, A, =) es un problema de decision acotado con conse-
cuencias extremas c, < c* entonces:

1. Ve € €, (e | ¢, c*).

2. 510 €0\ {0} entonces, u(c| cx,c*,0) = ulc| cs, c*).

3. 0=wu(cs | ex,¢®) <ule] co,c®) <ulc | i, c®) =1.

11

» P(6;) sera citada como la probabilidad a priori de 0;, j € J.

= P(9 ] 0;)- la verosimilitud de ¥ dado 0, j € J.

» P(6; | 9)- la probabilidad a posteriori de 65, j € J.

= P(W) = Z P(9 | 0;)P(0;)- la probabilidad predictiva de 9.
J€J
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Definicién 7.3. Sea (0,C, A, X) un problema de decision acotado con consecuen-
cias extremas ¢, < c*, 0 <9 ya={c;|0;:j € J}. La utilidad esperada para la
opcion a dado U respecto a ¢, < c* se define como:

= (a] e 9) =3 ule; | cny ) PO | V).
jeJ
Proposicién 7.2. ( Criterio de decision para un problema de decision acotado)

Para algin problema de decision acotado con consecuencias extremas c, < c* vy
0<v:

a; =y ag siy sdlo si u(ay | cx,c*,9) < @(as | ey, c*,9).

Fl resultado anterior, depende de la existencia de las consecuencias ¢, y ¢* y la
omisién, de tal suposicion, hace necesario seleccionar un par de consecuencias- ¢;
y co- como referencia, donde no necesariamente ¢; < ¢ < ¢o para toda ¢ € C. Esto
dltimo generaliza la definicién 7.3 y por tanto, la proposicién 7.2.

Definicion 7.4. Dada una relacion de preferencia < y 0 € . Definimos la utilidad
u(c| c1,c2) de una consecuencia ¢, relativa a las consecuencias ¢1 < ¢z, como:

1. Sic<c1ye~{ca|0,c]| 0 entonces, u(c| ci,c2) = 11;:5(9(9)).

2. Sicpr Rc=xcayc~{eca|b,c1|0°% entonces, u(c|cy,ca) = p(d).
3. Sic>cayca~{c|b,c1]|0°% entonces, u(c|cy,ca) = ﬁ.

Proposicion 7.3. Para todo problema de decision. Sean ¢y, co consecuencias tal
que c1 < c2 ¥, sea ) <9 un evento cualesquiera, entonces:

a; =y ag siy sélo siu(ay | c1,c2,9) <ulag | c1,c2,9).

Hasta aqui, se han presentado diferentes principios que capturan una coleccién
minima de reglas légicas necesarias para la toma “racional”de una decisién llevando,
bésicamente, a las siguientes conclusiones [4]:

1. La preferencia entre consecuencias debe ser medida con una funcién de wutili-
dad, u(c) = u(a,0), que especifique, sobre alguna escala numérica, la desea-
bilidad sobre estas.

2. La incertidumbre de los eventos relevantes debe ser evaluada a través de un
conjunto de distribuciones de probabilidad:

{(p(0 | H,a),0 € O,) :a € A},

que describa su plausibilidad dada la condicion H, bajo la cual la decisiéon
debe ser selecionada.

3. La deseabilidad de las acciones es establecida por su correspondiente utilidad
esperada:

Tla| H) :/ Ula,0)p(0 | H,a)dd, a € A
[C]

a

12Frecuentemente, es méas conveniente trabajar en términos de la funcidn de pérdida definida
por L(a,0) = [Supgca{U(a,0)}] — U(a,8), la cual directamente evalia, como una funcién de 6,
el “efecto”de seleccionar una opcién errénea. La no deseabilidad relativa de una accién a € A es
entonces, evaluada por su pérdida esperada [7]:

T(a| H) =/ L(a,0)p(0 | H,a)dd, a € A.

a
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8. INFERENCIA ESTADISTICA

A pesar de que se ha discutido que el desarrollo descrito anteriormente (que no es
cuestionable cuando una decisién debe ser elegida) es no aplicable a los problemas
de la inferencia estadistica, ya que aparentemente no se considera ninguna toma
de decisién especifica es, sin embargo, demostrable [2] que la inferencia estadistica
sobre 6 tiene realmente la estructura matematica de un problema de decisién, donde
la clase de alternativas es el espacio:

A={p<9\D>:p<9|D>>o,/®p<9|D>d0=1},

es decir, es el espacio de distribuciones de probabilidad finales para 6 dado los datos
D, y cuya funcién de utilidad esperada estd dada por:

/ Ulps(-).0}p(6 | D)do,

la cual determina la cantidad de informacién que, cabe esperar, proporcionen los
datos sobre 6.

Por lo tanto, la teorfa de la decisiéon no sélo provee una metodologia para ocuparse
de problemas de decisién bajo incertidumbre, su desarrollo, en combinacién con un
enfoque operacional de los conceptos basicos, permite visualizar el problema de la
modelacién estadistica como la identificacién o seleccién de una forma particular de
representar la creencia sobre las observaciones, por lo que, la base axiomatica de la
teoria de la decision, proporciona consolidacién a la légica del enfoque Bayesiano.

Asi, la teoria Bayesiana no sélo proporciona un conjunto de métodos para la
resolucién de problemas de decisién concretos, sino, que proporciona ademaés, una
base tedrica sobre la que puede construirse una teoria general unificada que contiene,
como casos particulares, aquellas férmulas estadisticas clasicas cuya utilidad ha sido
demostrada por el tiempo [4].
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VALUACION DE UNA OPCION CALL DIGITAL EN EL
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RESUMEN. El objetivo de este trabajo es analizar el problema de valuacién de
una opcién digital bajo el modelo de volatilidad estocéstica de Heston (1993).
En este modelo la volatilidad v sigue el proceso raiz cuadrada, usado por Cox,
Ingersoll y Ross (1985). Se presentan soluciones analiticas para esta clase de
opciones basados en el trabajo de S. Heston (1993).

1. INTRODUCCION

Las opciones financieras llevan mucho tiempo ejecutandose, en el pasado existia
un mercado libre (OTC) en el cual se firmaban contratos sin ninguna o poca regu-
lacién. Las opciones en acciones fueron comercializadas en una manera organizada
en el Chicago Board Option Exchange en 1973, pero la teoria de valuacién de op-
ciones tuvo su origen en 1900 en “Théorie de la Spéculation” de L.Bachelier. En los
inicios de 1970’s, después de la introduccién del movimiento browniano geométrico,
Fischer Black y Myron Scholes originaron un parteaguas al derivar la férmula de
Black-Scholes la cual es uno de los resultados mas significativos en la valuacion de
instrumentos financieros [3].

El modelo de Black-Scholes-Merton proporciona unos valores tedricos para las
opciones put y call europeas sobre acciones que no pagan dividendos. El argumento
clave es que los inversionistas podian, sin correr ningin riesgo, compensar posi-
ciones largas con posiciones cortas de la accién y continuamente ajustar el ratio de
cobertura (el valor delta) si era necesario. Asumiendo que el precio del subyacente
sigue una caminata aleatoria y usando métodos de calculo estocastico, el precio de
la opcién puede ser calculado donde no hay posibilidades de arbitraje. Este precio
depende sélo de cinco factores: el precio actual del subyacente, el precio de ejer-
cicio, la tasa de interés libre de riesgo, el tiempo hasta la fecha de ejercicio y la
volatilidad del subyacente. Finalmente, el modelo también fue adaptado para ser
capaz de valuar opciones sobre acciones que pagan dividendos.

El modelo de Black-Scholes supone que la volatilidad es constante (Durante
la vigencia del contrato), naturalmente la suposicién de volatilidad constante de
Black-Scholes es incorrecta, en realidad la volatilidad no es constante y ademads es
no predecible. En este trabajo se estudiardn opciones binarias bajo el modelo de
Heston ( En este modelo se considera una volatilidad estocéstica, es decir, el modelo
supone que la volatilidad es un proceso estocéstico.)

Comenzaremos presentando algunos conceptos fundamentales acerca de deriva-
dos y métodos de valuacién.
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Un derivado financiero es un instrumento financiero cuyo pago se basa en otro
instrumento financiero mas elemental, tal como bonos o acciones. Los derivados
mas populares son: contratos forward, futuros, swaps y opciones.

Las opciones estan caracterizadas por su pago no negativo. Existen dos tipos
basicos de opciones: call y put.

Una opcién call da al tenedor el derecho de comprar un bien preescrito, conocido
como el bien fundamental, con un precio especifico, llamado el precio de ejercicio o
precio strike, en un tiempo futuro especificado, llamado fecha de expiracién.

Una opcién put da al tenedor el derecho de vender el bien fundamental, con
un monto acordado, en un tiempo futuro especificado.

Las opciones pueden clasificarse en base al tiempo en el cual pueden ser ejercidas:

e Una opcién Europea se puede ejercer solo al expirar el contrato;

e Una opcién Americana se puede ejercer desde que inicia el contrato hasta la
fecha de expiracion.

En particular en este trabajo nos enfocaremos a las opciones Binarias. Las Op-
ciones Binarias que son relativamente un nuevo método de inversién que ofrecen
un enorme potencial de beneficios.

En la inversién en opciones binarias no se compra la accién o un activo subyacente
determinado, se adquiere un contrato para comprar el producto en una fecha futura.

Las opciones binarias pueden ofrecer altas ganancias de mas del 75% de su
inversién en una hora, con solo predecir la direccién en la que se movera el mercado
en el periodo de tiempo determinado [4].

Se conoce como opcién binaria al solo haber dos posibilidades de inversion “call”’o
“put” (sube o baja el mercado), la opcién en la que usted invierte se encuentra por
encima o por debajo del valor financiero que se estipul6 a la hora y fecha citada,
caso en el que usted recibiria o no sus beneficios.

1.1. ;Por qué Opciones Binarias? En 2007 la cimara de Opciones (Options
Clearing Corporation) presenté una propuesta para el cambio de reglas para per-
mitir el negocio de las opciones binarias en los principales mercados.

A principios de 2008 la Securities and Exchange Comission (SEC) aprobé cambio
de reglas, con lo que aprobaba la legalidad de listar en los mercados los contratos
de opciones binarias.

En mayo de 2008, la American Stock Exchange se convirti6 en la primera insti-
tucién en ofrecer publicamente opciones binarias y el CBOE hizo lo mismo en junio
de ese ano.

La SEC aprobé cambio de reglas, por lo que es legal para los mercados la lista de
opciones binarias como contratos negociables. En mayo de 2008, la North American
Derivatives Exchange (NADEX) se convirtié en la primer institucién en ofrecer
publicamente las opciones binarias y el Chicago Board Options Exchange (CBOE)
hizo lo mismo en junio.

Una vez que aparecieron las opciones binarias en estos importantes mercados
financieros, se convirtieron en una parte importante del mercado cambiario y trajo
como consecuencia las regulaciones gubernamentales y los impuestos.

Ademis, invertir en Opciones binarias puede ofrecer algunas ventajas respecto
a otros tipos de inversion:

¢ El mercado de las opciones binarias ofrece multiples posibilidades de inversién:
acciones, metales, divisas, indices bursatiles, etc., con lo que podemos disenar una
estrategia a nuestro gusto y preferencia.
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e Funcionamiento las 24 horas del dia, algunos de los productos que ofrecen las
opciones binarias cotizan 24 horas al dia o se encuentran en diferentes franjas ho-
rarias con lo que podemos invertir en multitud de productos financieros en cualquier
momento.

e El mercado de las opciones binarias ofrece altos beneficios ya que en una
operacién de poco tiempo como la de una hora se puede obtener hasta un 200 %.

e Es un mercado sencillo y no se necesita estar altamente calificado para invertir
en él.

e Se sabe de antemano los beneficios y pérdidas que se pueden obtener, con lo
que el inversionista puede calcular mas precisamente su estrategia.

e Es un mercado dindmico en el que operaciones cortas, normalmente de una
hora, puede dar mucha emocién y beneficios.

e Se puede empezar en el mercado de las opciones binarias con poco dinero,
muchos brokers ofrecen cuentas desde solo $ 100 e incluso algunos menores.

1.2. Funcién de pago. Sea S el precio actual del bien fundamental y K el
precio strike. Entonces, al expirar una opcién call europea vale:

(1) C(S,T) =max(Sr — K,0)

Esto significa que el tenedor ejercera su derecho solo si S7 > K y su ganancia
es ST — K. En otro caso, si Sp < K, el tenedor comprara el bien fundamental en
el mercado y entonces el valor de la opcién es cero.

La funcién (1) del bien fundamental es llamada la funcién de pago.

La funcién de pago de una opcién put europea es:

(2) P(S,T) = max(K — St,0)

Cualquier opcién con un pago mas complicado que el usual al put y call es llama-
da una opcién exdtica. En teoria existe un ntimero ilimitado de opciones exéticas
posibles pero en la préactica solo hay unas cuantas que son utilizadas: digitales u
opciones binarias, opciones lookback, opciones barreras, opciones compuestas, op-
ciones Asiaticas.

Una opcién digital o binaria es un contrato cuya liquidacién (funcién de pago)
depende de forma discontinua del precio final del bien fundamental. Para un opcién
call Cash-or-Nothing con precio strike K en el tiempo T, el pago es una funcién
Heaviside [20]:

_ _ )(7 si ST 2 K,
(3) BCC(S,T) = XH(St — K) = { 0, si Sy < K,
y para una opcién put Cash-or-Nothing

o o X, si Sy < K,
(4) BCP(S,T) = XH(K — St) = { 0. si Sp > K,

donde X es una cantidad fija.
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2. FORMULA DE BLACK-SCHOLES.

En 1973 Fischer Black y Myron Scholes obtuvieron una ecuacién diferencial
parcial que provee el precio de un bien en el cual una opcién esta basada, entonces
se resuelve la ecuacién para asi obtener el precio justo de la opcién [3].

En lo que sigue se utiliza la siguente notacién

S - el precio del bien fundamental;

K - el precio de ejercicio;

t - fecha actual;

T - fecha de madurez;

T - tiempo para madurar, 7 =T — t;

r - tasa de interés libre de riesgo;

v - desviacién estandar del bien fundamental, es decir, la volatilidad;

1 - tasa de cambio.

Las suposiciones utilizadas para derivar la ecuacién diferencial parcial de Black-
Scholes son:

e ¢l valor del bien fundamental sigue una distribucion lognormal:

(5) dS = pSdt +vSdw,

donde el término W (t) es un proceso estocastico con media cero y varianza ¢ cono-
cido como un proceso de Wiener;
el cambio p, y la volatilidad v, son constantes durante la vida de la opcioén;
no hay costos de transaccion o impuestos;
no hay dividendos durante la vida de la opcion;
no hay oportunidades de arbitraje;
el comercio de derivados de seguridad es continuo;

e la tasa de interés libre de riesgo es constante durante el tiempo de vida de la
opcion.

A continuacién se proporciona el resultado méas importante del calculo estocasti-
co: el lema de Ito. Este lema es una regla para encontrar la diferencial de una
funcién de una o mas variables que siguen una ecuacion diferencial estocéstica.

Lema 2.1 (Férmula de Ito unidimensional). Sea x(t) una variable que sigue la
ecuacion diferencial estocdstica

dx(t) = a(z,t)dt + b(x, t)dW.

Ademds, sea F(z(t),t) € C%! una funcion al menos dos veces diferenciable. En-
tonces la diferencial de F(z,t) esta dada por

OF OF 10°F oF
(6) dF = | (@, t) + - + 77b2(w,t) dt + = —b(x, t)dW.
Demostracion. La demostracion de este lema y el caso multidimensional se encuen-
tran en [11]. O

Usando el lema de Ito y las suposiciones anteriores, Black y Scholes obtuvieron
la siguiente ecuacién diferencial parcial para el precio de la opcién V (S, t)
av 1 0%V oV
4+ = 252

(7) E 2’U 852 T’S%*TV:O
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Para obtener una tnica solucién para la ecuacién de Black-Scholes debemos
considerar condiciones finales y de frontera. Restringiremos nuestra atencion a la
opcién call europea, C(9,1).

En la madurez, t =T, el valor de una opcién call es

(8) C(S,T) = maz(Sy — K, 0),

asi, ésta es la condicién final.

Las condiciones de frontera en el precio del bien son aplicadas en S = 0 y cuando
S — oo.

Si S = 0 entonces dS es también cero y por lo tanto, S nunca cambia. Esto
implica que en S = 0 se tiene

9) C(0,t) = 0.

Obviamente, si el precio del bien crece sin cota S — oo, entonces la opcién sera ejer-
cida independientemente de cuan grande sea el precio de ejercicio. Asi, cuando
S — o0 el valor de la opcién se convierte en el valor del bien:

(10) C(S,t)= S, S — oo.
Ahora tenemos el siguiente problema con valor en la frontera:

%—f + %0252?:9% +rsg—§ —rC =0,
C(0,t) =0; C(S,t) = S cuando S — oo,

C(S,T) = max(St — K,0).

La solucién analitica de este problema tiene la siguiente forma

(11) C(S8,1) = SN(dy) — Ke " T=DN(dy),
donde

_log(S/K) + (r+ 3v*) (T — 1)
(12) dy = S |
Yy
(13) dy = log(S/K) + (7“ — %02) (T —1)

vV —t ’

en donde N (z) es la funcién de distribucién acumulativa de la distribucién normal
estandar.

Similarmente el precio para una opcién put europea es:

(14) P(S,t) = —SN(—dy) — Ke " T~ N(—dy).

En el caso de una opcidn call Cash-or-Nothing, donde se tiene la siguiente condi-
ci6n final BCC(S,T) = XH(St — K), la solucién para el precio de la opcién es
[4]

(15) DC(S,t) = Xe "T=ON(dy).
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Y para el caso de una opcién put Cash-or-Nothing, con la siguiente condicién final
BCP(S,T) = XH(K — St), la solucién para el precio de la opcién es [4]

(16) DC(S,t) = Xe T8 (1 — N(dy)).

3. MODELO DE VOLATILIDAD ESTOCASTICA DE HESTON.

En el modelo de Black-Scholes se supone que la volatilidad es constante. Natu-
ralmente la suposicién de Black-Scholes es incorrecta y en realidad la volatilidad no
es constante y ademas es no predecible. Este hecho conlleva al desarollo de modelos
de volatilidad estocética, en los cuales se supone que la volatilidad es un proceso
estocéstico.

Supongamos que S satisface

(17) dS = pSdt + vSdWwh,

y ademas que la volatilidad sigue el proceso estocéstico:

(18) dv = p(S,v,t)dt + q(S,v,t)dW>,

donde los dos incrementos dW; y dWs tienen correlacién p.

En este caso el valor V' no es solo una funcién de S y ¢, también es funcién de la
varianza v, V' (S, v,t). La ecuacién diferencial parcial que rige el precio de la opcién
es una generalizacién de la ecuacién de Black-Scholes

v | 1,202V 2’V 1,20°V
(19) ot 4:93“ S g5z T PVSU5ge, + 24 G

+rS9% 4+ (p— Aq) 2L +rV =0,

donde X es el precio de mercado del riesgo por volatilidad.

Ejemplos de estos modelos en tiempo continuo incluyen Hull y White [9], Johnson
y Shanno [10], Wiggins [18], Stein y Stein [16], Heston [7], Bates [2] y ejemplos en
tiempo discreto incluyen a Taylor [17], Amin y Ng [1] y, Heston y Nandi [8].

Entre éstos modelos, el modelo de Heston es muy popular por tres principales
razones:

e 1o se permiten volatilidades negativas;

e se permite la correlacion entre las ganancias del bien y la volatilidad;

e tiene una férmula de valuacion cerrada.

La férmula de valuacién de la opcién en el modelo de Heston es calculada bajo
la suposicién de que el precio de la accidén y su volatilidad siguen los procesos
estocaticos

(20) dS(t) = S(t)[udt + /v(t)dW1(t)],

y

(21) dv(t) = k(0 — v(t))dt + /v(t)dWa(t),
donde

(22) Cov[dW,(t), dWs(t)] = pdt.

Finalmente, el precio de mercado del riesgo por volatilidad estd dado por:
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(23) A(S,v,t) = Av.

De acuerdo a la ecuacién (19) tenemos la siguiente ecuacién diferencial parcial
para el modelo de Heston

02
9V 4 125200 4 pavS d‘gé/” + 1o}
+r565+[k(0 v) — ]G+ 1V =0.
Los detalles de la ecuacion anterior y su solucién en forma cerrada, para una opcién
call europea, se encuentran en Heston [7].

(24)

4. SoLUCION DE FORMA CERRADA PARA UNA OPCION CALL DIGITAL EN EL
MODELO DE HESTON

En lo que sigue, resolveremos la ecuacién difrencial parcial (24) sujeta a la condi-

cién final

B [ X, if S7 > K,
(25) BCC(S,v,T) = XH(Sy — K) = { 0 it s < k.

Para simplificar el trabajo se hace la siguiente sustitucién x = In[S], U(z,v,t) =
V (S, v,t). Entonces la ecuacién (24) se transforma en

U 1,0°
8t+ UU@U +pavé)z§v+§v 2

(26)
+(r=32) & + k(0 —v)— W] +rU =0.

De forma anéloga a la férmula de Black-Scholes (15), se espera una solucién de
la forma

(27) BCC(S,v,t) = Xe TP,

donde P es la probabilidad correspondiente a N(dz) en el caso de volatilidad con-
stante. P es la probablidad condicional de que la opcién expire “en el dinero” (in
the money) dado que

(28) P(z,v,T;in[K]) = Pr[z(T) > In[K]/z(t) = z,v(t) = v].

Ahora se sustituye el valor propuesto para BCC(S,v,t) en la ecuacién (26). Se
obtiene:

2 2
e*” ap +rPe ™" + cr ve’”af + pove™ "7 gx(; + %Ue’”—gxf—k
(29)

+(r—20)e 2L L [k (0 —v) — M]e T 4 rPeTT = 0.

Esto implica que P debe satisfacer la ecuacién

152, O2P 9P 1.\ oP
8t+ 20 Vg2 +p0v8w8v+2vé)w ‘*‘(7"_5“)%

(30)
+[k (0 —v) — \]ZE =0,

sujeta a la condicion final
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(31) P(z,v, T;In[K]) = Liz>ink)}-

Las probabilidades no estan inmediatamente disponibles en forma cerrada, pero la
siguiente secciéon muestra que su funcién caracteristica satisface la misma ecuacion
diferencial parcial (30).

4.1. La funcién caracteristica. Supongamos que tenemos dos procesos
(32) dx(t) = (r— fv ))dt + /v(t)dWn (t

(33) du(t) = [k(0 — v(t)) — Mo(B)]dt + o\/v(t)dWa(?)
(34) cov[dW, (), dWs(t)] = dt,

y una funcién dos veces diferenciable

(35) f@(t),v(t),t) = Elg(x(T),v(T))/x(t) = z,v(t) = v].

Aplicando el lema de Ito, se obtiene

1 02 o2 1 82 9
@ = (Goto s +prvad 4 Sy < ) o
of  of

+ (T — ;v> %dﬂﬁ + [k (0 —v) = Ao]dWs.

Ademds, mediante esperanzas iteradas, sabemos que f(xz(t),v(t),t) es una martin-
gala, por lo tanto, el coeficiente [df] desaparece, i.e.,

o2 f 0%f 1 0%f 1\ of
0 P B +a+( 2”)895
8f of _

La ecuacién (35) impone la condicién ﬁnal

(37) f(@,0,T) = g(z,v).
Dependiendo de la forma de la ecuacién de g, la funcién f representa diferentes
objetos. Eligiendo g(z,v) = €'?* la solucién es la funcién caracteristica, la cual
estd disponible en forma cerrada. Para resolver la ecuacién diferencial parcial (36)
con las condiciones anteriores invertimos la direccién del tiempo 7 = T — t. Esto
significa que debemos resolver la siguiente ecuacién
2 82 1 82
L TN
Yo oxdv 2 Oz

(38) + (’I" - 21}) 8f + k(O —v)— /\v]% - % 0,
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sujeta a las condicion inicial

(39) f(z,v,0) = e"”.

Suponemos una solucion de esta ecuacion, es de la forma

(40) flz,v,) = CMFDMvtier

con condiciones iniciales C'(0) = D(0) = 0.
Esta “suposicion’és debido a la linealidad de los coeficientes.
Sustituyendo (40) en la ecuacién (38) se tiene que

1 1
5a%]ﬂf + povipDf — §<p2f +

+ (r— ;v) ipf +[k(0—v)— ]Df — (C"+ D'v)f =0.
Por lo tanto,

1 1 1
v (202D2 + poipD — 5902 - 52’@ —(k+ XD - D’) +
+ (rip + kD — C") = 0.

Esto puede ser reducido a dos ecuaciones diferenciales ordinarias

1 1 1
(41) a) D' = 502D2 + poipD — 5(,02 - 52’@ —(k+\)D,
y
(42) b) C' =rip+ koD.
a) Resolveremos la ecuacion diferencial de Riccati
1 1 1
D' = —0*D? + (poip —k — \) D — —¢* — —ip,
2 2 2
usando la sustitucién
E/
D=—-——.
SE
Se sigue que
" , , o/ 1, 1,
(43) E" — (poip—k— N FE +? ¥~ glp =0.

Entonces la ecuacién caracteristica es
2
. g .
z? — (pcrchfkf)\)erZ (—¢* —ip) = 0.

Consecuentemente, si introducimos la siguiente notacién

d= \/(paw — k= X)? = 02 (=% — ip),

entonces la ecuacién (43) tiene la solucién general

E(7) = Ae™" + Be™7,
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donde

(poip —k—X)+d
T1,2 = .
2
Las condiciones de frontera

conducen a

A= 9E0O)
g—1
s EO)
g—1
donde g = % De esto obtenemos
E
Br) = 28 (gernr ),
E(0
E/(T) _ ( ) (gxlexﬂ' _ xzelg‘r)’
g—1
y por lo tanto,
2 F 2 (e*2T — e™17)
D -2 = =
(T) 0-2 E 0-2 Z2 (63327' _ gexlT)

Por consiguiente, nuestra ecuacién tiene la siguiente solucién

_ ; _ pdr
(44) D(T):k+)\+d ,oacpz[l e ]7

o2 1— ged'r

donde

d= \/(paw — k=) = 02 (=% — ip),

_poip—k—X—d
C poip—k—\+d

(45)

b) La segunda ecuacién puede ser resuelta mediante integracién

E

0 1
C(r) = ripr+ k:@/ (— UQE)ds
T 2
= ripr — Q—M ' EIds
o2 ), E
= 7T — Q—WIHE(T).
o2 E(0)

Se sigue que

(46) C(T):m’gm—fg (k+)\+dfpag0i)772lnm

(1- gedw] |



MODELO DE HESTON 253

4.2. Solucién de la opcion call digital. Se puede invertir la funcién caracte-
ristica para obtener las probabilidades deseadas, utilizando un resultado estandar
en probabilidad, esto es, si F'(z) es una funcién de distribucién uni-dimensional
y f su correspondiente funcién caracteristica, entonces la funcién de distribucién
acumulativa F'(x) y su correspondiente funcién de densidad ¢(x) = F'(z) puede
ser recuperada via

(47) o) =5 [ Tt dr,

2r J_

1 1 [ el f(—t) —e Uof (1) it

(48) F(I):§+§ ; i )
(49) F2) = % +71T/0°O Re {ez{(t)] dt.

Este resultado es demostrado por J.Gil-Pelaez en [2].
Asi, obtenemos las probabilidad deseada

1 1 [
(50) P(z,v,t;In K) = 3 + 7/ Re [e
0

™

_zgalrle (x’ U7 t7 Lp) d(‘O
) '

Se puede resumir las relaciones anteriores en el siguiente Teorema

Teorema 4.1. Consideremos una opcion call digital en el modelo de Heston, con
precio strike K y fecha de madurez 7. Entonces el precio actual esta dado por la
siguiente formula

DC(S,v,t) =e P,
donde la funcion de probabilidad, P esta dada por

1 1 o0 —ipln K ¢
P(CC,v7t;an):§+f/ Re |:e fj(LU, ;%) do,
T Jo 1

y la funcion caracteristica es

f(l‘, v, 7_) — 6C(T)+D(T)’U+i<pm’

donde C(1) y D(7) estan dados por (46) y (44) respectivamente.

CONCLUSIONES

En este trabajo se analiz6 el problema de valuacién de una opcién digital bajo el
modelo de volatilidad estocdstica de Heston (1993). Se considero que la volatilidad
v sigue el proceso rafz cuadrada usado por Cox, Ingersoll y Ross (1985).

Se presentan soluciones analiticas para el caso en el que la opcién binaria es una
opcién Cash-or-Nothing, basados esencialmente en el trabajo de S. Heston (1993).
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RESUMEN. En este trabajo se presenta una breve introduccién a una teoria
de convergencia y puntos clausura basada en k-redes, asi como también, se
dan algunos resultados bésicos acerca de dicha teoria. Para finalizar se da
una caracterizacién alternativa a la que ofrece Meyer en [4], para los espacios
k-Red y k-Fréchet.

1. INTRODUCCION

Las Redes y filtros son dos enfoques principales para una teoria general de puntos

de convergencia y clausura en la topologia. Cada teoria tiene sus propios defensores.
El término de Red es més intuitivo debido a su estrecha relacién con las sucesiones
y, generalmente, es mas preferido por los analistas. Los Filtros, por otro lado, son
tal vez méas elegantes y flexibles y suelen ser la opcién preferida de topdlogos.
El objetivo de este trabajo es realizar un estudio introductorio de puntos de con-
vergencia y puntos clausura usando un tipo especial de red llamada x-red, con el fin
de dar una definicién alternativa al concepto de espacio k-Red y espacio x-Fréchet
en términos de x-Redes. Cabe resaltar que el presente trabajo estd basado en el
articulo de Hodel[l].

2. UNA INTRODUCCION A LAS K-REDES. p-CONVERGENCIA Y PUNTOS
p-CLAUSURA.

Para dar inicio a nuestro trabajo, daremos algunas definiciones y notaciones;
aquellos aspectos no presentados, referentes a los espacios topoldgicos y de la teoria
de conjuntos, se pueden consultar en [3] y el capitulo 1 de [4], respectivamente. A
lo largo de este trabajo, usaremos k , A y 6 para denotar cardinales infinitos y « ,
B, vy 6 para denotar ordinales.

Recordemos unas definiciones:

Definicién 2.1. Sea X un espacio topoldgico y A un subconjunto de X. Diremos
que:

- X es Fréchet si dado A C X y para cualquier ¢ € A, existe una sucesién
() en A que converge a q.
- A es secuencialmente cerrado si tiene la propiedad de que para cualquier
(xn,) sucesién en A que converge a g, entonces g € A.
257
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- X es secuencial si todo subconjunto secuencialmente cerrado de X es un
conjunto cerrado.

Definicién 2.2. Sea X un espacio topoldgico. Definimos el caracter de X en el
punto x € X como:

X(X,z) =min{|V| : V es base local para z}

Definicion 2.3. Sea X un conjunto. Una k-sucesion en X es una funcién ¢ : k —
X, donde k es un cardinal infinito. Para cada o € k, denotamos ¢(«) = x4. Asi,
una k-sucesién en un conjunto X, se denota por (zq : a < K).

Observacion 2.1. Todo espacio primero numerable es un espacio Fréchet y todo
espacio Fréchet es un espacio secuencial.

Definicion 2.4. Sea X un conjunto y x un cardinal infinito. Una x-red en X es
una funcién € : [k]<¥ — X; donde [k]<¥ = {F C & : F es finito} y es dirigido por
la relacién de contencién C. La s-red € es denotada por (zp : F' € [k]|<%), o sélo
(xr), donde, para cada F € [k]<Y, zp = £(F).

Es sencillo ir y venir entre x-redes y filtros.

1. Sea (xp) una k-red, y para cada F € [k]<¥,sea Ap = {zg : G € [k]<Wy F C
G}. El filtro asociado a (zp) tiene como base de filtro a {Ap : F € [k]<“}.

2. Sea £ un filtro de cardinalidad «, digamos £ = {L, : « € k}. Una k-red
asociada con £ es (xp), donde xp € ({Ly : @ € F} un punto cualquiera
fijo, para F € [k]<¥.

Es posible verificar que con estas contrucciones las propiedades usuales se pre-
servan; por ejemplo, (xp) converge a ¢ si y sélo si el filtro asociado converge a ¢
(Vea [2]).

De aqui en adelante, trabajaremos con un operador, p, que asocia a cada sub-
conjunto abierto V' de un espacio topolégico X, un subconjunto (no necesariamente
abierto) p(V) de X y que satisface las propiedades siguientes.

Para cualesquiera abiertos U y V en X:

1. V.Cp(V)
2. SiU CV, entonces p(U) C p(V).

Dado un operador p, la p-clausura de A C X, denotada A”, es definida por:

AP ={z e X :VV €V, p(V)N A # 0}; donde V,, denota al conjunto de vecin-
dades abiertas de x. Si A? = A, diremos que A es p-cerrado.

En el presente trabajo, centraremos nuestra atencién en tres elecciones para p:
p(V) =V, p(V) =V o p(V) = int(V). Para estas elecciones de p, tenemos la
siguiente notacién y terminologia:

1. p(V) =V: AP es denotado por A y es llamado la clausura de A.
2. p(V) =V: A? es denotado por A’ y es llamado la #-clausura de A.
3. p(V) = int(V): AP es denotado por A° y es llamado la -clausura de A.

Proposicion 2.1. Para cualquier A C X, AP es cerrado.

Demostracion. Sea x € AP, entonces para todo U abierto en X tal que x € U,
UNAP #£0. Sea V€V, veremos que p(V)N A # (. Como x €V y V es abierto,
entonces V N A” # (), entonces existe y € V N A” lo cual implica que y € V y para
todo W eV, p(W) N A#0, entonces p(V) N A # (; luego, x € A? y por tanto A”
es cerrado. (]
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De la proposicién anterior, tenemos el siguiente resultado para las distintas elec-
ciones de nuestro operador p:

Proposicién 2.2. Para todo A C X, A C A C A?, y cada uno es un conjunto
cerrado.

Demostracion. Sea A C X, el hecho de que cada uno de ellos es cerrado se sigue
de la observacién anterior. Veamos las contenciones:

- A C A% se da por hecho que para todo V abierto, se tiene que V C int(V).

- A% C A% se da por hecho que para todo V abierto, se tiene que int(V) C V.

Asi, A C A% C A? y cada uno de ellos es cerrado. (|

Una condicién que nos asegura la igualdad entre los conjuntos resultantes de la
eleccién de nuestro operador p, se da en el siguiente resultado:

Proposicién 2.3. Sea X un espacio reqular y A C X. Entonces A= A% = A,

Demostracion. Por la proposicién anterior ya se tiene que A C A% C A?. Veamos
las contenciones opuestas.

Primero demostremos que A? C A%. Sea z € A?, entonces para todo V € V,
VNA#(]. SeaV €V,, probemos que int(V) N A # ().

Supongamos que int(V) N A = @, entonces A C X\int(V) donde X\int(V)
es cerrado en X. Notamos que x € int(V) ya que x € V, V es abiertoy V C V.
Ahora, como X es regular, existen Uy, Us abiertos con UjNUs = @ tales que z € Uy y
X\int(V) C Us. Por lo tanto existe U; € V, tal que U;NA = (), pues de lo contrario,
si Uy N A # (), entonces existe y € U; N A, entonces y € A C X\int(V) C U, y para
todo W abierto tal que y € W, WNU; # (. Como U, es abierto y y € U, entonces
Uy NU; # 0 lo cual es una contradiccién. Por tanto U; € V, y Uy N A = 0 lo que
también es una contradiccién, pues € A?. De donde, int(V) N A # 0 y por tanto
x € A% Asi, A? C AS.

Ahora veamos que A% C A. Sea z € A?, entonces para todo V € V, int(V)NA #
(. Sea V € V., demostremos que VN A # 0.

Supongamos que V N A = (), entonces A C X\V, donde X\V es cerrado en
X. Como z € V y X es regular, existen Uy, Uy abiertos con Uy N Us = () tales
que x € Up y X\V C Us,. Por lo tanto existe U; € V, tal que int(U;) N A = 0,
pues de lo contrario, si int(U;) N A # () entonces existe y € int(Uy) N A, entonces
y€ AC X\V C U,y para todo W abierto tal que y € W, W NU; # ). Como U,
es abierto y y € Uy entonces Us N U; # 0 lo cual es una contradiccién. Por tanto
Uy €V, yint(U)NA=0lo que también es una contradiccién pues = € A°. Asi,
VNA#(y por tanto x € A°. De donde, A° C A
Con todo, se dan las igualdades deseadas. O

Definicién 2.5. Sean p un operador, X un espacio topoldgico, ¢ € X y (xr) una
k-red en X.
1. El punto ¢ es un punto p-clausura de (xp), si para cualquier V € V, y
cualquier F' € [5]<¥, existe G € [k]<“ tal que F' C Gy z¢ € p(V).
2. La k-red (zp) p-converge a g, lo que denotamos
TF —pq

si para toda V € Vg, existe F' € [k]<“ tal que para toda G € [k]<¥ con
F C G, tenemos que zg € p(V).
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NOTA: Sea (xp) una s-red en X. Usaremos la terminologia siguiente para los
casos particulares listados a continuacién:

1. Si p(V)) = V: q es un punto clausura de (zp) y (xp) converge a g;
2. Si p(V) =V: qesun punto 6-clausura de (xp) y (rr) f-converge a q,
3. Si p(V) =int(V): q es un punto J-clausura de (xr) y (zr) d-converge a q.
Construccién util: Sea ¢ € X, {V,, : @ € k} una base local de ¢, y sea (xp)
una -red en X tal que, para cada F' € k<, xp € p((,cp Va). Entonces zp —, q.

Demostracion. Sea V. € V, y veamos que existe F' € [k]|<“ tal que para cada
G e [K]<YF C G zg € p(V).

Como V' € V, entonces existe ag < k tal que Vo, C V. Definimos a F' = {ao},
asi F C ky |F| =1, es decir, F € [k]<“. Sea G € [k]<* tal que F C G, entonces
g € p(Naca Va) € p(Va,) € p(V). Por lo tanto xp —, q. O

Lema 2.1. Sean p un operador, X un espacio y sea q € X.
1. Si(xp) es una k-red en X y xp —, q, entonces q es un punto p-clausura de
(zF).
2. 51t x(X,q) < k yq € AP, entonces existe una k-red, {xp), en A tal que
TF —7p Q.

Demostracion. Veamos 1: Sea (zp) una r-red en X tal que zp —, ¢q. Sea V € V,
y sea F' € [k]<¥. Como zp —, ¢, entonces para V, existe Fy € [k]<“ tal que para
todo G € [k]<“ con Fy C G se tiene que z¢ € p(V). Definimos a G = FUF € [k]<¥
y tenemos que para F, existe G € [k]<%, con F C G, tal que z¢ € p(V). Por lo
tanto para cada V € V, y para cada F € [s]<¥, existe G € [k]<* F C G tal que
zg € p(V) y por tanto g es un punto p-clausura de (zp).

Veamos 2: Supongamos que x(X,q) < ky g € A? donde A C X. Notamos que
como ¢q € AP, entonces para todo V€ V, p(V)NA # 0. Sea V ={V, : o < K}
base local para ¢ tal que |V| = x(X,¢q). Ahora, para cada F € [k]<* tomamos a
rr € p((Naecr Vo) N A un punto cualquiera fijo. Notemos que, en efecto, podemos
tomar tal punto ya que para cada F € [k]<“ se tiene que (\,cp Vo # 0, pues
para todo a < k ¢ € Vg, mds aun, para cada F' € [k]Y p((yep Va) NA # 0,
pues (\,cp Va € Vq. Dado lo anterior, definimos a & : ([x]<*, <) — (X, 7) como la
funcién tal que para cada F € [5]<% : {(F) = xp y asi tenemos que £[[k]<¥] C A4,
es decir, & estd en A, mas aun, como para cada F' € [k]<“, zr € p((,cp Va), POr
la construccién 1til, implicamos que xp —, ¢. Por lo tanto existe (zr) r-red en A
tal que zr —, q. O

Definicién 2.6. Sea £ una x-red en X. Una A-subred de £ es obtenida como sigue:
Sea H una funcién de [A\]<“ hacia [k]<“ tal que para todo F € [\]<%, FNx C H(F).
Entonces o H es una A-subred de £ y es denotada como (zg(py : F € [A]<) o sélo
(Tr (), donde 2 (py = (o H)(F). Note que en el caso en que A < , la condicién
sobre H, se reduce a F C H(F).

Lema 2.2. Sea (xp) una k-red en X y sea q un punto p-clausura de (xr). Entonces
existe una \-subred de (xp) que p-converge a q.

Demostracion. Sea V = {V, : @ < A}, una base local para q.

Afirmacion: Para cada F € [A]<¥, existe H(F) € [k]<“ tal que FNk C H(F) y
rry € p({Vo : € F}). Sea F € [A|<¥, por un lado sabemos que ((,cp Vo €V
y que F Nk € [k]<¥, como ¢ es un punto p-clausura de (zp), entonces existe
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G e [s]<% tal que FNKk C Gy xg € p((pep Vo). Basta definir a H(F) = Gy
usando la construccién 1til se tiene que xg(ry —, q. ([

Considere la propiedad fundamental siguiente de redes y subredes: Si una red
converge a ¢, entonces toda subred de ésta también converge a q. Esto se logra como
sigue: Una subred de una red (z4 : d € D), tiene la forma (z;(e) : e € E); donde
FE es un conjunto dirigido y f : E — D, es una funcién tal que para todo dy € D,
existe eg € F tal que si e > eg, entonces f(e) > dy (Para mas detalles acerca de
redes, vea [5]). En la teorfa de k redes, ésta idea es capturada por F' Nk C H(F)
y £ < X como sigue: sea Fy € [k]<¥; entonces Fy € [A|<¥, y si Fy C G € [A]<Y,
entonces Fy C H(G) (prueba: Fy = FyNk C GNk C H(G)). Con esta observacién
tenemos:

Lema 2.3. Sea (xp) una k-red en X y sea (vp(p)) una \-subred de (xp) con
k<A

1. Sizp —, q, entonces Typy —p q-
2. Si q es un punto p-clausura de (g (), entonces q es un punto p-clausura

de (xFp).

Demostracion. Veamos 1: Supongamos que xr —, ¢ y sea V € V,. Por demostrar
que existe H(F) € [£]<“ tal que para cada G € [A\]<* con H(F) C H(G), zp) €
p(V). Como xzr —, ¢, entonces existe F' € [k]<“ tal que para cada G € [k]<“ con
F C G, zg € p(V), entonces existe F € [A\|<“ tal que para cada G € [k]<* con
F C @G, zg € p(V), entonces existe H(F') € [k]<“ tal que para cada G € [\]<% con
H(F) C H(G), zg € p(V). Sea G € [A]|<¥ tal que H(F') C H(G). Notemos que
e € p(V), pues F = FNr C H(F) C H(G).

Veamos 2: Sea ¢ un punto p-clausura de (zgpy) y sean V € V, y F € [k]
Veamos que existe G € [k]<¥ talque F C Gy z¢ € p(V). Como F € [k]<¥, entonces
F € [A]<“, entonces existe G € [\]<* con H(F) C H(G') tal que Ty € p(V).
Definimos a G = H(G') y asi tenemos que existe G € [k]<“ tal que F C Gy zg €
p(V) (El hecho de que F C G se dapor: F=F Nk C H(F)C HG) =G). O

<w

Definicién 2.7. Una k-red, (zp) en X es universal si dado cualquier A C X,
exactamente una de las siguientes se verifica:

1. Existe F € [k]<“ tal que si F' C G, entonces zg € A;
2. Existe F' € [k]<“ tal que si F' C G, entonces zg € X \ A.

Lema 2.4. Sea {(xp) una x-red universal en X y sea q un punto p-clausura de
(xF). Entonces xp —, q.

Demostracion. Sea V € 'V, entonces p(V) C X.

Afirmacion: Existe F € [k]<“ tal que si F C G, entonces zg € p(V). En efecto,
pues de lo contrario, como (zp) es universal, entonces existe F' € [k]<¥ tal que
si I C G, entonces zg € X\p(V), por otro lado como ¢ es un punto p-clausura
de (zp), entonces para cada V € V, y para cada F € [k]<¥, existe G € [k]<¥
con F' C G tal que zg € p(V), en particular para V' y F' que tomamos, existe
G € [k]<¥ con F C G tal que z¢ € p(V), lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, existe F' € [k]<% tal que si F' C G, entonces z¢ € p(V) y asf implicamos que
existe F' € [k]<% tal que para cada G € [k]<¥ con F C G z¢ € p(V) y por tanto
TF —p q. O
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Lema 2.5. Sea (xp) una k-red en X. Entonces existe una \-subred de (xp) con
A > Kk que es universal.

Demostracion. Para cada F € [k]<¥, sea Ap = {z¢ : G € [k y F C G}.
Notamos que para todo Fy, Fy € [k]<% se cumple lo siguiente:
L Ap, #0

2. Apur, € AR, NAFR,
La propiedad 1, se cumple ya que para cada F' € [k]<“, zr € Ap. La propiedad 2,
se cumple por lo siguiente: Sea y € Ap,uF,, entonces y = x¢ para algin G € [k]<¥
con i UFy, CG,yyaque Fi, Fo CFyUF, CG,entoncesy € Ap, vy € Ar,, €s
decir, y € Ap, N Ap,. Por lo tanto Ap,up, € Ap, N Ap,. Luego, de 1 y 2 se tiene
que la coleccién {Ap : F € [k]<“} satisface la propiedad de la inteseccién finita
(PIF). Sea {U, : @ < A} un ultrafiltro sobre X tal que {Ap : F' € [s]<%} C {U, :
a < A} (podemos suponer que A > k). (Notamos que, en efecto, podemos tomar
tal ultrafiltro, pues la coleccién {Ar : F' € [k]<“} es base de algin filtro, digamos
F, entonces existe un ultrafiltro U que contiene a F, asi tenemos las siguientes
contenciones: {Ap : F € [k]<¥} C F C U). Ahora bien, definimos a una funcién
H : M\~ — []<¥, como sigue:

Sea F € [A|<¥, entonces FF Nk € [k]<¥, por la PIF, Apn, N (NacrUs) # 0.
Luego, para cada F' € [A]<%, fijemos:

Z2F € Apnk N (ﬁaeFUa).

Puesto que zp € Apny, existe Gr € [k]<% tal que zp = 26, y F Nk C GF.
Definimos a H(F) = Gp para cada F € [A]<¥ (notamos que efectivamente H
es funcién, pues para cada F' € [A]<“ que tomemos, existe Gp € [k]<“ (fijo) tal
que H(F) = G y de esta manera, H es una asociacién que a cada elemento de
[A]<“ le asigna un tnico elemento de [k]<%). As{ tenemos que: FNx C H(F) y
Th(r) = TGy = 2 € NacrUqs. Por tanto (zg(p)) es una A-subred de (zp).

Restaria ver la universalidad. Sea E C X y supongamos que F € {U, : a < A},
entonces existe 8 < A tal que E = Up. Tomamos al conjunto {8} € [A\|]<¥ y sea
G € [A<¢ tal que {8} C G, entonces zy ) € (NacgUa) € Up = E. Ahora, si
E ¢ {U, : a <A}, como {U, : a < A} es ultrafiltro entonces X\E € {U, : a < A}
y por tanto existe v < X tal que X\E = U,. Tomamos al conjunto {7} € [\|<“ y
sea G € [A]<* tal que {7} C G, entonces zg(g) € (NacqUa) € Uy = X\E. Por lo
tanto (xg () es universal. O

Teorema 2.1. Sea X un espacio, A C X, y sea p un operador. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. Si& esuna k-red en A, entonces existe ¢ € A tal que q es un punto p-clausura
de £ en X;

2. Si & es una k-red en A que es universal en X, entonces existe ¢ € A tal que
£ —pqen X.

Demostracion. [1 = 2] Sea € una k-red en A que es universal en X. Por hipétesis,
existe ¢ € A tal que g es un punto p-clausura de £ en X; luego, por Lema 2.4,
§—pqen X.

[2 = 1] Sea & una k-red en A, por Lema 2.5, existe £ o H una A-subred de & con
A > K que es universal; luego, por hipétesis, existe ¢ € A tal que {o H —, g en X.
Ahora, por Lema 2.1, ¢ es un punto p-clausura de £ o H y, por Lema 2.3, ¢ es un
punto p-clausura de £ en X. ([
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Corolario 2.1. Sea X un espacio y p un operador. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Toda k-red tiene un punto p-clausura;
2. Toda k-red universal en X es p-convergente.

Demostracion. Basta tomar a A = X en el teorema anterior. O

3. K-REDES Y REDES CON CONJUNTOS DIRIGIDOS DE CARDINALIDAD A LO MAS
k. ESPACIOS k-FRECHET Y K-RED

En esta seccién consideramos la relaciéon que existe entre las propiedades de
convergencia y puntos clausura de sucesiones, redes y k-redes. Estos resultados
justifican el hecho de usar k-redes para extender a los espacios de Fréchet y secuen-
ciales a cardinales mas grandes. Daremos inicio con la relacién entre k-sucesiones
v k-redes.

Definicién 3.1. Sean X un espacio, ¢ € X, p un operador, y sea (z, : @ < k) una
K-sucesién en X.
(1) La s-sucesién (zo : o < K) p-converge a ¢, lo que denotamos xo —, q, si
para cualquier V € V, existe o € & tal que para todo > «a, x5 € p(V).
(ii) El punto q es un punto p-clausura de (z, : o < k) si dada cualquier V €V,
v cualquier « € k, existe 8 > « tal que zg € p(V).

Teorema 3.1. Sean X un espacio, ¢ € X y p un operador. Dada cualquier w-red
(xp : F € [w]<¥) en X, existe una sucesion (y, : n € w) en X tal que las siguientes
afirmaciones se cumplen:
L A{yn} S {zr};
2. Sixp —, q, entonces Yn —, q;
3. Si q es un punto p-clausura de (y,), entonces q es un punto p-clausura de
(zrp).

Demostracidn. Sea (xp : F € [w]<*) una w-red en X. Para cada n € w, definimos
a

Yn = X{0,1,...,n}
Claramente se cumple 1 por definicion.

Veamos 2: Supongamos que Tr —, ¢ y sea V € V,, entonces existe F' € [w]
tal que para cada G € [w]<* con F C G, se tiene que zg € p(V), tomamos a
a=mazkF € w.

Afirmacion: Paratodo 8 > o, yg € p(V). Sea 8 > «, entonces F' C {0,1,...,5} €
<@ entonces Yg = T{0,1,...8} € p(V), y por tanto se tiene que y, —p q-

Veamos 3: Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de (y,). Sea V € V, y
F € [w]<*. Tomamos a « = maxF € w, entonces existe § > « tal que yz =
zg01,..8) € p(V). Definimos a G = {0,1,..., 3} y asf tenemos que existe G € [w]<
tal que F C Gy z¢ € p(V). Por lo tanto ¢ es un punto p-clausura de (zp). O

<w

[w]

Ahora veamos un ejemplo en el que las sucesiones de la prueba del Teorema 3.1
no cumplen los reciprocos de los incisos 2 y 3 del Teorema 3.1.

Ejemplo 3.1. Sea Y a, una serie infinita en R que converge y tiene suma S, pero
que dicha serie no es absolutamente convergente.
Para cada F' € [w]<¥, sea xp = Y, cpar. ASi Yn = 2(0,1,....n} = G0 + a1 + -+
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an =Y 1, ;.
Entonces, se tiene lo siguiente:

1. {yn) converge a S, pero (xp) no converge.
En efecto, se cumple por la forma en que elegimos a la serie Y a,, es decir,
para cada € > 0, existe N € w tal que para todo n > N, |S — y,| < ¢ sin
embargo, como Y a, no es absolutamente convergente, podemos permutar
los sumandos de tal forma que (zp) no converja. Asi, el reciproco del inciso
2, del teorema anterior, no se cumple.

2. Todo z € R es un punto clausura de (zp : F € [w]<¥).

Sea z € R, e > 0y sea F € [w]<¥, digamos F = {i1,1%9,...,1}, tomamos
a 0w — w una permutacién de w tal que ) a,) = z. Ahora sean
o(j1) = i1,...,0(jr) = ik, y entonces elegimos a n tal que n > jq1,...,jx y

|z = (ag) + - + Go(n))| < €. Definimos a G = {0(1),0(2),...,0(n)} y con
esto obtenemos que F C Gy [z —xg = Y. | ay(;| < €. Por lo tanto z es un
punto clausura de (zp : F € [w]<*); sin embargo, (y,), s6lo tiene a S como
punto clausura.

La construccién en el teorema anterior, la cual comienza con una w-red y da una
sucesion, funciona solamente para el caso x = w; por otro lado, la construccion en
la direccién opuesta, la cual comienza con una k-sucesion y da una k-red, trabaja
para todo k.

Teorema 3.2. Sea X un espacio, ¢ € X y p un operador. Dada cualquier k-
sucesion (xq : o < k) en X, existe una k-red (yp) en X tal que las siguientes
afirmaciones se cumplen:

L. {yF} - {xa}

2. To 2p @S YF —p q

3. q es un punto p-clausura de {x,) < ¢ es un punto p-clausura de (yr)

Demostracion. Sea (x, : o < k) una k-sucesién en X. Para cada F' € [5]<“ defini-
mos a yr = I, donde o = mazxF. Claramente, asi como definimos la k-red (yp) se
cumple 1.

Veamos 2:[=] Supongamos que 2, —, ¢ y sea V € V,, entonces existe a € « tal
que para todo 8 > «, zg € p(V). Tomamos a {a} € [k]<¥ y sea G € [k]<¥ tal que
{a} C G, entonces yg = Tmazc € p(V) pues maxG > «. Definimos a Fy = {a}
y asi tenemos que existe Fy € [k]<“ tal que para cada G € [k]<“ con Fy C G,
ya € p(V) y por tanto yr —, q.

[«<] Supongamos que yr —, ¢ y sea V € V,, entonces existe Fy € [k]<“ tal que
para cada G € [k]<¥ con Fy C G, yg € p(V). Tomamos a o = mazFy y sea § < K
tal que § > «, entonces x5 = y(gyur, € p(V) pues Fy C Fy U {B}. Asi, tenemos
que existe a € k tal que para todo > «, zg € p(V) y, por tanto x4 —, q.

Veamos 3:[=-] Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de (z,). Sea V€V, y
F € [k]<“. Entonces para a = mazF, existe § > « tal que 23 € p(V). Tomamos a
G ={B}UF € [s]<* y tenemos que yg = Tpaz({sjur) = T € p(V). Asi, tenemos
que existe G € [k]<¥ con F C G tal que yg € p(V) y por tanto ¢ es un punto
p-clausura de (yp).

[«<] Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de (yp). Sea V € V, y o € k.
Entonces para F' = {a} € [k]<¥, existe G € [k]<“ con {a} C G tal que yg € p(V).
Tomamos a § = maxG y tenemos que x5 = yg € p(V). Asi, tenemos que existe
B > a tal que zg € p(V) y por tanto g es un punto p-clausura de (z). a
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Corolario 3.1. Para cualquier espacio X y cualquier operador p, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. Toda w-red en X tiene un punto p-clausura.
2. Toda sucesion (xy, :n € w) en X tiene un punto p-clausura.

Demostracion. [1 = 2] Sea (x,, : n € w) una sucesién en X, por Teorema 3.2, existe
una w-red, (yr), en X; luego, por hipédtesis, (yr), tiene un punto p-clausura y por
tanto, (x,), tiene un punto p-clausura.

[2 = 1] Sea (yp) una w-red en X, por Teorema 3.1, existe (x, : n € w) sucesién
en X, luego por hipétesis, (z, : n € w), tiene un punto p-clausura y por tanto,
(yF), tiene un punto p-clausura. O

Corolario 3.2. Para cualquier espacio X, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. X es un espacio Fréchet.
2. Siq € A, entonces existe una w-red (xr) en A tal que xp — q.

Demostracion. [1 = 2] Sea ¢ € A, como X es Fréchet, existe (y,) sucesién en A
que converge a ¢, por Teorema 3.2, existe (zp)w-red en A que también converge a
q- -

[2 = 1] Sea q € A, por hipétesis, existe w-red (xp) en A tal que xp — ¢, por
Teorema 3.1, existe (y,) sucesién en A tal que y, — ¢ y por lo tanto X es un
espacio Fréchet. O

Corolario 3.3. Para cualquier espacio X, las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

1. X es un espacio secuencial.
2. Todo A C X que satisface la siguiente condicion es un conjunto cerrado: Si
(xF) es una w-red en A y xp — q, entonces q € A.

Demostracion. [1 = 2] Sea A C X tal que A satisface: Si () es una w-red en
Ay xp — q, entonces ¢ € A. Veamos que A es cerrado. Para esto, demostremos
que A es un conjunto secuencialmente cerrado. Sea (z,,) una sucesién en A tal que
Zn — ¢, por el Teorema 3.2, existe (yp) w-red en A tal que yr — ¢, luego, por
la propiedad que cumple el conjunto A, implicamos que ¢ € A. Por lo tanto A, es
secuencialmente cerrado y ya que X es un espacio secuencial, entonces A es cerrado.
[2 = 1] Sea A C X secuencialmente cerrado y veamos que A es un conjunto cerrado.
Para esto, demostremos que A cumple la propiedad que tenemos como hipdtesis.
Sea (rp), una w-red en A tal que 2 — ¢, por el Teorema 3.1, existe (y,) sucesién
en A tal que y, — ¢, como A es un conjunto secuencialmente cerrado, entonces
q € A. Por lo tanto A, cumple la propiedad requerida en nuestra hipétesis, entonces
A es cerrado y por lo tanto X es un espacio secuencial. ([

Ahora investigaremos en qué medida, cudles redes pueden ser restringidas a -
redes para una teoria general de convergencia y puntos clausura.
Sea (D, <) un conjunto dirigido. Recordemos que < es reflexiva, transitiva y dirigida
(dados dq,da,...,d; € D, existe e € D tal que d; < e para todo 1 < j < k). Sin
embargo, la relacién < no necesita ser antisimétrica. En tal caso, podemos definir
una relacién de equivalencia ~ sobre D x D por:

d~esd<eye<d,
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entonces (D/ ~, <*) (donde <* esta definido por [d] <* [e] & d < e) es un conjunto
dirigido en el cual <* es antisimétrica (En efecto: Si [d] <* [e] y [e] <* [d], entonces
d <eye<d, entonces d ~ e, entonces [d] = [e]). Veamos que las clases estédn bien
definidas, es decir, que no dependen del representante: Sean [d], [e] € D/ ~ tales
que [d] <* [e]. Sean x € [d] y y € [e]. Veamos que x < y. Como z € [d], entonces
x ~ d, entonces x < dy d < z. Por otro lado, como y € [e], entonces y ~ e, entonces
y<eye<y,yyaque [d <*[e], entonces d < e. Asi, tenemos que z < d, d < e
vy e <y, de lo cual implicamos que x < y. Por lo tanto, las clases no dependen del
representante.

Mas aun, tenemos el siguiente lema:

Lema 3.1. Sea (xq:d € D) una red en X y sea (v : [d] € D/ ~) es una red en
X, obtenida como sigue:
T[g) = Te, donde e € [d].

Entonces

L Az} € {za}

2. Sixq —, q, entonces Tq —p q.

3. Siq es un punto p-clausura de (x(q : [d] € D/ ~), entonces q es un punto

p-clausura de (xq : d € D).

Demostracion. Veamos 1: Se cumple por definicién de (zg : [d] € D/ ~).

Veamos 2: Supongamos que x4 —, ¢ y sea V € V,, entonces existe d € D tal que
para todo e € D con e > d, z. € p(V). Tomamos a [d] € D/ ~ y sea [e] € D/ ~ tal
que [d] <* [e], entonces x| = x, donde ¢ € [e], entonces ¢ ~ e, entonces € < e
ye<eée,yvyaque [d] <* [e], entonces d < e, de lo cual implicamos que d < e,
entonces x,, € p(V), es decir, z¢) € p(V). Por lo tanto xq) —, ¢.

Veamos 3: Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de (x(q : [d] € D/ ~). Sea
V €V, yde D, entonces para [d] € D/ ~, existe [e] € D/ ~ con [d] <* [e] tal que
zpg € p(V). Si e € [e] y es tal que x) = z,/, entonces ¢ € Dcond<e tal que
z, € p(V). Por lo tanto ¢ es un punto p-clausura de (z4 : d € D). O

Lema 3.2. Sea (x4 :d € D) una red en X tal que |D| = k y la relacién de orden <
para D es antisimétrica. Entonces existe una k-red (yr) en X tal que las siguientes
afirmaciones se cumplen:

L {yr} C {za}-

2. x4 =p g Yr —p q.

3. q es un punto p-clausura de (xq) < q es un punto p-clausura de (yg).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que D = k (pues como
|D| = & podemos definir una biyeccién entre ambos conjuntos y trabajar en cual-
quiera de ellos, es decir, podemos trabajar en D o en k gracias a la biyeccién). La
k-red requerida es obtenida como sigue:

Para cada F € [k|<%, digamos F = {d1,...,dn}, sea yr = x4 donde d € D y
es tal que para todo i = 1, m, d; < d y ademads, en caso de que sea posible, tomar
a d € F (si no es posible que d € F tan solo tomamos a d € D tal que i = 1,m,
d; < d y lo fijamos, para cada F € [k]<“). Notar que si G = {d1,...,dn, e} donde
para todo i = 1,m, d; < e, entonces yg = x.(Aqui se usa la antisimetria de <).

Veamos 1: Es claro que se cumple por definicién de (yz).

Veamos 2: [=] Supongamos que x4 —, ¢ y sea V € V,, entonces existe d € D tal
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que para cada e € D cond < e, z, € p(V), tomamos a {d} € [k]<% y sea G € [r]<¥
tal que {d} C G, entonces yg = x. donde para cada g € G, e > g; ya que {d} C G,
entonces e > d, entonces yo = z. € p(V). Por lo tanto yp —, ¢.

[<] Supongamos que yp —, gy sea V € V,, entonces existe F' € [k]|<“ tal que para
cada G € [k]<“ con F C G, yg € p(V), tomamos a d € D tal que para todo f € F,
d> fy,seae € D tal que e > d, entonces z. = yg € p(V) donde G = F U {e}. Por
lo tanto x4 —, q.

Veamos 3: [=] Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de (zq). Sea V €V,
y F € [k]<¥, digamos F = {di,...,dn}. Sea d € D tal que para todo i = 1,m,
d > d;, entonces para tal d, existe e € D con d < e tal que z. € p(V), tomamos a
G = FU{e} € [k]<¥ y tenemos que yg = x. € p(V). Por lo tanto ¢ es un punto
p-clausura de (yp).

[«<] Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de (yr). Sea V€ V, y d € D,
entonces para {d} € [k]<Y, existe G € [k]<% con {d} C G tal que yg € p(V), pero
Yo = z. donde e € D es tal que para cada g € G, e > g, entonces existe e € D con
e > d tal que z. € p(V). Por lo tanto ¢ es un punto p-clausura de (x). O

Lema 3.3 (Propiedad de Expansion). Sea (zp : F € [A\|<%) una A\-red en X.
Para cada k > X, existe una k-red (yp : F € [k]<“) en X tal que:

L {yr} C{zr}.

2. TF = q S YF —p q-

3. q es un punto p-clausura de la A-red {(xp) < q es un punto p-clausura de la
k-red (yp).

Demostracidn. Para cada F' € [k]<“, sea

Yr = TFAA-

Veamos 1: Se cumple por la definicién de (yg).

Veamos 2: [=] Supongamos que zr —, gy sea V € V,, entonces existe F' € [A\]<*
tal que para cada G € [A]<¥ con F C G, z¢ € p(V). Como A < k, entonces
F € [k]=% y es tal que para cada G € [k]<¥ con F C G, yg = zanx € p(V) (pues
F C GnA). Por lo tanto yr —, g¢.

[«] Supongamos que yr —, ¢ y sea V € V,, entonces existe F' € [k]<“ tal que
para cada G € [k]<¥ con F C G, yg € p(V). Tomamos a Fy = FNA € [A\|<¥y
sea G € [A]<¥ tal que Fy C G. Si denotamos por L = F U G, entonces L € [k]<¥
y F C L, entonces yr, € p(V), pero notamos que yr, = xrnx = xg (pues LN A =
(FUG)NA=(FNANU(GNN) = FpUG =G). Asi, zg € p(V) y por lo tanto
Tp —7p Q.

Veamos 3: [=] Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de la A-red (zr). Sea
V eV,y F € [k]<%, entonces para Fy = FNA € [\|<¥, existe G € [\|<¥ con F; C G
tal que zg € p(V). Si denotamos por L = F UG, entonces L € [5]<“ y F C L,
ademds de que yp, = zpnx € p(V) (pues LNA = (FUG)NA=(FNA)U(GNA) =
FyoUG =G@G). Asi, yr, = z¢ € p(V) y por lo tanto ¢ es un punto p-clausura de la
k-red (yp).

[«<] Supongamos que ¢ es un punto p-clausura de la k-red (ygr). Sea VeV, y F €
[A]<“, entonces F' € [k]<%, entonces existe G € [k]<“ con F C G tal que yg € p(V),
entonces existe Go = GN A € [A]<¥ con F C G tal que yg = zgnx = g, € p(V)
(yva que F' C G, entonces FN A C GN A, entonces F' C Gy). Asi, yg = z¢, € p(V)
y por lo tanto ¢ es un punto p-clausura de la A-red (zp). [
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Como una consecuencia de los tres lemas anteriores, tenemos el siguiente teore-
ma:

Teorema 3.3. Sea X un espacio, p un operador, y sea k un cardinal infinito. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Toda k-red en X tiene un punto p-clausura.

2. Toda A-red en X con w < A < K, tiene un punto p-clausura.

3. Toda red (x4 :d € D) en X con |D| < k, tiene un punto p-clausura.
4. Toda red (xq:d € D) en X con |D| = k, tiene un punto p-clausura.

Demostracidn. [1 = 2] Inmediato del Lema 3.3.

[2 = 3] Sea (x4 : d € D), una red en X, con |D| < &, digamos |D| = A < &,
entonces por Lema 3.1, existe (ziq : [d] € D/ ~) red en X, donde su relacién
es antisimétrica, luego por Lema 3.2, existe (yr), A\-red en X, ahora por hipétesis,
(yr), tiene un punto p-clausura, entonces, (z[g), tiene un punto p-clausura, entonces
(x4 : d € D) tiene un punto p-clausura.

[3 = 4] Inmediato.

[4 = 1] Sea (xp) una k-red en X, como |[k]<*¥| = k, entonces por hipétesis (xp)
tiene un punto p-clausura. (I

Para el resto de ésta seccién trabajaremos con la eleccién p(V) =V, esto con el
fin de extender los conceptos espacios Fréchet y espacios secuenciales a cardinales
mads gandes. Al final, se hard notar mediante unos resultados que, tanto la definicién
expuesta por Meyer ([4]), con redes cuyos conjuntos dirigidos tienen cardinalidad
a lo mas k y las que se dardn a continuacién, por los lemas anteriores, resultan ser
las mismas.

Definicién 3.2. Sean X un espacio y A C X. Diremos que:

1. X es n-Fréchet si se cumple lo siguiente: Si ¢ € A, entonces existe una s-red
(xF) en A tal que xp — q.

2. A es k-red cerrado si satisface la siguiente propiedad: Si (xr) es una k-red
en Ay xp — q, entonces q € A.

3. X es un espacio s-red si todo subconjunto -red cerrado de X es un conjunto
cerrado.

Proposiciéon 3.1. Sea X un espacio y A C X. Si A es k-red cerrado y A\ < K,
entonces A es \-red cerrado.

Demostracion. Supongamos que A es k-red cerrado y que A no es A-red cerrado,
entonces existe (yr), A-red en A tal que yp — ¢y g ¢ A. Por el Lema 3.3, existe
(zp), k-red en A tal que zp — gy q ¢ A, lo cual es una contradiccién, pues A es
un conjunto x-red cerrado. Por lo tanto A es A-red cerrado. (Il

Proposicion 3.2. Sea X un espacio. Entonces las siguientes afirmaciones se cum-
plen:

1. Si X es A-Fréchet y A < k, entonces X es k-Fréchet.

2. 851 X es un espacio A-red y A < Kk, entonces X es un espacio k-red.

Demostracion. Veamos 1: Inmediato del Lema 3.3.

Veamos 2: Supongamos que X es un espacio A-red y que A < k. Sea A C X
k-red cerrado, por la Proposicién 3.1, tenemos que A es A-red cerrado, como X es
un espacio A-red, entonces A es cerrado. Por lo tanto X es un espacio x-red. (I
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Proposiciéon 3.3. Para todo k se cumple que si X es k-Fréchet, entonces X es un
espacio K-red.

Demostracion. Sea k un cardinal infinito y supongamos que X es s-Fréchet. Sea
A C X k-red cerrado y ¢ € A, como X es k-Fréchet, entonces existe (xr), x-red en
A tal que zp — ¢, y ya que A es k-red cerrado, entonces ¢ € A. Asi, A es cerrado
y por lo tanto X es un espacio x-red. ([l

Proposicion 3.4. Sea X un espacio. Entonces

1. X es un espacio Fréchet < X es un espacio w-Fréchet.
2. X es un espacio Secuencial < X es un espacio w-red.

Demostracion. Veamos 1: Inmediato del Corolario 3.2.
Veamos 2: Inmediato del Corolario 3.3. O

Teorema 3.4. Sea X un espacio y sea k un cardinal infinito. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. X es mfre’chet.

2. Siq € A, entonces existe una red (xq : d € D) en A con |D| < k tal que
Tqg — (.

Demostracion. [1 = 2] Es claro, ya que |[£]<“| < k.

[2= 1] Sea A C X y q € A, por hipétesis, existe (x4 : d € D), red en A con
|ID] = A < & tal que x4 — g, por el Lema 3.1, existe (z[q : [d] € D/ ~), red en
A donde su relacién es antisimétrica y es tal que xq) — ¢; luego, por el Lema 3.2,
existe (yr) A-red en A tal que yr — ¢, finalmente, por Lema 3.3, existe (xp) k-red
en A tal que zr — ¢. Por lo tanto, X es k-Fréchet. ([l

Teorema 3.5. Sea X un espacio y k un cardinal infinito. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

1. X es un espacio k-red.
2. Todo A C X con la siguiente propiedad, es un conjunto cerrado: Si (x4 :d €
D), es una red en A con |D| < k y x4 — ¢, entonces ¢ € A.

Demostracion. [1 = 2] Sea A C X con tal propiedad. Veamos que A es un conjunto
cerrado, para esto, demostremos que A es un conjunto x-red cerrado. Supongamos
lo contrario, es decir, que A no es k-red cerrado, entonces existe (zp), x-red en A
tal que zp — qy g ¢ A, lo cual es una contradiccién, pues A cumple la propiedad
antes dicha con D = [k]<“. Por lo tanto A es k-red cerrado, y ya que X es un
espacio k-red, implicamos que A es cerrado.

[2 = 1] Sea A C X k-red cerrado. Veamos que A es un conjunto cerrado, para
esto, demostremos que dicho conjunto cumple la propiedad de nuestra hipétesis.
Supongamos que A no cumple tal propiedad, entonces existe (xq : d € D) red en A
con |D| < ktalque zq — qy q ¢ A. Luego, usando los lemas 3.1, 3.2 y 3.3, podemos
obtener una k-red (zp) en A tal que zp — qy ¢ ¢ A, lo cual es una contradicién,
pues A es un conjunto k-red cerrado. Por lo tanto A cumple la propiedad de nuestra
hipotesis, de lo cual A es cerrado y por tanto X es un espacio k-red. O
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CAPITULO 19

ENCAJES

LUIS ALBERTO GUERRERO MENDEZ
DAVID HERRERA CARRASCO
FERNANDO MACIAS ROMERO

FCFM, BUAP

RESUMEN. Abordamos el concepto de encaje, revisamos que todo continuo se
puede encajar en un continuo que se conoce como Cubo de Hilbert, que existe
una dendrita universal en R? y que por lo tanto toda dendrita es aplanable.
También explicamos lo que es una n-sombrilla y por qué para cada n € N,
ninguna n-sombrilla es encajable en R".

1. INTRODUCCION

Este capitulo estd dividido en cuatro secciones, en la segunda presentamos con-
ceptos y resultados que se usan a lo largo del trabajo, como las nociones de encaje,
n-celda y n-variedad.

Luego en la tercera seccién comenzamos con la definicién de continuo, damos
algunos ejemplos y probamos que existe un continuo universal que es conocido
como Cubo de Hilbert. En esta misma seccién revisamos qué es una dendrita y
por qué toda dendrita es aplanable.

En la seccion cuatro revisamos qué es una n-sombrilla y por qué para cada
n € N, ninguna n-sombrilla es encajable en R".

Para mayor informacién y redondeo de este trabajo vea [4].

2. NOCIONES BASICAS

En esta seccién vamos a tratar algunos conceptos y resultados de Topologia
General a los que nos referimos con mucha frecuencia en secciones posteriores.

El simbolo N representara al conjunto de los ntimeros naturales y R al de los
nimeros reales. Dado n € N y (z1,29,...,2,) € R"™, suponemos que la norma
de (z1,29,...,2p) es || (v1,72,...,2,) ||= /27 + 23 + - + 22 y que R" posee la
topologia usual, inducida por la norma. Cuando escribamos sobre un subconjunto
de R™, lo consideramos como un espacio topolégico y suponemos que su topologia
es la usual. La cardinalidad de un conjunto Z la representamos por |Z|. Denotamos
por X al producto infinito numerable del mismo espacio topolégico X.

Sean X un espacio topolégico y A C X, denotamos al interior, la cerradura, la
frontera y el derivado, de A en X, como intx(A), clx(A), frx(A4) y A'y, respecti-
vamente.

271
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Definicion 2.1. Sean X y Y espacios topoldgicos. Un homeomorfismo de X a
Y es una funcién h : X — Y tal que es biyectiva, continua y ™' : Y — X es
continua. El espacio X es homeomorfo a Y si existe un homeomorfismo de X a
Y. Decimos que X es encajable en Y si X es homeomorfo a un subespacio de Y.

Ejemplo 2.2. La superficie de un cubo C' es homeomorfo a la esfera unitaria 52

en R3. Supongamos que C estd centrado en R®. La funcién h : C — 52, definida

para cada p € C, por f(p) = £ es un homeomorfismo.

lIpll

En nuestro trabajo se usan varias veces las nociones de arco y n-celda, por lo
que conviene escribir sus definiciones.

Definicién 2.3. Un arco es un espacio topolégico homeomorfo al intervalo [0, 1].
Si h:[0,1] = A es un homeomorfismo, h(0) = p y h(1) = ¢, entonces los puntos p
y q se conocen como los puntos extremos del arco A.

Definicién 2.4. Consideramos [0, 1] con la topologia producto. Una n-celda es
un espacio topolégico homeomorfo a [0, 1]™.

A continuacién veamos qué es una n-variedad.

Definicién 2.5. Sea n € N. Una n-variedad es un espacio métrico separable M
tal que todo p € M tiene una vecindad V' que es una n-celda. El interior como
variedad de una n-variedad M, que denotamos por intv,)(M), es

intv(,) (M) = {p € M: p tiene una vecindad homeomorfa a R"}.
La frontera como variedad de M, que denotamos por 0, M, es
OnM = {p € M: p ¢ intv(,)(M)}.
Ejemplo 2.6. Sea
C={(z,y,2) eR>: 22442 =1 y |2| <1}.
Tenemos que C' es una 2-variedad tal que
intv()(C) = {(z,y,2) ER*: 2* +y* =1 y [2] < 1}
050 = {(z,y,2) ER*: 2? + 92 =1 y |2| = 1}.
Notemos que si consideramos a C' como subespacio de R3, tenemos que intgs (C') =

0y frgs(C) = C. Luego, intgs (C) y frgs (C) no coinciden con intv sy (C) y 02C, res-
pectivamente.

C 0.C

intve(C)

Recordemos qué son las i-ésimas funciones proyeccién y un hecho importante
sobre la continuidad de estas funciones.
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Definiciéon 2.7. Sean n € N y X, X5,... espacios topoldgicos. Para cada i €
{1,2,...}, sea m; : H;il X; — X;, definida para cada (z1,z2,...) € H(;il X, por
mi((x1, T2, ...)) = x;. La funcién 7; se llama la i-ésima funcién proyeccién.

Lema 2.8. Sean n € N y X1, Xo,... espacios topoldgicos. Si H;il X; tiene la
topologia producto, entonces para cada i € {1,2, ...}, tenemos que la i-ésima funcién
proyeccion m; es continua.

Demostracion. Supongamos que H(;il X tiene la topologia producto. Sean ¢ €
{1,2,...} y U; un abierto en X;. Notemos que w[l(Ui) =Xy xXox- - xU; x X1 %
-++. Como 7; *(U;) es abierto en H;il X, concluimos que ; es continua. O

Concluimos esta seccién con lo siguiente.

Definicién 2.9. Una propiedad P de un espacio topolégico X es un invariante
topolégico (o propiedad topolégica) si todo espacio topoldgico homeomorfo a
X también tiene la propiedad P.

Teorema 2.10. [2, (1.G.7), (2.A.15), (2.G.10)] Las propiedades de metrizabilidad,
conexidad y compacidad son invariantes topologicos.

3. ENCAJES IMPORTANTES

En esta seccién vemos qué es un continuo y que existe un continuo universal.
También vemos qué es una dendrita y que existe una dendrita universal en R2.

Comenzamos con la nocién de continuo.

Definicién 3.1. Un continuo es un espacio métrico, no vacio, compacto y conexo.

De acuerdo al Teorema 2.10, la propiedad de ser un continuo es una propiedad
topolégica.

Ejemplo 3.2. Seann €Ny
B" ={(z1,29,...,2,) € R": || (1, 22,...,2,) ||< 1}

A B"™ se le conoce como la bola cerrada en R™ de dimensién n y es un ejemplo
de un continuo. De hecho una n-celda es homeomorfa a B™, por lo que una n-celda
es un continuo.

Ahora, recordemos la definicién de continuo universal en una clase de continuos.

Definiciéon 3.3. Sean € una clase de continuos y C' € €. Decimos que C es uni-
versal en la clase €, si todo elemento de la clase € es encajable en C.

Con la intencién de probar que existe un continuo universal veamos como se
define el espacio conocido como Cubo de Hilbert, veamos que efectivamente es un
continuo y que ademads todo continuo se puede encajar en él.

Definicién 3.4. Para todo i € N, sea I; = [0,1]. Sea [0,1]>* = [[:2, I;. Consi-
deramos [0,1]* con la topologia producto. El Cubo de Hilbert es un espacio
topolégico homeomorfo a [0, 1]°.
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Como el producto arbitrario de espacios conexos es conexo con la topologia
producto (vea [2, (6.A.12)]) y el producto arbitrario de espacios compactos también
es compacto con la topologia producto (vea [2, (6.A.11)]), tenemos que [0, 1]°°, con
la topologia producto, es conexo y compacto.

Ademds, D : R® x R* — R, definida para cada (x,y) € R>® x R*, por

D(x,y) = sup {d@? ) 1€ N} ,

donde x = {7;}2,, y = {v:}2, v d(z:,y;) = min {|x; — yi|, 1}, es una métrica
de R que induce la topologia producto (vea [5, Teorema 20.5]). En consecuencia,
[0,1]°° es metrizable.

Asi, [0,1]%° es un continuo y de aqui, por el Teorema 2.10, el cubo de Hilbert es
un continuo.

Ahora veamos que [0, 1] es un continuo universal, es decir, cualquier otro con-
tinuo es encajable en [0, 1]°°. Para esto necesitamos lo siguiente.

Teorema 3.5. [3, 5.6, pdg. 187] Si X es un espacio métrico, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) X es segundo numerable.
(2) X es separable.
(3) X es de Lindeldf.

A continuacién enunciamos un resultado muy importante en Topologia General y
que habitualmente se llama el Lema de Urysohn. Nos asegura la existencia de ciertas
funciones continuas con valores reales en un espacio normal X. En nuestro trabajo,
es la herramienta basica usada para probar el Lema 3.7, que nos sera de ayuda para
demostrar el Teorema 3.8, y éste tltimo nos sirve para probar el Teorema 3.9, el
cual es un resultado importante en Teoria de Continuos.

Teorema 3.6. [5, Teorema 33.1] Lema de Urysohn. Sea X un espacio topoldgico
normal. Si A y B son subconjuntos cerrados y ajenos en X y [a,b] es un intervalo
cerrado en la recta real, entonces existe una funcion continua f : X — [a,b] tal que
para todo x € A: f(x) = a y para todo x € B : f(z) =b.

Lema 3.7. Si X es un espacio topoldgico regular con base numerable, entonces
existe una familia numerable F cuyos elementos son funciones continuas de X en
[0,1] tal que para todo p € X y para todo U abierto en X con p € U, existe f € F
tal que f(p) > 0 y para todo x € X — U : f(z) = 0.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio topoldgico regular con una base
numerable B. Sea A = {(U,V): U,V € By clx(U) C V}. La coleccién A es
numerable. Para cada (U, V) € A, claramente clx(U) y X — V son cerrados en X
y ajenos, aplicamos el Lema de Urysohn para elegir una funcién continua fy v :
X — [0,1] tal que para todo z € clx(U) : fuv(z) =1y paratodoxz € X —V :
fu,v(xz) = 0. Luego, la familia F = {fy,v: (U, V) € A} es numerable.

Revisemos que la familia F satisface la condicién deseada. Sean p € X y W un
abierto en X tales que p € W. Existe B,, € B tal que p € B,, C W. Como X es
regular y By, es abierto en X, existe A abierto en X tal que p € A C clx(A) C B,,.
Ahora, como A es abierto en X, existe By € B tal que p € By C A. Luego,
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clx(Bg) C clx(A) C By,. Asi, (By, Bn) € A. Luego, existe fp, B, € JF tal que
para todo x € clx(By) : fB,,B,. () =1y para todo z € X — By, : fp, B, (x) =0.
Como p € By, C clx(By), tenemos que fp, B, (p) = 1. Como X — W C X — By,
tenemos que para todo x € X — W : fp, g, (z) =0. 0

Teorema 3.8. Todo espacio topoldgico regular con base numerable es homeomorfo
a un subespacio de [0,1]°°.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio topolégico regular con base nu-
merable. Por el Lema 3.7, existe una familia ¥ = {f,,: n € N} que satisface las
hipétesis de dicho lema; consideramos R*>° con la topologia producto y definimos
F: X — R de la siguiente manera

F(Jj) = (fl(x)v f?(x)a . )
Luego, F' es continua porque R tiene la topologia producto y cada f, es con-
tinua.

También, F' es inyectiva porque si z,y € X con x # y, tenemos que como X es
de Hausdorff, existen U y V ajenos y abiertos en X tales que x € U y y € V. Como
F satisface lo que establece el Lema 3.7, para x y U existe f,, € F tal que f,(z) >0
y paratodot € X —U : f,(t) = 0. Como y € X — U, tenemos que f,(y) = 0. Asi,
existe un indice n tal que f,(x) >0y f.(y) = 0. Luego, F(x) # F(y).

Sea Z = F(X). Notemos que para todo z € X y para todo ¢ € N, tenemos que
0 < fi(z) < 1. Luego, Z C [0,1]*.

Resta probar que X es homeomorfo a Z. Para esto, sea G : X — Z definida,
para cada x € X, por G(z) = F(z). Por su definicién G es una funcién biyectiva y
continua de X en Z.

Veamos que G es una funcién abierta. Para esto, sea U abierto en X. Sea zg €
G(U). Busquemos un conjunto W abierto en Z tal que zp € W C G(U).

Como zg € G(U), existe g € U tal que G(xg) = 2¢. Por el Lema 3.7, existe
fn € F tal que fy(xg) >0y paratodot € X —U : fy(t) =0.

Tomemos el rayo abierto (0,00) C R y sean m : R* — R la proyeccién N-ésima
y

V = 731 ((0,00)).

Como 7y es continua, tenemos que V es abierto en R*.

Sea W =V N Z. Claramente W es abierto en Z. Veamos que 2z € W C G(U).

Como 7y (20) = 7 (G(zo)) = fn(xo) > 0, tenemos que zp € V. Ademds, como
zo € Z, tenemos que zg € W.

Ademds, W C G(U). Porque si z € W, entonces z € V N Z. Luego, existe z € X
tal que G(z) = z. Como z € V, tenemos que my(z) € (0,00) y de aqui, my(z) > 0.

Como 7x(z) = mn(G(z)) = fn(x) y fn es nula fuera de U, concluimos que
x € U, de otro modo tendriamos que my(z) = 0.

Luego, G(x) € G(U), es decir, z € G(U) y de aqui G(U) es abierto en Z.

Con todo esto, G : X — Z es un homeomorfismo. Asi, X es homeomorfo a un
subespacio de [0, 1]°°. O
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Teorema 3.9. Todo continuo es homeomorfo a un subespacio de [0,1]*° (Cubo de
Hilbert).

Demostracion. Supongamos que X es un continuo. En particular, X es un espacio
métrico compacto. Luego, X es de Lindelof. Por el Teorema 3.5, tenemos que X
es segundo numerable, es decir, tiene una base numerable. Ademads, todo espacio
métrico satisface el axioma de regularidad. Por el Teorema 3.8, concluimos que X
es homeomorfo a un subespacio de [0, 1]>°. O

A continuacién veamos qué es una dendrita.

Definicién 3.10. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene
curvas cerradas simples.

Ejemplo 3.11. Cada arco es localmente conexo y no contiene curvas cerradas
simples. Asi, cada arco es una dendrita.

Ejemplo 3.12. Para cada n € N sea [(0,0), (%, #)] el segmento de recta en R?
que va de (0,0) a (£, %) .

Sea e L1
F, = — — .
ST
neN

Este continuo es una dendrita y se conoce precisamente como Fi,,.

Veamos que existe un dendrita universal en la clase de las dendritas. Para esto,
primero veamos la nocién de limite inverso y algunos resultados que nos seran de
utilidad.

Definicién 3.13. Sea {X;: i € N} una coleccién de espacios métricos. Para cada
i € N, sea f; : X;4+1 — X; una funcién continua. La sucesién {X;, f;}52, de espacios
y funciones es llamada una sucesién inversa, a los espacios X; se les conoce como
espacios coordenados y a las funciones f; se les conoce como funciones de
ligadura.

Si{X;, fi}52, es una sucesién inversa, entonces el limite inverso de {X;, fi}2;,
denotado por @{Xi, fi}221, es el subespacio del producto cartesiano [;=, X; de-
finido por

o0
Um{ X, fi}e2y = {(z)20 € [] Xo: filwin) = i}
i=1
Lema 3.14. [6, Teorema 2.10] Sean X un espacio métrico con métrica d y {X;, fi}52,

una sucesion inversa tal que para cada v € N, tenemos que X; es un subconjunto
compacto, no vacio de X y f; es una funcion suprayectiva. Para todo j > i+ 1, sea

fij=1Jfio-ofimi: Xy = Xi y fur=fi
Supongamos que se cumplen las siquientes afirmaciones:

(a) Para todo £ > 0, existe k € N tal que para cualquier p € X, :

diam Uf,;jl(p) <e.

ji>k
(b) Para todo i € N y para todo § > 0 existe & tal que sij > 1 yp,q € X, son
tales que d(fi;(p), fi;(q)) > 0, entonces d(p,q) > 5.
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Entonces <lz'_m{Xi, fi}521 es homeomorfo a (= (clx (U
si para cada i € N, tenemos que X; C X; 11, entonces @{Xi, fi}$2, es homeomorfo

a clx (U2, Xi)-

Definiciéon 3.15. Sean X; y Xo espacios topoldgicos. Una funcién f: X7 — X,
es monétona si f es continua y para cada y € Xo, tenemos que f~!(y) es conexo.

Xm)). En particular,

m>1

Lema 3.16. [6, Teorema 10.36] Todo limite inverso de dendritas con funciones de
ligadura mondtonas es una dendrita.

Veamos la siguiente nocion que nos sera de utilidad para construir una dendrita,
que llamamos D, y que mas adelante veamos que es universal en la clase de las
dendritas.

Definicién 3.17. Sea ¢ € R?. Una estrella con centro en c y rayos B, es
U;=, Bj, donde para cada j € N, tenemos que B; es un arco convexo en R* tal que
¢ es uno de sus puntos extremos, didm(B;) — 0 cuando j — oo y B; N By, = {c},
sij #k.

A continuacién presentamos en cuatro pasos la construccién de la dendrita Do,
y por qué D, es una dendrita universal en la clase de las dendritas. Como esta

dendrita D, es encajable en R? tenemos como consecuencia inmediata que toda
dendrita es aplanable.

Lema 3.18. Toda dendrita se puede encajar en R2.

Demostracion. Hacemos la prueba en cuatro pasos.

Paso 1. Construccién de Do. Sean ¢; € R? y D; una estrella con centro en c;.

Para cada j € N, sea m; el punto medio de cada rayo B; de D; y S; una estrella
con centro en m; y tal que S; N B; = {m;}, didm(S;) — 0 cuando j — oo y
SjﬂSkz(Z), sij#k.

Ahora sea Dy = D1 U (U2, S)).

De manera similar, para cada 5 € N ponemos una estrella con centro en cada
punto medio del subarco de B; que va de c a m; y otra estrella con centro en
cada punto medio del subarco de B; que va de m; al punto extremo de B; que
no es c¢. También para cada j € N, ponemos una estrella en el punto medio de
cada rayo de cada estrella S;, cuidando que las nuevas estrellas construidas sean
disjuntas dos a dos, que intersecten a Dy sélo en sus respectivos centros y que sus
diametros tiendan a cero cuando j — co. Asi, de manera similar, para cada i € N,
continuamos construyendo D;.

Notemos que para cada i € N, tenemos que D; es una dendrita y D; C D;41.

Para cada ¢ € N, sea f; : D;11 — D; una funcién definida para cada x € D;14
por

f(x):{ x, si xzeD;

m;, si x € S;, donde para cada j € N tenemos que Sji- es una estrella

agregada a D;.
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Notemos que para cada ¢ € N, tenemos que f; es una funcién mondtona.
Sea Doo = Hm{D;, fi}72,.

Paso 2. D, es una dendrita. El hecho de que D, es una dendrita se desprende
inmediatamente del Lema 3.16.

Paso 3. D, es encajable en R2. Por la construccién de Do, tenemos que se cum-
plen (a) y (b) del Lema 3.14. Luego, im{D;, f;}32, es homeomorfo a clx (U2, Xi).
Notemos que

Clx(U Xz) C R2.

i=1

Asi, Do, es encajable en R2.

Paso 4. D, es universal para la familia de las dendritas. La prueba de este hecho
es un tanto mas elaborada, por razones de espacio remitimos al lector a consultarla
en [6, 10.37, Paso 4].

Asi, toda dendrita se puede encajar en R2. (I

Asi, en esta seccién hemos visto dos encajes importantes dentro de la Teoria de
los Continuos. Todo continuo se puede encajar en el cubo de Hilbert y toda dendrita
se puede encajar en D,.

4. NINGUNA n-SOMBRILLA ES ENCAJABLE EN R"

En esta seccién vemos qué es una n-sombrilla y revisamos el material necesario
para probar que para cada n € N, ninguna n-sombrilla es encajable en R™ (vea el
Teorema 4.16).

Comenzamos esta seccién recordando que un espacio topoldgico es perfecto si es
cerrado y es igual al conjunto de sus puntos de acumulacién.

Lema 4.1. Si X es un espacio topoldgico, Y es un subespacio de X tal que Y es
perfecto y p € Y, entonces clx (Y — {p}) =Y.

Demostracion. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespacio de X tal que Y
escerradoen X y Y = Y),(. Sea p € Y. Veamos que clx(Y — {p}) =Y. Seay € Y.
Supongamos que y # p. Luego, y € Y — {p}. Como Y — {p} C clx(Y — {p}),
tenemos que y € clx(Y — {p}). Ahora, supongamos que y = p. Como Y = Y)/(,
tenemos que p € Y)/(. Luego, para todo abierto U en X con p € U, tenemos que
UN(Y —{p}) # 0. Por lo tanto, y € clx (Y — {p}). Asi, Y C clx (Y — {p}).

Por otro lado, como Y — {p} C Y, tenemos que clx (Y — {p}) C clx(Y). Como
Y es cerrado en X, tenemos que clx(Y) = Y. Luego, clx(Y — {p}) C Y. Asi,
el (Y — {p}) = Y. O

Lema 4.2. Si X y Y son espacios topoldgicos y p € Y, entonces X x {p} es
homeomorfo a X.
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Demostracion. Sean X y Y espacios topoldgicos, p € YV ym : X XY — X la
funcién primera proyeccién sobre X. Sea g = mi|xxp : X x {p} — X. Por el
Lema 2.8, tenemos que 7 es continua, y de aqui g es continua. Claramente g es
biyectiva y g7 : X — X x {p}, definida por g~(x) = (x,p), es continua. Asf,
g: X x {p} = X es un homeomorfismo. d

Lema 4.3. En R"™ tenemos que intg~ ([0, 1]™) es homeomorfo a R™.

Demostracion. Tenemos que intg~ ([0, 1]) = (0,1). Luego, intg~([0,1]™) = (0,1)™.
Por otro lado, (0,1) es homeomorfo a R. Asi, (0,1)” es homeomorfo a R™. Por lo
tanto, intga ([0, 1]™) es homeomorfo a R™. O

A continuacién un lema en el cual verificamos que un homeomorfismo entre n-
variedades preserva el interior como variedad y la frontera como variedad.

Lema 4.4. Si My y My son n-variedades y h : My — My es un homeomorfismo,
entonces

(1) h(intV(n)(Ml)) = intV(n)(Mz).

(2) h(0, M) = 0, Ms.

Demostracion. Veamos que se cumple (1). Sea z € h(intv(,)(M;)). Tenemos que
z = h(p) para algin p € intv(,)(M;). Existe una vecindad V' de p en M; tal
que V es homeomorfo a R™. Como V es homeomorfo a h(V), tenemos que h(V)
es homeomorfo a R™. Ademds, h(V) es una vecindad de z en M. Luego, z €
intV(n)(Mg). Asi, h(intv(n) (Ml)) C iIltV(n)(Mg).

Ahora, veamos que intv(,)(Mz) C h(intv(,)(M;)). Como A~ : My — M es
un homeomorfismo, de manera similar de como se demostré que h(intv,)(M1)) C
intv(,)(Mz), se obtiene que

A (intv () (Ma)) C intv,) (M).
Luego, intv (,)(Mz) = h(h™! (intv(,)(Mz))) C h(intv(,)(M)).

Veamos que se cumple (2). Como h es biyectiva, tenemos que h(OM7) = h(M; —
intv(,) (My)) = h(My) — h(intv,)(My)) = Mz — h(intv(,)(M;)). Luego, por (1),
tenemos que h(0, M) = My — intv(,)(Ms). Asi, h(0, M) = 0, M. O
Lema 4.5. Si (a1,...,a,) € intgn ([0, 1]™), entonces

(a1,...,a,,0) € intv, ([0, 1]" x {0}).
Demostracion. Sea (aq,...,an) € intgn([0,1]™). Notemos que
(a1,...,an,0) € intg~ ([0, 1]™) x {0}.

Por el Lema 4.2, tenemos que intg~ ([0, 1]™) X {0} es homeomorfo a intg~ ([0, 1]™).
Ademds, por el Teorema 4.3, tenemos que intgn ([0, 1]™) es homeomorfo a R™. Luego,
intgn ([0,1]™) x {0} es homeomorfo a R™. Asi, intg~ ([0, 1]™) x {0} es una vecindad
de (a1, ..., an, 0) homeomorfa a R"™. Por lo tanto, (a1, ...,a,,0) € intv,)([0,1]" x

{0}).

Definicién 4.6. Un espacio topolégico X es localmente compacto si para todo
p € X y para todo abierto U en X con p € U existe un abierto V en X tal que
peV Ccx(V)CUyclx(V) es compacto.
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Lema 4.7. Sean X C R™ y p € X. Entonces p € intgn(X) si y sdlo si existe
Z, C X tal que Z,, es compacto y p € intgn (Z,).

Demostracion. Supongamos que p € intgn (X). Como intgn (X) es abierto en R™ y
R™ es localmente compacto, existe un abierto V en R™ tal que p € V C clgn (V) C
intgn (X) v clge (V) es compacto. Notemos que clgn (V) C X y p € intge (V) C
intgn (Can (V))

Sea Z, = clgn(V). Tenemos que Z, C X y Z, es compacto. Ademds, p €
intgn (Zp). Asi, Z, satisface las propiedades deseadas.

Reciprocamente, supongamos que existe Z, C X tal que Z, es compacto y
p € intgn(Zp,). Como Z, C X, tenemos que intgn(Z,) C intgn(X). Luego, p €
int]Rn (X) O
Lema 4.8. Sean X y Y subconjuntos de R™ yp € X. Sih : X — Y es un
homeomorfismo y para todo § > 0 existe Us abierto en X conp € Us C B(p,6)NX
tal que toda funcion f : X — Us — S"! se puede estender a una funcién de
X a S Y, entonces para todo € > 0 existe W abierto en Y con h(p) € W. C
B(h(p),e) NY tal que toda funcion o : Y — W. — S"~1 se puede extender a una
funcién deY a S™1L.

Demostracion. Sean € > 0y V. = B(h(p),e) N Y. Como B(h(p),e) es abierto en
R™, tenemos que V. es abierto en Y. Luego, h™ (VL) es abierto en X. Existe § > 0
tal que B(p,d) N X C h~1(V.). Por hipétesis, existe un abierto Us en X tal que
p € Us C B(p,d) N X y toda funcién f: X — Us — S™ ! se puede extender a una
funcién de X a S™~!. Luego,

h(p) € h(Us) C h(B(p,6) N X) C Ve = B(h(p),e) NY.

Sea W, = h(Us). Tenemos que W, es abierto en Y y h(p) € W. C B(h(p),e) NY.
Veamos que toda funcién o : Y — h(Us) — S™~1 se puede extender a una funcién
de Y a S"! Sean a : Y — h(Us) — S" !y g = aoh|x_y,. Notemos que g es
una funcién de X — Us a S"~!. Luego, existe G : X — S"~! tal que para todo
x € X — Us, tenemos que G(z) = g(x).

Sea y € Y — h(Us). Notemos que para todo y € Y — h(Us), tenemos que
h_1|Y7h(U5)(y) = h‘_l(y) Luego,
Goh™H(y) = G(h™(y) = G(h™ |y —nwy))(v)-
Como h™|y_pw,)(y) € X — Us, tenemos que
G(h™ Ny —nws ®) = 9(h ™y —nws) ())-
Asi,
Goh™H(y) = g(h™ ly—nwy () = 9(h™'(y)) = a0 hlx—v,(h™"(y))
Notemos que para todo z € X — Uy, tenemos que h|x_y, (z) = h(x). Luego,
aohlx-u, (N (y)) = a(h(h™'(y)) = a(y).

Asi, para todo y € Y — h(Us), tenemos que G o h™1(y) = a(y). Por lo tanto,
G o h™! es una extensién de a. O

Teorema 4.9. [7, 19.1] Sean X C R" yp € X. Si X es compacto, entonces las
siguientes condiciones son equivalentes.
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(1) p € frps (X).

(2) Para todo § > 0 existe Us abierto en X con p € Us C B(p,0) N X tal que
toda funcion f: X —Us — S™ ! se puede extender a una funcion de X a
Sn-t,

El Teorema de la Invariancia del Dominio de Brower nos es de utilidad en este
trabajo, por lo que a continuacién presentamos una version de este teorema para
conjuntos compactos, el cual nos ayuda a probar el mismo teorema para conjuntos
en general.

Teorema 4.10. Sean X yY subconjuntos de R™ y h: X — Y un homeomorfismo.
Si X es compacto, entonces h(intgn (X)) = intgn» (V).
Demostracion. Supongamos que X C R™ es compacto. Veamos que

(%) h(frgn (X)) = frg= (V).

Sea z € h(frg-(X)). Existe p € frg-(X) tal que h(p) = 2. Por el Teorema 4.9,
para todo § > 0 existe Us abierto en X con p € Us C B(p,d) N X tal que toda
funcién f : X — Us — S™! se puede extender a una funcién de X a S™~!. Por el
Lema 4.8, para todo € > 0 existe W, abierto en Y con h(p) € W, C B(h(p),e)NY
tal que toda funcién o : Y — W. — S ! se puede extender a una funcién de Y a
S™=1. Por el Teorema 4.9, tenemos que h(p) € frg- (V). Asf, h(frgn (X)) C frga (V).

Ahora, como h~! : Y — X es un homeomorfismo, de manera similar de como
se demostré que h(frg- (X)) C frg-(Y), se obtiene que h~!(frg-(Y)) C frg~(X).
Luego,

frgn (V') = h(h ™ (frgn (Y))) C h(frgn (X)).

AASI,7 h(fI‘Rn (X)) = fI‘]Rn (Y)

Ahora, como intgn (X) = X —frga (X) y h es biyectiva, tenemos que h(intg» (X)) =
hMX) = h(frgn (X)) = Y — h(frgn (X)). Por (x), h(intg (X)) =Y — frgn(Y"). Como
intga (V) =Y — frgn (Y), tenemos que h(intgn (X)) = intgn (V). O

Veamos como se prueba el Teorema de la Invariancia del Dominio de Brower.

Teorema 4.11. De la invariancia del dominio de Brouwer. Si X yY son
subconjuntos de R™ y h : X =Y es un homeomorfismo, entonces h(intgn (X)) =
intgn (Y). En particular, si X es abierto en R™, entonces Y es abierto en R™.

Demostracion. Sean X y Y subconjuntos de R™ y h: X — Y un homeomorfismo.
Veamos que h(intg» (X)) C intgn (V). Sea y € h(intgn (X)). Existe x € intgn (X) tal
que y = h(x). Por el Lema 4.7, existe Z C X tal que Z es compacto y = € intgn(Z).
Asi, y = h(z) € h(intg~(Z)). Notemos que h|z : Z — h(Z) es un homeomorfismo.
Por el Teorema 4.10, tenemos que y € intg=(h(Z)). Notemos que intg» (h(Z)) C
intgn (V). Luego, y € intgn (V). Asi,

h(intg~ (X)) C intgn (Y).

Como h™! : Y — X es un homeomorfismo, de manera similar de como se de-
mostré que h(intg- (X)) C intg(Y), se obtiene que h™!(intg=(Y)) C intgs(X).
Luego,

intgn (Y) = h(h™ (intg~ (Y))) C h(intgn (X)).

Por lo tanto, h(intg~ (X)) = intgn (Y).
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Ahora, veamos que si X es abierto en R™, entonces Y es abierto en R"™. Como X
es abierto en R™, tenemos que X = intgn(X). Luego, Y = h(X) = h(intg- (X)) =
intgn (Y). Asi, Y es abierto en R™. O

Teorema 4.12. Sean X un espacio métrico, V una n-celda en X y U un abierto en
X. Sipe Unintx(V), entonces existe una n-celda J en X tal que p € intx(J) C
J CcUnintx (V).

Demostracion. Seanp € UNintx (V) y h: V — [0,1]™ un homeomorfismo. Notemos
que UNintx (V) c UNV C V. Luego, U Nintx (V) = (U Nintx(V)) N V. Como
U Nintx (V) es abierto en X, tenemos que U Nintx (V) es abierto en V. Luego,
h(UNintx (V) es un abierto en [0, 1]™. Supongamos que h(p) = (y1,...,yn). Porlo
tanto, existe un basico B = [, U; tal que h(p) € B C h(U Nintx (V)). Para cada
i€ {1,...,n}, tenemos que U; es abierto en [0, 1]. Luego, para cada i € {1,...,n}
existe un intervalo [« 5;] C U; tal que y; € («y, ;). Asi,

W1, ym) € [ (i, 8:) € []lewis 8] €
=1 1=1

[[V:i = B c h(Unintx(V)).
i=1
Luego,
p=h40p) € ([l 6:)) < b ([Jlows B < B (B)
i=1 i=1
C h Y (U Nintx(V))) = U Nintx (V).
Sea J = h™'([1i-,las, Bi]). Notemos que J es una n-celda en X y inty(J) =
h=Y(TT:—, (s, Bi)). Asi, hemos probado que existe una n-celda J en X tal que
p€E€intx(J) C JCUnNintx(V). O

A partir del Teorema de la Invariancia del Dominio de Brower se prueba que
el interior de una n-celda en R™ y el interior como variedad de dicha n-celda son
iguales. A continuacién presentamos este hecho.

Teorema 4.13. En R" tenemos que intv(,)([0,1]") = intg= ([0, 1]").

Demostracion. Seap € intv(,)([0,1]™). Luego, existe una vecindad V' de p contenida
en [0, 1]™ tal que V' es homeomorfo a R™. Sea h : R™ — V un homeomorfismo. Como
V C [0,1]™ € R™, por el Teorema 4.11, tenemos que V es abierto en R"™. Asi, V C
intg~ ([0, 1]™). Por lo tanto, p € intg~ ([0, 1]™). Luego, intv,)([0, 1]") C intg~ ([0, 1]™).

Ahora, sea p € intg~ ([0, 1]™). Como intg~ ([0, 1]™) es abierto en R™ y intg~ ([0, 1]™)
= intg~ ([0, 1]™) N [0, 1], por el Teorema 4.12, existe una n-celda J en R™ tal que
p € intgn(J) C J C intga([0,1]™). Notemos que intgn(J) es una vecindad de p
contenida en [0,1]™. Por el Lema 4.3, tenemos que intg~(J) es homeomorfo a R™.
Asi, p € intv(,,) ([0, 1]™). Por lo tanto, intg~ ([0, 1]") C intv ([0, 1]™). O

Definiciéon 4.14. Una n-sombrilla es un espacio topoldogico homeomorfo a la
unién de [0,1]"x{0} y un arco J en R"* tales que ([0, 1]"x{0})NJ = {(a1, ..., an,0
)}, donde (aq,...,a,) € intg~([0,1]™) v (a1,...,an,0) es un punto extremo de J.
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Representacién de una 2-sombrilla y de la parte, que cabe en R3, de una
3-sombrilla

Como toda n-sombrilla S es un subconjunto de R™*!, uno podria estar tentado
a pensar que el hecho de que S no es encajable en R™ se da de manera inmediata.
Sin embargo existen subespacios de R™"*! tales que si son encajables en R™. A
continuaciéon vemos un ejemplo y més adelante revisamos la prueba de que ninguna
n-sombrilla es encajable en R™.

Ejemplo 4.15. Consideremos la esfera unitaria S? en R3. Sean N = (0,0,1) € R?
y X = 8?2 — {N}. La funcién h : X — R? definida para cada (z,y,2) € R por
h((x,y,2)) = (1%, 12) es un homeomorfismo y se conoce como la proyeccién
estereografica.

Proyeccién estereografica

Teorema 4.16. Ninguna n-sombrilla es encajable en R™.

Demostracion. Sean n € N y X una n-sombrilla. Tenemos que X es un espa-
cio topolégico homeomorfo a la unién de [0,1]" x {0} y un arco J en R"*! tales
que ([0,1]" x {0}) N J = {(a1,...,a,,0)}, donde (ay,...,a,) € intg~([0,1]") ¥
(a1,...,an,0) es un punto extremo de J.

Veamos que ([0,1]™ x {0}) U J no es encajable en R™. Para esto supongamos lo
contrario, es decir, supongamos que existe un encaje h: ([0,1]" x {0}) U J — R™.
Luego, h|; : J — R™ es un encaje. Por el Lema 4.1, tenemos que

clgn (h(J) — {h((a1,...,an,0))}) = h(J).
Luego, existe una sucesién {r, }>2; en
h(J) = {h((ar, ..., an,0))}
tal que , — h((ai,...,an,0)).
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Por el Lema 4.5, tenemos que (ay,...,a,,0) € intv,([0,1]" x {0}). Luego,

h((a1,..., an,0)) € h(intv(,)([0,1]" x {0})). Por el Lema 4.4, tenemos que
(im0, 17 x {03)) = intv o ((0, 1 x {0})).

Notemos que [0, 1]™ x {0} es homeomorfo a [0, 1]™. Luego, h(]0,1]™ x {0}) es una

n-celda en R™. Por el Lema 4.13, tenemos que
intv(,) (A([0, 1]" x {0})) = intr~ (R([0, 1]" x {0})).

Como intg~ (h([0,1]™ x {0})) es abierto en R™ y r, — h((a1,..., a,,0)), existe
N € N tal que si n > N, entonces 7, € intg~(h([0,1]™ x {0})). Asi, en particular
ry € intgn (A([0,1]™ x {0})). Luego,

ry € intgn (R([0,1]" x {0})) N (h(J) = {h((a1,...,an,0))}).
Como
intga (R([0,1]™ x {0})) N (A(J) — {h((a1,...,an,0))})
C h([0,1]" x {0}) N A(]),

tenemos que ry € h([0,1]" x {0}) N h(J). Notemos que ry # h((a1,...,an,0)).
Luego, h=1(ry) € ([0,1]" x {0}) nJ y h=i(rn) # (a1,...,an,0). Esto es una

contradiccién porque ([0, 1]™ x {0}) N J = {(a1,...,an,0)}.
Por lo tanto, ([0,1]" x {0}) U J no es encajable en R"™. Como X es homeomorfo
a ([0,1]™ x {0}) U J, tenemos que X no es encajable en R". O

a

Representacién grifica de que una 2-sombrilla no se puede encajar en R2.
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CAPITULO 20

CONTINUOS CASI ENREJADOS Y LOCALMENTE CONEXOS
CON n-ESIMO PRODUCTO SIMETRICO UNICO

DAVID HERRERA CARRASCO, FERNANDO MACIAS ROMERO
FRANCISCO VAZQUEZ JUAREZ
FCFM, BUAP

RESUMEN. Para un continuo X y n un nimero natural, el n-ésimo producto
simétrico de X se denota por Fy,(X) y es el hiperespacio de todos los subcon-
juntos, no vacios, de X con a lo mas n puntos, con la métrica de Hausdorff. Se
dice que X tiene n-ésimo producto simétrico dnico si Y es un continuo y Fy, (X)
es homeomorfo a F,,(Y'), entonces X es homeomorfo a Y. En este capitulo,
probamos que los continuos casi enrejados y localmente conexos tienen n-ésimo
producto simétrico tnico, para cada n > 4.

1. INTRODUCCION

Un continuo es un espacio métrico con mas de un punto, compacto y conexo.
Dado un continuo X y n € N, consideramos los siguientes hiperespacios de X

F,(X)={A C X: A es no vacio y tiene a lo més n puntos},

Cn(X) ={A C X: A es cerrado no vacio y tiene a lo mas n componentes}.

Tanto F,,(X) como C,(X) son metrizables por la métrica de Hausdorff (vea [22,
Definicién 0.1]) y son conocidos como el n-ésimo producto simétrico de X y el n-
ésimo hiperespacio X, respectivamente. Cuando n = 1 escribimos C(X) en lugar
de C1(X), y nos referimos a C(X) como el hiperespacio de los subcontinuos de X.

Dado un continuo X, sea H(X) alguno de los hiperespacios definidos arriba y
sea K una clase de continuos. Decimos que X € X tiene hiperespacio unico H(X)
en X si cuando Y € X es tal que H(X) es homeomorfo a H(Y'), se sigue que X es
homeomorfo a Y. Si X es la clase de todos los continuos, simplemente decimos que
X tiene hiperespacio tnico H(X).

Este trabajo esta relacionado con el siguiente problema general.

Problema 1.1. Hallar condiciones sobre el continuo X de tal manera que X tenga
hiperespacio tinico H(X).

Sea
® = {X: X es una gréfica finita}.

Hasta ahora se han probado los siguientes resultados (a)-(m).

287
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(a) SiX € & yX es distinto de un arco y de una curva cerrada simple, entonces
X tiene hiperespacio unico C(X) (vea [7, 9.1] y [1, Teorema 1]).

(b) Si X € &, entonces X tiene hiperespacio inico Ca(X) (vea [15, Teorema
4.1)).

(¢) Si X € &, entonces X tiene hiperespacio inico Cp(X) para cada n € N —
{1,2} (vea [16, Teorema 3.8]).

(d) Si X € &,n,m € N, Y es un continuo y Cp,(X) es homeomorfo a Cp,(Y),
entonces X es homeomorfo a'Y (vea [16, Corolario 3.9]).

(e) Si X € & yn € N, entonces X tiene hiperespacio inico F,(X) (vea [6,
Corolario 5.9]).

Sea
D = {X: X es una dendrita cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado en X }.

(f) Si X € ® y X es distinto de un arco, entonces X tiene hiperespacio unico
C(X) (vea [9, Teorema 10]). Ademds, si X es una dendrita y X ¢ ©, en-
tonces X no tiene hiperespacio inico C(X) (vea [3, Teorema 5.2]).

(9) Si X € D, entonces X tiene hiperespacio tinico Co(X) (vea [18, Teorema
3.1]).

(h) Si X € D, entonces X tiene hiperespacio unico C,(X) para cada n € N —
{1,2} (vea [11, Teorema 5.7]).

(i) Si X € ® yn € N— {2}, entonces X tiene hiperespacio inico F,(X) (vea
[2, Teorema 5.2] y [10, Teorema 3.7]).

Sea
O = {X: X es una dendrita cuyo conjunto de puntos ordinarios es abierto en X }.

Notemos que © ¢ O (vea [10, Corolario 2.4]).

(4) Si X € O, entonces X tiene hiperespacio inico Fo(X) (vea [14, Teorema 8)).
Sea

£ ={X : Xes una dendrita local}
y sea
£9 = {X € £: cada punto de X tiene una vecindad que estd en D}.

(k) Si X € £90 y X es distinto de un arco y de una curva cerrada simple,
entonces X tiene hiperespacio inico C(X) (vea [4, Corolario 5.2]).

() SiX e £D,Y esun continuo y Cp(X) es homeomorfo a Cp,(Y) conn,m €
N — {1,2}, entonces X es homeomorfo a Y (vea [12, Teorema 5.6]).

Dado un continuo X, sean
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G§(X) = {p € X : p tiene una vecindad T en X tal que T es una grafica finita},
AM = {X: X es un continuo y §(X) es denso en X},

M ={X € AM: X tiene una base de vecindades g tal que para cada elemento
Ue s, UNG(X) es conexo}, y

PC = {X: X es un continuo localmente conexo}.

Notemos que M C PCy 6,0,£D C M (vea [8, Lema 2] y [8, Teorema 6],
respectivamente).
(m) St X € M yn € N— {1}, entonces X tiene hiperespacio inico Cp(X). Si
X eM y X es distinto de un arco y de una curva cerrada simple, entonces
X tiene hiperespacio unico C(X) (vea [8, Teorema 37]).

Dado un continuo X y n € N| sea
En(X)={A € F,(X) : A tiene una vecindad en F,(X) que es una n-celda}.

El propésito principal de este capitulo es demostrar el siguiente resultado (vea [13,
Teorema 4.3]).

(n) Si X € PCNAM (es decir, por el Teorema 3.1, £,(X) es denso en F,(X), y
n € N—{2,3}), entonces X tiene hiperespacio unico F,,(X) (vea el Teorema
4.3 de este capitulo).

El resultado (n) es una generalizacién de (e) y (4), en el caso n € N—{2, 3}
(vea el Corolario 4.1).

2. NOCIONES Y HECHOS GENERALES

Todos los espacios considerados en este capitulo son métricos. Para un espacio
X, un punto z € X y un niimero positivo €, denotamos por Bx (z, ¢) la bola abierta
en X centrada en X de radio €. Si A es un subconjunto de un espacio X, usamos
los sfmbolos clx (A), intx(A) v frx(A) para denotar la cerradura, el interior y la
frontera de A en X, respectivamente. La cardinalidad de A es denotada por |A|, N
representa el conjunto de los niimeros naturales y R representa el conjunto de los
nimeros reales.

De hecho todos los conceptos no definidos aqui serdn tomados como en [22].

Si X es un continuo, Uy,Us,...,U,, C X y n € N, definimos:
m
(U1, Ugy ..., Un)yn={A€eF,(X): AC J U; y ANU; # () para cada
i=1
i€{1,2,---,m}}.
Es conocido que los conjuntos de la forma (U, Us,...,Un)y, donde Uy, Us, . . .,

U, son abiertos en X, forman una base de la topologia de F,,(X), es decir, una
base para la topologia inducida por la métrica de Hausdorff (vea [19, Teoremas 1.2

y 1.3]).
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Definicion 2.1. Dado n € N. Una n-celda es un espacio homeomorfo al producto
cartesiano [0, 1]™.

En nuestro trabajo necesitamos construir n—celdas en F, (X), el siguiente resul-
tado, que se encuentra en [2, Teorema 2.1], nos da una alternativa.

Teorema 2.2. Sean X un continuo yn € N. Dado i € {1,2,...,n}, sea J; un arco
en X con puntos extremos a; y b;. Si los conjuntos Jy, Ja, ..., J, son ajenos dos a
dos, entonces el conjunto (Ji,Ja, ..., Jn)n €s una n—celda en F,(X) cuyo interior

como variedad es el conjunto (J; — {a1,b1}, Jo — {az,ba}, ..., Jn — {an, bn})n-

En la siguiente definicién ocupamos los simbolos Xy, w, y ¢ que denotan la cardi-
nalidad de los nimeros naturales, el primer ordinal no numerable y la cardinalidad
de los numeros reales, respectivamente.

Definicién 2.3. Sean X un continuo y p € X. Sea n € N U {w, Ny, c}. Se dice
que p es de orden menor o igual que n en X, se denota por ord(p, X) < n, si para
cada abierto V en X tal que p € V, existe U abierto en X tal que p e U C V
v |frx(U)] < n ( |frx(U)] < w indica que el conjunto frx(U) es finito). Se
dice que p es de orden n en X, denotado por ord(p, X) = n, si ord(p,X) <ny
ord(p, X) j{ « para cualquier o < n (por conveniencia, para cada n € N, suponemos
que n < w < Vo).

Consideremos la escoba X y la dendrita F,, definidos como en [17, pdgs. 7 y
8], respectivamente. Sean p el vértice de X y ¢ el vértice de F,,. Notemos que
ord(p, X) =Rg y ord(q, F,) = w.

Definicién 2.4. Sean X un continuo y p € X.
(1) Siord(p,X) =1, se dice que p es un punto extremo de X.
(2) Siord(p,X) =2, se dice que p es un punto ordinario de X.
(3) Siord(p,X) > 3, se dice que p es un punto de ramificacién de X.

Dado un continuo X, el conjunto de los puntos extremos de X, el conjunto de
los puntos ordinarios de X y el conjunto de los puntos de ramificacién de X son
denotados por E(X), O(X) y R(X), respectivamente.

Notemos que X = E(X)UO(X) U R(X).

Definicién 2.5. Sea X un continuo, un arco libre en X es un arco J C X
con puntos extremos p y ¢ tales que J — {p, ¢} es abierto en X. Un arco libre
maximal en X es un arco libre en X que es maximal respecto a la inclusiéon. Una
circunferencia libre S en X es una curva cerrada simple S en X tal que existe
p € S tal que S — {p} es abierto en X.

Dado un continuo X, sean

Us(X) ={J C X : J es un arco libre maximal en X o J es una circunferencia
libre en X}, y

FAX) =U{intx(J) : J € Us(X)}.
Para los siguientes conceptos debe considerar que los conjuntos G(X) y P(X) se
han definido en la seccién anterior.

Definicién 2.6. Un continuo X es casi enrejado si el conjunto §(X) es denso en
X. Un continuo casi enrejado X es enrejado si X tiene una base de vecindades (3
tal que para cada U € 3, U — P(X) es conexo.
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Los siguientes resultados aparecen en [8, Lema 1] y [8, Lema 2], respectivamente.
Lema 2.7. Sea X un continuo. Entonces clx(5(X)) = clx (FA(X)). Por tanto, X
es casi enrejado si y solo si FA(X) es denso en X.

Lema 2.8. Si X es un continuo enrejado, entonces X es localmente conezxo.

El siguiente resultado aparece en [8, Teorema 6].

Teorema 2.9. La clase de continuos enrejados contiene las siguientes clases:

(1) grdficas finitas;

(2) D;

(3) dendritas locales cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado.

Del Lema 2.2 y Teorema 2.2, obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.10. La clase de los continuos localmente conexos y casi enrejados
contiene las siguientes clases:

(1) grdficas finitas;

(2) D;

(3) dendritas locales cuyo conjunto de puntos extremos es cerrado.

(4) continuos enrejados

El siguiente resultado estd en [8, Lema 10].

Lema 2.11. Sean X un continuo localmente conexo y J un arco libre en X. En-
tonces existe K € Ug(X) tal que J C K.

Teorema 2.12. Si X es un continuo localmente conexo, entonces FA(X) = X —
(P(X) UR(X)).

Demostracién. Supongamos que x € FA(X). Entonces existe J € Ug(X) tal que
x € intx(J). Por tanto, z € X — (P(X) U R(X)).

Supongamos que z € X — (P(X) U R(X)). Entonces existe una gréfica finita T
en X tal que x € intx (T). Més ain, dado que x ¢ R(X), existe un arco libre I de
X tal que z € intx(I). Por el Lema 2.3, existe K € Ug(X) tal que I C K. Por
tanto, x € intx (K) y as{ x € FA(X). Esto concluye la prueba del teorema. O

Para terminar esta secciéon probamos el siguiente resultado.

Teorema 2.13. Sean X un continuo localmente conezo yn € N. Si A€ F,(X) y

U es una vecindad de A en F,(X), entonces existen Vi,Va, ..., Via| subconjuntos
abiertos en X, coneros y ajenos dos a dos tales que A € (Vi,Va,...,Via)n C
intFn (X) (U) .

Demostracion. Supongamos que |A| =m y sea A = {x1,x2,...,Z,}. Dado que X
es Hausdorff, existen Cy,Cj, ..., C,, subconjuntos abiertos en X ajenos por pares
tales que z; € Cy, para cada i € {1,2,...,m}. Més atin, dado que A € intp, x)(U),
existen Uy, Us, ..., U; subconjuntos abiertos en X ajenos por pares tales que A €

(U1,Us,..., Uy C intF,L(X)(u)~

Para cada i € {1,2,...,m},sea V; = C; N [{U; : j € {1,2,...,1} y & € Uj}.
Observemos que Vi, Vs, ..., V,, son subconjuntos abiertos en X ajenos por pares
yAe WV, Vo,...,Vidn C (U1,Us,...,U;),. Dado X es un continuo localmente
conexo, podemos suponer que V; es un subconjunto conexo de X, para cada @ €
{1,2,...,m}. Esto completa la prueba del teorema. |



292 HERRERA CARRASCO, MACIAS ROMERO, VAZQUEZ JUAREZ

3. CONTINUOS LOCALMENTE CONEXOS Y CASI ENREJADOS, Y EL CONJUNTO
En(X)

En esta seccién probamos algunas propiedades de los continuos localmente cone-
xos casi enrejados y el conjunto &, (X).

Teorema 3.1. Para un continuo localmente conexo X las siguientes condiciones
son equivalentes.

(a) X es casi enrejado,
(b) para cada n € N, el conjunto £,(X) es denso en F,(X),
(¢c) todo abierto en X no vacio contiene un arco libre en X.

Demostracion. (a) = (b). Supongamos que X es casi enrejado. Sean A € F,(X)
y U abierto en F,(X) tal que A € U. Sean |A| = my A = {z1,22,...,2Zm}.
Por el Teorema 2.4, existen Uy, Us,...,U,, subconjuntos abiertos de X, cone-
xos y ajenos dos a dos tales que x; € U;, para cada i € {1,2,...,m} y A €
(U1,Us ..., Upn)n C U. Por el Lema 2.1, tenemos que FA(X) es denso en X y
asi U; NFA(X) # 0, para cada i € {1,2,...,m}. Sean y; € U; N FA(X), para cada
1€{2,3,...,m}. Tomamos n+ 1 —m puntos Ym+1, Ym+2; - - - s Yn+1 en Uy NFA(X)
distintos dos a dos. Sean V41, Vinto,..., V41 abiertos en X ajenos dos a dos
tales que Ym+1 € Vm+lvym+2 € Vm+27 o Ynt1 € Vn+1 y Vm+1a Vm+27 ey Vn+1 -
Ui N FA(X). Para cada j € {2,3,...,m}, sea W; = Uj; y para cada j € {m +
1,m+2,...,n+1}, sea W; = V;. Para cada j € {2,3,...,n+ 1}, sea I; un arco
libre en X tal que y; € intx(I;). Ademads, para cada j € {2,3,...,n+ 1} tene-
mos que I; N W; # (), asi para cada j € {2,3,...,n + 1} existe un arco L; tal
que y; € intx(L;j) C Ly C I; N W;. Sea B = {y2,Y3,...,Ynt1}. Notemos que
|Bl|=ny B € (intx(Ls),intx(L3),...,intx(Lnt+1))n. Por el Teorema 2.1, el con-
junto (Lo, L3, ..., Lyy1)y es una n—celda. Por tanto, B € &£,(X) NU. Concluimos
que &,(X) es denso en F,(X).

(b) = (c). Esta implicacién es el Teorema 4.9 de [2].

(¢) = (a). Supongamos que todo abierto en X no vacio contiene un arco libre en
X. Veamos que clx (5(X)) = X. Sean z € X y U abierto en X tal que x € U. Luego,
existe un arco libre I en X tal que I C U. Seay € I — E(I). Dado que I — E(I) es
abierto en X, inferimos que y € intx (I). Por tanto, y € §(X) y asi U N G(X) # 0.
Por lo que clx(5(X)) = X, es decir, X es casi enrejado. O

Teorema 3.2. La clase de las dendritas locales cuyo conjunto de puntos ordina-
rios es abierto estd contenida en la clase de los continuos localmente conexos casi
enrejados.

Demostracion. Sea X una dendrita local tal que el conjunto de puntos ordinarios,
O(X), es abierto. Por [20, Teorema 4, pag. 303], deducimos que X es un continuo
localmente conexo. Para probar que X es casi enrejado vamos a utilizar la impli-
cacién (b) = (a) del Teorema 3.1. Sean A € F,,(X) y U un subconjunto abierto en
F,(X) tal que A € U. Probemos que &,,(X) es un subconjunto denso de £, (X), esto
es, veamos que &,(X)NU # 0. Supongamos que [A| =my A= {x1,22,...,Tm}.
De acuerdo con el Teorema 2.4, existen Uy, Us,...,U,, subconjuntos abiertos en
X ajenos por pares tales que x; € U;, para cada i € {1,2,...,m}, y A € (Uy,
Uz, ..., Un)F,(x) C intp,x)(U). Dado que O(X) es denso en X, deducimos que



CONTINUOS CON n-ESIMO PRODUCTO SIMETRICO UNICO 293

U;NO(X) # 0, para cada i € {1,2,...,m}. Como m < n, consideremos los sigui-
entes dos casos:

Caso (1) m < n. Para cada ¢ € {2,3,...,m}, sea y; € U; N O(X). Tomamos

n + 1 — m puntos distintos por pares Ym41, Ym+2; - - Yn+1 en Uy N O(X). Como
O(X) es abierto en X, podemos elegir V11, Vinta, - - -, Va1 subconjuntos abiertos
en X y ajenos por pares tales que ymi1 € Vg1, Ym+2 € Vint2, -+, Ynt1 € Vg1

Y Vint1, Vg2, ..o, Vagr C Ur NO(X). Para cada j € {2,3,...,m}, sea W; =
Uj; y para cada j € {m + 1,m + 2,...,n + 1}, pongamos W; = V;. Como X
es un continuo localmente conexo, para cada j € {2,3,...,n + 1}, existe T; un
subconjunto abierto en X y conexo tal que y; € T; C W;NO(X). Notemos que, para
cada j € {2,3,...,n+1}, el conjunto Tj es arco conexo. Para cada j € {2,3,...,n+
1}, elegimos z; € Tj tal que z; # y;. Ahora bien, para cada j € {2,3,...,n + 1},
sea I; un arco contenido en T} con puntos extremos z; y y;. Dado que I; C O(X),
tenemos que I; es un arco libre en X y asi I; — {2;,y,} es un conjunto abierto
en X. Para cada j € {2,3,...,n+ 1}, tomamos p; € I; — {z;,y;} y pongamos
B = {p2,p3,...,Pn+1}. Notemos que los arcos I, I3, ..., I,41 son ajenos por pares
y asi, por el Teorema 2.1, el conjunto (I, I3,...,Ih41)p,(x) €s una n—celda en
Fn(X) Ademss, B € <IQ - {2’2, yg},fg — {2’3,y3}, coy g1 — {Z7L+17yn+1}>Fn(X)~
Por tanto, B € &,(X). Notemos que B € U. Por lo que &,,(X)NU # §. Concluimos
que el conjunto &, (X) es denso en F,,(X).

Caso (2) m = n. Para cada i € {1,2,...,n}, sea y; € U; N O(X). Para probar
que el conjunto &, (X) es denso en F,(X), utilizamos los mismos argumentos de la
prueba del Caso (1) a partir de donde aplicamos que X es un continuo localmente

conexo.
O

Dado un continuo X y n € N, sean
P, (X)={Ae F,(X): ANP(X) # 0},

Ru(X) = {A € Fu(X) s AN R(X) 0},
En(X)={A € F,(X) : A tiene una vecindad en F,(X) que es una n-celda}, y

An(X) = Fu(X) = (Pa(X) U Ry (X)),

Notemos que A € A,(X) siysélosi [A] <ny A C [E(X)UOX)] - PX).
Ademas, si A ¢ P,(X), entonces existe una gréfica finita T en X tal que A C
intx (T)

Teorema 3.3. Sean X un continuo localmente conexro casi enrejado y n > 4.
Si A € Fo(X) y U es una vecindad de A en F,(X), entonces para k € N con
|A] <k <n, existe C C O(X)—=P(X) tal que |C| =k y C € intp, x)(U). Es decir,
cp,x)y({ACO(X) = P(X) : |A] <n}) = Fr(X).

Demostracion. Sea m = |A|. Como U es una vecindad de A en F,(X), por el
Teorema 2.4, existen Vi, Vs, ..., V,, subconjuntos abiertos en X y ajenos dos a dos
tales que A € (V1,Vs,...,Viu)n C intp,(x)(U). Por el Teorema 3.1, para cada
i € {1,2,...,m}, existe I; un arco libre en X tal que I; C V;. Para cada i €
{1,2,...,m}, tomamos o; € (I; — E(I;)) N O(X). Sea C; = {01,02,...,0m,}. Como
los U; son ajenos dos a dos, los puntos o; son distintos dos a dos. Asi, |C1] = m.
Si m < k, elegimos k — m puntos distintos en (I3 — E(I1)) N O(X). Sea C =
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C1U{0om41,0m+2,...,0k}. Asi, |C| = k. Notemos que C' € (V1,Va...,Vjg)n ¥y POT
tanto, C' € intp, (x)(U). Ademds, C C O(X), més atin, como cada o; € I; — E(I;),
concluimos que o; € intx([;) y asi, CNP(X) = 0. O

Corolario 3.4. Sean X wun continuo localmente conexo casi enrejado y n € N.
Entonces

Fi(X) = clp,x)(F1(X) N Ap(X)).

Demostracion. Supongamos que {p} € F;(X). Por el Teorema 3.3, existe una suce-
sién {Ax}52, C O(X) — P(X) tal que {Ax}2, converge a {p} con la métrica de
Hausdorff y |Ax| < 1, para cada k € N. Notemos que A, € F1(X) N A, (X) y asi,
{p} € dp, (x)(F1(X) N A, (X)). Por tanto, F1(X) C clp, (x)(F1(X) N A, (X)). La
otra contencion siempre se cumple. Esto concluye la prueba del corolario. ([

El siguiente resultado generaliza [6, Lema 4.3] para continuos localmente conexos
tales que &, (X) es denso en F,(X).

Teorema 3.5. Sean X un continuo localmente conexo casi enrejado y n > 4. Si
A € F,_1(X), entonces no existe una vecindad de A en F,(X) encajable en R™.

Demostracion. Primero mostremos que

(%) Si C € F,_1(X) — P,(X), entonces no existe una vecindad de C' en F,(X)
encajable en R™.

Para probar (x), sea C € F,,_1(X) — P,(X) y supongamos que existe una vecindad
V de C en F,(X) encajable en R™. Luego, existe un grifica finita T en X tal que
C Cintx(T). Entonces VN F,(T) es una vecindad de C en F,(T) encajable en R,
esto contradice a [6, Lema 4.3]. Por tanto se satisface (x).

Ahora bien, sea A € F,,_1(X) y supongamos que existe una vecindad U de
A en F,(X) encajable en R™. Por el Teorema 3.3, existe C' C O(X) — P(X) tal
que |C| = |A| y C € intp,(x)(U). De aqui, C € F, 1(X) — P,(X). Luego, por
(%), no existe una vecindad de C' en F,,(X) encajable en R™. Sin embargo, como
C € intp,(x)(U), el conjunto U es una vecindad de C' en F,(X) encajable en R".
Esta contradiccion completa la prueba del teorema. ([

Definicién 3.6. Un triodo simple es un continuo 1" que se expresa como la unién
de tres arcos Iy, I y I3 tales que I1 N I[s N I3 = {p}, p es un punto extremo de cada
arco I; y (I; — {p}) N (I; — {p}) =0, si i # j. El punto p es el vértice de T.

Dado un continuo X sea
T(X) ={pe€ X :pes el vértice de un triodo simple en X}.

Teorema 3.7. Sean X un continuo localmente conexo y n € N. Si A € €,(X),
entonces ANclx(T(X)) = 0.

Demostracion. Sean |A| =my A= {x1,22,...,Zm}. Veamos que ANclx(T(X)) =
(). Supongamos lo contrario y supongamos que 21 € ANclx (T(X)). Entonces existe
una sucesién {rp}7°, C T(X) que converge a x;. Por [6, Lema 3.1], notemos que
rr ¢ A, para cada k € N. Dado que A € &,(X), existe una vecindad V de A
en F,(X) tal que V es una n—celda. Por el Teorema 2.4, existen Uy,Us ..., U,
subconjuntos abiertos en X tales que z; € U;, para cada i € {1,2,...,m} y A €
(U1,Uz...,Un)n C intp,(x)(V). Como z; € Uy, existe N € N tal que si k > N,
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entonces 1y € Uy. Sea B = AU{qn}. Notemos que B € £,(X)y BNT(X) # 0, lo
cual contradice a [6, Lema 3.1]. Por tanto, AN clx(T(X)) = 0. O

Teorema 3.8. Si X es un continuo localmente conexo yp € P(X)N[E(X)UO(X)],
entonces existe una sucesion en R(X) — {p} de puntos distintos dos a dos que
converge a p.

Demostracion. Supongamos que p € P(X) N [E(X) U O(X)] v d es la métrica
de X. Por [23, Teorema 9.10], para ¢; = 1, existe m € R(X) tal que r; €
Bx (p, €1). Notemos que 71 # p. Sea e = min{d(p,r1), 3}, de nuevo por [23, Teo-
rema 9.10], existe ro € R(X) tal que o € Bx(p,e€2). Notemos que ro # r1. Sea
e3 = min{d(p,r1),d(p,r2), 3}, de nuevo por [23, Teorema 9.10], existe r3 € R(X)
tal que r3 € Bx(p,e3). Notemos que r3 # 79 y 73 # 71. Realizando este proce-
0, obtenemos una sucesién {r;}?2, en R(X) — {p} de puntos distintos dos a dos.
Ademés, notemos que {r;}7°, converge a p. O

El siguiente resultado generaliza [2, Teorema 4.5] para continuos localmente
conexos tales que €,(X) es denso en F,(X).

Teorema 3.9. Sean X wun continuo localmente conexo casi enrejado y n € N.
Entonces

(a) En(X) C An(X);

(b) Sin >4, entonces €,(X) = Ap(X) — Fom1(X).

Demostracion. (a). Sea A € &,(X). Por el Teorema 3.5, ANclx (T (X)) = (. Dado
que R(X) C cx(T(X)), tenemos que AN R(X) = (. Veamos que AN P(X) =
(). Supongamos lo contrario, sea p € A N P(X). Notemos que p ¢ R(X). Por el
Teorema 3.6, existe una sucesiéon {ry}7°, en R(X) — {p} de puntos distintos dos
a dos que converge a p. Esto implica que {r;}32, estd en clx(T(X)) y por tanto
p € clx(T(X)), lo cual es una contradiccién. Por lo que ANP(X) = 0. Concluimos
que A € A, (X). Esto concluye (a).

(b). Primero veamos que &, (X) C A, (X) — F,,_1(X). Sea A € &,(X). Por (a),
inferimos que A € A, (X). Sea U una vecindad de A en F,(X) tal que U es una
n—celda. Luego, U es encajable en R™, y asi por el Teorema 3.4, deducimos que
A ¢ F,_1(X). Por tanto, £,(X) C Ap(X) — Fr—1(X).

Ahora veamos que A, (X) — Fj,—1(X) C Ep(X). Sea A € Ap(X) — Frm1(X).
Luego, |A| = n y asf podemos escribir A = {z1,x2,...,2,}. Dado que A € A, (X),
deducimos que A C (O(X)UE(X))—P(X). Sea z; € A. Como z; ¢ P(X), tenemos
que x; € G(X). Luego, existe una gréfica finita G; C X tal que z; € intx(G;).
Miés atn, como A C O(X) U E(X), existe un arco J; en G; tal que x; € intx(I;).
Sin perder generalidad, supongamos que los arcos J; son ajenos dos a dos. Por el
Teorema 2.1, inferimos que (Jq, Ja, ..., J,)n es una vecindad de A en F,(X) la cual
es una n—celda. Por tanto, A € £,(X). Esto concluye la prueba. O

Teorema 3.10. Sean X un continuo localmente conexo tal que X no es un arco
y no es una curva cerrada simple y n € N. Entonces las componentes de A, (X)
son los conjuntos no vacios (intx (I1),intx (I2),...,intx (In))n, donde m <n, los
conjuntos intx (I1), intx (I2), ..., intx (In) son ajenos por pares y I; € Ug(X) para
cada j € {1,2,...,m}.
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Demostracion. Consideremos Iy, I, ..., Iy, € Ug(X) tales que intx(I1),intx (I2),
..., intx(I,,) son ajenos por pares. Notemos que intx (I1),intx(l2), ..., intx (L)
son subconjuntos abiertos y conexos de X. Por [21, Lema 1], (intx(I1),intx (I2),

.oy intx (Im))n, es un subconjunto abierto y conexo de F,,(X). Notemos que si
{I,Ia,.... I} # {J1,J2, ..., Jp}, entonces (intx(I1),intx(I2),...,intx(Iyn))n N
(intx (J1),intx (J2),...,intx(J.))n = 0. Por el Teorema 2.3, tenemos que X —
(P(X)UR(X)) =U{intx(I) : T € Us(X)}, vy asi la unién de todos los conjuntos
de la forma (intx (I1),intx (I2),...,intx (L)), es igual a A, (X). Esto concluye la
prueba del teorema. (Il

El siguiente resultado generaliza [10, Teorema 2.9] para continuos localmente
conexos tales que &, (X) es denso en F,(X).

Teorema 3.11. Sean X un continuo localmente conexo casi enrejado y n € N. Si
A € P,(X), entonces para cada base, 3, de abiertos de A en F,(X) y para cada
V € 3, el conjunto VN E,(X) es no vacio y tiene una infinidad de componentes.

Demostracion. Sean A € P,(X) y 8 una base de abiertos de A en F,(X). Supon-
gamos que |[A|=my A= {z1,22...,Tm}, donde z; € P(X). Sean Uy,Us,...,Up,
ajenos dos a dos, conexos y abiertos en X tales que z; € U; para cada i €
{1,2,...,m}. Tomamos V € (3 tal que V C (U1,Usa,...,Upn)n v V1,Vo,..., Vi
ajenos dos a dos, conexos y abiertos en X tales que z; € V; C U;, para cada
1€ {172,...,7’77/}, y <V1,V2,...,Vm>n cV.

Consideramos los siguientes casos:

(1) Sea z1 € P(X) N [E(X) UO(X)]. Por el Teorema 3.6, existe una suce-
sién {ry}%2, en R(X) — {z1} de puntos distintos que converge a z;. Sean
L1, Lo, ... subconjuntos abiertos y conexos de X ajenos por pares tales que
Ty € Ly, didm(Ly) < % para cada k € Ny LN L; =0, si k # j. Podemos
suponer que Ly C Vi para cada k € N. Por el Lema 2.1, existe J;, € Ug(X)
tal que intx(Jg) N Ly # 0. Para cada k € N, sea T}, = intx(Ji) N U;. De
nuevo, por el Lema 2.1, para cada i € {2,3,...,m}, existe I; € Ug(X) tal
que intx (I;) N'V; # 0. Para cada i € {2,3,...,m}, sea H; = inty,(I; N U;).
Para cada k € N, sea

Wk = <H27 H37 ey HWMTvak-i-la cee 7Tk+n—m>n~

Notemos que Wy es conexo. Por el Teorema 2.1, obtenemos que Wy, C
(Ur,Uszy ..., Up)n NEL(X). Sea € la componente de A, (X) tal que Wy, C C.
Por el Teorema 3.8, tenemos que CN ((Uy,Us,...,Undn N Ex(X)) = Wy.
Por tanto, Wy es una componente de (Uy,...,Upn)n N E,(X). Notemos que
Wi NV # (), para cada k € N. Dado que Wy, N W; = 0 si k # [, el conjunto
VN &, (X) tiene una infinidad de componentes. Esto completa el caso (1).

(2) Sea 1 € P(X) N R(X). Consideramos los siguientes subcasos:
(2a) Existe una sucesién {ry}3>; C R(X) — {21} que converge a z;.
Este caso es similar al caso (1).
(2b) No existe una sucesién {ry}3>; C R(X) — {z1} que converge a z7.
Consideramos los siguientes subcasos:

(1) Existe una sucesién {ex}72, C E(X) — {z1} que converge a ;.
i1) No existe una sucesién {er}72, C E(X) — {x1} que converge a x;.
k=1 q g
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En ambos casos, (i) y (i7), de la prueba de [23, Lema 9.11], existe un espacio L

homeomorfo a F,, (donde F, es la dendrita con un tnico punto de ramificacién

cuyo orden es w) tal que z; es el vértice de L. Sea L = |J [21,e;]. Dado que no
i€N

existe una sucesion {r}32, C R(X)—{z1} que converge a 1, podemos suponer que

[1, e;] es un arco libre en X contenido en Vi, para cada i € N. Para cada k € N, sea

Wk: = <H27 H?n ety Hm7 [xl7 ek:] —{.fUl, ek}7 [xla ek-i—l] —{1‘17 ek+l}7 sty [xla ek-i—n—m] -
{x1, €ktn—m})n, donde Hs, Hs, ..., H,, son como en el caso (1). Procediendo como
en el caso (1), tenemos que VN &, (X) tiene una infinidad de componentes. O

4. TEOREMA PRINCIPAL

En esta seccién probamos que los continuos localmente conexos X tales que
&n(X) es denso en F, (X) tienen hiperespacio unico F,,(X), para cadan € N—{2,3}.
Primero presentamos dos resultados que utilizan el siguiente conjunto.

Dado un continuo X, sea

I (X)={A€ F,(X)— &,(X) : A tiene una base, (3, de abiertos en F,(X) tal
que para cada V € 3, el conjunto VN &, (X) es arco conexo}.

Como los conjuntos I',,(X) y &€,,(X) estdn definidos mediante propiedades topolé-
gicas, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.1. Sean X y Y continuos y n € N. Si h : F,(X) — F,(Y) es un
homeomorfismo, entonces h(T'p (X)) =T (Y) y (€, (X)) = E(Y).

El siguiente resultado es la generalizacién de [10, Teorema 2.10] para continuos
localmente conexos tales que &,,(X) es denso en F,(X).

Teorema 4.2. Sean X wun continuo localmente conexo casi enrejado y n > 4.
FEntonces

LW(X) = Fi(X) N A (X).

Demostracion. Primero veamos que I'y, (X)) C F1(X)NA,(X). Sean A €T (X) y 0
una base de abiertos en F,,(X) tal que para cada 'V € 3, el conjunto VNE,,(X) es arco
conexo. Por el Teorema 3.9, implicamos que A ¢ P, (X). Luego, existe una grafica
finita T en X tal que A C intx(T). Dado que A € (intx(T)),, podemos suponer
que todos los elementos de 3 son subconjuntos de F,(T) y asi abiertos en F,(T).
Ademas, para cada V € 8, tenemos que VN E,(T) = VN E,(X), luego VN E,(T)
también es arco conexo. Por [6, Lema 4.5], inferimos que A € Fy(T) — R, (T). Por
tanto, A € F1(X) — R,(X) y asf, A € F;1(X) N A,(X). Concluimos que T',,(X) C
Fi(X)NAL(X).

Ahora veamos que F1 (X)NA,(X) C I',(X). Sean A € F1(X)NA,(X). Aplicando
el Teorema 3.7(b), deducimos que A ¢ €,,(X). Como A ¢ P,(X), existe una grafica
finita T en X tal que A C intx (7). Notemos que A € Fy(T) — R,(T), asi por
[6, Lema 4.5], existe una base 3 de abiertos en F,(T') tal que para cada V € g,
el conjunto V N &, (7T") es arco conexo. Como A € intp, x)(Fn(T)) N F,(T), existe
U e Btal que A C U Cintp, (x)(Fn(T)) N EFL(T). Por lo que U es abierto en F, (X)
y asi podemos suponer que [ es también una base de abiertos de A en F,(X).
Por otra parte, para cada V € 3, tenemos que VN &,(X) = VN &E,(T), luego
VN E,(X) también es arco conexo. Por tanto, A € I',,(X). Esto completa la prueba
del teorema. ]
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A continuacién presentamos nuestro resultado principal.

Teorema 4.3. Sean X un continuo localmente conexo casi enrejado yn > 4. Si'Y

es continuo tal que F,(X) es homeomorfo a F,(Y), entonces X es homeomorfo a
Y.

Demostracion. Sea h : F,(X) — F,(Y) un homeomorfismo. Dado que X es un
continuo localmente conexo, también Y es un continuo localmente conexo. Por el
Teorema 4.1, h(E,(X)) = E,(Y) y asi por el Teorema 3.1, £,(Y) es denso en
F,(Y). De nuevo por el Teorema 3.1, Y es casi enrejado. Por el Teorema 4.1,
h(IT,(X)) =T,(Y) y asi por el Teorema 4.2, h(F1(X)NA,(X)) = F1(Y)NA,(Y).
Por tanto, h(clp, (x)(F1(X) N A, (X))) = clp, vy (F1(Y) N A, (Y)). Por el Corolario
3.1, h(F1(X)) = F1(Y). Concluimos que X es homeomorfo a Y. d

Combinando [8, Lema 2], Teorema 3.2 y Teorema 4.3, tenemos el resultado si-
guiente.

Corolario 4.4. Sean n € N —{2,3} y X un continuo que pertenece a alguna de
las siguientes clases:

(a) enrejado(recordemos que &, 0, £D C M);
(b) dendritas locales cuyo conjunto de puntos ordinarios es abierto.

Entonces X tiene hiperespacio unico F,(X).

En otro trabajo de investigacién estamos interesados en responder las siguientes
preguntas.

Pregunta 4.5. Sean X una dendrita tal que &,(X) no es denso en F,(X) y
n € N—{1}. ;Serd cierto que X tiene hiperespacio inico F,,(X)?

Pregunta 4.6. Sean X un continuo localmente conexo tal que &, (X) es denso en
F.(X)yne{2,3}. ;Serd cierto que X tiene hiperespacio unico F, (X)?
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CARDINALIDAD DE LA FAMILIA DE FUNCIONES CON UN
CONJUNTO DE CONTINUIDAD DADO

REINALDO MARTINEZ CRUZ, JOSE ERASMO PEREZ VAZQUEZ
MARISOL RODRIGUEZ XICOHTENCATL
FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS
UNIVERSIDAD AUTONOMA DE TLAXCALA

RESUMEN. En este trabajo estamos interesados en caracterizar el conjunto
donde una funcién es continua, asi como calcular el nimero de elementos que
posee la familia de funciones con un conjunto de continuidad dado.

1. INTRODUCCION

Este es un trabajo en topologia general que se desarrolla principalmente en el
tema de los espacios métricos. En éste, el objetivo es exponer resultados relaciona-
dos a los problemas siguientes:

Sean X un espacio topoldgico, Y un espacio métricoy C C X.

Problema 1.1. ;Bajo qué condiciones existe una funcién f: X — Y tal que f es
continua en x si y sélo si x € C?7

Relacionado a este problema, podemos preguntarnos.

Problema 1.2. Si existe tal funcién f; ;ésta es inica?. En otras palabras, ;Cual
es la cardinalidad de la familia de funciones f : X — Y tal que f es continua en x
siy sélosixeC?

M4s general, dada una coleccién A C P(X).

Problema 1.3. ;Cudl es la cardinalidad de la familia de funciones f : X — Y tal
que existe A € A, para el cual f es continua en z si y sélo si x € A?

Con respecto al problema 1.1; no es dificil de probar que una condicién necesaria
para que una funcién arbitraria sea continua en un conjunto C', es que C' sea un
conjunto Gs véase Teorema 3.1; también justificamos por qué el codominio de la
funcién no puede ser un espacio topolégico cualquiera. Por otra parte, Sung Soo
Kim en [4] demuestra la proposicién reciproca del problema 1.1 para cuando X es
un espacio métrico sin puntos aislados, C' un conjunto G5 en X y Y el conjunto
de los nimeros reales; aqui, damos una solucién particular cuando el dominio de la
funcién real valuada es un espacio topoldgico conteniendo dos conjuntos densos y
disjuntos, el cual como veremos generaliza el resultado dado por Sung Soo Kim ver
Teorema 3.2. La informacion recabada respecto de los Problemas 1.2 y 1.3, rela-
cionados al primero, estd fuertemente apoyada en [2]. En esta cita, el propdsito de
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Jiaming C y Sam S es demostrar que el nimero de elementos que posee la familia de
todas las funciones con un conjunto de continuidad dado, son tantos como nimeros
reales. Nosotros generalizamos tal hecho para espacios topolégicos, ver Teorema 4.2.

Por dltimo para concluir con esta breve introduccién, queremos hacer algunos
comentarios respecto al desarrollo del trabajo. Si bien es cierto que en la actualidad,
se conoce mucho acerca de esta monografia, la informacién se encuentra dispersa a
lo largo de los textos de espacios métricos y de algunos articulos lo cual hace dificil
al lector asimilar esto de manera unificada. Por lo que, a quien leyere, ponemos a
disposicion esta obra.

Una vez planteado nuestro objetivo, pasamos a exponer nuestros resultados. En
la seccién de caracterizando el conjunto donde una funcién es continua, damos res-
puesta al primer problema planteado al inicio de esta introduccién. En la dltima,
atendemos el segundo y el tercer problema; para los resultados referentes a la teoria
de la cardinalidad nos hemos basado en [3].

2. PRELIMINARES

Daremos un breve resumen de los conceptos empleados en esta obra, el lector
interesado puede consultar el libro [1].

Sean (X, d) un espacio métrico, z € X y r > 0, la bola abierta con centro z y de
radio r, denotado por B,.(z), es el conjunto {y € X : d(z,y) < r}. Un punto z € X
es punto interior del conjunto A, si existe r > 0 tal que B,(z) C A.

Sea A C X. El interior del conjunto A es denotado por, int(A), y definido como

int(A) = {z € X : x es punto interior A}.

Definicién 2.1. (a) A es un conjunto abierto en X, si A = int(A).
(b) La clausura o cerradura de A en X denotado por A, es definido por

A={x € X: para cadar > 0,B.(z)NA#0D}.

(c) La frontera del conjunto A se denota por F,.(A) y se define como
F.(A)=AnX\ A

(d) Decimos que A es denso en X siy sélo si A = X. En otras palabras; A es denso
en X, si para cualquier x € X y para cualquier r > 0, B,.(z) N A # (.

(e) A es acotado si existe M > 0 tal que, para todo a,b € A, d(a,b) < M.

(f) Para un conjunto acotado A en X, definimos el didmetro de A el cual es denotado
por, diam(A), como sup{d(a,b) : a,b € A}.

Es consecuencia inmediata de la definiciéon de conjunto acotado y de diametro
de un conjunto lo siguiente.

Si A es un subconjunto acotado en X y B es un subconjunto no vacio de A,
entonces B es acotado. Més ain, el didmetro de B existe y diam(B) < diam(A);
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diam(A) =0 si y sélo si A = {z} para algin z € X.

Un espacio métrico X es completo si cada sucesion de Cauchy de puntos en
X converge a un punto en X y, X es separable si contiene un subconjunto denso
numerable.

Teorema 2.1. (Cantor) Un espacio métrico (X,d) es completo si y sdlo si para
cada sucesion decreciente { By }nen de conjuntos cerrados no vacios en X tales que
limy, .o diam(By) = 0, ey Bn # 0.

Demostracion. Sean (X, d) un espacio métrico completo y { B, }nen una sucesién
decreciente de conjuntos cerrados no vacios en X tal que lim,_ . diam(B,) = 0.
Construyamos una sucesion {x,, }nen en X tomando arbitrariamente un punto x,, €
B, para cada n € N, aprovechando que B,, # (). Verifiquemos que tal sucesién es de
Cauchy. Para ver esto, sean € > 0y N > 0 tal que diam(Ay) < €. Paratodon > N,
se tiene que B,, C By y diam(B,) < e. Asi; si m,n > N, entonces d(z,,Tm) < €.
Esto demuestra que {, }nen es una sucesién de Cauchy y, por la completitud de
X, converge, digamos x,, — xg. Tomemos un B, cualquiera. Por construccion, la
sucesion {x,, Tmi1, ...} estd en By, y es una subsucesién de {z, }nen, por lo que
tambien converge a xp. De aqui se sigue que xy es un punto de adherencia de B,,
y como éste es cerrado, xg € Byy,.

De manera que, para cada m € N, zg € By, es decir zg € () —; B, y dicha
interseccién no es vacia.

Para demostrar el reciproco, sea {x,}nen una sucesiéon de Cauchy en X. De-
finamos los conjuntos T,, = {zy : k& > n}, B, = T,. Claramente; para cada
n € N, B, es no vacio, cerrado y By+1 C B,. Como {z,},en es de Cauchy,
dado € > 0 existe N € N tal que, para todo m,n > N, d(z,,,z,) < € pero,
por construccién, si z,,x, € Ty, entonces n,m > N, de donde d(z,,z,) <
€, lo cual implica diam(Ty) < e. Se deduce que lim,_,o, diam(T,) = 0. Como
diam(T,,) = diam(By,), también lim,,_, ., diam(B,,) = 0. Luego, por hipdtesis, e-
xiste un vnico punto x € ﬂzozl B,,. Ahora bien, dado € > 0, debe existir By con
diam(By) < €. Pero © € By vy, por costruccién, para cadan > N, x,, € Ty C By;
luego d(xy,z) < diam(By) < e. O sea que z, — = y (X, d) es completo. O

Como dijo Ignacio R. Iribarren, una hermosa y profunda aplicacién de este teo-
rema la constituye el famoso resultado de Baire.

Teorema 2.2. (La propiedad de Baire) Sean (X,d) un espacio métrico completo y
{Dy, : n € N} una familia numerable de conjuntos abiertos y densos en X, entonces
MNpen Dn s un conjunto denso.

Definicién 2.2. (a) Decimos que A es denso en ninguna parte en X si el conjunto
X \ A es denso en X.

(b) X es un espacio de primera categoria si existe una sucesién de conjuntos
{A,, }nen densos en ninguna parte en X, tales que X = J, -y An, y X es de segunda
categoria si no es de primera categoria.

neN

Corolario 2.1. (Baire) Si (X,d) es un espacio métrico completo, entonces X es
de segunda categoria.
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El Teorema 2.2 y el Corolario 2.1 son conocidos como el Teorema de Baire, en este
trabajo utilizaremos este nombre para referirnos a cualquiera de estos dos resulta-
dos.

Definicién 2.3. Sean A, B C X. Decimos que A es un conjunto G, si A es la
interseccién numerable de conjuntos abiertos y, B es un conjunto F,, si B es la
union numerable de conjuntos cerrados.

Notemos que, si A es un conjunto numerable en X, entonces A es un conjunto

F, en X; ademas, el complemento de un conjunto Gy es un conjunto F, y, el com-
plemento de un conjunto F, es un conjunto Gs. Estos comentarios implican lo que
sigue:
Si X \ A es numerable, entonces A es un conjunto G5 en X. En efecto, existe una
biyeccién f : N — X \ A; ahora, para cada n € N, {a,,} es un conjunto cerrado
en X (X es un espacio T1) y como X \ A = [J;2_{an}, se sigue que X \ A es un
espacio F,. Luego, A es un conjunto Gj.

En términos de la nocién de cardinalidad; diremos que un conjunto A es numera-
ble si card(A) = Ng, donde card(A) y Ry denotan el nimero de elementos que poseen
tanto el conjunto A como el conjunto de los nimeros naturales N respectivamente.
Formalmente

Definicién 2.4. Decimos que un conjunto X es numerable si card(X) = card(N)
y es a lo mas numerable si card(X) < card(N).

Asi, por ejemplo card(R) = ¢ y card(P(A)) = 260744,

Definicién 2.5. Sean X, Y espacios topoldgicosy f : X — Y una funcién. Decimos
que f es continua en un punto xg € X si y sélo si para cada abierto V en Y con
f(zop) € V, existe un abierto U en X con zg € U tal que f(U) C V. Decimos que
f es continua en X si es continua en cada punto de X.

3. CARACTERIZANDO EL CONJUNTO DONDE UNA FUNCION ES CONTINUA

En esta secciéon vamos a dar respuesta al problema 1.1. Para empezar, el conjunto
de puntos de continuidad de una funcién f lo denotamos por Cy y lo definimos
como el conjunto {z € X : f es continua en x}. Ahora, el problema se escribe de
la siguiente manera.

Sean X un espacio topoldgico, Y un espacio métricoy C C X.

Nos preguntamos: {Bajo que condiciones existe una funciéon f: X — Y tal que
Cr=0C"7

Lo primero que haremos es ver que, para que una funcién f : X — Y sea continua
en un subconjunto de X, éste debe ser un conjunto Gs.

Teorema 3.1. Sean X un espacio topoldgico, Y un espacio métrico. Sea f : X —Y
una funcion cualquiera, entonces Cy es un conjunto Gs.

Demostracion. Sea f: X — Y una funcién arbitraria. Ahora, para cada n € N, sea
F, ={U : U es abierto en X y diamf(U) < 1} y sea V,, = JF,. Como la unién
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arbitraria de abiertos es abierto, se sigue que, para todo n € N, V,, es un conjunto
abierto en X. Afirmamos que Cy = [,y V. En efecto, sea zp € Cy. Esto implica
que, para cada abierto Wen Y con f(z9) € W, existe un abierto U en X con zg € U
tal que f(U) € W. En particular; para cada n € N, si W, = B (f(20)), tenemos
que existe U,, abierto en X con zg € U, tal que f(U,) C W,,. De aqui se sigue que,
U, € F,. Como zg € U, tenemos que zg € |JF,, para cada n € N. Luego, para cada
n € N, zg € V,,. Esto demuestra que, Cy C ﬂneN V.

Por otra parte, sean zo € [),cn Vi v W un abierto en Y con f(z) € W. Como
W es abierto en Y, existe ng € N tal que B (f(z9)) C W.
’VlO

Dado que, para cadan € N, zg € V,, y V;, = J Fp, se sigue que existe un abierto
Up en X con zg € Uy y Uy € Fap,. Veamos que f(Uy) C W. Sea u € Uy, tenemos
que d(f(z0), f(u)) < diam f(Uy) < % < nio Esto implica que f(u) € B1 (f(20))-

0

Asi, f es continua en zo; luego, zo € Cy. Esto demuestra que (), .y Vo € Cy.

Con todo la afirmacion es cierta. ([

En el siguiente ejemplo, vamos a justificar por qué el codominio de la funcién
dada en el Teorema 3.1 no puede ser un espacio topolégico cualquiera.

Ejemplo 3.1. SeaY = RU{p}, donde p ¢ R. No es dificil verificar que la coleccién
v ={Y}U{ECY :pé¢FE}
es una topologia para Y.
Sea A C R fijo con A # ). Definamos f : R — Y como sigue:
| p sizeA
fla) = { sixz ¢ A

T

Entonces Cy = A.

En efecto: Sean z € A y W un abierto en Y con f(z) € W. Tenemos que
W =Y, ya que, el tnico abierto en 7y que contiene a p es Y. Como f~}(W) =R,
el cual es abierto en IR; se sigue que, f es continua en z. Esto demuestra que A C C.

Ahora demostremos que Cy C A. Sea x € Cy, entonces para cada abierto W
en Y con f(r) € W existe un abierto U en R con € U tal que f(U) C W. En
particular; para W =Y, existe un abierto Uy en R con = € Uy tal que f(Uy) C Y.
Si x ¢ A, entonces de acuerdo a la definicién de f, f(x) # p. Pero, f(z) € Wy
Y = W es el dnico abierto que contiene a p. Esto implica que f(z) = p, lo cual nos
da una contradiccién. Luego, z € A; asi, Cy C A. Con todo A = Cy.

Si en el ejemplo anterior ponemos A = Q, tenemos que C'y no es un conjunto
Gy, ya que el conjunto de los niimeros racionales, @, no es G. Este hecho hace ver
que en el Teorema 3.1, no se puede omitir la hipétesis de métrico para Y.

Ahora nos preguntamos si la proposicién reciproca al Teorema 3.1 es verdadera.
Es decir,

Problema 3.1. Sea C un conjunto G5 en X. ;Existe una funcién f: X — Y tal
que C' = Cy?
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Antes de dar una respuesta a esta pregunta se introducen algunos hechos de gran
utilidad. Se deja como ejercicio para el lector verificarlos.

Denotemos por I = {x € X : x es punto aislado en X }. Entonces x € T siy sélo
si {x} es abierto en X.

Observacion 3.1. Si X,Y son espacios topolégicos y f: X — Y es una funcién,
entonces I C Cy. Esto es, toda funcién definida en X es continua en los puntos
aislados de X.

Demostracion. Sea x € I y W un abierto en Y con f(x) € W. Notemos que
U = {z} es un abierto en X con = € U tal que f(U) C W. Asi, f es continua en z
y, esto implica que = € Cj. (]

El siguiente resultado da una respuesta parcial al problema 3.1.

Ejemplo 3.2. Si X es un espacio T; e I # (), entonces para cada x € I, se tiene que
X \ {z} es un abierto, y asi un conjunto Gs. En otras palabras, hemos hallado un
conjunto Gy, a saber, X \ {z} tal que, para cada funcién f: X — Y, Cy # X \ {z}.

Como los espacios métricos son 77, la respuesta a la pregunta planteado en el
problema 3.1 es negativa para espacios métricos en general.

Sin embargo: si X posee dos conjuntos densos, disjuntos y Y = R, entonces se
tiene una respuesta afirmativa. Veamos el resultado siguiente.

Teorema 3.2. Sea X un espacio topoldgico tal que contiene dos conjuntos densos,
disjuntos S, T. Entonces para cada conjunto Gs, C, en X existe una funcion f :
X — R tal que C = Cy.

Demostracion. Supongamos que C' = (2, U, donde {U,, : n € N} es una familia
numerable de abiertos en X . Para cadan € N, sea E,, = X\U,,y F,, = U?:I E;. Se
tiene que E,, es cerrado y F,, también. Es claro que; para cadan € N, F,, C F}, ;4.
Notemos que, X \ C' = J;—, Fy.

Para cada x ¢ C, denotemos n, = min{n € N: z € F,}, y definamos f: X — R
por:

0 sizeC
f(z) = i size SN(X\C)
—i size (X\S)N(X\CO).
Afirmamos que C' = Cy. En efecto, sean « € C. Para cada € > 0, sea V = (—¢,€).
Tenemos que V es un abierto en Y. Fijemos N € N con % <e SeaW =X\ Fy,
es claro que W es abierto en X tal que x € W. Vamos a demostrar que f(W) C V.
Sea w € W y consideremos los siguientes casos:
Caso I. w € C; en este caso f(w) =0, y asi f(w) € V.
Caso II. w ¢ C; para este otro caso, primero notemos que w ¢ Fy. Puesto
que Fy C Fy, C ... C Fl, se tiene que w ¢ F,, paran € {1,..., N}. Se sigue que
ny > N+ 1. Luego, |f(w)| = = < 715 < % < & asi, f(w) € V. Esto demuestra

ngy — N+1
que f es continua en x. Hemos probado que C' C Cf.
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Ahora, vamos a demostrar que Cy C C o equivalentemente X \ C C X \ Cy.

Sea z € X \ C. Como z ¢ C, entonces f(z) = % o f(z) = —%. Sin perder
generalidad, supongamos que f(x) = n—lx Sea V un abierto en R con f(z) € V y
V N (—00,0] = 0. Ahora supongamos que f es continua en el punto z. Entonces
existe un abierto W en X tal que x € Wy f(W) C V. Por otra parte, como T
es denso en X, se tiene que W NT # 0. Sea w € WNT. Dado que TN S = 0,
se sigue que w ¢ S, es decir, w € X \ S. Luego, de acuerdo a la definicién de f,
flw) = fi. Como f(w) <0,y f(w) € V, entonces VN(—o0,0] # @. Lo cual nos da
una contradiccién. Asi, f no es continua en z. Esto demuestra que X\ C' C X\ C -
Con todo Cy = C. |

Se ha demostrado la siguiente caracterizacién.

Teorema 3.3. Sea X un espacio topoldgico que contiene dos conjuntos densos y
disjuntos. Sea C un subconjunto de X. Entonces existe una funcion f: X — R tal
que Cy = C si y sélo si C' es un conjunto G5 en X.

Demostracion. La necesidad se sigue del Teorema 3.1, y la suficiencia del Teorema
3.2. O

Como una aplicaciéon directa del Teorema 3.2, se tiene el resultado dado por
Sung Soo Kim. Pero, primero estableceremos los siguientes lemas.

Definicién 3.1. Sean X un espacio métrico con métrica d y € > 0. Un Subconjunto
S de X se llama € — red si satisface lo siguiente:

(i) d(x,y) > € para cada x,y € S con x # y,

(ii) S es maximal con respecto de (i).

Observacién 3.2. La condicién (ii) significa que si S C R C X y S # R entonces
R no satisface (i), esto es, existen z,y € R con x # y, tales que d(z,y) < e.

Lema 3.1. Sea X un espacio métrico con métrica acotada d, entonces para cada
€ >0 con e < diam(X) existe una € —red en X.

Demostracion. Sean X y € > 0 como se indican. Por la definicién de didmetro,
existen puntos zg,yo € X tales que d(zo,y0) > €. Pongamos A = {xg,yo}. Sea
A ={F C X : E satisface la condicion (i)}. Observemos que A # (), pues
A € A.  Ahora, consideremos en A el orden parcial dado por la inclusién de
conjuntos, esto es, By < E5 si y sélo si By C FEs, para F1, Fy € A. Consideremos
una cadena T en A, es decir, T C A y para cada F1,F, € T, E1 C Es 0 Fy C Fj.
Pongamos C* = | J{E : E € T}. Observemos que si z,y € C* con z # y, entonces
existen E1, Fy € T tales que x € Fy y y € Es. Sin perder generalidad supongamos
que E; C FEs, se tiene que z,y € Fy y como Ey € A, se sigue que E5 satisface
la condicién (i), esto es d(x,y) > e. En resumen, dados z,y € C* con = # vy,
d(z,y) > €. Asl, C* € A. Ademds, es claro que C* es una cota superior en A para
la cadena T ( E < C* para cada E € 7). Se sigue del Lema de Zorn que A tiene
un elemento maximal. a

Lema 3.2. Sea X un espacio métrico con métrica acotada d sin puntos aislados,
entonces existen conjuntos densos S y T en X tales que SNT = .

Demostracion. Sea X como se indica en la hipétesis. Notemos que en este caso X
no consiste sélo de un punto, de hecho X no es finito. Asi, diam(X) > 0. Fijemos
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n1 € N tal que i < diam(X). Por Lema 3.1, existe una € — red, para € = n%, la
cual denotamos por S7. Como X no tiene puntos aislados X # Sy. Asi, X \ 57 es
un espacio métrico sin puntos aislados. Ahora fijemos un ny € N tal que ny > nq y
n—z < diam(X \ S1). Nuevamente por Lema 3.1, existe una € — red, para € = n% en
X \ 51, la cual denotamos por S;. De este modo, inductivamente, se obtiene una
subsucesién {n}72 | de {n}>, (esto es ny € Ny ny < ngyt1), y para cada k € N,
una i —red, Si, en X tal que Sk NSy, = 0 si k # m. Pongamos S = (Jpo; Sor ¥
T= Um 1 S2m—1. Afirmamos que SNT = ). En efecto, supongamos que SNT #
y, sea t € SNT, entonces existen k,m € N tales que t € Sy N Say—1. Es decir,
Sor N Sopm_1 # Q), lo cual nos da una contradiccién. Luego, S NT = (.

Ademds; para cada € X y cada € > 0, se tiene que B.(z) N S # (). En efecto,
seanx € X ye>0.Como X = SU(X\S)y SN(X\S) =10, sesiguequexz € S o
x € (X\ S). Supongamos que = € S, entonces B.(z) NS # (J; es decir, S es denso
en X. Similarmente se demuestra que 7" es denso en X. ([

Corolario 3.1. (S.5. Kim) Sea X un espacio métrico sin puntos aislados. Sea C
un conjunto G5 en X, entonces existe una funcion f: X — R tal que Cy = C.

Demostracion. Como X es un espacio métrico sin puntos aislados, entonces por
Lema 3.2, existen dos conjuntos densos y disjuntos S,7 en X. Ahora, ya se tienen
las hipotesis del Teorema 3.2. Luego, dado que C es un conjunto Gs en X, existe
una funcién f: X — R tal que Cy = C. (]

Como una aplicacién de la Observacion 3.1, obtenemos lo que sigue.

Corolario 3.2. Sea X un espacio métrico. Sea C' un conjunto G5 en X con I C C,
entonces existe una funcion f: X — R tal que Cy = C.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio métrico, C' un conjunto Gy en
X con I C C y para cada funcién f : X — R, Cy # C. Sin perder generalidad,
supongamos que C' ¢ Cy. Como C es un conjunto G5 en X e I C C, entonces
I ¢ Cy. Es decir, existe una funcién g : X — R tal que g no es continua en sus
puntos aislados de X; pero, esto contradice a la Observacion 3.1. Luego, existe una
funcién f: X — R tal que Cy = C. (]

El Teorema 3.1 y Corolario 3.1 implican la siguiente caracterizacion.

Teorema 3.4. Sean (X,d) un espacio métrico sin puntos aislados y C C X. En-
tonces existe una funcion f: X — R tal que C' = Cy si y solo si C' es un conjunto
Gs en X.

4. CARDINALIDAD DE LA FAMILIA DE FUNCIONES CON UN CONJUNTO DE
CONTINUIDAD DADO

En esta ultima seccién, atendemos el segundo y tercer problema planteado en la
introduccién. Algunas notaciones nos son de utilidad: la familia de funciones con
dominio un conjunto A y codominio un conjunto B lo denotamos por; B4 y P(A)
denota el conjunto potencia de A.

Sea f como en el Teorema 3.2. Ahora nos preguntamos:
.f es unica?. En otras palabras, ;Cual es la cardinalidad de la familia de funciones
f: X —=RtalqueCy=C?
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M4s general, dada una colecciéon A C P(X). ;Cudl es la cardinalidad de la fa-
milia de funciones f : X — R tal que Cy = A para algiin A € A?

Notemos que la asignacién f — C; determina una funcién Cy : RY — P(X)
dada por Cx(f) = Cy.
La imagen inversa de A bajo Cx es definido por:

Cx' (A) = {f e R : existe un A € A tal que A = C;}.
El siguiente hecho es de gran utilidad para lo que sigue.

Teorema 4.1. Sean X un conjunto con card(X) =c¢, y A,B C X con A infinito
y B conteniendo por lo menos dos elementos. Entonces

Ay | ¢ si A es numerable
card(B”) = { 2° si A no es numerable.

Demostracion. Supongamos que B contiene por lo menos dos elementos y conside-
remos los casos cuando A es numerable y cuando no lo es.

Si A es numerable, entonces
(1) ¢ = 20974 < card(B)e A = card(BA)
ahora, si A es no numerable, entonces
(2) 2¢ = 2¢ard(A) < cqrd(B)e U A) = card(BA).

En lo que sigue, supongamos que B = R y card(R) = card(P(N)) y nuevamente
procedamos como antes.
Supongamos que A es numerable, entonces

C(Z?”d(BA) _ C(l?”d(B)card(A) < ccarcl(A) _ CNO _ (2N0)N0 _ 2N0 =

Con la desigualdad (1), obtenemos que card(B*) = c.

Por otra parte, para cada f € B4, sea A(f) = {(a, f(a)) : a € A)} la diagonal
de f. Notemos que A(f) C A x B. La asignacién f — A(f) define una funcién
inyectiva A : B4 — P(A x B). En efecto, sean f,g € B4 con f # g. Entonces
existe ag € A tal que f(ap) # g(ap); de aqui se sigue que (ag, f(ao)) # (ao, g(ao)).
Ast, A(f) £ Alg).

Ahora, supongamos que A es no numerable, entonces

card(B?) < card(R®) < card(P(R x R)) = card(P(R)) = 2°.
Con (2), se sigue que 2¢ = card(B4). O

Teorema 4.2. Sean X un espacio topoldgico A C X separable tal que X \ A es
numerable y €' ({A}) # 0. Entonces card(Cy' ({A})) = c.

Demostracion. Sea ro € R fijoy g : X — R la funcién dada por g(x) = rg para
cada x € X. No es dificil verificar que g es continua.

Como Cy'({A}) # 0, sea f € C'({A}). Afirmamos que f + 7o € Cx'({A}); en
efecto, f+rg : X — R. Veamos que existe A € A tal que A = C(y,). Para hacerlo,
supongamos que para cada A € A, A # Cy4p,. Luego, existe zp € X \ A tal que
f + 7o es continua en x(; de aqui se sigue que f + rg — rg es continua en xy. Pero,
f+mr9g—1rog=f;asi, f es continua en x(, lo cual nos da una contradiccién. Por lo
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tanto, ¢ < card(Cy ({4})).

Ahora, veamos que card(Cy' ({A4})) < c.

Como A es separable, éste posee un subconjunto denso numerable, digamos D.

Sea F : G;{l({A}) — RPUAN) 15 funcién dada por F(f) = f |pu(x\4)- Tenemos
que F es inyectiva. En efecto, sean f,h € €' ({A}) tal que F(f) = F(h). Ahora,
demostremos que f = h. Como, dom(f) = dom(h). Basta demostrar que, para cada
a € X, f(a) =h(a). Seaa € X.

(i) Sia € DU (X \ A), entonces f(a) = h(a), puesto que, f(a) = F(f)(a) =
F(h)(a) = h(a).

(ii) Sia ¢ DU (X \ A), entonces a € (X \ D) N A; de aqui se sigue que a € A.

Pero, f|p = h|p implica que f|a = h|a pues D es denso en A. Por lo tanto
f(a) = h(a); como D U (X \ A) es numerable, por Teorema 4.1, se sigue que
card(Cx' ({A})) <« O

Corolario 4.1. (Jiaming C y Sam S) Sean X un espacio métrico separable, A C X
tal que X \ A es numerable y €' ({A}) # 0. Entonces card(Cx* ({A})) = c.

Demostracion. Basta demostrar que A contiene un subconjunto denso numerable.
Para hacerlo, sea D un conjunto denso numerable en X. No es dificil verificar
que la coleccion B = {Bi(q) : ¢ € D ,n € N}, constituye una base numerable

para X. Ahora; para cadan € N, sea ¢, € B1 (q/)ﬂA. Pongamos D = {¢,, : n € N}.
Es claro que D es denso y numerable en A. [

En el siguiente teorema junto con el Teorema 3.1, se encuentra el soporte para
dar una respuesta al caso general.

Teorema 4.3. Sea X un espacio métrico completo y D un conjunto denso nume-
rable en X. Entonces C' ({D}) = 0.

Demostracion. Por Teorema 3.1, es suficiente demostrar que D no es un conjunto
Gs. Supongamos lo contrario, es decir, D = (2, O,,, donde {O,, : n € N} es una
familia numerable de conjuntos abiertos en X.

Para cada ¢ € D, sea V; = X \ {¢}. Notemos que DNV, = (); ademés, para cada
n €N, D C O,. Es decir, para cadan € N, X =D C O,, y, como O,, C X, para
cada n € N; se sigue que, O,, = X para cada n € N.

Por otro lado; para cada z € X y cada € > 0, B(z) N (X \ {q}) # 0. Luego,
tanto los V;; como los O,, son conjuntos densos en X. Asi, la coleccién

U={0,:neN}U{V,:qe D}
es una unién numerable de conjuntos abiertos y densos en X.
Puesto que X es Baire ( por ser completo), la (U, resulta ser un conjunto denso

en X. Pero, U = @ lo cual es absurdo (el vacio no es un conjunto denso en X).
Por tanto D no puede ser Gs. O

Teorema 4.4. Sea X un espacio métrico completo, separable y sin puntos ais-
lados. Entonces X es un punto o cada conjunto abierto no vacio U en X, tiene
cardinalidad c.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio métrico completo, separable sin
puntos aislados y con més de un punto. Esto implica que, para cada z € X, {z} es
denso en ninguna parte, pues, {z} es un cerrado en X y para caday € X y € > 0,
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Be(y) N (X \{z}) # 0. -

Sea U un conjunto abierto no vacio en X. Tenemos que, U es un espacio métrico
completo sin puntos aislados y, con los mismos argumentos dados anteriormente,
concluimos que, para cada z € U, {x} es denso en ninguna parte en U. También
tenemos que, la F,.(U) es un conjunto denso en ninguna parte en U.

Notemos que,

U=FrU)uU = O\U)U | J{z}.
xcU
Luego, si U es numerable, entonces U es una unién numerable de conjuntos
densos en ninguna parte. Pero, esto contradice el Teorema de Baire. Asi, U es no
numerable. Esto demuestra que Rg < card(U).
Para demostrar que card(U) < ¢, sea D un conjunto denso numerable en X. Sea

€S = {{gn}22, € DV : {q, )52, es una sucesion convergente de puntos en D}.
Para cada {g,,}22, € €8 definamos la funcién L : €8 — X como sigue:

Como D = X, entonces para cada x € D, existe una sucesién {g,}>>, en D
tal que lim, . ¢, = . Este hecho implica que L es suprayectiva y de aqui se
sigue que card(U) < card(X) < card(C8) < card(DY) = (Rg)®° = ¢. Por lo tanto,
card(U) =c. O

Una consecuencia inmediata de este teorema es lo que sigue.

Corolario 4.2. Sea X un espacio métrico completo separable con mds de un punto
y sin puntos aislados. Sea D un conjunto denso numerable en X. Entonces X \ D
tiene cardinalidad c.

Demostracion. Supongamos que card(X \ D) = N, entonces card(X) = Ny, ya que,
X = (X\D)UD. Pero, esto contradice al Teorema 4.4. Luego, card(X\ D) =¢. O

Corolario 4.3. Sean X un espacio métrico completo y separable, A un conjunto

Gs en X con I C A. Entonces la funcion F : {3, 11X\4 — €N ({A}) es inyectiva.

Demostracion. Como X es un espacio métrico separable éste posee un subconjunto

denso numerable D. Sea e : X \ A — {3, 3} una funcién. Para cada = € X \ 4, sea

n(xz) =min{n € N: x € F,}, donde los F), son como en el Teorema 3.2.
Definamos f : X — R por:

0 size A
fox) =14 €)™  sizeDN(X\A)
e(x) @) size (X\D)N(X\A).
Es claro que, A = Cy_ vea el procedimiento de la prueba del Teorema 3.2.
Sea F : {3, 13X\ — 3" ({A4}) la funcién dada por F(e) = f.. Afirmamos que
F es una funcién inyectiva. En efecto, sean €, p € {3, 13X\ tales que F(e) = F(p).
Demostremos que € = p. Como dom(e) = dom(p), basta demostrar que, para cada
x € X\ A, e(z) = p(x). Para ello, supongamos que existe zop € X \ A tal que
e(xg) # plxo), entonces e(zo)*®0) #£ p(xg)™ @) si zg € D. Si z9 ¢ D, entonces
€(z0) ™0 £ p(x)~™@0); ambos casos implican que f.(zo) # f,(x0), es decir,
fe # fo. Asi, F(€) # F(p), lo cual nos da una contradiccién. Mas atin, 2¢a74X\A4) <

card(Cx ({A})). O
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Para finalizar damos un teorema que resume o presenta una respuesta al proble-
ma general planteado en esta seccion.

Teorema 4.5. Sean X un espacio métrico completo, separable y I C X. Sea A C
P(X). Entonces

0 si A no contiene un conjunto Gs que contenga I,
2¢  si A contiene un conjunto Gs A con I C A y

(X \ A) es no numerable,
¢ de otra forma.

card(Cy (A)) =

Demostracion. Por Teorema 3.1 y Observacién 3.1, para cada funcién f : X — R,
tenemos que C'y es un conjunto Gs e I C Cy. Luego, si para cada A € A, A no es
un conjunto G5 o I ¢ A, entonces €' (A) = ). De lo contrario, existe A € A tal
que A es un conjunto G, I C Ay C'({A}) # 0. Si X \ A es numerable, entonces
aplicamos el Corolario 4.1; si X \ A no es numerable, aplicamos el Corolario 4.3. O
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