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Fernando Maćıas, a la Dra. Lucia Cervantes, al Dr. Julio Poisot y al M.C. Pablo Zeleny,

sus palabras, tiempo y recomendaciones me han sido y serán de mucha ayuda.

También, debo ofrecer un especial agradecimiento a los amigos que me he encon-

trado durante la carrera y me han ayudado a avanzar como persona, y a los compañeros
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La ciencia es un juego, pero un juego con la realidad, un juego con los cuchillos
afilados... Si alguien corta con cuidado una imagen en mil trozos, puedes resolver el
rompecabezas si vuelves a colocar las piezas en su sitio. En un juego cient́ıfico, tu rival
es el Buen Señor. No sólo ha dispuesto el juego, sino también las reglas, aunque éstas
no sean del todo conocidas. Ha dejado la mitad para que tú las descubras o las deter-
mines. Un experimento es la espada templada que puedes empuñar con éxito contra
los esṕıritus de la oscuridad pero que también puede derrotarte vergonzosamente.
La incertidumbre radica en cuántas de esas reglas ha creado el propio Dios de forma
permanente y cuántas parecen provocadas por tu inercia mental; la solución sólo se
vuelve posible mediante la superación de este ĺımite. Tal vez esto sea lo más apasio-
nante del juego. Porque, en tal caso, luchas contra la frontera imaginaria entre Dios y
tú, una frontera que quizás no exista.

Erwin Schrödinger

To every man is given the key to the gates of heaven; the same key opens the
gates of hell.

Buddhist proverb
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5.1. El Espacio de Parámetros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

5.2. Caso θ ∈ Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5.3. Caso θ ∈ R \Q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5.3.1. Dinámica de e2πiθ sen(z), θ de tipo acotado . . . . . . . . . . . . 79
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Introducción

El estudio de los sistemas dinámicos generados por la iteración de funciones holo-

morfas tiene su inicio a finales del siglo XIX, motivado por el análisis de la convergencia

del método de Newton, para encontrar ceros de polinomios. Pero no fue hasta los tra-

bajos de Pierre Fatou (1878−1929) y de Gaston Julia (1893−1978), alrededor de los

años 20, que la teoŕıa global fue seriamente estudiada. Pierre Fatou fue el primero en

estudiar, en 1926, las funciones enteras trascendentes (funciones con una singularidad

esencial en infinito). La innovación más importante en los trabajos de Fatou y Julia

fue el uso de la teoŕıa de familias normales, para dividir la esfera de Riemann en dos

conjuntos de comportamiento dinámico totalmente diferente; estos conjuntos hoy son

conocidos como los conjuntos de Julia y Fatou, o equivalentemente el conjunto caótico

y el conjunto estable.

En este trabajo desarrollaremos algunos aspectos de la teoŕıa de dinámica com-

pleja, generada por la iteración de funciones holomorfas, para estudiar algunos aspectos

relacionados con la dinámica de la familia λ sen(z), centrándonos principalmente en el

caso cuando λ = e2πiθ, con θ ∈ I = R\Q. Algunas preguntas que abordaremos son: ¿Es

linealizable la función fθ(z) = e2πiθ sen(z) para cada θ?, es decir, ¿es fθ conjugada a su

parte lineal en una vecindad de cero? Veremos que la respuesta depende del paráme-

tro θ. En 1919, G. A. Pfeiffer dio contra ejemplos a la primera pregunta, y en 1927,

Crémer probó que para algunos valores del parámetro θ las funciones racionales no son

linealizables. En 1942 Siegel probó que hay valores de θ (números Diofantinos, véase

Apéndice A) para los que la correspondiente función f es linealizable. La pregunta

ii



iii

finalmente fue resuelta por Brjuno [6] y Yoccoz [36]. Sin embargo, la naturaleza de la

frontera del máximo dominio de linealización no es completamente conocida.

En el Caṕıtulo 5 analizaremos con detalle las construcciones necesarias para de-

mostrar lo siguiente: Para cualquier número irracional de tipo acotado (véase Apéndice

A) 0 < θ < 1, la frontera del disco de Siegel (véase caṕıtulo 4) de fθ(z) = e2πiθ sen(z)

es un casićırculo (véase caṕıtulo 3) y pasa por los puntos cŕıticos π/2 y −π/2 (véase

caṕıtulo 1).



Tabla de Śımbolos

C El plano complejo

Ĉ El plano complejo extendido C ∪ {∞}
Cr(U), r ≥ 1 El espacio de funciones r veces diferenciables en U cuya n-ésima

derivada es continua para 1 ≤ n ≤ r

C∞(U) El espacio de funciones que pertenecen a Cr(U) para

toda r ≥ 1

Crit(f) El conjunto de puntos cŕıticos finitos de f

∂z, ∂z Derivadas parciales con respecto a z y a z

D Disco unitario {|z| < 1} en C

Dr(z) Disco abierto {|z| < r}
E El conjunto de funciones enteras trascendentes

ext(γ) El dominio a la derecha de γ, donde γ es una curva de

Jordan orientada

FFF (f) El conjunto de Fatou de f

f ◦n f ◦n := f ◦ · · · ◦ f, la función f compuesta con si misma

n veces

Imz La parte imaginaria de z

int(γ) El dominio a la izquierda de γ, donde γ es una curva de

Jordan orientada

int(X) El interior del conjunto X

JJJ(f) El conjunto de Julia de f

iv



v

N El conjunto de los números naturales {1, 2, ...}
O(X) La órbita de X, donde X es un punto o un conjunto

Q El conjunto de los números racionales

R El conjunto de los números reales

Rez La parte real de z

Rθ La rotación ŕıgida por θ ∈ R

d
Ĉ
(z1, z2) La distancia cordal entre los puntos z1 y z2 en la esfera

de Riemann

S1 El ćırculo unitario {z : |z| = 1}
T El espacio cociente R/Z

Z El conjunto de los números enteros {...,−2,−1, 0, 1, 2, ...}



Caṕıtulo 1

Preliminares

A lo largo de este trabajo supondremos que el lector está familiarizado con el

análisis real y complejo. Sin embargo, en este caṕıtulo daremos un breve repaso de los

principales resultados que serán de vital importancia para los temas que se desarrollarán

en los caṕıtulos posteriores de esta tesis.

1.1. Aspectos Métricos y Topológicos

El lector interesado en más detalles sobre la teoŕıa, comentarios y ejemplos de

esta sección puede consultar [12] y [17].

Sea A un conjunto y x, y, z ∈ A. Si d : A×A→ R es una función que cumple las

siguientes propiedades:

(a) d(x, y) = 0 ⇔ x = y,

(b) d(x, y) = d(y, x),

(c) d(x, y) ≤ d(x, y) + (y, z),

entonces diremos que d es una distancia (o métrica) en A, y al par (A, d) lo llamaremos

espacio métrico.

1
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Definición 1.1. Sea (A, d) un espacio métrico, si x ∈ A y r > 0, definimos:

B(x, r) = {y ∈ A : d(x, y) < r},

B(x, r) = {y ∈ A : d(x, y) ≤ r}.

A los conjuntos B(x, r) y B(x, r) les llamaremos bola abierta y bola cerrada,

respectivamente, con centro en x y radio r.

En un espacio métrico (A, d), las bolas abiertas nos serán de utilidad para carac-

terizar a los subconjuntos de A. Diremos que E ⊂ A es abierto si para todo x ∈ E

existe un ε > 0 tal que B(x, ε) ⊂ E. Observe que en particular B(x, ε) es abierto en A.

Definición 1.2. Sean (A, d) un espacio métrico y x ∈ A, diremos que un conjunto

V ⊂ A es una vecindad o entorno de x, si existe una bola abierta con centro en x y

radio r, que está contenida en V . Denotaremos esto por V (x).

Si en la definición anterior el conjunto V es abierto, diremos que V es una vecindad

abierta del punto x. Al conjunto de todas las vecindades de x lo denotaremos por:

V(x) = {V ⊂ A : V es vecindad de x}.

Definición 1.3. Sea (A, d) un espacio métrico, x ∈ A y E ⊂ A. Diremos que x es un

punto de acumulación de E si toda vecindad de x contiene puntos de E distintos de x,

es decir, para toda V ∈ V(x) tenemos que V0 ∩ E 6= ∅, donde V0 = V \ {x}.

Si E ⊂ A, denotamos al conjunto de todos sus puntos de acumulación por E ′.

Además, diremos que el subconjunto D ⊂ A es cerrado si su complemento A \ D es

abierto.

El siguiente teorema es un resultado conocido.

Teorema 1.1. [17]. Sea (A, d) un espacio métrico, un conjunto F ⊂ A es cerrado si,

y sólo si contiene todos sus puntos de acumulación.
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Ahora, sea E ⊂ A, donde (A, d) es un espacio métrico.

(a) Definimos el interior de E como el conjunto:

int E = ∪{G : G es abierto y G ⊂ E}.

(b) Definimos la clausura de E como el conjunto:

E = ∩{F : F es cerrado y E ⊂ F}.

No es dif́ıcil demostrar que la unión arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto

abierto y que la intersección finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. Aśı,

usando las leyes de D’Morgan se deduce que la intersección arbitraria de conjuntos

cerrados es un conjunto cerrado y que la unión finita de conjuntos cerrados es un

conjunto cerrado. Por lo tanto, int E es abierto y E es cerrado.

Es común que al hablar de un espacio métrico (A, d) sólo se mencione al conjunto

A cuando la métrica se sobreentiende o cuando sólo nos interesa mencionar alguna

propiedad que cumplen los elementos de A en cualquier espacio métrico, en lo posterior

seguiremos esta convención.

Definición 1.4 (Espacio topológico). Un espacio topológico es una pareja (X, τ) tal

que los elementos de τ son subconjuntos de X (τ está contenido en el conjunto potencia

de X) y cumplen las siguientes propiedades:

(a) X , ∅ ∈ τ ,

(b) La unión arbitraria de elementos de τ es a su vez elemento de τ ,

(c) La intersección finita de elementos de τ es elemento de τ .

Observe que si (A, d) es un espacio métrico, entonces (A, d) es a su vez un espacio

topológico, en este caso τ está formada por uniones arbitrarias e intersecciones finitas

de bolas abiertas contenidas en A.
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De forma análoga a los espacios métricos, es común que al hablar de un espacio

topológico (X, τ), sólo se mencione al conjunto X , cuando la topoloǵıa se sobreentiende.

1.1.1. Compacidad

Si f es una función definida en un conjunto A que consiste en todos los enteros

n ≥ n0, con n0 ∈ Z, entonces f recibe el nombre de sucesión. Al tratar con sucesiones

es usual que se utilice la siguiente notación:

f(n) = an,

con el fin de presentar los términos de la sucesión de una forma más conocida. También

es usual indicar la sucesión, escribiendo el término t́ıpico entre llaves {an}, el entero n0

con el cual comienza la sucesión generalmente será 0 o 1, y se establecerá o se dará por

supuesto dependiendo del contexto.

Definición 1.5. Una sucesión {an}, en un espacio métrico M , se llama sucesión de

Cauchy, si para cada ε > 0 existe un entero N tal que d(xn, xm) < ε para todo

n,m > N .

SiM es un espacio métrico que tiene la propiedad de que cada sucesión de Cauchy

tiene ĺımite en M , entonces diremos que M es un espacio métrico completo.

Teorema 1.2. [12]. Sea M un espacio métrico completo y G ⊂ M, entonces (G, d)

es un espacio métrico completo si, y sólo si G es cerrado en M.

Sea (X , τ) un espacio topológico y A ⊂ X . Una familia G de subconjuntos de X

tales que A ⊂ ⋃
B∈G B recibe el nombre de cubierta de A. Además, si cada elemento

de G es abierto, entonces diremos que G es una cubierta abierta de A.

Definición 1.6. (a) El conjunto A es precompacto si para cualquier número real

ε > 0 existe un número finito de puntos x1, x2, x3, ..., xn ∈ A tales que A ⊂
⋃n

k=1B(xk, ε).
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(b) El conjunto A posee la propiedad de Bolzano-Weierstrass, si todo subconjunto

infinito T ⊂ A admite un punto de acumulación en A.

(c) Diremos que A es compacto, si toda cubierta abierta de A admite una subcubierta

finita.

(d) Diremos que A es relativamente compacto si A es compacto.

(e) Sea A 6= ∅. Decimos que A es secuencialmente compacto, si cada sucesión en A

posee una subsucesión convergente en A.

Con las definiciones antes mencionadas se tienen los siguientes resultados.

Teorema 1.3. [17]. Todo espacio métrico compacto es completo.

Teorema 1.4. [17]. Si M es un espacio métrico, entonces son equivalentes:

(a) El espacio métrico M es compacto.

(b) Cada conjunto infinito tiene un punto de acumulación.

(c) El espacio métrico M es secuencialmente compacto.

(d) El espacio métrico M es completo y precompacto.

Observe que un subconjunto A de un espacio métrico M es relativamente com-

pacto si, y sólo si toda sucesión en A admite una subsucesión convergente (no necesa-

riamente en A).

1.1.2. Conexidad

Sea M un espacio métrico y A ⊂ M , tal que A 6= ∅, decimos que A es disconexo

si existen dos conjuntos abiertos S y T en M tales que,

(a) (A ∩ S) 6= ∅ 6= (T ∩ A) y (A ∩ S) ∩ (T ∩A) = ∅.

(b) A = (A ∩ S) ∪ (T ∩ A).
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Si A no es disconexo, decimos que A es conexo.

Proposición 1.1. [17]. M es conexo si, y sólo si los únicos conjuntos de M que son

simultáneamente abiertos y cerrados son M y ∅.

Definición 1.7. Decimos que M es localmente conexo si para cada punto x ∈ M y

toda vecindad abierta V de x, existe una vecindad abierta V0 de x tal que V0 ⊂ V y

V0 es un conjunto conexo.

Un ejemplo de un conjunto que es conexo, pero no localmente conexo es el si-

guiente, véase Figura 1.1.

E =

{(
x, sen

(
1

x

))
: x ∈ (0, 1]

}
∪ {(0, y) : −1 ≤ y ≤ 1} .

Para un estudio más profundo y más ejemplos sobre conexidad el lector puede consultar

[12].

Figura 1.1: Gráfica del conjunto E.

1.2. El Campo de los Números Complejos

Los números complejos aparecen por primera vez a principios del siglo XVI. Gero-

lamo Cardano (1501−1576) trabajó con los números complejos para resolver ecuaciones

cuadráticas y cúbicas. En el siglo XVIII Euler utilizó las funciones de números com-

plejos para resolver ecuaciones diferenciales, pero no fue hasta mediados del siglo XIX



1.2 El Campo de los Números Complejos 7

que los números complejos fueron considerados como números leǵıtimos. Descartes re-

chazó ráıces complejas de ecuaciones y las llamó “imaginarias”. Su aceptación se debe

a la representación geométrica de los números complejos que hizo Gauss.

Al conjunto de los (a, b) con a, b ∈ R junto con las operaciones de suma y multi-

plicación dadas por:

(x, y) + (z, w) = (x+ z, y + w),

(x, y) ∗ (z, w) = (xz − yw, xw + yz),

donde x, y, z, w ∈ R se le llama el conjunto de los números complejos y se denota por

C.

Para un número complejo z = (a, b) ∈ C, la cantidad a se llama la parte real de z

y b se llama la parte imaginaria de z. Aśı, denotaremos por Re(z) a a y por Im(z) a b.

Dos números complejos, z1 = (x1, y1) y z2 = (x2, y2) son iguales si, y sólo si sus partes

real e imaginaria son iguales, es decir, x1 = x2 y y1 = y2. Además, se puede demostrar

que el conjunto C es un campo, véase [23].

También podemos ver al conjunto C como un espacio vectorial sobre el campo de

los números reales, puesto que se puede demostrar la identidad z = (a, b) = a(1, 0) +

b(0, 1), donde consideramos que el número real a equivale a (a, 0). Si además denotamos

al número (0, 1) por i, entonces podemos escribir z = a+ bi, donde a, b ∈ R.

Observe que el número i cumple que i2 = −1, de donde resulta que este número

(también llamado unidad imaginaria) es ráız cuadrada de −1 (y por lo tanto, una

solución de la ecuación x2 + 1 = 0).

Ahora se muestra una serie de definiciones y resultados básicos sobre los números

complejos.

Definición 1.8. Sea z = a + bi con a, b ∈ R, un número complejo, el conjugado de z

se define como a− bi y se denota por z.

Definición 1.9. Sea z = a+bi un número complejo, la norma, valor absoluto o módulo

de z está definida por |z| =
√
zz =

√
a2 + b2.
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Observe que si definimos la función d : C× C → R como:

d(z1, z2) = |z1 − z2|,

entonces d define una métrica sobre el conjunto C. Por lo tanto, (C, d) es un espacio

métrico y también un espacio topológico considerando la topoloǵıa inducida por la

métrica d.

Definición 1.10. La forma trigonométrica de un número complejo z = a+bi está dada

por, z = r(cos θ + i sen θ), donde a = r cos θ, b = r sen θ y r = |z|.

La forma trigonométrica de un número complejo z adquiere claridad si se toma

en cuenta su representación gráfica, véase Figura 1.2.

1

2

1 2

•

θ

r

z

Figura 1.2: Representación gráfica de un número complejo, en este ejemplo z = (2, 2.5).

Al ángulo θ se le llama el argumento de z, y es denotado por θ = arg z, este

ángulo es medido en sentido contrario a las manecillas del reloj, y tiene periodicidad

de 2π.

Definición 1.11. Si z = a+bi es un número complejo, definimos la expresión ez como:

ez = ea+bi = eaebi = ea(cos b+ i sen b).

Además, dado un n ∈ N y z ∈ C, si un número complejo w cumple que wn = z,

entonces diremos que w es una ráız n-ésima de z.
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Un resultado importante es el siguiente, véase [33]; Dados z1, z2, ..., zn ∈ C con

zj = rj(cos θj + i sen θj), ∀j ∈ {1, 2, ..., n} se cumple que:

z1z2 · · · zn = r1r2 · · · rn[cos(θ1 + θ2 + · · · θn) + i sen(θ1 + θ2 + · · · θn)]

Aśı, no es dif́ıcil deducir los siguientes teoremas.

Teorema 1.5 (Teorema de De Moivre [23]). Si z = r(cos θ + i sen θ), entonces

zn = [r(cos θ + i sen θ)]n = rn(cosnθ + i sennθ).

Teorema 1.6. [23]. Un número complejo z = r(cos θ+i sen θ), diferente de cero, tiene

exactamente n ráıces diferentes, las cuales están dadas por la siguiente fórmula:

zk = r1/n
(
cos

(
θ + 2kπ

n

)
+ i sen

(
θ + 2kπ

n

))
k = 0, 1, ..., n− 1. (1.1)

1.2.1. Plano extendido y Proyección Estereográfica

Para desarrollar una teoŕıa menos restrictiva conviene extender el plano complejo

C añadiendo un punto asociado a infinito, con lo que obtenemos el plano extendido

Ĉ = C ∪ {∞}.

Aunado a las operaciones de C, en Ĉ definimos:

a
0
= ∞, a 6= 0,

a
∞

= 0, a 6= ∞,

a∞ = ∞, a 6= 0,

a +∞ = ∞.

(1.2)

El modelo canónico para este nuevo conjunto es la esfera unitaria (también lla-

mada esfera de Riemann ):

S2 =
{
x ∈ R3 : |x| = 1

}
.
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Para asociar cada punto en el plano con un punto en la esfera de Riemann, utilizamos

el método de la proyección estereográfica:

Sea N = (0, 0, 1), es decir, N es el polo norte de S2, e identifiquemos a C con

{(x1, x2, 0) : x1, x2 ∈ R}, entonces C corta a S2 a lo largo de su ecuador. Para cada

punto z ∈ C consideramos la recta en R3 que pasa por z y N . Esta intersecta a la

esfera en un solo punto s 6= N , si |z| > 1, entonces s está en el hemisferio norte de la

esfera, como lo muestra la Figura 1.3.

Figura 1.3: Proyección estereográfica.

Con lo mencionado anteriormente obtenemos la biyección:

Φ : S2 \ {(0, 0, 1)} → C,

definida por:

(x1, x2, x3) 7→
x1 + ix2
1− x3

.

Con inversa dada por:

Φ−1 : C → S2 − {(0, 0, 1)} ,

tal que,

Φ−1(z) =

(
z + z

|z|2 + 1
,

z − z

i (|z|2 + 1)
,
|z|2 − 1

|z|2 + 1

)
.

Observe que si hacemos corresponder a ∞ con el polo norte N , se obtiene una



1.3 Funciones de Variable Compleja 11

biyección entre S2 y Ĉ.

La topoloǵıa de C es la inducida por la métrica d(w, z) = |w − z|. Ahora, la
topoloǵıa de Ĉ es la topoloǵıa de C unión la familia de los complementos de conjuntos

compactos en C, por lo tanto, Ĉ es un espacio topológico compacto, véase [1]. También,

es de importancia notar que la topoloǵıa de Ĉ es la inducida por la métrica definida a

continuación, véase [19].

Definición 1.12. La métrica esférica (métrica cordal) en el plano complejo extendido

es la siguiente:

d
Ĉ
(z1, z2) =





2|z1−z2|√
(1+|z1|2)(1+|z2|2)

si z1, z2 6= ∞;

2√
1+|z1|2

si z2 = ∞;

0 si z1 = z2 = ∞.

(1.3)

1.3. Funciones de Variable Compleja

En esta sección daremos un resumen de algunos de los resultados más importantes

en cuanto a funciones de variable compleja se refiere, veremos que algunas definiciones

son parecidas al caso de variable real. Recomendamos al lector interesado en más

detalles consultar [1] o [23].

Sea Ω ⊆ C un dominio (conjunto abierto y conexo, no vaćıo). Si asignamos a

cada punto z ∈ Ω un único número complejo f(z) decimos que la ecuación w = f(z)

define una función de valores complejos en Ω. Una función de valores complejos puede

escribirse en la siguiente forma:

w = f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y),

donde u(x, y) y v(x, y) son funciones de variables reales.

Definición 1.13 (Continuidad). Sea Ω un dominio en C y f : Ω → C una función, se

dice que f es continua en z0 si para cualquier ε > 0 existe algún δ > 0 tal que para
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cada z que cumpla |z − z0| < δ tenemos que |f(z)− f(z0)| < ε.

Si una función de variable compleja f : Ω → C es continua para todo z ∈ Ω,

simplemente diremos que f es continua en Ω.

Definición 1.14 (Ĺımite). Sea una función f : Ω ⊆ C → C. Decimos que el número

l ∈ C es el ĺımite de f(z) cuando z tiende a z0 si dado ε > 0 existe algún δ > 0 tal que

para cada |z − z0| < δ tenemos que |f(z)− l| < ε.

Escribiremos lo anterior como ĺım
z→z0

f(z) = l.

Definición 1.15. Sea Ω ⊆ C. Una función f : Ω → C es uniformemente continua en

Ω si para cualquier ε > 0 existe algún δ > 0 tal que |f(z) − f(w)| < ε siempre que

z, w ∈ Ω y |z − w| < δ.

Proposición 1.2. [23]. Una función continua en un conjunto compacto es uniforme-

mente continua.

Por el teorema de Heine-Borel se sabe que un subconjuto de C es compacto si, y

sólo si es cerrado y acotado, véase [12].

Definición 1.16 (Función holomorfa). Sea Ω abierto en C, una función f : Ω → C es

holomorfa si f es derivable (en el sentido complejo), es decir, si la derivada

z 7→ f ′(z) = ĺım
h→0

f(z + h)− f(z)

h

está definida como una función de Ω en C.

Análogamente a las funciones de variable real, se cumple el siguiente resultado.

Proposición 1.3. Si f : Ω ⊆ C → C es derivable en z ∈ Ω, entonces f es continua

en z.

Definición 1.17 (Función anaĺıtica). Una función f : Ω → C es anaĺıtica en A ⊂ Ω,

si para todo z0 ∈ A existen r0 > 0 y una serie de potencias centrada en z0:

∞∑

n=0

an(z − z0)
n,
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tal que la bola abierta B(z0, r0) esté contenida en A y f(z) =
∑∞

n=0 an(z − z0)
n para

todo z ∈ B(z0, r0).

Dentro de la teoŕıa de funciones de variable compleja hay diversos resultados

interesantes, y uno de ellos relaciona los conceptos de función holomorfa y función

anaĺıtica.

Teorema 1.7. [7]. Una función f es anaĺıtica en A si, y sólo si es holomorfa en A.

Si f(z) = w es una relación tal que a cada valor de z corresponde sólo un valor

de w, decimos que f es una función uńıvoca de z. Si más de un valor de w corresponde

a cada valor de z, decimos que w es una función mult́ıvoca o multivaluada (este último

caso se da por ejemplo en la función ráız cuadrada). Una función multivaluada puede

considerarse una colección de funciones uńıvocas; cada miembro de esta colección es

llamada una rama de la función. Además, cuando tenemos una función mult́ıvoca se

acostumbra considerar a un miembro particular como la rama principal de la función y

el valor de la función correspondiente a esta rama recibe el nombre de valor principal.

Por otra parte, al trabajar con conjuntos con ciertas caracteŕısticas, nos es muy

útil en la práctica relacionarlos mediante alguna función y estudiar las propiedades que

se conservan bajo la transformación. Las siguientes definiciones nos servirán para tal

fin.

Definición 1.18 (Homeomorfismo). Sean X, Y espacios topológicos, y f una función

de X a Y , entonces f es un homeomorfismo si se cumple lo siguiente:

f es una biyección.

f es continua.

La inversa de f es continua.

Si f : X → Y es un homeomorfismo, diremos que X es homeomorfo a Y . Si dos

espacios son homeomorfos estos tienen las mismas propiedades topológicas y la forma

de ver esto es a través de f .
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Si X y Y son espacios topológicos y f : X → X , g : Y → Y son funciones

continuas, decimos que f y g son funciones conjugadas topológicamente o simplemente

funciones conjugadas, si existe h : X → Y homeomorfismo tal que:

h ◦ f ◦ h−1 = g. (1.4)

Denotaremos esto último escribiendo f ∼
top
g o simplemente f ∼ g.

Diremos que la función f : X → Y es un difeomorfismo si f es un homeomorfismo

diferenciable con inversa diferenciable.

Definición 1.19 (Isomorfismo conforme). Sean X, Y ⊂ C abiertos. Si la función f :

X → Y es anaĺıtica y biyectiva, entonces diremos que f es un isomorfismo conforme (o

anaĺıtico) y que X, Y son conformemente isomorfos (lo cual denotaremos por X ≃ Y ).

Teorema 1.8. [7]. Si f : X → Y es un isomorfismo conforme, entonces f−1 : Y → X

es también un isomorfismo conforme.

Es importante observar que en la práctica es común encontrarse con funciones

holomorfas en casi todo su dominio, por ejemplo, una función de la forma P (z)/Q(z),

donde P (z) y Q(z) son polinomios en la variable z, es claro que la función P (z)/Q(z)

es holomorfa en todos los puntos donde Q(z) 6= 0. Con esto en mente enunciamos las

siguientes definiciones.

Definición 1.20 (Punto singular). Sea Ω y f : Ω → C una función. Un punto en el

que f no es holomorfa se llama punto singular o singularidad de f .

Además, diremos que el punto z = z0 es una singularidad aislada de f si z0 es un

punto singular de f y es posible hallar un δ > 0 tal que B(z0, δ) no contenga ningún

otro punto singular distinto de z0. En caso contrario diremos que z0 es un singularidad

no aislada.

Las singularidades aisladas se clasifican de la siguiente manera:
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(a) Singularidad removible. Un punto singular aislado z0 es una singularidad remo-

vible de f si ĺımz→z0 f(z) existe. Al definir f(z0) = ĺımz→z0 f(z) se muestra que

f no sólo es continua en z0, sino también anaĺıtica en z0.

(b) Polos. Si z0 es una singularidad aislada y es posible hallar un entero positivo n

tal que ĺımz→z0(z − z0)
nf(z) = l 6= 0, entonces z = z0 es un polo de orden n. Si

n = 1, diremos que z0 es un polo simple.

(c) Singularidades esenciales. A una singularidad aislada que no es un polo o una

singularidad removible se le llama singularidad esencial.

(d) Singularidades al infinito. Cuando estemos trabajando en Ĉ diremos que el tipo

de singularidad de f en z = ∞ es el mismo que el de f(1/w) en w = 0.

Para funciones multivaluadas llamaremos puntos de ramificación a sus puntos

singulares no aislados. Observe que una función multivaluada no puede ser con-

tinua y por tanto no es holomorfa en una vecindad agujerada de un punto de

ramificación.

Algunos ejemplos son los siguientes:

Para f(z) = sen(z)/z tenemos que z = 0 es una singularidad removible,

porque ĺımz→z0 sen(z)/z = 1.

Para f(z) = (7z + 2)/(z − 4)53(z + i) tiene un polo de orden 53 en z = 4 y

un polo simple en z = −i.

Para f(z) = e2/(z+2) tiene una singularidad esencial en z = 2.

Para la función f(z) = z7, en ∞ hay un polo de orden 7, porque f(1/w) =

1/w7 tiene un polo de orden 7 en cero.

Para f(z) = ln(z2 + z − 2) tiene puntos de ramificación en los ceros de

z2 + z − 2.
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Diremos que una función f : Ω → C es meromorfa si es holomorfa en Ω salvo en

los polos. En cambio, si la función f : C → C es anaĺıtica en todo su dominio diremos

que f es una función entera.

Definición 1.21. Un punto z es un punto cŕıtico de f si f
′

(z) = 0. El valor de f en

un punto cŕıtico se llama valor cŕıtico de f .

A continuación enunciaremos algunas definiciones que hacen alusión a conjuntos

lineales en el plano complejo y que nos servirán para estudiar la regularidad de los

conjuntos en C.

Definición 1.22. Un subconjunto γ de C, se llama arco o curva que une los puntos

x, y ∈ C si existe un intervalo [a, b] ⊂ R, donde b > a y una aplicación φ : [a, b] → C

continua en [a, b] tal que φ([a, b]) ⊂ C con φ(a) = x, y φ(b) = y.

Si en la definición anterior x = y, entonces diremos que γ es una curva cerrada,

y si además γ es inyectiva en (a, b), diremos que γ es una curva cerrada simple.

Decimos que un conjunto Ω ⊂ C es arco conexo, si para cada par x, y ∈ Ω existe

un arco en Ω que une los puntos x, y.

Es usual denotar por γ a la función o a su imagen.

Definición 1.23. Para n ≥ 1, una curva γ es de clase Cn, si γ es n veces continuamente

diferenciable y satisface que γ
′

(t) 6= 0, para todo t de su dominio.

Una región Ω es simplemente conexa si toda curva simple cerrada que esté en

Ω, puede contraerse continuamente a un punto en Ω sin salirse de Ω (este concepto

se encuentra en la literatura como homotoṕıa). A una región que no es simplemente

conexa se le llama múltiplemente conexa.

Toda curva continua cerrada que no se intersecte a śı misma se llama curva de

Jordan y el siguiente teorema es muy importante.

Teorema 1.9 (Teorema de la curva de Jordan [1]). Una curva de Jordan divide el

plano en dos regiones que tienen a la curva como frontera común. La región, que queda



1.3 Funciones de Variable Compleja 17

acotada, se llama interior de la curva, mientras que la otra región se llama exterior de

la curva.

Con el teorema de la curva de Jordan se muestra que el interior de una curva

simple cerrada es una región simplemente conexa.

Definición 1.24. Sea f una función entera, diremos que β es un valor asintótico de

f si existe una curva continua γ(t) ⊂ C, 0 ≤ t <∞, tal que γ(t) → ∞ y f(γ(t)) → β

conforme t→ ∞.

Cuando nos refiramos a un valor singular de la función f entenderemos que

estamos hablando de un valor cŕıtico o un valor asintótico de f , y denotaremos por

SV (f) al conjunto de valores singulares de f.

El ángulo que forman dos curvas γ1, γ2 al intersectarse, es el ángulo que forman

las tangentes de cada curva en el punto de intersección. Aśı, decimos que una función

f preserva ángulos en el punto z0, si el ángulo entre todo par de curvas γ1 y γ2 que se

intersectan en z0, donde z0 pertenece al dominio de f , es igual al ángulo entre f(γ1)

y f(γ2) en el punto f(z0). Observe que la orientación de los ángulos puede, o no,

preservarse; si el ángulo se preserva, decimos que f es conforme en z0.

Proposición 1.4. [7] Sea f una función anaĺıtica en una región Ω, si z0 ∈ Ω y

f ′(z0) 6= 0, entonces f es conforme en z0.

Comparar la Proposición 1.4 con la Definición 1.19.

A continuación, enunciaremos algunos teoremas que describen cómo puede ser

el comportamiento de la integral de funciones anaĺıticas (holomorfas) sobre curvas

cerradas.

Teorema 1.10 (Cauchy [23]). Si f es una funión anaĺıtica en una región Ω y en su

frontera γ, donde γ es una curva de Jordan, entonces se cumple:

∮

γ

f(z)dz = 0.
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Algunas consecuencias del Teorema 1.10 son las siguientes.

Teorema 1.11. [23]. Sea f anaĺıtica en una región simplemente conexa Ω. Si w y z

son dos puntos cualesquiera en Ω. Se cumple que,

∮ z

w

f(z)dz

es independiente de la trayectoria en Ω que une w y z.

Teorema 1.12. [33]. Sea f anaĺıtica en una región simplemente conexa Ω. Si w y z

son dos puntos cualesquiera en Ω y F ′(z) = f(z). Se cumple que:

∫ z

w

f(z)dz = F (z)− F (w).

Teorema 1.13. [33]. Sea f una función anaĺıtica en una región limitada por dos curvas

simples cerradas γ y γ1 (γ1 en el interior de γ) y sobre estas curvas. Se cumple que

∮

γ

f(z)dz =

∮

γ1

f(z)dz,

donde γ y γ1 se recorren en sentido positivo en relación con sus interiores.

El teorema anterior tiene una generalización para curvas simples cerradas que no

se intersectan, para más detalles, consultar [23].

Las expresiones dadas en el siguiente teorema se conocen como fórmulas integrales

de Cauchy, y muestran que si se conocen los valores de una función anaĺıtica f sobre

una curva simple cerrada γ, entonces puede hallarse el valor de la función y los valores

de todas sus derivadas en todos los puntos interiores de γ. Por tanto, si una función

de una variable compleja tiene primera derivada en una región simplemente conexa Ω,

entonces todas sus derivadas de orden superior existen en Ω. Esto no es necesariamente

válido para funciones de variables reales.

Teorema 1.14. [1]. Si f es anaĺıtica sobre y en el interior de una curva simple cerrada
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γ, y si z1 es un punto en el interior de γ, entonces

f(z1) =
1

2πi

∮

γ

f(z)

z − z1
dz,

donde γ se recorre en sentido positivo (contrario a las manecillas del reloj).

Además, la n-ésima derivada de f en z1 es:

f (n)(z1) =
n!

2πi

∮

γ

f(z)

(z − z1)n+1
dz n = 1, 2, 3, ...

La primera expresión puede considerarse como un caso especial de la segunda

para n = 0, teniendo en cuenta que 0!=1.

Algunos de los principales resultados que son consecuencia de las fórmulas inte-

grales de Cauchy se enuncian a continuación.

Teorema 1.15 (Liouville [7]). Suponga que para toda z en el plano complejo tene-

mos que f(z) es anaĺıtica y f(z) es acotada ( |f(z)| < M para alguna constante M),

entonces f es una función constante.

Por lo tanto, toda función anaĺıtica distinta de una constante no puede estar

acotada.

Teorema 1.16 (Módulo Máximo). Si G es un conjunto abierto y acotado en C y

supongamos que f es una función anaĺıtica en G y continua en ∂G, entonces

máx{|f(z)| : z ∈ G} = máx{|f(z)| : z ∈ ∂G}.

Demostración. Por ser G acotado, existe un punto a ∈ G tal que |f(a)| ≥ |f(z)| para
todo z ∈ G. Si f es una función constante, entonces se cumple el resultado. Si f no es

una función constante, entonces sea Ω = f(G) y α = f(a), tenemos que |α| ≥ |ξ| para
cada |ξ| ∈ Ω, entonces α debe estar en la frontera de Ω porque de lo contrario existiŕıa

un α1 en una vecindad contenida en Ω con |α1| > |α|. �
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Teorema 1.17 (Lema de Schwarz). Si D = {z : |z| < 1} y f es una función anaĺıtica

en D que cumple:

(a) |f(z)| ≤ 1, ∀z ∈ D,

(b) f(0) = 0.

Entonces |f ′(0)| ≤ 1 y |f(z)| ≤ |z| ∀z ∈ D. Además, si |f ′(0)| = 1 o si |f(z)| = |z|
para algún z 6= 0, entonces existe una constante c, |c| = 1 tal que f(w) = cw para todo

w ∈ D.

Demostración. Definamos g : D → C por g(z) = f(z)
z

para z 6= 0 y g(0) = f
′

(0),

entonces g es anaĺıtica en D. Usando el teorema del Módulo Máximo tenemos que

|g(z)| ≤ r−1, para |z| ≤ r y r ∈ (0, 1), de donde |g(z)| ≤ 1, ∀z ∈ D, y por tanto

|f(z)| ≤ |z| y |f ′

(0)| = |g(0)| ≤ 1. Si |f(z)| = |z| para algún z ∈ D, z 6= 0, o |f ′

(0)| = 1,

entonces |g| toma su valor máximo dentro de D y por el teorema del Módulo Máximo

g(z) ≡ c, con |c| = 1 y aśı f(z) = cz. �



Caṕıtulo 2

Familias Normales

En este caṕıtulo se estudiará el importante concepto de familias normales de fun-

ciones, porque en los caṕıtulos siguientes, este concepto nos permitirá analizar el com-

portamiento asintótico y la estabilidad local de un punto dada una familia de funciones

enteras fλ. Por lo tanto, podremos definir de manera precisa los conjuntos−regiones de

estabilidad e inestabilidad del dominio común (en el caso que nos interesa este domi-

nio común es C) de los elementos de dicha familia. La bibliograf́ıa recomendada para

profundizar en los temas de este caṕıtulo es [1] y [7].

2.1. El Espacio C(G,Ω)

Si G es un conjunto abierto de C y (Ω, d) es un espacio métrico completo, entonces

denotaremos por C(G,Ω) al conjunto de todas las funciones continuas de G a Ω.

Observe que tal conjunto nunca es vaćıo (las funciones constantes están en C(G,Ω)).

Proposición 2.1. [7]. Si G es abierto en C, entonces existe una sucesión de subcon-

juntos compactos de G tales que G =
⋃∞

n=1Kn. Además, los conjuntos Kn pueden ser

elegidos de tal forma que cumplan:

(a) Kn ⊂ int Kn+1.

(b) Si K es compacto y K ⊂ G, entonces K ⊂ Kn para alguna n.

21
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Demostración. Sea

Kn = {z : |z| ≤ n} ∩ {z : d(z,C−G) ≥ 1

n
},

para n ∈ N. Como Kn es acotado y es la intersección de dos subconjuntos cerrados,

entonces Kn es compacto. Además, observe que el conjunto

{z : |z| < n+ 1} ∩ {z : d(z,C−G) >
1

n + 1
}

es abierto, contiene a Kn y está contenido en Kn+1 y por tanto se cumple (a).

Ahora, del hecho de que G =
⋃∞

n=1Kn (esto se ve claramente por la construcción

de nuestros Kn) y los comentarios anteriores se deduce que también G =
⋃∞

n=1 int Kn.

Aśı, siK es un subconjunto compacto de G, los conjuntos {int Kn} forman una cubierta

abierta de K y entonces existe un n1 ∈ N tal que K ⊂ Kn1
esto comprueba la parte

(b) �

Nuestro objetivo es dotar al conjunto C(G,Ω) de una métrica. Para tal fin, sea

G =
⋃∞

n=1Kn, donde Kn es compacto y Kn ⊂ int Kn+1, definimos:

ρn(f, g) = sup{d(f(z), g(z)) : z ∈ Kn}, (2.1)

para f, g ∈ C(G,Ω). También, definimos:

ρ(f, g) =
∞∑

n=1

(
1

2

)n
ρn(f, g)

1 + ρn(f, g)
. (2.2)

Observe que por ser t(1 + t)−1 ≤ 1 para todo t ≥ 0, la serie anterior converge

porque está acotada por arriba, por
∑∞

n=1(
1
2
)n. Y tomando en cuenta el siguiente lema.

Lema 2.1. [17]. Si (S,d) es un espacio métrico, entonces:

µ(s, t) =
d(s, t)

1 + d(s, t)
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es también una métrica en S. Además, un conjunto es abierto en (S,d) si, y sólo si es

abierto en (S,µ). Y una sucesión es una sucesión de Cauchy en (S,d) si, y sólo si es

una sucesión de Cauchy en (S,µ).

Deducimos que (C(G,Ω), ρ) es un espacio métrico, porque se cumple que ρ(f, g) =

ρ(g, f). También, como cada ρn cumple la desigualdad del triángulo, entonces ρ cumple

la desigualdad del triángulo. Por último, del hecho de que G =
⋃∞

n=1Kn, se deduce que

f = g siempre que ρ(f, g) = 0.

Lema 2.2. [7]. Sea la métrica ρ definida en (2.2). Dado ε > 0, existe un δ > 0 y un

conjunto compacto K ⊂ G tal que para f y g en C(G, Ω) se cumple que:

sup{d(f(z), g(z)) : z ∈ K} < δ ⇒ ρ(f, g) < ε. (2.3)

Rećıprocamente, dados δ > 0 y algún conjunto compacto K ⊂ G, entonces existe ε > 0

tal que para f, g ∈ C(G,Ω):

ρ(f, g) < ε ⇒ sup{d(f(z), g(z)) : z ∈ K} < δ. (2.4)

Demostración. Si ε > 0 es fijo, sea p un entero positivo tal que
∑∞

n=p+1(
1
2
)n < 1

2
ε y sea

K = Kp. Elijamos δ > 0 tal que 0 ≤ t < δ cumpla que t
1+t

< 1
2
ε. Ahora, supongamos

que f y g son funciones en C(G,Ω) que satisfacen sup{d(f(z), g(z)) : z ∈ K} < δ.

Como Kn ⊂ Kp = K para 1 ≤ n ≤ p, ρn(f, g) < δ para 1 ≤ n ≤ p. Esto implica que:

ρn(f, g)

1 + ρn(f, g)
<

1

2
ε,

donde 1 ≤ n ≤ p, entonces

ρ(f, g) <

p∑

n=1

(
1

2

)n(
1

2
ε

)
+

∞∑

n=p+1

(
1

2

)n

,

es decir, (2.3) se satisface.
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Ahora, supongamos que K y δ están dados, como G =
⋃∞

n=1Kn =
⋃∞

n=1 int Kn

y K es compacto, entonces hay un entero p ≥ 1 tal que K ⊂ Kp y esto implica que:

ρp(f, g) ≥ sup{d(f(z), g(z)) : z ∈ K}.

Sea ε > 0 tal que 0 ≤ s < 2pε implica que s
1−s

< δ. Entonces t
1+t

< 2pε implica

que t < ε. Por lo tanto si ρ(f, g) < ε, entonces ρn(f,g)
1+ρn(f,g)

< 2pε y aśı ρp(f, g) < δ. En

conclusión, se satisface (2.4). �

Proposición 2.2. (a) Un conjunto G ⊂ (C(G,Ω), ρ) es abierto si, y sólo si para

cada f ∈ G hay un conjunto compacto K y un δ > 0 tal que:

G ⊃ {g : d(f(z), g(z)) < δ, z ∈ K} .

(b) Una sucesión {fn} en (C(G,Ω), ρ) converge a f si, y sólo si {fn} converge a f

uniformemente en todos los subconjuntos compactos de G.

Demostración. Si G es abierto y f ∈ G, entonces para algún ε > 0, G ⊃ {g : ρ(f, g) < ε}.
Por la primera parte del Lema 2.1.2, tenemos que hay un δ > 0 y un conjunto com-

pacto K con las propiedades deseadas. Rećıprocamente, si G cumple las propiedades

y f ∈ G, entonces la segunda parte del Lema 2.1.2 nos brinda un ε > 0 tal que

G ⊃ {g : ρ(f, g) < ε}, y esto significa que G es abierto. �

Corolario 2.1. La colección de conjuntos abiertos es independiente de la elección de

los conjuntos {Kn}. En otras palabras, si G =
⋃∞

n=1K
′

n, donde cada K
′

n es compacto

y K
′

n ⊂ int K
′

n+1 y si µ es la métrica definida por los conjuntos {K ′

n}, entonces un

conjunto es abierto en (C(G,Ω), µ) si, y sólo si es abierto en (C(G,Ω), ρ)

El corolario anterior es una consecuencia directa de la parte (a) de la Proposición

2.2, porque la caracterización de los conjuntos abiertos no depende de la elección de los

conjuntos {Kn}. Por lo tanto, de aqúı en adelante siempre que consideremos a C(G,Ω)
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como un espacio métrico, supondremos que es con la métrica ρ dada en (2.2), para

alguna sucesión {Kn} de conjuntos compactos tales que G =
⋃∞

n=1Kn yKn ⊂ int Kn+1.

Con lo anterior no es dif́ıcil demostrar la siguiente proposición.

Proposición 2.3. [7]. C(G,Ω) es un espacio métrico completo.

2.1.1. Familias normales

Diremos que un subconjunto (que en este caso es una familia de funciones) F ⊂
C(G,Ω) es normal, si toda sucesión en F tiene una subsucesión convergente a una

función f en C(G,Ω). La función f no necesariamente pertenece a F, pero es claro de

la que un subconjunto F ⊂ C(G,Ω) es normal si, y sólo si su clausura es compacta. Por

lo tanto, los conjuntos normales son relativamente compactos, véase Definición 1.1.6.

Recordando la definición de conjunto compacto y del hecho de que una familia

normal F tiene clausura compacta, no es de sorprender el siguiente resultado.

Proposición 2.4. [1]. Un conjunto F ⊂ C(G,Ω) es normal si, y sólo si para todo

conjunto compacto K ⊂ G y δ > 0 existen funciones f1, f2, ...fn ∈ F tales que para

cualquier f ∈ F hay al menos una k, 1 ≤ k ≤ n tal que:

sup {d(f(z), fk(z)) : z ∈ K} < δ.

Definición 2.1. Un conjunto F ⊂ C(G,Ω) es equicontinuo en un punto z0 en G si, y

sólo si para todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que para |z − z0| < δ,

d(f(z), f(z0)) < ε,

para toda f en F.

Observe que si el conjunto F consta de una única función f , entonces afirmar que

F es equicontinua en z0 es únicamente afirmar que f es continua en z0, y decir que F

es equicontinua sobre un conjunto E sgnifica que f es uniformemente continua en E.
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Pero lo realmente importante sobre la equicontinuidad es que la misma δ funciona para

todas las funciones en F.

Proposición 2.5. [7]. Suponga que F ⊂ C(G,Ω) es equicontinua en cada punto de

G, entonces F es equicontinua sobre cada subconjunto compacto de G.

La siguiente definición nos será de ayuda para demostrar el teorema de Arzela-

Ascoli, el cuál nos dará otro método para reconocer a los conjuntos normales.

Definición 2.2. Sea (Xn, dn) un espacio métrico para cada n ≥ 1 y sea X =
∏∞

n=1Xn

su producto cartesiano, es decir X={ξ = {xn} : xn ∈ Xn para cada n ≥ 1}. Definimos

d(ξ, η) para ξ, η ∈ X como:

d(ξ, η) =
∞∑

n=1

(
1

2

)n
dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)
. (2.5)

Proposición 2.6. [7]. (
∏∞

n=1Xn, d), donde d está definida como en (2.5), es un

espacio métrico. Además, si ξk =
{
xkn
}∞
n=1

está en X =
∏∞

n=1Xn, entonces ξk →
ξ = {xn} si, y sólo si xkn → xn para cada n. También, si cada (Xn, dn) es compacto,

entonces X es compacto.

Para finalizar esta sección enunciamos y demostramos el teorema de Arzela-

Ascoli.

Teorema 2.1 (Arzela-Ascoli.). Un conjunto F ⊂ C(G,Ω) es normal si, y sólo si las

siguientes dos condiciones se satisfacen:

(a) Para cada z en G, {f(z) : f ∈ F} tiene clausura compacta en Ω.

(b) F es equicontinua en cada punto de G.

Demostración. Primero supongamos que F es normal, entonces, para cada z ∈ G, la

función F : C(G,Ω) → Ω definida por f → f(z) es continua. Ahora, como F es

compacto, entonces su imagen es compacta en Ω, y por lo tanto se satisface (a).
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Para demostrar (b) fijemos un punto z0 ∈ G y sea ε > 0. Si elegimos R > 0 tal

que K = B(z0, R) ⊂ G, entonces K es compacto, y por la Proposición 2.5, se tienen

funciones f1, f2, ...fn ∈ F tales que, para cada f ∈ F, hay al menos una fk, con

sup {d(f(z), fk(z)) : z ∈ K} < ε

3
. (2.6)

Además, como fk es continua, tenemos que hay un δ, 0 < δ < R, tal que |z−z0| <
δ implica que:

d(fk(z)fk(z0)) <
ε

3
,

con 1 ≤ k ≤ n. Entonces si |z − z0| < δ, f ∈ F, y k se elige tal que (2.6) se satisfaga,

entonces

d(f(z), f(z0)) ≤ d(f(z), fk(z)) + d(fk(z), fk(z0)) + d(fk(z0), f(z0)) < ε.

Lo que significa que F es equicontinua en z0.

Ahora supongamos que F satisface las condiciones (a) y (b), queremos demostrar

que F es normal. Sea {zn} la sucesión de todos los puntos en G con parte real e

imaginaria racionales (de modo que para z ∈ G y δ > 0 hay algún zn con |z− zn| < δ).

Ahora, para cada n ≥ 1 sea,

Xn = {f(zn) : f ∈ F} ⊂ Ω,

por la parte (a), (Xn, d) es un espacio métrico compacto. Por la Proposición 2.6, el

conjunto X \∏∞
n=1Xn es un espacio métrico compacto. Para f ∈ F definimos f en X

como:

f = {f(z1), f(z2), f(z3), ...}.

Sea {fk} una sucesión en F, entonces fk es una sucesión en el espacio métrico compacto

X , aśı hay un ξ en X y una sucesión de fk que converge a ξ, esto es, ξ = ĺım fk.
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Nuevamente por la Proposición 2.7 tenemos que;

ĺım
k→∞

fk(zn) = {wn}, donde ξ = {wn}. (2.7)

Mostraremos que {fk} converge a una función f en C(G,Ω). Por (2.7) esta función

cumplirá que f(zn) = wn.

Para encontrar la función f y mostrar que {fk} converge a la función f , es sufi-

ciente mostrar que {fk} es una sucesión de Cauchy. Sea K un conjunto compacto en G

y sea ε > 0, por el Lema 2.1.2 es suficiente encontrar un entero J tal que para k, j ≥ J

se cumpla:

sup {d(fk(z), fj(z)) : z ∈ K} < ε. (2.8)

Como K es compacto R = d(K, ∂G) > 0, hagamos K1 = {z : d(z,K) ≤ 1
2
R},

entonces K1 es compacto y K ⊂ int K1 ⊂ K1 ⊂ G, como F es equicontinua en cada

punto de G, entonces es equicontinua en K1. Por tanto, elijamos 0 < δ < 1
2
R tal que,

d(f(z), f(z
′

)) <
ε

3
, (2.9)

para toda f ∈ F y z, z
′ ∈ K1 con |z − z

′ | < δ. Ahora, sea D la colección de puntos en

{zn} que también son puntos de K1. Si z ∈ K, entonces hay un zn con |z−zn| < δ, pero

δ < 1
2
R implica que d(zn, K) < 1

2
R, es decir, que zn ∈ K1. Entonces {B(w, δ) : w ∈ D}

es una cubierta abierta de K. Sean w1, ..., wn ∈ D tales que:

K ⊂
n⋃

i=1

B(wi, δ).

Ahora, como ĺımR→∞ fk(wi) existe para 1 ≤ i ≤ n (por (2.7)), entonces hay un

entero J tal que para j, k ≥ J .

d(fk(wi), fj(wi)) <
ε

3
, con i = 1, .., n. (2.10)
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Para finalizar sea z un punto arbitrario de K y sea wi tal que |wi − z| < δ. Si

tomamos k, j > J , entonces de (2.9) y (2.10) obtenemos:

d(fk(z), fj(z)) ≤ d(fk(z), fk(wi)) + d(fk(wi), fj(wi)) + d(fj(wi), fj(z)) < ε.

Como z fue arbitrario, entonces se cumple (2.8), y por tanto, hemos terminado la

demostración. �

2.1.2. Teorema de Montel y Otros Resultados

Sea G un conjunto abierto del plano complejo, denotaremos por H(G) al conjunto

de todas las funciones anaĺıticas en G, observe que H(G) es un subconjunto de C(G,C).

Teorema 2.2. [7]. Sea {fn} una sucesión en H(G) y f en C(G,C) tales que fn → f .

Entonces f es holomorfa y f
(k)
n → f (k) para cada entero k ≥ 1, donde f (n) denota la

derivada n-ésima de f .

Observe que el teorema anterior establece que el conjunto H(G) es cerrado en

C(G,C), y también que H(G) es un espacio métrico con la métrica inducida por

C(G,C). Por esta razón, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.2. H(G) es un espacio métrico completo.

Debido a que en la práctica es dif́ıcil mostrar la normalidad de una familia de fun-

ciones únicamente con la definición, estudiaremos ciertas propiedades de las sucesiones

de funciones para establecer equivalencias del concepto de normalidad.

Teorema 2.3 (Rouché [33]). Sea Ω un conjunto abierto y acotado en C, y sean ϕ, ψ ∈
H(Ω) continuas en Ω. Supongamos que se verifica:

|ϕ(z)− ψ(z)| < |ϕ(z)|+ |ψ(z)|, para todo z ∈ ∂Ω.

Entonces ϕ y ψ tienen el mismo número de ceros (contando multiplicidad) en Ω.
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Teorema 2.4 (Hurwitz [1]). Sea Ω un abierto acotado del plano complejo C. Sea {fn}
una sucesión de funciones holomorfas en Ω y continuas en Ω. Supongamos que fn → f

uniformemente y que f no se anula en ningún punto de ∂Ω, es decir, f(z) 6= 0, ∀z ∈
∂Ω, entonces existe n ∈ N tal que si m ≥ n, fm y f tienen el mismo número de ceros

en Ω.

Demostración. Como ∂Ω es compacto y f(z) 6= 0 para todo punto de ∂Ω, entonces

existe ε > 0 tal que:

|f(z)| ≥ ε, ∀z ∈ ∂Ω.

Como fn → f uniformemente, entonces

∃n ∈ N : ∀m ≥ n⇒ |fm(z)− f(z)| < ε, ∀z ∈ ∂Ω.

Por lo tanto, para toda m ≥ n, f, fm ∈ C(Ω,C)
⋂
H(Ω) y z ∈ ∂Ω, se cumple que:

|fm(z)− f(z)| < ε ≤ |f(z)| ≤ |fm(z)|+ |f(z)|.

Ahora, por el teorema de Rouché ambas funciones han de tener el mismo número de

ceros en Ω. Observe que la desigualdad anterior dice que ambas funciones no se anulan

en la frontera, por lo que el resultado también es valido en Ω. �

Por lo tanto, si G es una región en C y {fn} (fn ∈ H(G) para cada n) es una

sucesión que converge a f en H(G) y si cada fn nunca se hace cero en G, entonces

f ≡ 0 o f nunca se hace cero para toda z ∈ G.

Con el objetivo de facilitar la discusión de familias normales en H(G) introduci-

mos el siguiente concepto.

Definición 2.3. Un conjunto F ⊂ H(G) es localmente acotado si para cada punto a

en G existen constantes M y r > 0 tales que para toda f en F,

|f(z)| ≤M, donde z es tal que |z − a| < r.
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Dicho de otro modo, F es localmente acotado si existe un r > 0 tal que,

sup{|f(z)| : |z − a| < r, f ∈ F} <∞.

Por lo tanto, la familia F es localmente acotada si alrededor de cada punto a en

G existe un disco en el cual F es uniformemente acotada.

Lema 2.3. [7]. Un conjunto F en H(G) es localmente acotado si, y sólo si para cada

conjunto compacto K ⊂ G existe una constante M tal que

|f(z)| ≤M,

para toda f en F y z en K.

Ahora podemos demostrar uno de los teoremas más importantes de esta sección.

Teorema 2.5 (Teorema de Montel). Una familia F ⊂ H(G) es normal ⇔ F es local-

mente acotada.

Demostración. [⇒ (por contradicción) Supongamos que F es normal y que no es lo-

calmente acotada, entonces existe un conjunto compacto K ⊂ G tal que sup{|f(z)| :
z ∈ K, f ∈ F} = ∞, por lo tanto, hay una sucesión {fn} en F tal que sup{|fn(z)| : z ∈
K} ≥ n. Como F es normal, existe una función f en H(G) y una subsucesión fnk

(z)

tal que fnk
→ f . Pero esto nos dice que sup{|fnk

(z) − f(z)| : z ∈ K} → 0 cuando

k → ∞. Si |f(z)| ≤ M para z en K,

nk ≤ sup{|fnk
(z)− f(z)| : z ∈ K}+M.

Como el lado derecho converge a M , entonces se tiene una contradicción.

⇐] Ahora, supongamos que F es localmente acotada, observe que se satisface

la primera parte del teorema de Arzela-Ascoli, aśı, sólo debemos mostrar que F es

equicontinua en cada punto de G. Sea a ∈ G y ε > 0, por hipótesis existe un r > 0
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y un M > 0 tales que B(a, r) ⊂ G y |f(z)| ≤ M para toda z en B(a, r) y toda f

en F. Sea |z − a| < 1
2
r y f ∈ F, entonces usando la Fórmula Integral de Cauchy con

γ(t) = a + reit, 0 ≤ t ≤ 2π,

|f(a)− f(z)| ≤ 1

2π

∣∣∣∣
∫

γ

f(w)(a− z)

(w − a)(w − z)
dw

∣∣∣∣ ≤
4M

r
|a− z| ,

haciendo δ < mı́n{1
2
r, r

4M
ε}, se sigue que |z − a| < δ ⇒ |f(a) − f(z)| < ε para toda

f ∈ F. �

Corolario 2.3. Un conjunto F ⊂ H(G) es compacto si, y sólo si es cerrado y localmente

acotado.

Consideremos ahora resultados análogos a los anteriores para funciones meromor-

fas. Si G es una región, f es una función meromorfa en G, y si hacemos f(z) = ∞,

donde z es un polo de de f , entonces f : G → Ĉ es una función continua. Denotamos

como M(G) al conjunto de todas las funciones meromorfas en G y consideraremos a

M(G) como un subespacio del espacio métrico C(G, Ĉ), con la métrica definida en

(2.2).

Enseguida listamos algunos hechos sobre la relación entre los espacios métricos C

y Ĉ, donde B(a, r) designará una bola abierta en C y B∞(a, r) una bola abierta en Ĉ.

Proposición 2.7. [1].

(a) Si a ∈ C y r> 0, entonces hay un número ρ > 0 tal que B∞(a, ρ) ⊂ B(a, r).

(b) Sea ρ > 0 y a ∈ C, entonces hay un número r > 0 tal que B(a, r) ⊂ B∞(a, ρ).

(c) Sea ρ > 0, entonces existe un conjunto compacto K ⊂ C tal que Ĉ − K ⊂
B∞(∞, ρ).

(d) Sea K⊂ C un conjunto compacto, entonces existe un número ρ > 0 tal que

B∞(∞, ρ) ⊂ Ĉ−K.
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Observe queM(G) no es un espacio métrico completo, porque si fn ≡ n, entonces

{fn} es una sucesión de Cauchy en M(G), pero {fn} converge a la función que es igual

a ∞, y esta no es meromorfa en el espacio C(G, Ĉ).

Teorema 2.6. [7]. Sea {fn} una sucesión en M(G) y supongamos que fn → f en

C(G, Ĉ). Entonces f es meromorfa o f ≡ ∞. Si cada fn es anaĺıtica, entonces f es

anaĺıtica o f ≡ ∞

Del Teorema 2.6 se implica que M(G)
⋃{∞} es un espacio métrico completo y

que H(G)
⋃{∞} es cerrado en C(G, Ĉ).

Teorema 2.7. [7]. Una familia F ⊂M(G) es normal en C(G, Ĉ) si, y sólo si β(F) ≡
{β(f) : f ∈ F} es localmente acotada, donde

β(f)(z) =
2|f ′

(z)|
1 + |f(z)|2

si z no es un polo de f, y

β(f)(z) = ĺım
z→a

2|f ′

(z)|
1 + |f(z)|2

si a es un polo de f.

Finalizamos esta sección enunciando uno de los teoremas que nos serán de mucha

utilidad en el trabajo posterior y que ha demostrado ser muy importante en la teoŕıa

de variable compleja. Primero, definimos una relación de equivalencia entre regiones

en C.

Definición 2.4. Diremos que una región G1 es conformemente equivalente a G2, si

existe una función anaĺıtica f : G1 → G2 tal que f es uno-uno y f(G1) = G2.

Observe que la definición anterior nos genera una relación de equivalencia. Por

el Teorema de Louville (Teorema 1.15), tenemos que C no es equivalente a ninguna

región acotada.
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Teorema 2.8 (Teorema de la aplicación de Riemann [1]). Sea G una región simple-

mente conexa distinta de C y sea a ∈ G. Entonces hay una única función anaĺıtica

f : G→ C tal que:

(a) f(a) = 0 y f’(a) > 0.

(b) f es inyectiva.

(c) f(G) = {z : |z| < 1}.

Concluimos que entre las regiones simplemente conexas de C sólo hay dos clases

de equivalencia; la que consiste únicamente de C y la que contiene a todas las regiones

propias de C que son simplemente conexas.



Caṕıtulo 3

Funciones Casiconformes

Una transformación conforme es una aplicación que preserva ángulos, esto es, para

cualquier par de curvas que se intersectan en el dominio de la aplicación, tenemos que

su imagen es un par de curvas que forman el mismo ángulo en su punto de intersección.

Si estiramos un cuadrado de manera que las horizontales van a horizontales y verticales

a verticales, observaremos que los ángulos rectos que estas lineas forman son enviados

todos a ángulos rectos. Sin embargo, los ángulos de 45 grados entre las diagonales no

van al mismo ángulo. Aśı, el estiramiento de rectángulos no es una transformación

conforme.

En este caṕıtulo estamos interesados en estudiar aplicaciones casiconformes, las

cuales son generalizaciones de las funciones conformes, de hecho toda función conforme

es casiconforme (Teorema 3.3). La principal razón para hacer esta extensión es que las

funciones conformes imponen una condición muy fuerte con respecto a la diferencia-

bilidad, mientras que las funciones casiconformes relajan tal condición. Existen varias

definiciones de aplicación conforme y no es fácil ver que ellas son equivalentes.

Los resultados aqúı presentados nos serán de utilidad para comprender la dinámi-

ca de la familia e2πiθ sen(z).

35
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3.1. Coeficientes de Beltrami y Pullbacks

Sea CR el plano complejo visto como el R espacio vectorial orientado de dos

dimensiones con la base canónica. En CR usaremos las coordenadas (x, y) o (z, z).

Tomemos ahora una función R−lineal L : CR → CR y observemos que se puede

escribir de la forma:

L(z) = az + bz, con a, b, z ∈ C,

El cuadrado unidad generado por 1 e i es transformado por esta función al paralelo-

gramo generado por a+ b y ai− bi. Además, observe que det(L) = |a|2 − |b|2.
En la discusión posterior nos enfocaremos en funciones R-lineales tales que |a| >

|b| (que son precisamente las funciones R-lineales invertibles y que preservan la orien-

tación).

Definición 3.1 (Coeficiente de Beltrami). El coeficiente de Beltrami de L(z) = az+bz

es µ(L) = b
a
y escribiremos,

µ(L) =

∣∣∣∣
b

a

∣∣∣∣ e
i2θ, donde θ ∈ R/(πZ).

Observemos que L es holomorfa si, y sólo si µ(L) = 0.

Si denotamos por E(L) a la imagen inversa del ćırculo unitario, entonces E(L) es

una elipse (o un ćırculo, si b = 0) con la mitad de los ejes midiendo 1
|a|(1−|µ|)

y 1
|a|(1+|µ|)

a lo largo de las direcciones ei(θ+π/2) y eiθ respectivamente.

La dilatación K(L) de L es el cociente del eje mayor y el eje menor de E(L), esto

es,

K(L) =
1 + |µ|
1− |µ| =

|a|+ |b|
|a| − |b| .

Al realizar transformaciones mediante funciones R-lineales será común que un

ćırculo se transforme en una elipse, por eso enunciamos las siguientes definiciones.

Definición 3.2. Sea E una elipse, el coeficiente de Beltrami de E está dado por

µ(E) = M−m
M+m

e2πiθ, donde M y m son la mitad del valor del eje mayor y eje menor
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respectivamente y θ es el argumento de la dirección del eje menor elegido en [0, π) y

su dilatación está dada por K(E) =M/m.

En lo sucesivo una función L siempre denotará una función R-lineal.

Definición 3.3. Dados una función L y un diámetro l de la elipse E(L), definimos

el diámetro conjugado de l, como el diámetro de la elipse que es paralelo a la ĺınea

tangente a la elipse en algún punto de intersección de l y E(L), véase la Figura 3.1.

Figura 3.1: El diámetro conjugado del diámetro l es l1 y l′ es la imagen bajo L de l.

Observe que una función L env́ıa diámetros conjugados de la elipse E(L) a diáme-

tros conjugados del ćırculo, porque ĺıneas paralelas son llevadas a lineas paralelas y

puntos medios a puntos medios.

Dada la función L tenemos que su imagen inversa es:

L−1(w) =
1

|a|2 − |b|2 (aw − bw),

por lo tanto, |µ(L−1)| = |µ(L)|, aśı K(L−1) = K(L).

Definición 3.4. Sea z ∈ E(L), definimos J(z) como el vector en E(L) tal que z y

J(z) están en diámetros conjugados, girando desde z en dirección positiva (menor que

π) a J(z). Claramente, J = L−1 ◦ I ◦ L, donde I(z) = iz.

Con respecto a la composición de funciones R−lineales, tenemos el siguiente re-

sultado.
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Lema 3.1. [5]. Sea j ∈ {1, 2} y Lj(z) = ajz+bjz funciones R−lineales con dilatación

Kj y coeficiente de Beltrami µj. Entonces se cumple:

(a) K(L1 ◦ L2) ≤ K(L1)K(L2),

(b) µ(L1 ◦ L2) =
b2 + µ1a2

a2 + µ1b2
. (3.1)

Si denotamos por σ0 a CR visto como C− espacio vectorial, con la multiplicación

escalar compleja usual, diremos que σ0 es la estructura conforme estándar de CR. Ahora,

cualquier función L se puede usar para definir una nueva estructura conforme σ(L) en

el dominio de L y para esto usamos a la función J antes definida para darle sentido a la

multiplicación por i y aśı transformar a CR con su propia estructura en un C- espacio

vectorial.

Ahora, definiremos el concepto de estructura casi-compleja, para esto tomemos

TU =
⋃

u∈U TuU, donde TuU es el espacio tangente sobre u.

Definición 3.5 (Estructura casi-compleja). Una estructura casi-compleja en U es un

campo medible de elipses infinitesimales E ⊂ TU , (Aśı, la mayoŕıa de puntos u ∈ U

tienen asociada una única elipse Eu ⊂ TuU , salvo escalamiento).

Observemos que si µ(u) es el coeficiente de Beltrami de Eu, cada elipse infini-

tesimal define una estructura conforme σ(u) en TuU . Denotaremos a una estructura

casi-compleja por σ y definimos la dilatación de σ por

K(σ) := supu∈UK(u), donde K(u) :=
1 + |µ(u)|
1− |µ(u) .

Además, cualquier función medible define una estructura casi-compleja en el sentido

anterior.

Consideremos, ahora, la clase de funciones D+(U, V ), esta consiste de funciones

continuas, que preservan la orientación, van de U ⊂ C sobre V ⊂ C, que son R-

diferenciables casi en todos lados (esto último significa que son R-diferenciables en
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todos lados salvo posiblemente en un conjunto de medida de Lebesgue cero) y con

diferencial Duf no singular casi en todos lados.

Para f ∈ D+(U, V ) podemos escribir:

Duf = ∂zf(u)dz + ∂z̄f(u)dz,

donde

∂zf =
1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
, ∂z̄f =

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
.

La expresión Duf define una elipse infinitesimal en TuU con coeficiente de Bel-

trami,

µf(u) =
∂z̄f(u)

∂zf(u)
. (3.2)

Equivalentemente, una estructura conforme en el espacio tangente con dilatación:

Kf (u) := K(Duf) =
1 + |µf(u)|
1− |µf(u)

.

La ecuación de Cauchy-Riemann ∂z̄f(u) = 0 se cumple en u si, y sólo si la elipse es un

ćırculo.

Si hacemos lo mismo para todos los puntos u ∈ U para los cuales f es diferen-

ciable, obtenemos la estructura casi-compleja σf en U con coeficiente de Beltrami µf ,

y diremos que σf es el pullback de σ0 por medio de f , o equivalentemente que µf es el

pullback de µ0 ≡ 0 por medio de f . Por lo tanto, escribimos para casi todo u ∈ U :

µf(u) = f ∗µ0(u) o σf (u) = f ∗σ0(u).

A la dilatación de esta estructura la denotamos por Kf .

El concepto de pullback puede ser fácilmente generalizado al considerar el pull-

back de una estructura casi-compleja arbitraria σ bajo una función f , pero para esto

requerimos la siguiente propiedad.
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Definición 3.6. Diremos que la función f es absolutamente continua con respecto a la

medida de Lebesgue, si la preimagen bajo f de cualquier conjunto de medida cero tiene

medida cero.

Denotamos por D+
0 (U, V ) a la subclase de D+(U, V ) de funciones que son abso-

lutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue.

Con la Definición 3.6, sea f ∈ D+
0 (U, V ) y sea µ el coeficiente de Beltrami en TV

correspondiente a una estructura casi-compleja en V y sea Ev la elipse infinitesimal

definida en TvV para casi toda v ∈ V . Diremos que el campo medible de elipses

infinitesimales E
′

es el pullback mediante f del campo medible de elipses infinitesimales

E, donde E
′

u = (Duf)
−1(Ef(u)), observe que E

′

u está bien definido para casi todo u ∈ U .

Al escribir (U, µ1)
f→ (V, µ2), entenderemos que f : U → V y que f ∗µ2 = µ1.

Además, observe que si µ = µg es el coeficiente de Beltrami asociado a la función

g : V →W , que pertenece a la clase D+
0 (U, V ), entonces:

f ∗µg = f ∗(g∗µ0) = (g ◦ f)∗µ0 = µg◦f .

Del Lema 3.1, tenemos que:

Kg◦f ≤ KfKg.

Además,

f ∗µ(u) =
∂z̄f(u) + µ(f(u))∂zf(u)

∂zf(u) + µ(f(u))∂z̄f(u)
. (3.3)

Y si f es holomorfa,

f ∗µ(u) = µ(f(u))
∂zf(u)

∂zf(u)
. (3.4)

Ahora, supongamos que |µ| < k en V , entonces, la Ecuación (3.4) implica que |f ∗µ| < k

en U .

Definición 3.7. Sea U ⊂ C un conjunto abierto y f : U → U una función enD+
0 (U, U).

Si σ es una estructura casi-compleja en U con coeficiente de Beltrami µ, diremos que
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µ (o σ) es f -invariante si f ∗µ(u) = µ(u) para casi todo u ∈ U . Escribiremos esto como

f ∗σ = σ.

3.2. Funciones Casiconformes

Existen varias definiciones equivalentes deK−casiconformalidad para φ : U → V ,

donde φ es un homeomorfismo entre dominios de C, que preserva la orientación y 1 ≤
K <∞. En este apartado enunciaremos dos definiciónes de funcionesK−casiconformes

que tienen aplicaciones en la dinámica holomorfa. Si el lector está más interesado en

esta teoŕıa, recomendamos [2] y [20].

Definición 3.8. Sea f una función continua de valores complejos definida en un in-

tervalo I ⊂ R, decimos que f es absolutamente continua en I si se cumple que para

todo ε > 0 existe un δ > 0 tal que
∑

j |f(bj) − f(aj)| < ε para toda sucesión finita

de intervalos (aj , bj), con intersección vaćıa, clausura contenida en I y longitud total
∑

j |bj − aj| < δ.

Del Caṕıtulo 3, Sección 2.7 en [20] tenemos que f
′

(x) existe para casi todo x ∈ U.

Definición 3.9. Una función continua f : U → C es absolutamente continua en

lineas si para cualquier familia de lineas paralelas en cualquier disco D compactamente

contenido en U, f es absolutamente continua en casi todas ellas.

Se sigue que si f es absolutamente continua en lineas, entonces f tiene derivadas

parciales casi en todo U . Además, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1 ( [20] pág. 128). Sea f : U → V una función continua y abierta. Si

f tiene derivadas parciales fx, fy casi en todos lados, entonces f es R− diferenciable

casi en todos lados.

En consecuencia ∂zf y ∂z̄f existen casi en todos lados.

Definición 3.10 (Función K-casiconforme, Primera Definición). Una función φ : U →
V es K-casiconforme si, y sólo si
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(a) φ es un homeomorfismo,

(b) φ es absolutamente continua en lineas,

(c) ∂z̄φ ≤ k|∂zφ| casi en todos lados, donde k := K−1
K+1

.

Aśı, por la Sección 3.1, si φ es una función K−casiconforme, tenemos que φ es

R-diferenciable y con una diferencial no singular definida casi en todos lados, véase [5],

Teorema 1.16. La condición (c) nos dice que el coeficiente de Beltrami µφ = ∂z̄φ
∂zφ

tiene

módulo acotado y menor que 1 casi en todos lados (denotaremos esto último por

||µφ||∞ < 1), o equivalentemente, la estructura casi-compleja φ∗σ0 tiene dilatación

acotada (Kφ = K <∞).

Ahora exploraremos otra definición de función casiconforme.

Un cuadrilátero Q = Q(z1, z2, z3, z4) es un dominio de Jordan en C, con una

sucesión ordenada de puntos (z1, z2, z3, z4) en su frontera llamados vértices de Q. Cual-

quier cuadrilátero puede ser transformado conformemente en un rectángulo único salvo

similaridad, tal que vértices sean enviados a vértices, véase [20], pág. 15. Sea φ una

función conforme que cumpla lo antes mencionado, entonces el módulo conforme de Q

se define como:

mod Q(z1, z2, z3, z4) :=
|φ(z1)− φ(z2)|
|φ(z2)− φ(z3)|

.

Decimos que los cuadriláteros Q y Q
′

son conformemente equivalentes si, y sólo si

tienen el mismo módulo.

Observe que reordenando los vértices de Q tenemos:

mod Q(z2, z3, z4, z1) =
1

mod Q(z1, z2, z3, z4)
. (3.5)

Definición 3.11. Sean U, V ⊂ C dominios, φ : U → V un homeomorfismo que preserva

la orientación y Q un cuadrilátero compactamente contenido en U (por lo tanto, φ(Q)

es un cuadrilátero compactamente contenido en V ). Definimos la dilatación de Q bajo
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φ como el cociente:
mod φ(Q)

mod Q
,

y la dilatación maximal de φ como:

Kφ := sup
Q⊂U

mod φ(Q)

mod Q
.

Observe que por la Ecuación (3.5), Kφ ≥ 1.

Definición 3.12 (Función K -casiconforme, Segunda Definición). Sean U, V ⊂ C do-

minios. Decimos que φ : U → V es K-casiconforme si y sólo si φ es un homeomorfismo

que preserva la orientación y que cumple:

1

K
mod Q ≤ mod φ(Q) ≤ K mod Q,

para todo cuadrilátero Q compactamente contenido en U (o equivalentemente Kφ ≤
K).

Una demostración de la equivalencia entre las dos definiciones deK-casiconformalidad

se puede encontrar en [2], pág. 20. También pueden encontrarse en la bibliograf́ıa re-

comendada para esta sección otras definiciones equivalentes.

3.2.1. Propiedades de las funciones casiconformes

En este apartado enunciaremos algunas propiedades de las funciones casiconfor-

mes.

Teorema 3.2 (Propiedadades de funciones casiconformes [5]). Si φ es una función

K−casiconforme, entonces:

(a) φ−1 es K−casiconforme.

(b) Cualquier composición por la izquierda o derecha con una función conforme es

K−casiconforme.



3.2 Funciones Casiconformes 44

(c) Si φ1 es una función K1−casiconforme y φ2 es una función K2-casiconforme,

entonces su composición es K1K2−casiconforme.

(d) Si φ es de clase C1, entonces la dilatación de la elipse infinitesimal Ez en TzU

está acotada por K, para toda z ∈ U .

Teorema 3.3 (Lema de Weyl’s [2], pág. 16). Si φ es una función 1-casiconforme,

entonces φ es conforme. En otras palabras, si φ es casiconforme y ∂zφ = 0 casi en

todos lados, entonces φ es conforme.

Teorema 3.4. [5]. Si φ es una función K−casiconforme, entonces env́ıa conjuntos

de medida cero a conjuntos de medida cero.

Si U ⊂ C es el plano complejo o conformemente equivalente al disco unita-

rio, tenemos que un homeomorfismo casiconforme φ : U → C genera una estructura

casi-compleja en U de dilatación acotada, pero surge la siguiente pregunta: Dada una

estructura casi-compleja σ en U, ¿bajo qué condiciones podemos encontrar un homeo-

morfismo casiconforme φ tal que genere a σ casi en todos lados? O equivalentemente,

φ∗σ0 = σ casi en todos lados, o dado un coeficiente de Beltrami µ en U ¿bajo qué con-

diciones podemos encontrar φ : U → C casiconforme (y por tanto en D+
0 ) tal que:

∂zφ(z) = µ(z)∂zφ(z), (3.6)

para casi todo z ∈ U ? Si existe tal φ diremos que integra a µ y por tanto será llamada

función integral. La Ecuación (3.6) es llamada la ecuación de Beltrami.

Teorema 3.5 (Teorema de Integrabilidad [20]). Sea U ⊂ C un conjunto abierto tal

que U ≃ D (respectivamente U = C). Sea σ una estructura casi-compleja en U corres-

pondiente al coeficiente de Beltrami µ. Supongamos que la dilatación de σ está unifor-

memente acotada (K(σ) < ∞). Entonces µ es integrable, es decir, existe un homeo-

morfismo casiconforme φ : U → D (respectivamente sobre C) que resuelve la ecuación

de Beltrami, es decir, tal que:

µ(z) =
∂zφ(z)

∂zφ(z)
,
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para casi toda z ∈ U . Además φ es único salvo composición con automorfismos de D

(respectivamente de C).

3.2.2. Funciones casiregulares, casisimétricas y casićırculos

Comenzamos este apartado definiendo y analizando las caracteŕısticas de las fun-

ciones casiregulares.

Definición 3.13 (Función K -casiregular). Sea U ⊂ C un conjunto abierto y K <∞.

Una función g : U → C es K-casiregular si, y sólo si g puede ser expresada como:

g = f ◦ φ,

donde φ : U → φ(U) es K−casiconforme y f : φ(U) → g(U) es holomorfa.

Observe que en particular todas las funciones casiconformes son casiregulares,

sólo basta hacer f = Id en la definición anterior.

Teorema 3.6. [5]. Sea U ⊂ C un conjunto abierto y K < ∞. Una función g : U →
C es K-casiregular si, y sólo si g es localmente K−casiconforme, a excepción de un

conjunto discreto de puntos en U .

Las siguientes propiedades nos ayudarán a identificar con mayor facilidad funcio-

nes casiregulares sin tener la necesidad de estar comprobando directamente la defini-

ción.

Proposición 3.1 (Propiedades de funciones casiregulares [5]). Sean U, V ⊂ C conjun-

tos abiertos. Los siguientes resultados se satisfacen:

(a) Si g1 : U → U
′

es una función K1-casiregular y g2 : U
′ → C es una función

K2-casiregular, entonces g2 ◦ g1 es K1K2-casiregular.

(b) Una función g : U → C es holomorfa si, y sólo si g es 1−casiregular.
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(c) Si g : U → C es casiconformemente conjugada a f : U → C y f es holomorfa,

entonces g es casiregular.

(d) Si g : U → C es casiregular y g∗µ0 = µ0 casi en todos lados en U , entonces g es

holomorfa.

Es importante señalar que el pullback de un coeficiente de Beltrami definido casi

en todas partes por una función casiregular está bien definido casi en todas partes,

véase [5].

Cuando escribamos:

(U1, µ1)
f→ (U2, µ2),

entenderemos que f : U1 → U2 es una función casiregular y que f ∗µ2 = µ1 casi en

todas partes, donde µ1 y µ2 son los coeficientes de Beltrami definidos en U1 y U2

respectivamente.

Lema 3.2. (Lema clave de la ciruǵıa [5], pág. 60) Si S
′ ⊂ S ≃ D es un conjunto

abierto, g : S
′ → S es casiregular y µ es un coeficiente de Beltrami g-invariante en S

con ||µ||∞ := k < 1, entonces existe una función holomorfa f : D
′ → D, donde D

′ ⊂ D

es abierto y tal que g y f son casiconformemente conjugadas.

Recordemos ahora que el conjunto T = R/Z está identificado con el ćırculo uni-

tario S1 := {z ∈ C| |z| = 1}, v́ıa la parametrización t 7→ e2πit, por este motivo en

lo que sigue usaremos notación compleja o angular indistintamente si esto no produce

confusión.

Definición 3.14. (Casisimetŕıa) Una función h : S1 → C es casisimétrica si h es

inyectiva y para z1, z2, z3 ∈ S1,

0 6= |z1 − z2| = |z2 − z3| ⇒ 1

M
≤ |h(z1)− h(z2)|

|h(z2)− h(z3)|
≤M, (3.7)

para M ≥ 1.
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Algunas veces h es llamada M-casisimétrica o casisimétrica de módulo M. En

notación angular (es decir escribiendo H(t) := h(e2πit)) la ecuación toma la forma:

1

M
≤ |H(x+ t)−H(x)|

|H(x)−H(x− t)| ≤ M, (3.8)

para todo x.x+ t, x− t ∈ T, con t > 0.

En [28] caṕıtulo 5, podemos encontrar la siguiente definición equivalente.

Una función h : S1 → C es casisimétrica, si h es inyectiva y si existe una función

continua y estrictamente creciente λ : [0,+∞) → [0,+∞) tal que:

1

λ
(

|z2−z3|
|z1−z2|

) ≤ |h(z1)− h(z2)|
|h(z2)− h(z3)|

≤ λ

( |z1 − z2|
|z2 − z3|

)
, z1, z2, z3 ∈ S1. (3.9)

Observe que si h(S1) = S1 y h es casisimétrica, entonces h−1 también es casi-

simétrica. Además, una forma fácil de generar funciones casisimétricas viene dada por

el siguiente resultado.

Teorema 3.7. [5]. Si h : S1 → h(S1) es un C1−difeomorfismo, entonces h es casi-

simétrica. Además, si hj : S
1 → C, para j= 1,2 son casisimétricas. Tenemos que:

(a) Si h1(S
1) = S1, entonces h2 ◦ h1 : S1 → C es casisimétrica.

(b) Si γ = h1(S
1) = h2(S

1), entonces h−1
2 ◦ h1 : S1 → S1 es casisimétrica.

Por último, definamos los conceptos de casiarco, casićırculo y casidisco.

Definición 3.15. (Casiarco, casićırculo y casidisco) Un arco de Jordan (respectiva-

mente una curva de Jordan) γ en C es un casiarco (respectivamente casićırculo) si

para algún C > 0

diam γ(z1, z2) ≤ C|z1 − z2| para z1, z2 ∈ γ,

donde γ(z1, z2) es el arco de diámetro más pequeño de γ que une z1 y z2. Un dominio

de Jordan acotado por un casićırculo es un casidisco.
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La siguiente proposición relaciona los conceptos de casiarco y casićırculo con el

de funciones casisimétricas.

Proposición 3.2 (Casiarcos y casićırculos son curvas con parametrización casisimétri-

ca). Si h : [a, b] → C (respectivamente h : S1 → C) es casisimétrica, entonces su

imagen γ es un casiarco (resp. casićırculo). Y rećıprocamente si γ es un casiarco o un

casićırculo, entonces es la imagen de un intervalo o del ćırculo unitario bajo alguna

función casisimétrica.

3.3. Extensión de Funciones

La construcción de funciones casiconformes casi siempre se hace pegando diferen-

tes funciones en ciertas regiones del plano complejo. Usualmente necesitamos interpolar

entre las funciones o llenar ciertas regiones con valores de frontera dados. Existen mu-

chos teoremas de extensión que tratan estas situaciones. Como veremos en esta sección,

las funciones casisimétricas en S1 son precisamente los valores en la frontera (extensio-

nes continuas) de homeomorfismos casiconformes en el disco unitario y viceversa, una

función casisimétrica en S1 se puede extender a una función casiconforme en D.

Para las demostraciones y mayores comentarios de los últimos 5 teoremas de esta

sección referimos al lector a [5] Caṕıtulo 2 o [16] Caṕıtulo 4.

3.3.1. De dominios a fronteras

Iniciaremos esta sección enunciando el Teorema de Carathéodory.

Teorema 3.8 (Teorema de Carathéodory [28]). Si f : D → G un isomorfismo

conforme, donde G es un dominio acotado en C, entonces f tiene una extensión con-

tinua f̂ : D → G si, y sólo si ∂G es localmente conexa. Además, f tiene una extensión

continua e inyectiva a D si, y sólo si ∂G es una curva de Jordan.

Si asumimos que f : D → G es un isomorfismo conforme y que G ⊂ C es un

dominio de Jordan con frontera γ := ∂G, entonces por el teorema anterior f tiene
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una extensión inyectiva y continua a f̂ : D → G. Llamaremos a la función restringida

f̂ |S1 : S1 → γ una parametrización conforme de γ.

Teorema 3.9 (Extensión de funciones conformes en D [28]). Sea G ⊂ C un

dominio de Jordan con γ := ∂G y sea f : D → G un isomorfismo conforme. Entonces:

(a) f tiene una extensión casisimétrica a S1 si, y sólo si γ es un casićırculo.

(b) Si γ es Cn+1 para algún n ≥ 0, entonces las funciones f, f
′

, ..., f (n) (funciones

derivadas) tienen extensión continua en D.

(c) f puede ser extendida conformemente a algún disco de radio r > 1 si, y sólo si γ

es anaĺıtica.

Una consecuencia de este último teorema es que si existe una parametrización

casisimétrica (respectivamente diferenciable o anaĺıtica) de γ, entonces para cualquier

f : D → G, la correspondiente parametrización conforme es casisimétrica (resp. di-

ferenciable o anaĺıtica). Además, si la curva de Jordan ∂G consta de una cantidad

finita de arcos los cuales son de clase Cn+1 o anaĺıticos, entonces una función conforme

f : D → G se extiende a la frontera como una curva suave a trozos de clase Cn o una

función anaĺıtica a trozos respectivamente [7].

Ahora, analizaremos algunos resultados en el caso de que f sea casiconforme.

Teorema 3.10. Todo homeomorfismo K−casiconforme f : D → D se extiende conti-

nuamente como un homeomorfismo de S1 a S1.

Por lo tanto, si G es un dominio de Jordan y f : D → G es casiconforme. Tenemos

que f se extiende continuamente a un homeomorfismo de D a G.

Proposición 3.3. Si f : D → D es casiconforme, entonces f se extiende continua-

mente a una función casisimétrica f̂ : S1 → S1.

Por lo tanto, si G ⊂ C es un casidisco y f : D → G es casiconforme. Tenemos

que f se extiende continuamente como una función casisimétrica f̂ : S1 → ∂G.
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3.3.2. De fronteras a interiores

Dado un homeomorfismo f : S1 → S1 que preserva la orientación queremos

encontrar una extensión continua f̂ : D → D, tal que f̂ = f en S1. Observe que

f̂(re2πit) := rf(e2πit) cumple lo pedido, pero esta función suele presentar propiedades

indeseadas en z = 0. Existen otros caminos para extender a f y consideraremos varios

casos.

Teorema 3.11. Sea f : S1 → S1 un C1-difeomorfismo que preserva la orientación.

Entonces existe una extensión f̂ : D → D, la cual es un C1−difeomorfismo a trozos.

En particular la función f̂ es casiconforme en D, y podŕıa ser elegida tal que fuese la

identidad en un disco alrededor de z = 0.

El Teorema 3.11 falla cuando f no es diferenciable, sin embargo, si f es casisimétri-

ca en el ćırculo unitario, podemos construir una extensión la cual es casiconforme y

real anaĺıtica en el interior del disco.

Teorema 3.12. Supongamos f : S1 → S1 es un homeomorfismo casisimétrico que

preserva la orientación. Entonces existe una extensión f̂ : D → D de f , la cual es real

anaĺıtica en D y que tiene las siguientes propiedades:

(a) Si σ, τ ∈ Möb(D), entonces la extensión de σ ◦ f ◦ τ está dada por σ ◦ f̂ ◦ τ.

(b) f̂ es casiconforme en D,

donde Möb(D) = {f |f(z) = az+b
cz+d

, con a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0 y z ∈ D}.

Finalizamos esta sección con un teorema que será de mucha utilidad en el siguiente

caṕıtulo.

Teorema 3.13. Supongamos que G1 y G2 son casidiscos acotados por γ1 y γ2. Si

f : γ1 → γ2 es casisimétrica, entonces f se extiende a una función casiconforme

f̂ : G1 → G2.



Caṕıtulo 4

Dinámica Compleja

En el presente caṕıtulo estudiaremos algunos conceptos y propiedades de la

dinámica compleja generada por la iteración de una función holomorfa f : S → S,

centrándonos principalmente en el caso S = C. Definiremos terminoloǵıa importan-

te para estudiar de manera más fácil el caṕıtulo final de esta tesis y de igual forma

enunciamos y demostramos algunos de los principales teoremas y resultados sobre los

sistemas dinámicos generados por la iteración de funciones holomorfas.

Recordemos que las funciones definidas y holomorfas en todo C reciben el nombre

de funciones enteras. A continuación damos alguna notación y algunos resultados sobre

esta clase de funciones.

Proposición 4.1. Sea f una función entera. Entonces uno de los siguientes tres casos

sucede:

(a) f es una función constante.

(b) f tiene un polo en ∞.

(c) f tiene un singularidad esencial aislada en ∞.

Demostración. Este resultado se sigue de la expansión de f en serie de Laurent, porque

f(z) =
∞∑

n=0

anz
n,
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y cada uno de los casos anteriores corresponde a:

an = 0, n ≥ 1.

f(z) es un polinomio (existe un N ∈ N tal que an = 0, para todo n ≥ N).

Hay infinitos n tales que an 6= 0.

Respectivamente. �

En el último caso diremos que f es entera trascendente.

Al conjunto de funciones enteras trascendentes lo denotaremos por E , es decir,

E = {f : C → C| f es entera trascendente}.

Ejemplo 4.1. Algunos ejemplos de funciones en la clase E son las siguientes:

(a) f(z) = ez.

(b) g(z) = cos(z) + z4 + 2z − 23.

(c) h(z) = λ sen(z), λ ∈ C.

Los siguientes teoremas están relacionados con el estudio del rango de funciones

anaĺıticas y vinculan directamente nuestro Caṕıtulo 2 con el estudio de las funciones

enteras. Para su consulta el lector puede revisar [7].

Teorema 4.1 (Teorema Pequeño de Picard). Si f es una función entera que omite

dos valores, entonces f es constante, es decir, si existen a, b ∈ C tales que, f(z) 6= a y

f(z) 6= b, para toda z ∈ C, entonces f es constante.

Teorema 4.2 (Montel-Caratheodory). Si F es una familia de funciones anaĺıticas en

una región G ⊂ Ĉ que no asumen los valores distintos a, b, c ∈ Ĉ, entonces F es normal

en G.

Por lo tanto, si |f(G)| ≤ R para toda f ∈ F, con R > 0, entonces F es una familia

normal en G.
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Teorema 4.3 (Teorema Grande de Picard). Supongamos que una función anaĺıtica f

tiene una singularidad esencial en z = a. Entonces en cada vecindad de a, f asume

el valor de cada número complejo (con una posible excepción) un número infinito de

veces.

Como consecuencia del Teorema Grande de Picard tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.1. Si f es una función entera que no es un polinomio, entonces f asume

cada número complejo, con una posible excepción, un número infinito de veces.

Demostración. Es suficiente observar que la función g(z) = f(1/z) tiene una singula-

ridad esencial en z = 0, porque f no es un polinomio. Aśı, obtenemos la demostración

simplemente al aplicar el Teorema Grande de Picard a esta función g. �

Compare el último corolario con el Teorema pequeño de Picard.

4.1. Iteración y Puntos Fijos

Si f ∈ E , definimos n-ésima iterada de f (denotada por f ◦n) de manera inductiva,

mediante:

f ◦0 = id, f ◦1 = f, y

f ◦n+1 = f ◦ (f ◦n), n > 1.

Observe que estas composiciones están bien definidas, porque al ser f entera, se

tiene que f : C → C, de donde se cumple:

f ∈ E ⇒ f ◦n ∈ E .

Además, por la regla de la cadena tenemos:

(f ◦n)′(z0) =

n−1∏

k=0

f ′(f ◦k(z0)). (4.1)
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Definición 4.1. Dada una función f ∈ E y un punto z0 ∈ C, definimos:

(a) La órbita hacia adelante de z0 como el conjunto;

O+(z0) = {zn = f ◦n(z0) : n ∈ N}.

(b) La órbita hacia atrás de z0 como el conjunto;

O−(z0) = {z : f ◦n(z) = z0 : n ∈ N}.

(c) La gran órbita de z0 como el conjunto;

O(z0) = O−(z0) ∪ {z0} ∪ O+(z0).

Entender al sistema dinámico generado por las iteradas de f , significa entender

el destino de todas las órbitas en términos de sus condiciones iniciales, dicho de otro

modo, entender su comportamiento asintótico conforme n tiende a infinito, por eso

hacemos la siguiente clasificación.

Definición 4.2. Dada una función f ∈ E , un punto z0 ∈ C es llamado:

(a) Punto excepcional de f si O−(z0) es finita.

(b) Punto omitido de f si O−(z0) es vaćıo.

(c) Punto periódico de periodo n (o de orden n) de la función f , si n es el menor

natural que cumple que f ◦n(z0) = z0.

(d) Punto pre-periódico de periodo n ∈ N de la función f si existe m > 0 tal

quef ◦m+n(z0) = f ◦m(z0) y n es el mı́nimo natural con esta propiedad.

Denotamos al conjunto de puntos excepcionales de f por E(f).
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Si z0 es un punto periódico de periodo n, entonces O+(z0) es llamada una órbita

periódica, además, si n = 1, es decir, f(z0) = z0, entonces diremos que z0 es un punto

fijo de la función f .

Si z0 es un punto preperiódico de peŕıodo n, entonces ddecimos que O+(z0) es

una órbita preperiódica.

Una órbita que no es periódica ni preperiódica en z0, se dice que es una órbita

errante.

Teorema 4.4. [24]. Si f ∈ E , entonces E(f) consta de a lo más un punto.

Ejemplo 4.2. La función f(z) = λez − λ, donde λ 6= 0, es una función entera tras-

cendente. Observe que,

f(z) = λez − λ = λ(ez − 1) ⇒ f(0) = λ(e0 − 1) = 0,

por lo tanto, z0 = 0 es un punto fijo de f.

Ejemplo 4.3. Para la función z2 − 1 tenemos que z0 = 0 es un punto periódico de

periodo 2, porque:

f ◦1(z0) = f(z0) = 02 − 1 = −1, y

f ◦2(z0) = f ◦ (f(z0)) = f(−1) = (−1)2 − 1 = 0 = z0.

Observe que sus puntos fijos son las soluciones de la ecuación f(z) = z o equivalente-

mente f(z)− z = 0, es decir, las soluciones de z2 − z − 1 = 0.

No todas las funciones en la clase E tienen puntos fijos, como lo muestra el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4. Analicemos la función f(z) = ez + z, entonces los puntos fijos z deben

satisfacer:

ez + z = z,
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⇒ ez + z − z = 0,

⇒ ez = 0.

Pero la última igualdad no puede ocurrir, porque ez 6= 0 para toda z ∈ C. Por lo

tanto, f(z) no tiene puntos fijos.

Definición 4.3. Sea z0 ∈ C un punto periódico de orden n (f ◦n(z0) = z0). El número

λ = (f ◦n)
′

(z0) es llamado el multiplicador de z0.

Algunas veces necesitamos referirnos al tipo de dinámica que se presenta en ∞.

Con este fin, si f ∈ E , diremos que el multiplicador λ de z0 = ∞ es:

λ = d
dz

1
(f◦n)(1/z)

∣∣∣
z=0

.

Por la Ecuación (4.1), el multiplicador está bien definido. Además, con el multi-

plicador podemos clasificar la naturaleza de los puntos periódicos.

Definición 4.4. Sea f ∈ E y z0 ∈ C un punto fijo de orden n. El punto fijo z0 es

llamado:

(a) Super atractor, si |λ| = 0.

(b) Atractor, si |λ| < 1.

(c) Repulsor, si |λ| > 1.

(d) Indiferente:

a) Racional, si λn = 1 para algún n ∈ N, es decir, λ es ráız de la unidad.

b) Irracional, si λ = e2πiθ, donde θ ∈ R \Q.

Las siguientes definiciones y resultados sirven para entender el comportamiento

de los puntos ”cercanos” a un punto periódico.
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Definición 4.5. Dado un p-ciclo atractor O(z0) de f ∈ E , definimos su cuenca de

atracción A = Af como el conjunto de puntos z ∈ C, tales que f ◦np converge a algún

zi ∈ O(z0) conforme n→ ∞.

En seguida presentamos algunos resultados sobre las propiedades que se presen-

tan en vecindades de puntos periódicos dado su multiplicador. Observe que podemos

restringir nuestra discusión, sin pérdida de generalidad, a puntos fijos, porque un punto

periódico de orden n de la función f es un punto fijo de f ◦n y el multiplicador visto de

esta forma se conserva.

Vamos a convenir en decir que un punto fijo z0 de una función f es topológicamen-

te atractor, si existe una vecindad V de z0, donde la sucesión {f ◦n(z0)}n∈N converge

uniformemente a la función constante z0, y un punto fijo z0 de una función f es to-

pológicamente repulsor si existe una vecindad V de z0, tal que para cada z ∈ V \ {z0}
existe un n ≥ 2 tal que f ◦n(z) /∈ V

Por tanto, si z0 es un punto fijo repulsor, la única órbita que está completamente

contenida en V es la órbita del punto fijo.

Teorema 4.5. [24]. Un punto fijo de una función holomorfa es topológicamente atrac-

tor si, y sólo si su multiplicador λ satisface |λ| < 1. Además, un punto fijo de una fun-

ción holomorfa es topológicamente repulsor si, y sólo si su multiplicador λ, satisface

|λ| > 1.

Por lo tanto, ahora conocemos el comportamiento de los puntos cercanos a un

punto fijo con multiplicador |λ| > 1 o |λ| < 1.

Una de nuestras principales herramientas para comparar y clasificar sistemas

dinámicos es la conjugación, puesto que sistemas dinámicos conjugados son “lo mis-

mo”salvo un cambio de variable. Entre las principales propiedades de la conjugación

está que si f ∼
top
g, entonces f ◦n ∼

top
g◦n, entonces Of (z0) es transformado biyectivamente

sobre Og(h(z0)) v́ıa la función h (Ecuación (1.4)). En particular, órbitas periódicas son

llevadas a órbitas periódicas (del mismo periodo).
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Una propiedad o cantidad asociada a un sistema dinámico la cual es preserva-

da bajo conjugación topológica (respectivamente Cr, casiconforme, conforme, etc.) es

llamada invariante topológica (respectivamente Cr, casiconforme, conforme, etc.). Un

ejemplo de un invariante C1 es el multiplicador de una órbita periódica, como muestra

el siguiente lema.

Lema 4.1. [4]. Sean X, Y ⊂ C, y f, g y h, como en la Ecuación (1.4), con h de

clase C1. Si z0 es un punto p-periódico, entonces w0 := h(z0) es p-periódico y

(f ◦p)
′

(z0) = (g◦p)
′

(w0).

Definición 4.6. (Conjunto invariante) Un conjunto U ⊂ C es f -invariante o inva-

riante hacia delante bajo f : C → C, si f(U) ⊂ U . Decimos que U es invariante

hacia atrás bajo f si f−1(U) ⊂ U . Además, diremos que U es totalmente invariante o

completamente invariante bajo f si f(U) = f−1(U) = U .

Lema 4.2. [4]. Conjugaciones topológicas entre f y g env́ıan conjuntos f−invariantes

sobre conjuntos g−invariantes. Lo mismo se cumple para conjuntos invariantes hacia

atrás y totalmente invariantes.

Teorema 4.6. Sea f una función anaĺıtica y suponga que z0 es un punto fijo repulsor

para f , entonces la familia de iteradas {f ◦n}n∈N de f no es normal en z0.

Demostración. Supongamos que la familia de funciones {f ◦n}n∈N es normal en alguna

vecindad V de z0. Como f ◦n(z0) = z0 para toda n, entonces {f ◦n}n∈N no converge a

∞ en V . Por lo tanto, existe alguna subsucesión de {f ◦n}n∈N, digamos {f ◦n
k }k∈N, que

converge uniformemente a una función g sobre V . Por el Teorema de Convergencia de

Weierstrass, tenemos que |(f ◦n
k )′(z0)| → |g′(z0)|, pero |(f ◦n

k )′(z0)| =
∏n

k=1 |(f)′(z0)| =
|λ|n → ∞ porque |λ| > 1 y esto es una contradicción con el supuesto de que |(f ◦n

k )′(z0)| →
|g′(z0)|.

Por lo tanto, la familia de iteradas de f no es normal en z0. �
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Como consecuencia del Teorema 4.6, tenemos que si f es una función anaĺıtica y

z0 es un punto periódico repulsor para f , entonces la familia de iteradas {f ◦n}n∈N de

f no es normal en z0.

Teorema 4.7. Sea f una función anaĺıtica en un disco Dr(z0) y sea z0 un punto fijo

atractor, entonces la familia de iteradas {f ◦n}n∈N de f es normal en alguna vecindad

de z0.

Demostración. Como f es anaĺıtica en un disco Dr(z0), dado ε > 0 y haciendo ε1 =

mı́n{ε, (1− |f ′(z0)|)/2}, existe r(ε1) > 0 tal que si z ∈ Dr(z0), entonces:

∣∣∣∣
f(z)− f(z0)

z − z0
− f ′(z0)

∣∣∣∣ < ε1,

⇒
∣∣∣∣
f(z)− f(z0)

z − z0

∣∣∣∣ < ε+ |f ′(z0)| < 1,

⇒ |f(z)− f(z0)| < k|z − z0| < 1 · r,

donde k = ε1 + |f ′(z0)|. Además, como |f(z)− f(z0)| < r, entonces:

|f(f(z))− f(f(z0))| = |f ◦2(z)− z0| < ε1 < k|f(z)− f(z0)| < kk|z − z0|,

⇒ |f ◦2(z)− z0| < k2|z − z0|.

Por lo tanto, de manera inductiva llegamos a que

|f ◦n(z)− z0| < kn|z − z0|.

Esto último converge a 0 conforme n → ∞. Observe que la convergencia es uniforme

en el disco Dr(z0) por la elección de r. Por lo tanto, {f ◦n} es normal en Dr(z0). �

Como consecuencia del Teorema 4.7, tenemos que si f es una función anaĺıtica y

z0 es un punto periódico atractor para f , entonces la familia de iteradas {f ◦n}n∈N de

f es normal en z0.
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Observe que si z0 es un punto fijo de f , donde f es una función diferenciable,

entonces f(z) alrededor de z0 está bien aproximada por su parte lineal, la ventaja de

trabajar con funciones lineales es que son más fáciles de iterar, aśı que una pregunta

importante es; ¿cuándo podemos encontrar un cambio de variable de tal manera que

f sea conjugada a su parte lineal?, o lo que es lo mismo ¿cuándo es linealizable f?

En lo sucesivo se analizarán algunos resultados que responderán parcialmente a esta

pregunta.

4.2. Homeomorfismos del Ćırculo

Si un sistema dinámico posee una curva cerrada simple e invariante, entonces la

dinámica restringida a esa curva es conjugada a una función circular. Para esta sección

nuestras referencias principales son [8] y [27].

Definición 4.7. Diremos que la función Rθ : S1 → S1, con θ ∈ R y definida por

Rθ(z) = e2πiθz es una rotación ŕıgida o simplemente una rotación.

Para una rotación ŕıgida tenemos que si θ ∈ Q, entonces todos los puntos en S1

son periódicos y del mismo periodo. Si θ ∈ R\Q, entonces no existen puntos periódicos

en S1. Además, se cumple el siguiente resultado.

Teorema 4.8 (Teorema de Jacobi [8]). Si θ ∈ R \ Q, entonces todas las órbitas bajo

Rθ son densas en S1.

Definición 4.8. Sea f : S1 → S1 un homeomorfismo que preserva la orientación.

Diremos que la función continua F : R → R es un levantamiento de f si,

Π ◦ F = f ◦ Π,

donde Π : R → S1 está dada por Π(x) = e2πix.

Definición 4.9 (Número de rotación). Sea f : S1 → S1 un homeomorfismos que

preserva la orientación y sea F : R → R un levantamiento de f . Definimos el número
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de rotación de x ∈ F como:

rot(f) =

(
lim
n→∞

F ◦n(x)− x

n

)
(mod 1).

Aśı, el numero de rotación está en el intervalo [0, 1), es un invariante topológico

asociado a funciones circulares, y es independiente de la elección de F y x, véase [8].

Si f tiene un punto fijo, entonces rot(f) = 0. De hecho, Poincaré mostró la validez

del siguiente resultado.

Proposición 4.2. [27]. Sea f : S1 → S1 un homeomorfismos que preserva la orienta-

ción, y sea F un levantamiento de f tal que F (0) ∈ [0, 1). Entonces:

(a) f tiene un número de rotación irracional si, y sólo si f no tiene puntos periódicos.

(b) rot(f) = p/q, con MCD(p,q) = 1 si, y sólo si f tiene un punto p-periódico z0 tal

que F ◦q(x0) = x0 + p, con Π(x0) = z0.

Teorema 4.9 (Teorema de Denjoy [8]). Sea f : S1 → S1 un difeomorfismo C2 con

número de rotación irracional θ. Entonces f es conjugado a la rotación ŕıgida Rθ.

Para resaltar la importacia del teorema anterior, diremos que un difeomorfismo

circular anaĺıtico sin puntos periódicos es (anaĺıticamente) linealizable, si es anaĺıtica-

mente conjugado a una rotación ŕıgida. Por otra parte, diremos que el homeomorfismo

circular anaĺıtico f : S1 → S1 es una función circular cŕıtica, si f tiene puntos cŕıticos.

Teorema 4.10. [5]. Sea f : S1 → S1 una función circular cŕıtica con rot(f) = θ. Si θ

es de tipo acotado (véase Apéndice A) si, y sólo si f es casisimétricamente conjugada

a la rotación ŕıgida Rθ.

4.3. Conjuntos de Fatou y Julia

Al estudiar fenómenos en la naturaleza nos encontramos de forma frecuente con

que estos son modelados por funciones, ya sea de variable real o compleja. Para com-
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prender o hacer predicciones y mejoras en los procesos, es necesario entender la esta-

bilidad de tal modelo en el sentido de ver cómo afectan, en los resultados finales, los

pequeños cambios en los parámetros del modelo del fenómeno que están involucrados.

Por esta razón, es muy importante el estudio de la dinámica de funciones para desa-

rrollar una teoŕıa sólida, que satisfaga la necesidad de entender el comportamiento de

ciertos modelos matemáticos.

Mucho puede ser mencionado sobre la teoŕıa de dinámica holomorfa, pero nos

enfocaremos en los resultados principales que nos llevarán a una mejor comprensión

del caṕıtulo final, señalando como principal referencia para profundizar en los temas

de esta sección a [4], [24] y [26].

En esta sección utilizaremos la teoŕıa presentada previamente, con el fin de de-

finir y analizar las propiedades de la separación del espacio fase del sistema dinámico

holomorfo v́ıa el concepto de familias normales. Esta separación dará los conjuntos

de estabilidad e inestabilidad asintótica, para el sistema (dinámico) generado por la

familia de iteradas de una función f en la clase E .

Definición 4.10. Sea f ∈ E . El conjunto de Fatou de f o conjunto estable (denotado

por FFF(f)) es el conjunto formado por todos los puntos z ∈ C tal que la sucesión de

iteradas de f forma una familia normal en alguna vecindad de z, es decir,

FFF (f) = {z ∈ C : {f ◦n}n∈N es normal en alguna vecindad de z}.

También, definimos al conjunto de Julia de f o conjunto inestable (denotado por

JJJ(f)) como el complemento del conjunto de Fatou,

JJJ(f) = (FFF (f))c = C \FFF (f).

Para f ∈ E consideramos a la singularidad esencial como parte del conjunto de

Julia.

Los conjuntos de Fatou y Julia son preservados bajo conjugación topológica, es
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decir, si h es un homeomorfismo tal que h ◦ f = g ◦ h, con f y g holomorfa, entonces

JJJ(g) = h(JJJ(f)) y FFF (g) = h(FFF (f)).

Una vez definidos estos conjuntos veamos algunas de sus propiedades.

Teorema 4.11. [24]. Si f ∈ E , entonces se cumplen:

(a) FFF(f) es abierto y JJJ(f) es cerrado.

(b) JJJ(f) es perfecto, es decir, todo punto de JJJ(f) es punto de acumulación.

(c) FFF(f) es completamente invariante, es decir,

z ∈ FFF (f) ⇔ f(z) ∈ FFF (f).

Esto implica que JJJ(f) también es completamente invariante.

(d) FFF(f ◦n) = FFF(f) y JJJ(f ◦n) = JJJ(f) para todo n ∈ N.

(e) JJJ(f) = {z : z es un punto fijo periódico repulsor de f}.

(f) Todo ciclo atractor y su cuenca de atracción pertenecen a FFF (f).

(g) Si A es la cuenca de atracción de un ciclo atractor, entonces JJJ(f) = ∂A.

(h) Todo ciclo parabólico o repulsor pertenece a JJJ(f).

(i) JJJ(f) 6= ∅.

(j) JJJ(f) es conexo o tiene una cantidad infinita no numerable de de componentes

conexas.

(k) JJJ(f) tiene interior vaćıo o JJJ(f)= C.

(l) Si z0 ∈ JJJ(f) y U es una vecindad de z0 disjunta de EEE(f), entonces C\ EEE(f)

⊂ ⋃
n(f

n(U)). Por lo tanto, si K es un conjunto compacto disjunto de EEE(f),

entonces existe N > 0 tal que K ⊂ fn(U) para todo n ≥ N.
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La siguiente propiedad resulta útil en la práctica para hacer el bosquejo del con-

junto de Julia computacionalmente.

Teorema 4.12. Si z0 ∈ JJJ(f) y z0 /∈ EEE(f), entonces JJJ(f)= O−(z0).

Demostración. Por ser JJJ(f) es cerrado y completamente invariante, se cumple que

O−(z0) ⊂ JJJ(f).

Para probar la otra inclusión, sea z1 ∈ JJJ(f), z1 6= z0 y supongamos que existe

una vecindad V de dicho punto tal que V ∩ O−(z0) = ∅, esto es f ◦n(z) 6= w con

n ∈ N, z ∈ V, y w ∈ O−(z0). Ahora, como |O−(z0)| = ∞, el Teorema de Montel nos

garantiza que {f ◦n}n∈N es normal en V , lo que contradice que z1 ∈ JJJ(f). Por lo tanto,

V ∩O−(z0) 6= ∅, entonces z1 ∈ O−(z0), aśı JJJ(f) ⊂ O−(z0). �

4.3.1. Teoŕıa local de puntos fijos

En este apartado describiremos la dinámica local de f ∈ E en una vecindad

de un p-ciclo, después de reemplazar f por f ◦p podemos establecer nuestra discusión

solamente para puntos fijos. Además, aplicando a f una traslación podemos asumir

que el punto fijo está en 0. Entonces, podemos expresar a f como:

f(z) = λz + a2z
2 + a3z

3 + · · · ,

donde λ = f
′

(0) es el multiplicador de f en el punto fijo 0, véase [33], Caṕıtulo 6.

Para la demostración de los cuatro teoremas siguientes el lector puede consultar [4]

o [24].

(a) Puntos fijos atractores y repulsores (|λ| 6= 0, 1). En el caso de puntos

fijos atractores y repulsores tenemos que f es localmente conformemente conjugada a

su parte lineal z 7→ λz.

Teorema 4.13 (Kœning). Si el multiplicador de f en cero satisface |λ| 6= 0, 1, entonces

existe una vecindad U de cero y una conjugación local conforme w = ϕ(z), donde



4.3 Conjuntos de Fatou y Julia 65

ϕ : U → ϕ(U), ϕ(0) = 0 y ϕ ◦ f ◦ ϕ−1(w) = λw en ϕ(U ∩ f−1(U)). La conjugación ϕ

es llamada una linealización de f en el punto fijo y es única salvo multiplicación por

una constante distinta de cero.

El teorema anterior es un resultado local, pero en el caso atractor la linealización

puede ser extendida a toda la cuenca de atracción de el punto fijo.

(b) Puntos fijos superatractores (λ = 0). En este caso tenemos que f ∈ E
tiene un punto fijo en el origen, que además es punto cŕıtico. Aqúı f es localmente

conformemente conjugada a w 7→ wm, donde m−1 es la multiplicidad del punto cŕıtico

(su orden como cero de f
′

).

Teorema 4.14 (Böttcher). Sea f(z) = amz
m + am+1z

m+1 + · · · , con m ≥ 2 y am 6= 0.

Entonces existe una vecindad U de 0 y una conjugación local conforme ϕ : U → C que

conjuga f con w 7→ wm. La conjugación ϕ es única salvo multiplicación por una (m-1)

ráız de la unidad.

La función ϕ es llamada una función de Böttcher y en este caso no podemos

extender a toda la cuenca de atracción como en el caso (a).

(c) Puntos fijos parabólicos (λ = e2πip/q). En este caso tenemos que el

multiplicador λ es una q-ésima ráız de la unidad, digamos e2πip/q. Si tomamos la q-

ésima iterada de la función, reducimos el problema al caso donde λ = 1. Por lo tanto,

basta considerar funciones de la forma:

f(z) = z + azm+1 +Ozm+2, con m > 0 y a 6= 0.

El entero m+1 es llamado multiplicidad del punto parabólico con λ = 1, y es el orden

del cero de f − Id en el punto fijo.

Definición 4.11. Suponga que f está definida y es inyectiva en una vecindad U del

origen. Un conjunto abierto P ⊂ U es llamado un pétalo atractor para f en el punto

fijo si:
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(a) f(P) ⊂ P ∪ {0}, (b)
⋂

n f
◦n(P) = {0}.

Un conjunto P ⊂ f(U) es llamado un pétalo repulsor para f en el punto fijo si P es

un pétalo atractor para f−1 : f(U) → U, donde f−1 denota la rama de la inversa de f

que deja fijo el origen.

Teorema 4.15 (Teorema de la flor). Supongamos que f tiene un punto fijo parabólico

de multiplicador λ = 1 en el origen, con multiplicidad m + 1. Entonces existen 2m

pétalos {Pj}2mj=1, numerados ćıclicamente alrededor del origen tales que Pj es atractor

o repulsor dependiendo de si j es impar o par (respectivamente). Cada pétalo Pj úni-

camente intersecta a Pj−1 y Pj+1 (los indices son tomados mod 2m), y es disjunto del

resto. Los pétalos pueden ser elegidos de tal manera que la unión

P1 ∪ · · · ∪ P2m ∪ {0}

sea una vecindad abierta del origen.

Si f ∈ E es como en el Teorema 4.15, y si z 6= 0 tiene órbita infinita que converge

a 0, entonces su órbita pertenece a alguno de los pétalos atractores P a partir de alguna

iterada de f en adelante. En ese caso diremos que la órbita de z converge a 0 a través

de P.

Definición 4.12 (Cuenca de atracción parabólica). Si z0 es un punto fijo parabólico

de f con multiplicador λ = 1, y P es un pétalo atractor en 0, definimos la cuenca

parabólica (de atracción) de z0 asociada a P como:

AP =

{
z ∈

(
C \

⋃

n>0

f−n(z0)

)
| fn(z) →

n→∞
z0 a través de P

}
.

Observe que si el punto fijo parabólico tiene multiplicidad m + 1, entonces tie-

ne exactamente m cuencas parabólicas disjuntas. Además, las cuencas de atracción

parabólicas están contenidas en el conjunto de Fatou y sus fronteras son parte del

conjunto de Julia.
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Teorema 4.16. Para cada pétalo P atractor o repulsor existe ϕ : P → C conforme, la

cual conjuga f con la traslación w 7→ w + 1 en P ∩ f−1(P). Aśı el siguiente diagrama

conmuta:

P ∩ f−1(P) P
f

ϕ

C C
w → w + 1

ϕ

Figura 4.1: Representación gráfica de un número complejo, en este ejemplo z = (2, 2.5).

Si 0 es un punto fijo parabólico de f con multiplicador λ = e2πip/q 6= 1 y si f q

tiene multiplicidad m + 1 en 0, entonces el número de pétalos atractores y repulsores

en el Teorema 4.16 es m = kq, para algún k ∈ N.

(d) Puntos fijos irracionales indiferentes (λ = e2πiθ, θ ∈ R \Q). Recor-

demos que θ es el número de rotación para g(z) = λz. Además, se cumple que θ es un

invariante topológico, véase [25].

En este caso analizaremos bajo qué condiciones impuestas a f ∈ E y a θ, tenemos

que f es localmente, conformemente conjugada a su parte lineal z 7→ λz. Pero en

contraste con los casos anteriores, la respuesta completa aún permanece abierta.

Un resultado conocido es el siguiente: Una linealización holomorfa es posible si,

y sólo si el punto fijo pertenece al conjunto de Fatou ( [24], 11.1). Si este es el caso,

para alguna vecindad del punto fijo tenemos que hay una foliación por medio de curvas

cerradas simples e invariantes, en las cuales todas las órbitas son densas (esto se debe

cumplir, porque tal es el caso para la función z 7→ λz). La vecindad máxima del punto

fijo para la cual la linealización está definida se llama disco de Siegel y en tal caso

llamaremos al punto fijo un punto de Siegel. A los puntos fijos que no son de Siegel

(con multiplicador λ = e2πiθ, θ ∈ R \ Q) les llamaremos puntos de Cremer y estos

últimos pertenecen al conjunto de Julia.
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En el siguiente teorema O(z2) representa a una función tal que,

ĺım
z→0

O(z2)

z2
= 0.

Teorema 4.17. [35]. Sea f(z) = e2πiθz +O(z2) definida en una vecindad del origen,

con θ ∈ R \ Q. Si θ es un número de Brjuno (véase Apéndice A), entonces f es

holomorficamente linealizable en una vecindad de 0. Además, si θ no es un número de

Brjuno, entonces el polinomio cuadrático f(z) = e2πiθz + z2 no tiene una linealización

local holomorfa.

En otras palabras, para la familia de polinomios cuadráticos tenemos que la con-

dición de Brjuno es óptima para la linealización, y se sabe que la condición también es

óptima para la familia de funciones enteras z 7→ λzez [13], pero (por poner un ejemplo)

aún es una pregunta abierta si existe o no, un polinomio cúbico con un disco de Siegel

con número de rotación que no sea número de Brjuno.

Teorema 4.18. [5]. Sea ∆ un disco de Siegel con número de rotación θ ∈ B, y f

una función holomorfa definida en una vecindad de ∆. Si ∂∆ es una curva de Jordan,

entonces contiene al menos un punto cŕıtico.

4.3.2. Componentes del conjunto de Fatou

Si X es un espacio topológico y G un subespacio de X , entonces G es una com-

ponente de X si, y sólo si:

(a) G es conexo y

(b) Si D es un subespacio conexo de X que contiene a G, entonces D = G.

Aśı, las componentes de X son los subespacios conexos maximales de X .

Si f ∈ E y U es una componente del conjunto de Fatou, entonces el comporta-

miento de la órbita de U bajo f tiene tres posibilidades (Figura 4.1):
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(a) f ◦n(U) ⊂ U para algún n ∈ N. En este caso U es llamada una componente

periódica de FFF(f). Al mı́nimo n que satisface esta propiedad le llamaremos el

periodo de la componente U , si n = 1 diremos que la componente U es invariante.

Figura 4.2: a) componente periódica, b) componente pre-periódica y c) componente
errante.

(b) f ◦m(U) es periódica para algún entero m ≥ 1. En este caso llamamos a U una

componente pre-periódica. En particular, si U es pre-periódica pero no periódica,

llamamos a U una componente pre-periódica propia.

(c) Si U no es periódica o pre-periódica, llamaremos a U una componente errante.

Si U es p-periódica, entonces denotaremos por O(U) al ciclo de componentes de

Fatou al cual U pertenece.

Teorema 4.19. [24]. Sea f una función entera trascendente y U una componente

periódica de Fatou de periodo p, entonces se cumple sólo una de las siguientes posibi-

lidades:

(a) U contiene un punto periódico atractor z0 de peŕıodo p y f ◦np(z) → z0, con z ∈ U

cuando n→ ∞. En este caso el ciclo O(U) recibe el nombre de cuenca inmediata

de atracción del ciclo atractor O(z0) (denotada por A◦). Si z0 es punto periódico
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superatractor, entonces O(U) es llamado p-ciclo de dominios de Bötcher. En

cualquier otro caso O(U) es llamado p-ciclo de dominios de Schröder.

(b) ∂U contiene un punto periódico z0 6= ∞ de peŕıodo p y para todo punto z ∈ U

tenemos que f ◦np(z) → z0 cuando n→ ∞. Entonces z0 es un punto fijo parabólico

de multiplicador 1 para f ◦p. En este caso, O(U) es llamado cuenca inmediata

parabólica de atracción (p-ciclo parabólico o p-ciclo de dominios de Leau) del

ciclo parabólico O(z0).

(c) Existe un homeomorfismo anaĺıtico ψ : U → D tal que ψ ◦ f ◦p ◦ ψ−1(z) = e2πiθz

para algún θ ∈ R \Q. En este caso, O(U) es llamado p-ciclo de discos de Siegel.

(d) Para todo z ∈ U , f ◦np(z) → ∞ conforme n→ ∞. En este caso O(U) es llamado

un p-ciclo de dominios de Baker.

(e) Existe 0 < r < 1 y un homeomorfismo anaĺıtico ψ : U → Ar, donde Ar es el

anillo Ar = {z : r < |z| < 1}, tal que ψ ◦ f ◦p ◦ ψ−1(z) = e2πiθz, para algún

θ ∈ R \Q. En este caso, O(U) es llamado un p-ciclo de anillos de Herman.

Para funciones en la clase E no existen dominios de Baker, como lo muestra un

resultado de Eremenko y Lyubich [11]. Tampoco existen anillos de Herman, como lo

muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.20. Sea f ∈ E , entonces f no tiene anillos de Herman.

Demostración. (Por contradicción) Sea f ∈ E y supongamos que existe un p-ciclo de

anillos de Herman O(U), donde U es componente de Fatou. Aprovechando el hecho

de que FFF(f ◦p) = FFF(f) tenemos que para g = f ◦p (observe que g ∈ E y por tanto, es

anaĺıtica en C) U es una componente invariante hacia adelante.

Sea ψ y Ar como en (e) de la definición anterior, y C
′

=
{
z ∈ C : |z| = 1+r

2

}
. Por

ser ψ homeomorfismo anaĺıtico, tenemos que ψ−1(C
′

) es una curva de Jordan contenida

en U , en particular g es anaĺıtica en el interior de D = ψ−1(C
′

) ∪ int(ψ−1(C
′

)) y

continua en su frontera. Entonces por el Teorema del Módulo Máximo (1.19) g alcanza
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su máximo en la frontera de D y por tanto, debe existir un M > 0 tal que |z| ≤
M, para toda z ∈ D. Entonces por el Teorema de Montel-Caratheodory (4.2) g es

normal en D, pero esto último es una contradicción, porque si fuera cierto tendŕıamos

que U ⊂ (D ∪ U) y U 6= (D ∪ U), de donde U no es componente de Fatou. �

Finalizamos este caṕıtulo con el siguiente teorema, que da información sobre el

número de componentes completamente invariantes para las funciones enteras.

Teorema 4.21. [3]. Para f ∈ E , el conjunto de Fatou tiene a lo más una componente

completamente invariante, tal componente es simplemente conexa y no acotada.
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Caṕıtulo 5

Dinámica de e2πiθ sen(z)e2πiθ sen(z)e2πiθ sen(z)

En este caṕıtulo analizaremos brevemente algunos aspectos de sobre la dinámica

de la familia λ sen(z), centrándonos principalmente en el caso λ = e2πiθ, con θ ∈ I =

R\Q. Observe que para todo λ ∈ C tenemos que λ sen(z) ∈ E . Además, λ sen(z) ∈ E∩S,
donde S es la clase de funciones f tal que el conjunto de puntos singulares de f−1 es

finito (fλ = λ sen(z) tiene como únicos valores cŕıticos a λ y −λ).

5.1. El Espacio de Parámetros

Al trabajar con familias de funciones, es común que podamos representar a la

familia como una colección de funciones las cuales tienen una forma determinada, y sólo

hacemos variar algún parámetro en un conjunto, para el cual, la familia de funciones

está bien definida. Este es el caso para la familia fλ(z) = λ sen(z).

Definición 5.1. (Espacio de parámetros). Dada una familia uniparamétrica de fun-

ciones F = {fλ}, el espacio de parámetros de la familia F es el conjunto de los λ para

los cuales fλ está bien definida.

También, definimos el conjunto:

M = {λ : |f ◦n
λ (c)| 9 ∞},

73
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donde c es punto cŕıtico de fλ, para toda fλ ∈ F.

Observe que en la familia λ sen(z) podemos poner c = π/2.

Algunos resultado conocidos para M, de la familia λ sen(z), son (véase [9]):

(a) Si λ ∈ M ⇒ λ ∈ M,

(a) Si λ ∈ M ⇒ −λ ∈ M,

(a) Si λ ∈ M ⇒ −λ ∈ M.

Figura 5.1: Conjunto M para la familia f(z) = λ sen(z). Los puntos verdes correspon-
den a los valores de λ = e2πip/q, para p/q igual a 1, 1/10, 1/4 y 1/3.

La Figura 5.1 muestra el conjunto M para la familia λ sen(z). Observe que anali-

zar la dinámica de la familia fλ(z) = λ sen(z) en los parámetros λ = e2πiθ es analizar los

parámetros λ que están localizados en el ćırculo unitario. Dividiremos nuestra discusión

en dos casos, cuando θ ∈ Q y cuando θ ∈ R \Q.

5.2. Caso θ ∈ Q

En este caso sólo mencionaremos algunos resultados desarrollados en [9]. Ini-

ciamos enunciando un teorema que nos garantiza cómo es la dinámica de la función

fλ(z) = λ sen(z), para λ = e2πiθ y θ ∈ Q.
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Teorema 5.1. [9]. Sea f(z) = e2πiθ sen(z), con θ = p/q, p, q ∈ N y (p, q) = 1. Si q

es par, entonces existe un ciclo con q componentes de Fatou alrededor de cero. Si q es

impar, entonces existen dos ciclos con q componentes de Fatou cada uno. Las anteriores

son las únicas componentes de Fatou periódicas y tales componentes son acotadas.

Es decir, el número entero q determina el comportamiento de las componentes

periódicas del conjunto de Fatou alrededor del cero, y las tres imágenes siguientes

ilustran este hecho. En las Figuras 5.2, 5.3 y 5.4 podemos visualizar el comportamiento

de las órbitas para algunos parámetros; pareciera que sin importar cuál es el punto

inicial del conjunto de Fatou en nuestra iteración, siempre terminamos en un ciclo

periódico. Esto no es casualidad, ya que existe un importante teorema de Eremenko

y Lyubich [11], el cual, nos garantiza que para funciones enteras en la clase S no

existen dominios errantes. Aśı, junto con el Teorema 5.1, concluimos que las demás

componentes del conjunto de Fatou que no están en los ciclos (mencionados en el

Teorema 5.1) son pre-periódicas.

Figura 5.2: Plano dinámico de f(z) = e2πip/q sen(z), con p/q = 1/3 y órbita de un
punto en el conjunto de Fatou (de color blanco).

Finalizamos esta sección con un resultado sobre el conjunto M.
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Figura 5.3: Plano dinámico de f(z) = e2πip/q sen(z), con p/q = 1/4 y órbita de un
punto en el conjunto de Fatou (de color blanco).

Figura 5.4: Plano dinámico de f(z) = e2πip/q sen(z), con p/q = 1/6 y órbita de un
punto en el conjunto de Fatou (de color blanco).
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Teorema 5.2. [9]. Si f(z) = λ0 sen(z), con λ0 = e2πip/q, p, q ∈ N y (p, q) = 1.

Entonces existe una componente Dq en M, que es tangente al disco unitario en λ0.

La Figura 5.1 ilustra este hecho.

5.3. Caso θ ∈ R \Q

Sea θ ∈ R \ Q y f una función holomorfa, tal que f(0) = 0 y f ′(0) = λ0,

donde λ0 = e2πiθ. Bajo estas condiciones ¿será linealizable la función f?, es decir, ¿f

es conjugada a su parte lineal en una vecindad de cero? La respuesta depende del

parámetro θ; en 1919 G. A. Pfeiffer dio contra ejemplos a estas preguntas. En 1927,

Crémer probó que para algunos valores del parámetro θ incluso las funciones racionales

no son linealizables. En 1942, Siegel probó que hay valores de θ (números Diofantinos)

para los cuales la correspondiente función f es linealizable. La cuestión al final fue

resuelta por Brjuno [6] y Yoccoz [36], y coincide con el conjunto de los θ irracionales

tales que el polinomio P (z) = λ0z+z
2 es linealizable. Sin embargo, incluso en este caso

la naturaleza de la frontera del disco de Siegel no es completamente conocida, se sabe

que es conexa y que si es localmente conexa, entonces es una curva de Jordan [30].

Los primeros ejemplos de discos de Siegel cuya frontera es una curva de Jordan

fueron dados por Herman [14], en estos ejemplos las fronteras de los discos de Siegel

no contienen puntos cŕıticos. Después, en 1987, Herman demostró que si la frontera

del disco de Siegel era casisimétricamente conjugada a una rotación en S1, entonces la

frontera del disco de Siegel tiene un punto cŕıtico si, y sólo si θ es de tipo acotado. Pos-

teriormente Petersen probó que para números irracionales de tipo acotado el conjunto

de Julia JJJ es localmente conexo [21].

En 2002 Graczyk y Światek probaron el siguiente resultado:

Teorema 5.3. Sea U un disco en C y h : D → U la función del Teorema 2.8. Supon-

gamos que f es una función anaĺıtica definida en alguna vecindad de U tal que f ′ 6= 0
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en U y se satisface la ecuación:

f ◦ h(z) = h ◦Rσ(z),

para todo z ∈ D, donde el número de rotación σ es de tipo acotado. Entonces h puede

ser extendida como una función anaĺıtica en alguna vecindad de D.

Del Teorema 5.3, se desprende que si f es anaĺıtica y tiene un punto fijo con

multiplicador de tipo acotado, entonces el correspondiente disco de Siegel debe tener

un punto cŕıtico en su frontera o no estar compactamente contenido en el dominio de

definición de f o ambos.

Por otro lado, Lasse Rempe en [29] realizó un estudio de diversas funciones en-

teras, entre las cuales se encuentra e2πiθ sen(z), tal estudio estuvo enfocado en algunas

variaciones del siguiente resultado de Herman.

Teorema 5.4. [15]. Sea f ∈ E con un disco de Siegel U. Si se cumple que el número de

rotación de U es Diofantino, U está acotado y si f : ∂U → ∂U es un homeomorfismo,

entonces ∂U contiene un punto cŕıtico.

En su art́ıculo Rempe demostró que la hipótesis de que U sea acotado puede ser

removida para una gran clase de funciones enteras. Para ser precisos:

Teorema 5.5. [29]. Sea f ∈ E , tal que su conjunto de valores singulares está acotado.

Si U es un disco de Siegel de f y f : ∂U → ∂U es un homeomorfismo, entonces U

está acotado.

Por tanto, si se cumplen las hipótesis del Teorema 5.5 y además el número de

rotación de U es Diofantino, entonces ∂U contiene un punto cŕıtico (Teorema 5.4).

Observación: La clase de funciones enteras cuyo conjunto de valores singulares

está acotado, recibe el nombre de clase de Lyubich-Eremenko y es comúnmente deno-

tada por B.
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Teorema 5.6. [29]. Sea f ∈ B, con SV (f) ⊂ JJJ(f). Si U es un Disco de Siegel que

satisface SV (f) ∩ ∂U = ∅, entonces f : ∂U → ∂U es un homeomorfismo.

Al combinar el Teorema 5.6 con el Teorema 5.4 obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.1. Sea f ∈ B, con SV (f) ⊂ JJJ(f). Si U es un Disco de Siegel con número

de rotación Diofantino, entonces SV (f) ∩ ∂U 6= ∅.

5.3.1. Dinámica de e2πiθ sen(z), θ de tipo acotado

En este apartado analizaremos con más detalle las construcciones necesarias para

demostrar un resultado de G. Zhang [37], a saber: Para cualquier número irracional de

tipo acotado 0 < θ < 1, la frontera del disco de Siegel de fθ(z) = e2πiθ sen(z) es un

casićırculo que pasa por los puntos cŕıticos π/2 y −π/2. Sabemos de los comentarios

anteriores que fθ tiene un disco de Siegel U centrado en el origen, con número de

rotación θ, cuya frontera contiene un punto cŕıtico.

La primera función de la que haremos uso es la función g(z) = (sen z)/2. Tenemos

que g(0) = 0 y g′(0) = 1/2, de donde se observa que g tiene un punto fijo atractor en

el origen. Sea Ω el máximo dominio del origen en el cual g es linealizable y φ : Ω → D

es el homeomorfismo holomorfo que conjuga g a la función lineal L1/2 : z → z/2 en D,

donde φ′(0) > 0.

Lema 5.1. La función sen z no tiene valores asintóticos finitos.

Demostración. Supongamos que β es un valor asintótico finito de sen z, entonces existe

una curva continua γ(t) ⊂ C, 0 ≤ t <∞, tal que γ(t) → ∞ y sen(γ(t)) → β conforme

t → ∞. Sea γ(t) = x(t) + iy(t). Recordemos que sen z = eiz−e−iz

2i
, de donde tenemos

que | sen(z)| → ∞ cuando |Im(z)| → ∞. Por tanto, se debe cumplir que |y(t)| ≤ M

para alguna constante M > 0. entonces x(t) → ∞. Ahora,

sen(γ(t)) = sen x(t)

[
ey(t) + e−y(t)

2

]
+ i cosx(t)

[
ey(t) − e−y(t)

2

]
.
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Como x(t) → ∞, entonces existe una sucesión tk → ∞ tal que x(tk) = kπ, se sigue que

Re(β) = 0. De igual manera existe una sucesión t
′

k → ∞ tal que x(t
′

k) = 2kπ + π/2.

Además, observe que

Re sen(γ(t
′

k)) =
ey(t

′

k
) + e−y(t

′

k
)

2
≥ 1,

entonces Re(β) ≥ 1 y esto es una contradicción. Por tanto, concluimos que sen z no

tiene valores asintóticos finitos. �

Figura 5.5: Bosquejo de la relación entre las funciones g, φ y L1/2 (aqúı Ω′′ representa
a g(Ω)).

Como consecuencia del Lema 5.1 tenemos que Ω está acotado, porque de lo con-

trario sen z tendŕıa un valor asintótico finito, y por ser g(−z) = −g(z) deducimos que Ω

es simétrico alrededor del origen. Además, ∂Ω contiene un punto cŕıtico de g (Teorema

4.18).

Analizando la función φ y comparándola con t(z) = φ(z) en una vecindad del

origen, tenemos que t′(0) = φ′(0) y que t(z) = φ(z), entonces φ|R es una función real, y

como g es inyectiva en Ω, entonces ∂Ω contiene exactamente dos puntos cŕıticos de g,

a saber π/2 y −π/2. Además, ∂Ω es real anaĺıtica en todos lados salvo en sus puntos

cŕıticos, entonces ∂Ω es un casićırculo.

Sean c1 = −π/2, c2 = π/2, ξ = g(c1) = −1/2, γ′ = g(∂Ω) y sea Ω′ la componente

no acotada de Ĉ \ γ′. Observe que ξ ∈ γ′. Como consecuencia del Teorema 2.8, existe

para cada η ∈ ∂Ω una única función anaĺıtica µη : Ω′ → Ĉ \ Ω tal que µη(∞) = ∞ y

µη(ξ) = η.
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Lema 5.2. La función µη es impar.

Demostración. Como g(z) es impar, tenemos que Ω′ y Ĉ \Ω son simétricos respecto al

origen. Sea r(z) = −µη(−z). Entonces r : Ω′ → Ĉ \ Ω es un isomorfismo anaĺıtico tal

que r(∞) = µη(∞) y r(ξ) = µη(ξ). Por la unicidad de µη concluimos que r = µη y por

lo tanto, µη(z) = −µη(−z). �

Figura 5.6: Funciones µη, g y φ.

Observe que para η ∈ ∂Ω, Fη = µη ◦ g|∂Ω es un homeomorfismo. Aśı, se cumple

el siguiente resultado.

Lema 5.3. [18]. Existe un único η ∈ ∂Ω tal que el número de rotación de Fη : ∂Ω →
∂Ω es θ.

El siguiente lema será de utilidad para agrandar el dominio de definición de las

funciones anaĺıticas.

Lema 5.4. [1]. Sea U un dominio tal que γ ⊂ ∂U es un segmento de curva abierto

y real anaĺıtico. Supongamos que f es una función anaĺıtica definida en U tal que f

puede ser continuamente extendida a γ y f(γ) es un segmento de curva real anaĺıtico.

Entonces f puede ser continuada anaĺıticamente a un dominio que contenga a γ en su

interior.

Ahora, sea ψ : Ĉ \ D → Ĉ \ Ω la función garantizada por el Teorema de la

Aplicación de Riemann tal que ψ(∞) = ∞ y ψ(1) = c1. Usando un argumento análogo

al del Lema 5.2 concluimos que ψ es impar. Observe que ψ(−1) = c2.
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Lema 5.5. [37]. El homeomorfismo del ćırculo f = ψ−1 ◦ Fη ◦ ψ : S1 → S1 puede

ser anaĺıticamente extendido a una vecindad abierta de S1 tal que f tiene por puntos

cŕıticos 1 y -1.

Figura 5.7: Relación entre f, Fη y µη.

Entonces, aplicando el Teorema 5.3 a la función f , tenemos que f = ψ−1 ◦Fη ◦ψ :

S1 → S1 es casisimétricamente conjugada a la rotación Rθ, porque θ es de tipo acotado.

Sea h : S1 → S1 el homeomorfismo casisimétrico tal que h(1) = 1 y f = h ◦ Rθ ◦ h−1.

La función h aśı definida, es única e impar, véase [37].

Lema 5.6. (a) La función µη puede ser extendida a un homeomorfismo casiconforme

µ̂η : Ĉ → Ĉ tal que µ̂η(−z) = −µ̂η(z).

(b) La función ψ puede ser extendida a un homeomorfismo casiconforme ψ̂ : Ĉ → Ĉ

tal que ψ̂(−z) = −ψ̂(z).

(c) La función h puede ser extendida a un homeomorfismo casiconforme H : D → D

tal que H(−z) = −H(z).

En particular ψ̂(0) = µ̂η(0) = H(0) = 0.

Demostración. Las demostraciones de (a), (b) y (c) son similares, aśı que sólo demos-

traremos (a). Sea Ω′′ la componente no acotada de Ĉ \ γ′. Observe que Ω′′ es simétrica

alrededor del origen. Sean φ1 : D → Ω′′ y φ2 : D → Ω los isomorfismos conformes tales

que φ1(0) = φ2(0) = 0. Como Ω y Ω′′ son simétricos alrededor del origen, entonces φ1

y φ2 son impares.
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Definamos la función s = φ−1
2 ◦µη◦φ1 : S

1 → S1, observe que es un homeomorfismo

y que también es impar. Esta función s puede ser extendida a un homeomorfismo

ŝ : D → D tal que ŝ(−z) = −ŝ(z), véase [10].

Ahora, si µ̂η(z) = µη(z) para z ∈ Ĉ \ Ω′′ y µ̂η(z) = φ2 ◦ ŝ ◦ φ−1
1 (z) para z ∈ Ω′′,

tenemos que µ̂η es la extensión deseada, véase Figura 5.8. �

Figura 5.8: Extensión de µη.

Consideremos a los conjuntos Ωk = {z + kπ|z ∈ Ω}, donde k ∈ Z. Observe que

Ω0 = Ω y que los conjuntos Ωk son disjuntos dos a dos (esto por el hecho de que g es

inyectiva en Ω0).

Definamos:

f̂θ(z) =





(µ̂η ◦ g)(z) para z ∈ C \⋃k∈Z Ωk,

ψ̂ ◦H−1 ◦Rθ ◦H ◦ ψ̂−1(z − kπ) para z ∈ Ωk, k par,

−ψ̂ ◦H−1 ◦Rθ ◦H ◦ ψ̂−1(z − kπ) para z ∈ Ωk, k impar.

De la definición de f̂θ deducimos que f̂θ es impar y f̂θ(z + π) = −f̂θ(z), donde el

conjunto de ceros de f̂θ es {kπ | k ∈ Z}.

Ahora, definamos ν, una estructura compleja f̂θ−invariante. Sea ν0 la estructura

compleja estándar. Para z ∈ Ω, ν es la estructura compleja dada por (ψ̂ ◦H−1)∗(ν0),

para z ∈ C\Ω tal que existe un m ≥ 1 con la propiedad f̂m
θ (z) ∈ Ω definimos ν(z) como

(f̂m
θ )∗(ν0)(z), y para los casos restantes ν(z) = 0. La estructura compleja aśı definida

es f̂θ−invariante y ||ν||∞ < 1 [37]. Por el Teorema 3.6, existe un único homeomorfismo
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casiconforme ω : Ĉ → Ĉ el cual deja invariantes a 0, 2π e ∞ y resuelve la ecuación de

Beltrami dada por ν.

Figura 5.9: Relación entre las funciones g, H , ψ, ω, Rθ y µ̂η.

Observe que ψ̂ ◦H−1 es impar, de donde tenemos que el campo de elipses infini-

tesimales dado por ψ̂ ◦H−1 es simétrico respecto al origen, es decir, ν(z) = ν(−z), y
como f̂θ es impar y f̂θ(z + π) = f̂θ(z) tenemos que ν(z + π) = ν(z).

Otras propiedades que cumplen las funciones que acabamos de definir son:

Lema 5.7. [37].

(a) La función ω es impar, además

ω(z + π) = ω(z) + π, ω(π/2) = π/2 y ω(−π/2) = −π/2.

(b) Si T = ω ◦ f̂θ ◦ω−1, entonces T es impar, periódica (con periodo 2π) y el conjunto

de ceros de T es {kπ | k ∈ Z}. Además, T (z) = C sen z.

Finalmente podemos presentar el resultado principal.

Teorema 5.7. Para cualquier número irracional de tipo acotado 0 < θ < 1, la frontera

del disco de Siegel de fθ(z) = e2πiθ sen(z) es un casićırculo, el cual pasa por los puntos

cŕıticos π/2 y −π/2.

Demostración. Sabemos que T (z) = C sen z y que T (z) tiene un disco de Siegel cen-

trado en el origen con número de rotación θ, entonces C = λ = e2πiθ, es decir,
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T (z) = λ sen z. Aśı, concluimos por construcción de la función T , que la frontera

del disco de Siegel de λ sen z es un casićırculo que pasa por los dos puntos cŕıticos π/2

y −π/2. �

Las Figuras 5.10, 5.11 y 5.12 muestran ejemplos de discos de Siegel en la familia

λ sen z, aśı como el comportamiento de la órbita de algunos puntos en el conjunto de

Fatou.

Figura 5.10: Ejemplo de un disco de Siegel en la familia λ sen z, los puntos blancos son
la órbita de un punto en el interior del disco.
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Figura 5.11: Ejemplo de un disco de Siegel en la familia λ sen z, los puntos blancos son
la órbita de un punto inicial en el conjunto de Fatou, pero no en el disco. Recordar que
las componentes en el conjunto de Fatou son pre-periódicas.

Figura 5.12: Disco de Siegel en la familia λ sen z, en este caso θ es el número aureo.
Por los resultados aqúı presentados π/2 y −π/2 pertenecen a la frontera del disco de
Siegel, además, por [29] λ y −λ también pertenecen a la frontera del disco, véase [29],
Figura 1.



Apéndice A

Números Irracionales

El presente apéndice sirve para definir y enunciar algunos conceptos y propiedades

sobre la clasificación de los números irracionales, que serán de gran ayuda para entender

algunos resultados que se presentan a lo largo de este trabajo de tesis.

A.1. Números Diofantinos

Recordemos que si α es un número irracional, entonces una aproximación a α es

una sucesión de números racionales que converge a α. Con esta noción, nos interesa

analizar el comportamiento de las distintas aproximaciones a un número irracional α

y por esta razón enunciamos la siguiente definición.

Definición A.1. Sea ψ : N → R+ una función. Diremos que el número irracional

está aproximado a una velocidad ψ si, y sólo si existe una cantidad infinita de números

irracionales p/q tales que ∣∣∣α− p
q

∣∣∣ ≤ ψ(q).

Con la definición anterior formamos la siguiente clasificación:

Definición A.2. Diremos que un número irracional α es:

Lento si, y sólo si existe ε > 0 tal que α no está aproximado a velocidad ψ(q) =

εq−2,

87
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Rápido si, y sólo si existe γ > 0 tal que α está aproximado a velocidad ψ(q) =

q−(2+γ),

Super rápido si y sólo α está aproximado a velocidad ψ(q) = q−(2+γ) para todo

γ > 0.

Observe que si un número irracional α está aproximado a velocidad ψ0, entonces

también está aproximado a velocidad ψ para cualquier ψ ≥ ψ0. También, podemos

calcular la función φ0(q) = min
p∈Z

|α− p/q| y tenemos que α puede ser aproximado a una

velocidad ψ ≤ φ0 siempre y cuando se cumpla que ψ(q) = φ0(q) para una cantidad

infinita de q, pero α no puede ser aproximado a una velocidad ψ para ψ < φ0.

Definición A.3. Sea ϕ : N → R+ una función. Diremos que el número irracional

está a una distancia ϕ de los números racionales si, y sólo si para todos los números

racionales p/q tenemos que

ϕ(q) <
∣∣∣α− p

q

∣∣∣ .

De la Definición A.3. y del comentarios previo a esta, tenemos que un número

irracional α estará a una distancia ϕ de lo números racionales para cualquier ϕ < φ0.

Diremos que un número irracional es:

Malamente aproximado si, y sólo si existe ε > 0 tal que α está a una distancia

φ(q) = εq−2 de lo números racionales,

Diofantino de clase D(γ, ε) si, y sólo si existe ε > 0 tal que α esté a una distancia

φ(q) = εq−γ de los números racionales.

Teorema A.1 (Louville [22]). Si el número irracional α satisface la ecuación polinómi-

ca con coeficientes enteros f(α) = 0 de grado d, entonces α ∈ D(d).

El teorema de Louville establece que todos los números algebraicos son de cla-

se D(∞). También, Louville aportó los primeros ejemplos de números trascendentes

(números que no son solución de ecuaciones polinómicas con coeficientes enteros), esto
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es números que no son de clase D(∞), tal es el caso de
∑∞

k=0 10
−k!. Sin embargo, se

sabe que el número π es de clase D(42). Un ejemplo de un número trascendente de

clase D(+) es el número de Euler e.

A.2. Fracciones Continuas

Dado un α ∈ R su representación en fracción continua es una expresión de la

forma:

α = a0 +
1

a1 +
1

a2 + 1

a3 + 1

a4 +

...

donde a0 ∈ Z y ai ∈ N, ∀i ∈ N. Esta representación se denotará por

α = [a0; a1, a2, a3, a4, ...] .

Algunos resultados conocidos sobre las fracciones continuas son los siguientes,

véase [34]:

La representación en fracción continua de un número real es finita si, y sólo si

ese número es racional.

La representación en fracción continua de un racional es única siempre que no

acabe en 1.

Los términos de una fracción continua se repetirán si, y sólo si representa a un

irracional cuadrático.

De lo anterior se deduce que la expansión en fracción continua de un número

irracional es infinita y única.

Definición A.4. Dado un número irracional α = [a0; a1, a2, ...] el n−ésimo convergente

es el número racional pn/qn = [a0; a1, ..., an].
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La sucesión {pn/qn}n∈N converge a α, esta sucesión es la mejor aproximación a α

porque para cualquier otro número racional a/b tal que b ≤ qn se cumple:

∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣ <
∣∣∣α− a

b

∣∣∣ .

Además, para n ≥ 1 se cumple:

1

2q2n+1

<
1

qn(qn + qn+1)
≤
∣∣∣∣α− pn

qn

∣∣∣∣ ≤
1

qnqn+1

<
1

q2n
.

Lo cual muestra que todos los números irracionales están aproximados a velocidad

ψ(q) = q−2, y por lo tanto, ningún número irracional está a una distancia φ(q) > q−2.

También podemos clasificar v́ıa las propiedades de su expansión en fracción con-

tinua.

Definición A.5. Diremos que el número irracional α = [a0; a1, a2, ...] es de tipo aco-

tado, si existe M > 0 tal que an ≤M para todo n.

Proposición A.1. [31]. Para un número irracional α las siguientes proposiciones son

equivalentes:

(a) α es de tipo acotado,

(b) α es lento,

(c) α es malamente aproximado.

Observe que los números irracionales de grado 2 son de tipo acotado (porque

tienen expansión en fracción continua eventualmente periódica), pero es una pregunta

abierta el saber si los números irracionales de grado mayor o igual que 3 son de tipo

acotado.

Proposición A.2 (Definición alternativa de D(γ) [32]). Un número irracional θ per-

tenece a D(γ) si, y sólo si qn+1 < Cqk−1
n para toda n > 0 y para alguna constante C
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independiente de n. En particular,

θ ∈ D(2) ⇔
{

qn+1

qn

}
n

< C ⇔ {an}n es acotado.

Definición A.6. Un número irracional satisface la condición de Brjuno si, y sólo si

B(α) :=

∞∑

n=0

log qn+1

qn
<∞,

donde qn es el denominador del n−ésimo convergente de α.

Se sabe que todos los números Diofantinos satisfacen la condición de Brjuno, y

que existen números (por ejemplo α = [a0; a1, a2, ...], donde an = 10n!) que no son de

clase D(∞) pero satisfacen la condición de Brjuno.
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