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Introducción

El trabajo de esta tesis está basado principalmente en la traducción
al español de algunos caṕıtulos del texto en inglés titulado Mappings
[4], escrito por el Dr. Janusz Jerzy Charatonik, mientras trabajaba en
el Instituto de Matemáticas de la UNAM.

Nuestro trabajo en esta tesis es estudiar algunas clases de funciones
entre espacios métricos compactos y, en algunos casos, entre continuos
(que son espacios, que además de ser métricos compactos, son conexos).
Nos ocuparemos en las funciones monótonas, abiertas, confluentes y
débilmente confluentes.

Este trabajo se divide en siete caṕıtulos, en el primero de éstos se
presentan los conceptos y resultados básicos de la topoloǵıa general y
de la teoŕıa de los continuos.

En el Caṕıtulo 2 estudiamos funciones continuas, homeomorfismos y
propiedades que se preservan bajo ellos, también demostramos un re-
sultado muy importante de la topoloǵıa general, el Teorema de metri-
zación de Urysohn. Por último damos una definición del conjunto de
Cantor, probamos algunas de sus propiedades y demostramos que todo
espacio métrico compacto es imagen continua de este conjunto.

El Caṕıtulo 3 está dedicado a los espacios localmente conexos, da-
mos la definición de conexidad en pequeño y estudiamos cómo están
relacionados estos conceptos. Veremos bajo qué condiciones la imagen
continua de un espacio localmente conexo es localmente conexo.

Iniciamos el Caṕıtulo 4 con la definición de función monótona y de-
mostramos algunas equivalencias de este concepto. Enunciamos y de-
mostramos el teorema de reducción de Brouwer, el cual nos ayuda
a demostrar resultados sobre continuos irreducibles respecto a algu-
na propiedad. También en este caṕıtulo demostramos que la imagen
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monótona de una curva cerrada simple es una curva cerrada simple.
Caracterizamos a los continuos hereditariamente unicoherentes por me-
dio de funciones hereditariamente monótonas. Damos los conceptos de
espacios totalmente disconexos y 0-dimensionales, demostrando que en
los espacios métricos compactos estos conceptos son equivalentes.

En el Caṕıtulo 5 demostramos que toda imagen abierta del interva-
lo cerrado [0, 1] es un arco. Definimos el concepto de funciones casi-
interiores, OM y MO y la relación que existe entre ellas. Veremos que
la clase de las funciones MO está contenida en la clase de las funciones
OM y que esta contención es propia.

En el Caṕıtulo 6 caracterizamos a los continuos hereditaramente in-
descomponibles v́ıa funciones confluentes.

El Caṕıtulo 7 lo dedicamos a demostrar que toda función continua
de un continuo sobre un arco es débilmente confluente, y generaliza-
mos este hecho hacia todos los continuos tipo arco.

Debemos notar la importancia del estudio de algunas clases de fun-
ciones entre continuos, una referencia en este tema es la tesis doctoral
de T. Maćkowiak, Funciones continuas entre continuos [10]. Nadler nos
muestra en el Caṕıtulo XIII de su libro [11] un excelente estudio de va-
rias clases de funciones; el Caṕıtulo 5 del libro de Topoloǵıa y sistemas
dinámicos III, atiende también este tema de Funciones especiales en-
tre continuos [2], de igual manera en el Caṕıtuo 4 de Topoloǵıa y sus
aplicaciones 4 [1] se atiende este tema. En el Caṕıtuo 8, El intervalo ce-
rrado, la circunferencia y sus funciones continuas, del libro Topoloǵıa
y sistemas dinámicos IV [7] se hace un extenso estudio sobre continuos
que son homeomorfos a sus imágenes bajo ciertos tipos de funciones,
más recientemente el Caṕıtulo 1 del libro Topoloǵıa y sus aplicacio-
nes 5 [3]también nos muestra un estudio de funciones especiales entre
continuos.
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Benemérita Universidad Autónoma de Puebla
Diciembre de 2017

iii



iv
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Caṕıtulo 1

Conceptos y resultados
básicos

En este caṕıtulo exponemos algunas nociones y resultados básicos
de la topoloǵıa general, los cuales utilizaremos para el desarrollo de
esta tesis.

En todo el escrito utilizaremos la siguiente notación: R denota al
conjunto de los números reales, Q al conjunto de números racionales,
Z al conjunto de todos los números enteros, N al conjunto de enteros
positivos (numeros naturales), C al conjunto de numeros complejos e I
al conjunto de números reales en el intervalo unitario [0, 1]. Todos ellos
considerados con sus respectivas topoloǵıas generadas por su métrica
Euclideana.
Dado un conjunto A, |A| denotará a la cardinalidad de A, en particular
|N| = ℵ0.

El espacio topológico Iℵ0 , dotado con la topoloǵıa producto, es lla-
mado Cubo de Hilbert.

1.1 Definición. Una topoloǵıa sobre un conjunto no vaćıo, X es una
colección, τ , de subconjuntos de X, llamados abiertos, que satisface
las siguientes tres condiciones:

1. La unión arbitraria de elementos de τ pertenece a τ ;

2. La intersección finita de elementos de τ pertenece a τ ;

3. {∅, X} ⊂ τ .

El par (X, τ) es llamado espacio topológico.
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En ocasiones y para simplificar la escritura escribiremos simplemen-
te X, para denotar a un espacio topológico, en caso de que esté enten-
dida la topoloǵıa con la que se considera.

Por ejemplo, para un conjunto no vaćıo X, la topoloǵıa indiscreta
para X, τi es aquella definida por τi = {∅, X}. Observese que cualquier
topoloǵıa τ para el conjunto X, satisface que τi ⊂ τ . De la misma
manera, consideramos la topoloǵıa discreta, τd, para X, como la
topoloǵıa dada por el conjunto potencia de X, es decir, la topoloǵıa en
que cada subconjunto de X es abierto. Es fácil notar que:

1. Si τ es cualquier topoloǵıa para X, entonces τ ⊂ τd.

2. Si τ es una topoloǵıa para X, se tiene que τ = τd si y sólo si para
cada x ∈ X, se cumple que {x} ∈ τ .

1.2 Definición. Una base para X se define como una familia B de
conjuntos abiertos en X tal que cada conjunto abierto no vaćıo de X
es la unión de elementos en B. En otras palabras, para cada U ∈ τ con
U 6= ∅ y para cada p ∈ U , existe V ∈ B tal que p ∈ V ⊂ U .

1.3 Definición. Dado un espacio topológico (X, τ) diremos que un
subconjunto F de X es cerrado en X si X \ F es abierto en X.

1.4 Teorema. Si (X, τ) es un espacio topológico, entonces:

i) X, ∅ son cerrados en X.

ii) Si {Fα}α∈I es una familia de cerrados en X, entonces
⋂
α∈I

Fα es un

conjunto cerrado en X.

iii) Si {F1, F2, ..., Fn} es una colección finita de cerrados en X, enton-

ces
n⋃
k=1

Fk es un conjunto cerrado en X.

Demostración. i) Notemos que X \X = ∅ que es abierto en X, por
lo que X es un conjunto cerrado en X.
De igual manera X \ ∅ = X que también es un conjunto abierto
en X, por lo que ∅ es un conjunto cerrado en X.
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ii) Supongamos que {Fα}α∈I es una familia de cerrados en X.

Por demostrar que
⋂
α∈I

Fα es un conjunto cerrado en X. Basta

demostrar que X \
⋂
α∈I

Fα es un conjunto abierto en X.

Note que X\
⋂
α∈I

Fα =
⋃
α∈I

X \ Fα, como Fα es un conjunto cerrado

en X para cada α ∈ I, entonces X \Fα es un conjunto abierto en

X para cada α ∈ I. Aśı
⋃
α∈I

X \ Fα es un conjunto abierto en X.

Por lo tanto X \
⋂
α∈I

Fα es un conjunto abierto en X.

iii) Supongamos que {F1, F2, ..., Fn} es una colección finita de cerra-

dos en X. Por demostrar que
n⋃
k=1

Fk es un conjunto cerrado en X.

Basta demostrar que X \
n⋃
k=1

Fk es un conjunto abierto en X.

Tenemos que X \
n⋃
k=1

Fk =
n⋂
k=1

X \ Fk, como Fk es un conjunto ce-

rrado en X para k ∈ {1, 2, ..., n}, entonces X \ Fk es un conjunto

abierto en X para k ∈ {1, 2, ..., n}. Aśı
n⋂
k=1

X \ Fk es un conjunto

abierto en X.

Por lo tanto X \
n⋃
k=1

Fk es un conjunto abierto en X.

1.5 Definición. Una métrica para un conjunto no vaćıo X es una
función ρ : X ×X −→ [0,∞) tal que para cualesquiera x, y, z ∈ X se
cumplen las siguientes condiciones:
(M1) ρ(x, y) = 0 si y sólo si x = y;
(M0) ρ(x, y) ≤ ρ(z, x) + ρ(z, y).

La pareja (X, ρ) es llamada espacio métrico.

Sean (X, ρ) un espacio métrico y x, y, z ∈ X. Si sustituimos a z por
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y en la ecuación (M0) obtenemos que
ρ(x, y) ≤ ρ(y, x) + ρ(y, y), aśı que por la condición (M1),

(a) ρ(x, y) ≤ ρ(y, x),

de la misma manera, si se intercambia x con y, también se obtiene

(b) ρ(y, x) ≤ ρ(x, y),

aśı, por (a) y (b) tenemos que
(M2) ρ(x, y) = ρ(y, x) (Propiedad de simetŕıa).
Usando la propiedad de simetŕıa en (M0), se obtiene que
(M3) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) (Desigualdad del triángulo).
De la desigualdad del triángulo también se deduce que
(M4) ρ(x, y) ≥ 0.

Usualmente las ecuaciones (M2), (M3) y (M4), se suelen poner
como condiciones en la definición de métrica.

1.6 Definición. Dado un espacio métrico (X, ρ), definimos τρ, la to-
poloǵıa generada por ρ como sigue. Para cada punto p ∈ X y cada
número real ε > 0 definimos el conjunto

Bε(p) = {x ∈ X : ρ(p, x) < ε}

llamado la bola en X con centro p y radio ε.

De esta manera A ∈ τρ si y sólo si para todo p ∈ A, existe ε > 0 tal
que Bε(p) ⊂ A.

Con el único fin de simplificar la escritura escribiremos únicamen-
te X para refererirnos a un espacio métrico, entendiendo que en X
está definida alguna métrica.

1.7 Definición. Dados un espacio topológico (X, τ) y A ⊂ X, defini-
mos la cerradura de A en X como el conjunto

A =
⋂
{F ⊂ X : X \ F ∈ τ y A ⊂ F} .

Nótese que, si L es cerrado en X y A ⊂ L, entonces A ⊂ L, ya que
al ser L un cerrado en X que contiene a A se cumple que A ⊂ L.
La función que a cada subconjunto A de X le asigna el conjunto cerrado
A, cumple las siguientes propiedades, llamadas axiomas de Kuratowski
o axiomas de cerradura:
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1.8 Teorema. Sean X un espacio topológico y A,B ⊂ X, entonces

a) A ⊂ A;

b) Si A ⊂ B, entonces A ⊂ B;

c) A ∪B = A ∪B;

d) ∅ = ∅;

e)
(
A
)

= A.

Demostración. a) Sea {Fα}α∈I la familia de subconjuntos de X tales
que X \ Fα ∈ τ y A ⊂ Fα para todo α ∈ I, entonces A ⊂

⋂
{Fα}, ya

que si a ∈ A y A ⊂ Fα para todo α ∈ I, entonces a ∈ Fα para todo
α ∈ I, luego a ∈

⋂
Fα.

Por lo que A ⊂
⋂
{Fα} = A

b) Supongamos que A ⊂ B, por a) tenemos que B ⊂ B, entonces
A ⊂ B y B es cerrado, entonces A ⊂ B.

c) Tenemos que A ⊂ A ∪ B y B ⊂ A ∪ B entonces A ⊂ A ∪B y
B ⊂ A ∪B entonces A ∪B ⊂ A ∪B.
Por otro lado, como A y B son cerrados en X entonces A∪B es cerra-
do, además A ∪B ⊂ A ∪B entonces A ∪B ⊂ A ∪B.
Aśı A ∪B = A ∪B.

d) Por a), ∅ ⊂ ∅. Además ∅ es cerrado en X y ∅ ⊂ ∅ por lo que

∅ ⊂ ∅.
Aśı ∅ = ∅.

e) Por a), A ⊂
(
A
)
; por otro lado A es cerrado en X y A ⊂ A,

entonces
(
A
)
⊂ A.

Aśı
(
A
)

= A.

1.9 Corolario. Sea X un espacio topológico y F ⊂ X, entonces:

1) F es cerrado si y sólo si F = F .

2) F es abierto si y sólo si X \ F = X \ F .
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Demostración.

1) ⇒] Supongamos que F es cerrado en X, por el Teorema 1.8 F ⊂
F , además por hipótesis F es cerrado en X y F ⊂ F , por lo que
F ⊂ F .
Aśı, F = F .
⇐] Supongamos ahora que F = F , sabemos que F es cerrado pues
es la intersección arbitraria de conjuntos cerrados, pero F = F .
Aśı, F es cerrado.

2) ⇒] Supongamos que F es abierto entonces X \ F es cerrado,

entonces, por 1) X \ F = X \ F .

⇐] Ahora supongamos que X \F = X \ F entonces, por 1) X \F
es cerrado, luego X \ (X \ F ) es abierto. Por lo que F es abierto.

Similarmente a la cerradura, uno puede definir el interior de un
conjunto A ⊂ X como

int(A) =
⋃
{G ⊂ X : G ∈ τ y G ⊂ A},

es decir, el interior de A es el abierto más grande de X contenido en
A.

1.10 Lema. Sean X un espacio topológico y A ⊂ X, entonces A es
abierto en X si y sólo si int(A) = A.

Demostración.
⇒] Supongamos que A es abierto en X, notemos que A ⊂ A, se tiene
que A ⊂

⋃
{G ⊂ X : G ∈ τ y G ⊂ A}, por lo que A ⊂ int(A).

Por otro lado sea p ∈ int(A) entonces existe G ⊂ X tal que G ∈ τ y
p ∈ G ⊂ A, de esta manera, p ∈ A. Aśı, int(A) ⊂ A.
⇐] Ahora supongamos que int(A) = A, notemos que int(A) es un
conjunto abierto en X pues es la unión arbitraria de conjuntos abiertos
en X. Aśı, int(A) es abierto en X, pero int(A) = A. Por lo que A es
abierto en X.

1.11 Lema. Sea X un espacio topológico y A ⊂ X, entonces int(A) =

X \X \ A.
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Demostración. Se tiene que X \X \ A = X \
⋂
{F ⊂ X : X \F ∈ τ y

A ⊂ F} =
⋃
X \ {F ⊂ X : X \ F ∈ τ y A ⊂ F} =

⋃
{F ⊂ X : F ∈

τ y F ⊂ A} = int(A).

El concepto de interior puede generalizarse al siguiente concepto.
Dado un punto x ∈ X, una vecindad de x ∈ X la entenderemos
como cualquier subconjunto U ⊂ X para el cual existe V ∈ τ , tal que
x ∈ V ⊂ U .
Note que si U ⊂ X, U es una vecindad de x en X si y sólo si x ∈ int(U),
aśı que cualquier conjunto abierto y no vaćıo en X es una vecindad de
cada uno de sus puntos.

Definiremos otros conceptos relacionados con conjuntos abiertos y
conjuntos cerrados de un espacio topológico (X, τ).

1.12 Definición. Sea X un espacio topológico y A ⊂ X, se define la
frontera de A como el conjunto

Fr(A) = A ∩X \ A.

De la definición se puede observar que x ∈ Fr(A) si y sólo si para
todo U ∈ τ tal que x ∈ U se cumple que U ∩ A 6= ∅ 6= (X \ A) ∩ U .

Nuestra experiencia con conjuntos abiertos y cerrados en R y R2,
pueden llevarnos a cometer un error cuando consideramos espacios más
generales. Por ejemplo, en los espacios R y R2 con su topoloǵıa usual,
es fácil demostrar que los conjuntos unipuntulales son cerrados. Sin em-
bargo, este hecho no es cierto cuando se consideran espacios topológicos
arbitrarios. Por ejemplo, si A = {a, b, c} y consideramos la topoloǵıa
para A definida por

τA = {∅, {b} , {b, c} , {a, b} , {a, b, c}} ,

el conjunto unipuntual {b} no es cerrado, pues {a, c} no es abierto. Las
topoloǵıas en las que los conjuntos unipuntuales no son cerrados, son
consideradas por muchos matemáticos como algo extraño. Por lo tanto,
con frecuencia se imponen condiciones adicionales que eviten ejemplos
como este, llevando a la clase de espacios bajo consideración más cer-
ca de aquellos en donde se aplica nuestra intuición geométrica, dichas
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condiciones son conocidas como axiomas de separación y fueron su-
geridas en un principio por el matemático Félix Hausdorff.

Los axiomas de separación que se usarán en el presente trabajo son
los siguientes.

Sea (X, τ) un espacio topológico, se dice que X es un espacio to-
pológico:

1. T0 si para cualesquiera par de puntos distintos x y y de X, existe
un conjunto abierto U ⊂ X, que contiene a uno de ellos pero no
al otro;

2. T1 si para cualesquiera par de puntos distintos x y y de X, exiten
abiertos U y V de X tales que x ∈ U y y ∈ V y además y /∈ U y
x /∈ V ;

3. T2 (también llamado de Hausdorff) si para cualesquiera par de
puntos distintos x y y de X existen abiertos U y V de X tales
que x ∈ U , y ∈ V y U ∩ V = ∅;

4. T3 (también llamado regular) si X es T1 y para todo x ∈ X y
cada cerrado F ⊂ X \ {x} existen U y V abiertos de X tales que
x ∈ U , F ⊂ V y U ∩ V = ∅;

5. T3 1
2

(también llamado espacio de Tychonoff) si X es T1 y para

todo x ∈ X y para cualquier cerrado C contenido en X \ {x},
existe una función continua f : X → [0, 1] tal que f(x) = 0 y
f(C) ⊂ {1};

6. T4 (también llamado normal) si X es T1 y para cualesquiera dos
cerrados ajenos A,B ⊂ X existen dos abiertos ajenos U, V en X
tales que A ⊂ U y B ⊂ V ;

7. T5 si X es T1 y para cualesquiera A,B subconjuntos de X con
(A ∩B) ∪ (A ∩B) = ∅, existen conjuntos abiertos ajenos U y V ,
en X tales que A ⊂ U y B ⊂ V . A este espacio también se le
conoce como espacio hereditariamente normal.

8. T6 (también llamado espacio perfectamente normal) si X es
T4 y para todo cerrado F de X, se cumple que F es un conjunto
Gδ de X; es decir, para cada n ∈ N existe Gn ∈ τ de tal manera
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que F =
⋂
{Gn : n ∈ N}.

Los siguientes conceptos serán utilizados en esta tesis, propieda-
des acerca de ellos pueden consultarse en textos clásicos de la
topoloǵıa.

Un subconjunto A de X se dice que es:

denso si A = X, equivalentemente, si para cada U ∈ τ con U 6= ∅,
se tiene que U ∩ A 6= ∅;

frontera si X \ A es denso;

denso en śı mismo si para todo p ∈ A y para cualquier U ∈ τ
tal que p ∈ U se cumple que U \ {p} ∩ A 6= ∅.

Un punto p ∈ A es llamado un punto aislado de A si {p} ∈ τ .
De esta manera, un conjunto es denso en śı mismo, si y sólo si no

tiene puntos aislados.
El espacio X se dice que es separable si existe un conjunto nume-

rable A ⊂ X que es denso en X.
Se dice que X es conexo si no se puede descomponer como la unión

de dos subconjuntos cerrados no vaćıos y disjuntos. En caso contrario
se dice que el espacio es disconexo.

Si x ∈ X, se define la componente de x en X como la unión de
todos los subconjuntos conexos de X que contienen a x.

Una colección A de subconjuntos de X es una cubierta de X, si

X =
⋃
A. Si además A ⊂ τ , decimos que A es una cubierta abierta

de X. Si A es una cubierta de X, diremos que una familia A1 ⊂ A,
es una subcubierta de A, si A1 es una cubierta de X. Diremos que
X es compacto si dada cualquier cubierta abierta C de X, existe una
subcubierta C1 de C de tal manera que C1 es un conjunto finito.

1.13 Definición. Sean X un espacio topológico y A una familia de
subconjuntos de X. Se dice que A tiene la propiedad de intersec-
ción finita (p.i.f.) si para cada subconjunto finito F ⊂ A se tiene que⋂
A∈F

A 6= ∅.
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1.14 Teorema. Un espacio X es compacto si y sólo si para cualquier
familia A de subconjuntos cerrados en X tal que A tiene la p.i.f.,
entonces

⋂
A 6= ∅.

Demostración.
⇒] Supongamos que X es compacto. Sea A una familia de subconjun-
tos cerrados en X tal que A tiene la p.i.f. Supongamos que

⋂
A = ∅.

Nótese que X = X \
⋂
A∈A

A =
⋃
A∈A

X \A, por lo que {X \A : A ∈ A }

es una cubierta abierta para X. Como X es compacto, se tiene que

existen A1, A2, · · · , An ∈ A tales que X =
n⋃
i=1

X \ Ai.

Notemos que X =
n⋃
i=1

X \ Ai = X \
n⋂
i=1

Ai esto implica que
n⋂
i=1

Ai = ∅,

lo que contradice el hecho de que A tiene la p.i.f.
⇐] Supongamos que X no es compacto, por lo que cualquier cubierta
abierta para X no tiene ninguna subcubierta abierta finita para X.
Sea {Cα : α ∈ I} una cubierta abierta para X, se tiene entonces que
C = {X \ Cα : α ∈ I} es una familia de subconjuntos cerrados en X.
Sea {X \ Ci : i ∈ {1, · · · , n}} una subcolección finita de la familia C .

Nótese que
n⋂
i=1

X \ Ci = X \
n⋃
i=1

Ci 6= ∅ ya que X no es compacto, es

decir,
n⋂
i=1

X \ Ci 6= ∅, por lo que C tiene la p.i.f., aśı, por hipótesis,⋂
C 6= ∅.

Por otra parte,
⋂

C =
⋂
α∈I

X \ Cα = X \
⋃
α∈I

Cα = X \
⋃

C = ∅, ya

que C es una cubierta abierta para X, aśı,
⋂

C = ∅, lo cual es una
contradicción.
Por lo tanto, X es compacto.

Dada una sucesión de subconjuntos {An}∞n=1 de X, definimos el
ĺımite superior, ĺımite inferior y ĺımite, respectivamente, de la
sucesión {An}∞n=1, denotados por ĺım supAn, ĺım inf An y ĺımAn, res-
pectivamente, de la siguiente forma:

1. ĺım supAn = {x ∈ X : para todo abierto U en X, tal que x ∈ U ,
existe un conjunto infinito J ⊂ N tal que para cada n ∈ J ,
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U ∩ An 6= ∅}.

2. ĺım inf An = {x ∈ X : para todo abierto U en X, tal que x ∈ U ,
existe N ∈ N tal que para todo n ≥ N,U ∩ An 6= ∅}

3. Decimos que un subconjunto A de X es el ĺımite de la sucesión
{An}∞n=1 y escribimos ĺımAn = A si se cumple que

ĺım inf An = A = ĺım supAn.

De las definiciones anteriores se deducen las siguientes proposicio-
nes.

1.15 Proposición. Sea {An}∞n=1 una sucesión de conjuntos en un es-
pacio métrico, X, y x ∈ X. Entonces:

a) x ∈ ĺım inf An si y sólo si existe una sucesión {xn}∞n=1 tal que para
todo n ∈ N se cumple que xn ∈ An y ĺımxn = x.

b) x ∈ ĺım supAn si y sólo si existen {nk}∞k=1 y {xnk}∞k=1 sucesiones
tales que para todo k ∈ N y para todo xnk ∈ Ank se cumple que
ĺım xnk = x.

Demostración.

a) ⇒] Sea x ∈ ĺım inf An. Para cada n ∈ N, definimos αn = ı́nf{ρ(x, a) :
a ∈ An}.
Veamos que ĺımαn = 0.
Para hacer esto supongamos que ĺımαn 6= 0, es decir, supongamos
que existe ε > 0 tal que para cada k ∈ N existe nk ∈ N tal que
nk > k y αnk ≥ ε. Entonces se determina una sucesión {nk}∞k=1

en N tal que αnk ≥ ε, para todo k ∈ N.
Notemos que Bε(x)∩Ank = ∅, para todo k ∈ N. En otro caso exis-
te j ∈ N y un punto y ∈ Bε(x)∩Anj , se tiene que αnj ≤ ρ(x, y) < ε
lo cual es una contradicción.
Se sigue que x /∈ ĺım inf An, esto también es una contradicción.
Esto prueba que ĺımαn = 0.
Ahora, por la definición de αn, podemos fijar un punto xn ∈ An
tal que ρ(x, xn) < αn + 1

n
.

Por lo que {xn}∞n=1 es una sucesión tal que xn ∈ An, para cada
n ∈ N. Veamos que ĺımxn = x.

11



Sea ε > 0. Fijemos N ∈ N tal que 1
N
< ε

2
y para todo n ≥ N ,

αn <
ε
2
.

Se sigue que ρ(x, xn) < αn + 1
n
< ε

2
+ ε

2
= ε.

Por lo tanto, ĺımxn = x.
⇐] Por hipótesis existe una sucesión {xn}∞n=1 tal que para todo
n ∈ N se cumple que xn ∈ An y ĺımxn = x. Entonces, para cada
U vecindad de x existe N ∈ N tal que para todo n ∈ N, si n ≥ N ,
entonces xn ∈ U , entonces existe N ∈ N tal que U ∩An 6= ∅, para
cada n ≥ N .
Esto implica que x ∈ ĺım inf An.

b) ⇒] Por hipótesis, para cada k ∈ N, el conjunto Jk definido por
Jk = {n ∈ N : B 1

k
(x) ∩ An 6= ∅} es infinito. Para cada k ∈ N

fijemos un elemento nk ∈ Jk y fijemos un punto xnk ∈ B 1
k
(x) ∩

Ank . Se tiene que las sucesiones {nk}∞k=1 y {xnk}∞k=1 satisfacen la
conclusión, ya que ρ(x, xnk) <

1
k

y ĺımxnk = x.
⇐] Sea U una vencidad de x. Sea ε > 0 tal que Bε(x) ⊂ U .
Como ĺımxnk = x, existe K ∈ N tal que para todo k ≥ K,
ρ(x, xnk) < ε, es decir, xnk ∈ Bε(x). Se sigue que, para todo
k ≥ K, xnk ∈ U∩Ank , luego el conjunto J = {n ∈ N : U∩An 6= ∅}
es infinito.
Esto implica que x ∈ ĺım supAn.

1.16 Observación.

1) ĺım inf An ⊂ ĺım supAn;

2) Si X es un espacio métrico y compacto, entonces ĺım supAn 6= ∅,
si An 6= ∅, para todo n ∈ N;

3) Si An ⊂ Bn, entonces ĺım supAn ⊂ ĺım supBn, para cada n ∈ N;

4) Si {Ank}∞k=1 es subsucesión de {An}∞n=1, entonces ĺım supAnk ⊂
ĺım supAn

1.17 Proposición. Para cada sucesión de conjuntos {An}∞n=1 en un
espacio X, se tiene que ĺım supAn y ĺım inf An son conjuntos cerrados
en X.
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Demostración. Por el Teorema 1.8 inciso a) tenemos que ĺım supAn ⊂
ĺım supAn. Resta probar que ĺım supAn ⊂ ĺım supAn.
Sean x ∈ ĺım supAn y U un abierto en X tales que x ∈ U , entonces
U ∩ ĺım supAn 6= ∅. Sea z ∈ U ∩ ĺım supAn, entonces existe un conjunto
infinito J ⊂ N tal que para cada n ∈ J, U∩An 6= ∅. Aśı, x ∈ ĺım supAn.
Por lo que, ĺım supAn = ĺım supAn
Por otro lado, por el Teorema 1.8 inciso a) se tiene que ĺım inf An ⊂
ĺım inf An. Resta porobar la otra inclusión.
Sea x ∈ ĺım inf An y U un abierto en X tal que x ∈ U , entonces
U ∩ ĺım inf An 6= ∅. Sea y ∈ U ∩ ĺım inf An, se tiene que existe N ∈ N
tal que para cada n ≥ N,U ∩ An 6= ∅. Se sigue que x ∈ ĺım inf An.
Aśı ĺım inf An ⊂ ĺım inf An.
Por lo tanto, ĺım supAn = ĺım supAn.
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Caṕıtulo 2

Funciones continuas

En el presente caṕıtulo estudiaremos el concepto de función conti-
nua, posteriormente introducimos los conceptos de funciones abiertas,
cerradas y homeomorfismos, veremos cómo están relacionados estos
conceptos. Para terminar, daremos la definición del conjunto de Can-
tor y demostraremos que todo espacio métrico compacto es imagen
continua de este conjunto.

En lo siguiente y cuando no exista confusión escribiremos sólo X,
en lugar de (X, τ) ó (X, ρ), para referirnos a un espacio topológico o
espacio métrico, respectivamente.

2.1 Definición. Sean X y Y espacios topológicos. Una función f :
X −→ Y es continua en un punto x0 ∈ X si para cada vecindad V
de f(x0) en Y existe una vecindad U de x0 en X tal que f(U) ⊂ V .
Una función f : X −→ Y es continua si es continua en cada punto
x0 ∈ X.

De la definición se sigue que f es continua en x0 si para cada V ∈ τY
existe U ∈ τX tal que x0 ∈ U , f(x0) ∈ V y f(U) ⊂ V .

Una o varias maneras para verificar la continuidad de una función
puede encontrarse en el siguiente teorema.

2.2 Teorema. Sean X y Y espacios topológicos y f : X −→ Y una
función, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) f es continua;
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b) para cada subconjunto abierto H de Y , f−1(H) es abierto en X;

c) para cada subconjunto cerrado K de Y , f−1(K) es cerrado en X;

d) para cada subconjunto A ⊂ X se cumple que f
(
A
)
⊂ f(A).

Demostración. a) ⇒ b) Sea H un subconjunto abierto de Y , entonces
para cada punto x ∈ f−1(H) el conjunto H es una vecindad de f(x),
por la continuidad de f existe V un vecindad abierta de x tal que
f(V ) ⊂ H; esto es, V ⊂ f−1(H), lo cual implica que f−1(H) es un
conjunto abierto.
b)⇒ c) Si K es cerrado en Y , entonces Y \K es abierto en Y , aśı que
f−1(Y \ K) es abierto en X por hipótesis. Dado que f−1(K) = X \
f−1(Y \K), obtenemos que f−1(K) es cerrado en X.
c) ⇒ d) Sea K cualquier conjunto cerrado de Y tal que f(A) ⊂ K.
Por hipótesis f−1(K) es un conjunto cerrado de X que contiene a A.
Entonces A ⊂ f−1(K), de aqúı que f(A) ⊂ K. Como esto es cierto
para cualquier conjunto cerrado K que contenga a f(A), concluimos

que f(A) ⊂ f(A).
d)⇒ a) Sean x ∈ X y V un abierto que contiene a f(x). Consideremos
A = X \ f−1(V ) y U = X \ A. Notemos que U es un abierto en X.
Afirmamos que x ∈ U . Supongamos por el contrario que x ∈ A, es
decir f(x) ∈ f(A). Dado que

f
(
A
)
⊂ f(A),

f(x) ∈ f(A). Observemos que

f(A) = f(X \ f−1(V )) ⊂ Y \ V ,

como Y \ V es cerrado, entonces Y \ V = Y \ V . Lo cual es una con-
tradicción al hecho que f(x) ∈ V . Por lo tanto f(U) ⊂ V .

2.3 Teorema. Sean X un conjunto y τ1, τ2 dos topoloǵıas para X.
τ1 ⊂ τ2 si y sólo si IdX : (X, τ2) −→ (X, τ1) es una función continua.

Demostración.
⇒] Sea IdX : (X, τ2) −→ (X, τ1). Veamos que IdX es continua.
Sea U ∈ τ1, entonces Id−1x (U) = U ∈ τ2, ya que τ1 ⊂ τ2.
Por lo que Id−1X (U) ∈ τ2. Por lo tanto, IdX es continua.
⇐] Supongamos que IdX : (X, τ2) −→ (X, τ1) es continua, entonces
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para cada V ∈ τ1 se tiene que Id−1X (V ) ∈ τ2, pero Id−1X (V ) = V , es
decir, para cada V ∈ τ1 se tiene que V ∈ τ2.
Por lo tanto, τ1 ⊂ τ2.

2.4 Teorema. Sean X y Y espacios topológicos, f : X −→ Y una
función y ζ una cubierta abierta (finita cerrada) de X. Si la función

f |A : A −→ Y

es continua para cada A ∈ ζ, entonces f es continua.

Demostración. Supongamos que ζ es una cubierta abierta de X. To-
memos a V un conjunto abierto de Y . Notemos que

f−1(V ) = X ∩ f−1(V )

=
(⋃
{A ⊂ X : A ∈ ζ}

)
∩ f−1(V )

=
⋃{

A ∩ f−1(V ) ⊂ X : A ∈ ζ
}

=
⋃{

(f |A )−1 (V ) : A ∈ ζ
}

Dado que (f |A )−1 (V ) es abierto en X para cada A ∈ ζ, el conjunto
f−1(V ) es abierto, pues es unión de abiertos. De aqúı que, por el Teo-
rema 2.2, f es continua.
Si consideramos a ζ una cubierta finita de cerrados de X, entonces la
demostración es análoga, ya que la unión finita de cerrados es cerrada,
aśı que la imagen inversa de cerrados en Y es un cerrado en X, por el
Teorema 2.2, f seŕıa continua.

2.5 Definición. Una propiedad P definida para espacios topológicos
es un invariante continuo si se tiene que f : X −→ Y es una fun-
ción continua y suprayectiva y X cumple la propiedad P , entonces Y
satisface P .

2.6 Teorema. Las siguientes propiedades son invariantes continuos:

a) separabilidad;

b) compacidad;

c) conexidad.
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Demostración. Sea f : X −→ Y una función continua y suprayectiva
entre espacios X y Y .

a) Si X es separable, existe A ⊂ A = X con la condición que |A| =
ℵ0. Entonces B = f(A) ⊂ Y y

Y = f(X) = f(A) ⊂ f(A) = B ⊂ Y,

es decir B = Y . Más aún |B| = |f(A)| 6 |A| 6 ℵ0. Con lo cual
concluimos que Y es separable.

b) Supongamos que X es compacto. Sea C = {Ai : i ∈ I} una
cubierta abierta de Y , por el Teorema 2.2 la familia {f−1(Ai) : i ∈
I} es una cubierta abierta de X. Por la compacidad de X existe
una subcubierta finita de X, digamos {f−1(Ai0), ..., f−1(Aik)}; es
decir X =

⋃
{f−1(Aij) : j ∈ {0, ..., k}}, por lo tanto

Y = f(X) = f(
⋃
{f−1(Aij) : j ∈ {0, ..., k}})

=
⋃
{f(f−1(Aij) : j ∈ {0, ..., k}}

=
⋃
{Aij : j ∈ {0, ..., k}}.

Aśı que Y es compacto.

c) Supongamos que X es conexo y que Y no lo es, entonces existen
dos cerrados, ajenos y no vaćıos A y B de Y tales que Y = A∪B.
Notemos que

X = f−1(Y ) = f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B).

Por el Teorema 2.2, f−1(A) y f−1(B) son cerrados, no vacios y
disjuntos, lo cual contradice la conexidad de X. Por lo tanto, si
X es conexo entonces Y lo es.

Uno de los más importantes tipos de funciones continuas es la cla-
se de los homeomorfismos. Una función f : X −→ Y entre espacios
topológicos, es llamada un homeomorfismo si:

1. f es continua;
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2. f es biyectiva;

3. f−1 es continua.

Una función continua f : X −→ Y es llamada encaje, si considerando
a la función f sobre su imagen, f : X −→ f(X) ⊂ Y es un homeomor-
fismo.
Otros dos tipos de funciones especiales son las llamadas abiertas y
cerradas. Una función f : X −→ Y se dice que es abierta (cerrada)
si para cada conjunto abierto (cerrado) A ⊂ X, el conjunto f(A) es
abierto (cerrado) en Y .
Nótese que las funciones abiertas (cerradas) no necesariamente son con-
tinuas. Para esto, veamos el siguiente ejemplo.

2.7 Ejemplo. Consideremos IdR : (R, τi) −→ (R, τd), donde τi y τd
son las topoloǵıas indiscreta y discreta, respectivamente, sobre R.
Sea A ∈ τi, entonces A = ∅ o A = R.
Si A = ∅, entonces IdR(A) = ∅ ∈ τd.
Si A = R, entonces IdR(A) = R ∈ τd.
Por lo que IdR es una función abierta, pero no es continua, ya que si
p ∈ R, entonces {p} ∈ τd. Luego Id−1R ({p}) = {p}, pero ∅ 6= {p} 6= R,
por lo que {p} /∈ τi.
Aśı IdR no es continua.

También hay funciones que son abiertas, pero no cerradas, cerradas,
pero no abiertas y funciones que no son ni abiertas ni cerradas. Veamos
algunos ejemplos de ellas.

2.8 Ejemplo. Cualquier función biyectiva f : N −→ Q no es abierta
ni cerrada. Sea f : N −→ Q cualquier biyección, entonces:

f es continua pues (N, τN) es un espacio discreto.

f no es abierta pues {1} ∈ τN, sea x = f(1) ∈ Q, aśı f({1}) = {x}.
Observemos que {x} no es abierto en Q. Por lo que f no es abierta.

Además f no es cerrada, en otro caso f seŕıa un homeomorfismo
y por tanto abierta.

2.9 Ejemplo. La proyección p : R2 → R definida por p((x, y)) = x es
abierta, pero no cerrada. Sabemos por ejemplo que la hipérbola

H = {(x, y) ∈ R2 : xy = 1}
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es un conjunto cerrado en R2, mientras que p(H) = R \ {0} no es
cerrado en R.

2.10 Ejemplo. Sea f : I −→ I la función definida por:

f(x) =



3x

2
, si x ∈

[
0, 1

3

]
;

1

2
, si x ∈

[
1
3
, 2
3

]
;

3x− 1

2
, si x ∈

[
2
3
, 1
]
.

es cerrada, pero no abierta.
Notemos que f no es abierta. Sea A = (1

3
, 2
3
) abierto en I. Se tiene que

f(A) = f((1
3
, 2
3
)) = {1

2
} que no es abierto en I.

Para ver que f es cerrada, usaremos el siguiente teorema.

2.11 Teorema. Sea f : X −→ Y una función continua entre espacios
topológicos. Si existe una familia finita de conjuntos cerrados en X,

C = {C1, C2, ..., Cn} tal que X =
n⋃
i=1

Ci y si f|Ci : Ci −→ Y es cerrada

para cada i ∈ {1, 2, ..., n}, entonces f es cerrada.

Demostración. Sea C = {C1, C2, ..., Cn} una familia de conjuntos ce-

rrados en X tal que X =
n⋃
i=1

Ci y f|Ci : Ci −→ Y cerrada para cada

i ∈ {1, 2, ..., n}.
Sea U un conjunto cerrado en X, nótese que f(U) = f(X

⋂
U) =

f((
n⋃
i=1

Ci)
⋂

U) = f(
n⋃
i=1

(Ci
⋂

U)) =
n⋃
i=1

f(Ci
⋂

U) =
n⋃
i=1

f|Ci (U).

Dado que f|Ci es cerrada para cada i ∈ {1, 2, ..., n} entonces f|Ci (U) es

cerrado en Y para cada i ∈ {1, 2, ..., n}. Aśı f(U) es cerrado en Y pues
es la unión finita de conjuntos cerrado en Y .
Por lo tanto f es cerrada.

Usando el Teorema 2.11 es fácil ver que f , definida como en el
Ejemplo 2.10, es cerrada.
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2.12 Teorema. Sea f : X −→ Y función biyectiva, entonces las si-
guientes proposiciones son equivalentes:

1) f es un homeomorfismo;

2) f es continua y abierta;

3) f es continua y cerrada.

Demostración. f es homeomorfismo si y sólo si f es continua, biyectiva
y f−1 es continua, si y sólo si para todo U ⊂ X abierto en X, f(U) =
(f−1)−1(U) es abierto en Y , si y sólo si f es abierta.
Por lo tanto 1) es equivalente a 2).
2) ⇒ 3) Sea F cerrado en X, Y \ f(F ) = f(X) \ f(F ) = f(X \ F ).
Como F es cerrado en X, entonces X \ F es abierto en X.
Como f es abierta, entonces f(X \ F ) es abierto en Y . Por lo tanto
Y \ f(F ) es abierto en Y , por lo que f(F ) es cerrado en Y . Aśı, f es
cerrada.
3) ⇒ 2) Sea G abierto en X, Y \ f(G) = f(X) \ f(G) = f(X \ G).
Como G es abierto en X, entonces X \G es cerrado en X.
Como f es cerrada, entonces f(X \ G) es cerrado en Y . Por lo tanto
Y \ f(G) es cerrado en Y , luego f(G) es abierto en Y . Por lo tanto, f
es abierta.

2.13 Proposición. Sea X un espacio topológico compacto y A ⊂ X
cerrado, entonces A también es compacto.

Demostración. Sea {Ui}i∈I una cubierta abierta de A, notemos que

X = A∪ (X \A) = (
⋃
i∈I

Ui)
⋃

(X \A). Como X \A es abierto, entonces

{Ui}i∈I unido con X \ A es una cubierta abierta de X, pero X es
compacto, entonces existen i1, i2, ..., in tales que X = A ∪ (X \ A) =

(
n⋃
j=1

Uij)
⋃

(X \ A).

Aśı A =
n⋃
j=1

Uij , por lo tanto es compacto.

2.14 Proposición. Sea X un espacio topológico T2 y A ⊂ X compac-
to, entonces A es cerrado.

21



Demostración. Sea A ⊂ X compacto. Probaremos que X \A es abier-
to, luego A será cerrado.
Sea x0 un punto de X \ A. Vamos a demostrar que existe una vecin-
dad de x0 que no intersecta a A. Para cada punto a de A, elijamos
vecindades disjuntas Ua y Va de los puntos x0 y a, respectivamente. La
colección {Va|a ∈ A} es una cubierta de A por abiertos de X; como A

es compacto, entonces existen Va1 , Va2 , ..., Van tales que A =
n⋃
i=1

Vai . El

conjunto abierto

V = Va1
⋃
· · ·
⋃

Van

contiene a A, y es disjunto del abierto

U = Ua1
⋂
· · ·
⋂

Uan

que se forma al tomar la intersección de las correspondientes vecindades
de x0. Por lo tanto, U es una vecindad de x0 que no intersecta a A.

2.15 Teorema. Si f : X −→ Y es una función continua de un espacio
compacto X sobre un espacio de Hausdorff Y , entonces f es cerrada.

Demostración. Sea F un cerrado en X, por la Proposición 2.13 F es
compacto, luego, como f es continua, por el Teorema 2.6 f(F ) es un
subconjunto compacto de Y y dado que Y es Hausdorff, por la Pro-
posición 2.14 f(F ) es un subconjunto cerrado en Y . Por lo tanto, f es
una función cerrada.

2.16 Corolario. Si f : X −→ Y es una función continua y biyectiva,
donde X es un espacio compacto y Y es un espacio de Hausdorff,
entonces f es un homeomorfismo.

Demostración. Por el Teorema 2.15, f es cerrada y por hipótesis f es
continua, aśı, por el Teorema 2.12 f es un homeomorfismo.

2.17 Proposición. Sean X un espacio topológico, {zn}∞n=1 una su-
cesión en X y z ∈ X. Entonces ĺım

n→∞
zn = z si y sólo si para cada

subsucesión {znk}∞k=1 de {zn}∞n=1 existe una subsucesión {znkj }
∞
j=1 tal

que ĺım
j→∞

znkj = z.
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Demostración. ⇒] Sea {znk}∞k=1 una subsucesión de la sucesión {zn}∞n=1

y sea U un abierto en X tal que z ∈ U . Por hipótesis existe N ∈ N tal
que ∀n ≥ N , zn ∈ U . Fijemos K ∈ N tal que nK ≥ N . Se tiene que
∀k ≥ K, nk ≥ nK y más aún, nk ≥ N , por lo cual znk ∈ U , es decir,
∀k ≥ K, znk ∈ U .
Esto prueba que ĺım

k→∞
znk = z

Similarmente, para cada subsucesión {znkj }
∞
j=1 de la sucesión {znk}∞k=1,

se tiene que ĺım
j→∞

znkj = z.

⇐]Supongamos, por el contrario, que {zn}∞n=1 no converge a z, entonces
existe U abierto en X que contiene a z tal que para todo k ∈ N existe
nk ∈ N tal que nk ≥ k y znk /∈ U .
Tomando a los znk anteriores, tenemos que {znk}∞k=1 es una subsucesión
de la sucesión {zn} y esta subsucesión no tiene alguna subsucesión
que converja a z, ya que en caso contrario, si existe {znkj }

∞
j=1 tal que

ĺım
j→∞

znkj = z, entonces para U abierto en X, existe N ∈ N tal que

para todo j ∈ N si j ≥ N entonces znkj ∈ U , pero los znkj son algún

znk de la sucesión construida para la cual znk /∈ U , esto nos da una
contradicción, por lo que la subsucesión {znk}∞k=1 no tiene subsucesión
convergente a z, contradiciendo la hipótesis inicial.
Por lo tanto ĺım

n→∞
zn = z.

2.18 Teorema. Si f : X −→ Y es una función continua entre espacios
topológicos, entonces para todo x ∈ X y para toda sucesión {xn}∞n=1

en X tal que ĺım
n→∞

xn = x se tiene que ĺım
n→∞

f(xn) = f(x). Además, si

X y Y son espacios métricos, entonces el rećıproco también es cierto.

Demostración. Sea x ∈ X y una sucesión {xn}∞n=1 en X que converge
a x.
Mostraremos que la sucesión {f(xn)}∞n=1 converge a f(x).
Sea U un abierto en Y que contiene a f(x). Como f es una función
continua y U es abierto Y , se tiene que f−1(U) es abierto en X y es
tal que x ∈ f−1(U), pues f(x) ∈ U .
Dado que {xn}∞n=1 converge a x, entonces existe N ∈ N tal que si
n ≥ N , entonces xn ∈ f−1(U). De donde se implica que si n ≥ N ,
entonces f(xn) ∈ U . Con lo cual se concluye que {f(xn)}∞n=1 converge
a f(x).
Ahora supongamos que X y Y son espacios métricos.
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Sea un subconjunto A de X. Probaremos que f(A) ⊂ f(A) (véase el
Teorema 2.2).
Fijemos un punto y ∈ f(A). Sea x ∈ A tal que f(x) = y. Como X es un
espacio métrico, se tiene que existe {xn}∞n=1 en A tal que {f(xn)}∞n=1 es
una sucesión en f(A). Por hipótesis, ĺım

n→∞
f(xn) = f(x), se sigue que,

f(x) ∈ f(A), es decir, y ∈ f(A). Aśı f(A) ⊂ f(A).
Por lo tanto, f es una función continua.

2.19 Teorema. Si f : X −→ Y es una función suprayectiva entre
espacios métricos compactos, entonces f es continua si y sólo si para
cada punto y ∈ Y y para cada sucesión {yn}∞n=1 de puntos en Y se
cumple que ĺım

n→∞
yn = y implica que ĺım sup f−1(yn) ⊂ f−1(y).

Demostración. ⇒] Supongamos que f es continua y que ĺım
n→∞

yn = y.

Fijemos un punto x ∈ ĺım sup f−1(yn), por la Proposición 1.15 existe
una sucesión {nk}∞k=1 en N y una sucesión de puntos en X, {xnk}∞k=1

tales que para cada k ∈ N, xnk ∈ f−1(ynk) y ĺım
k→∞

xnk = x.

Observemos que f(xnk) = ynk para cada k ∈ N y además ĺım
k→∞

f(xnk) =

f(x), ésto último se tiene porque f es continua, se sigue que ĺım
k→∞

ynk =

f(x). Por otra parte, como ĺım
n→∞

yn = y se tiene que ĺım
k→∞

ynk = y. En

consecuencia, f(x) = y, luego x ∈ f−1(y).

Ésto prueba que lim sup f−1(yn) ⊂ f−1(y).
⇐] Supongamos que f no es continua, entonces existe x ∈ X y existe
una sucesión {xn}∞n=1 en X tales que ĺım

n→∞
xn = x y ĺım

n→∞
f(xn) 6= f(x).

Luego existe una subsucesión {f(xnk)}∞k=1 de la sucesión {f(xn)}∞n=1 tal
que ninguna de sus subsucesiones converge al punto f(x) (véase la Pro-
posición 2.17). Por otra parte, como Y es métrico y compacto, sabemos
que {f(xnk)}∞k=1 tiene una subsucesión convergente, es decir, existe un
punto y ∈ Y y una subsucesión {f(xnkj )}

∞
j=1 tal que ĺım

j→∞
f(xnkj ) = y.

Notemos que y 6= f(x).
Denotemos yj = f(xnkj ) para cada j ∈ N. Aśı {yj}∞j=1 es una sucesión

en Y y ĺım
j→∞

yj 6= f(x). Nótese que xnkj ∈ f−1(yj) para cada j ∈ N

y ĺım
j→∞

xnkj = x, por ésto x ∈ lim supf−1(yj). Por hipótesis, lim sup

f−1(yj) ⊂ f−1(y). Aśı, x ∈ f−1(y), es decir, f(x) = y, lo cual es una
contradicción.
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Esta contradicción implica que f es continua.

2.20 Proposición. Si X es un espacio topológico compacto y de Haus-
dorff entonces X es normal.

Demostración. Sean A y B cerrados y disjuntos en X, como X es com-
pacto entonces A y B son compactos.
Dado a ∈ A elijamos conjuntos abiertos y disjuntos Ua y Va que con-

tengan a {a} y B respectivamente, entonces A ⊂
⋃
a∈A

Ua, es decir,

{Ua|a ∈ A} es una cubierta abierta de A. Como A es compacto en-

tonces existen a1, a2, ..., an ∈ X tales que A ⊂
n⋃
i=1

Uai , luego, basta

considerar U =
n⋃
i=1

Uai , además definamos V =
n⋂
i=1

Vai .

Se tiene que B ⊂ V y A ⊂ U , además

U ∩ V = (
n⋃
i=1

Uai) ∩ (
n⋂
i=1

Vai) =
n⋃
i=1

(Uai ∩ (
n⋂
i=1

Vai)) = ∅

Por lo tanto X es normal.

2.21 Proposición. Si X es un espacio métrico compacto entonces es
separable.

Demostración. Para cada n ∈ N, {B 1
n
(x)}x∈X es una cubierta abier-

ta para X, por tanto existen x1
n, x2

n, ..., xmn
n ∈ X tales que X ⊂

mn⋃
i=1

B 1
n
(xi

n)

Sea An = {x1n, x2n, ..., xmnn} y definamos D =
∞⋃
n=1

An. Nótese que D

es numerable.
Mostraremos que D = X. Basta mostrar que X ⊂ D
Sean x ∈ X y U un conjunto abierto tal que x ∈ U . Sea ε > 0 tal
que Bε(x) ⊂ U . Para ε > 0 existe n ∈ N tal que 1

n
< ε. Aśı, existe

i ∈ {1, 2, ...,mn} tal que x ∈ B 1
n
(xi

n). Por lo que xi
n ∈ Bε(x) ⊂ U ,

entonces U ∩D 6= ∅.

2.22 Proposición. Si X es un espacio métrico separable entonces X
es segundo numerable.
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Demostración. Sea D ⊂ X un conjunto denso y numerable. Para cada
n ∈ N sea Bn = {B 1

n
(x) : x ∈ D}. De esta manera Bn es una familia

numerable. Consideremos β =
⋃
n∈N

Bn.

Afirmamos que β es base para X.
Sea x ∈ X y U abierto tal que x ∈ U . Sea n ∈ N tal que B 1

n
(x) ⊂ U .

Tomemos d ∈ D
⋂
B 1

2n
(x).

Por demostrar que x ∈ B 1
2n

(d) ⊂ U .

Sea y ∈ B 1
2n

(d), entonces ρ(y, x) ≤ ρ(y, d) + ρ(d, x) < 1
2n

+ 1
2n

= 1
n
.

Por lo que y ∈ B 1
n
(x). Aśı B 1

2n
(d) ⊂ B 1

n
(x) ⊂ U .

Por lo tanto x ∈ B 1
2n

(d) ⊂ U .

2.23 Lema. Si X es un espacio T1 y para cada subconjunto F ⊂ X
y cada abierto W ⊂ X con F ⊂ W existe una sucesión de abiertos

W1,W2, ... tales que F ⊂
∞⋃
i=1

Wi y Wi ⊂ W , ∀i ∈ N, entonces X es

normal.

Demostración. Sean A y B conjuntos cerrados y ajenos en X. Por
hipótesis, tomando a F = A y W = X \ B existen conjuntos abiertos

W1,W2, ... tales que A ⊂
∞⋃
i=1

Wi y Wi ∩B = ∅, ∀i ∈ N.

De forma similar, existen conjuntos abiertos V1, V2, ... tales que B ⊂
∞⋃
i=1

Vi y Vi ∩ A = ∅.

Para cada i ∈ N, sean Gi = Wi \
i⋃

j=1

Vj =
i⋂

j=1

(Wi \ Vj) y

Hi = Vi \
i⋃

j=1

Wj =
i⋂

j=1

(Vi \Wj).

Notemos que Gi, Hi son conjuntos abiertos para cada i ∈ N. Además

A ⊂
∞⋃
i=1

Gi = U , pues si a ∈ A, entonces existe i ∈ N tal que a ∈ Wi y

Vj ∩ A = ∅ si j ≤ i; de este modo, a ∈ Wi \
i⋃

j=1

Vj = Gi.
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También B ⊂
∞⋃
i=1

Hi = V.

Para terminar, basta mostrar que U ∩ V = ∅. Sean i, j ∈ N. Si j ≤ i,

entonces Gi = Wi\
i⋃
l=1

Vl ⊂ Wi\Vj y Hj = Vj\
j⋃

k=1

Wk ⊂ Vj, aśı Gi∩Hi =

∅.

Si i ≤ j, entonces Hj = Vj \
j⋃
l=1

Wl ⊂ Vj \Wi y Gi = Wi \
i⋃

k=1

Vk ⊂ Wi,

aśı Hj ∩Gi = ∅.
Por lo tanto, para cada i, j ∈ N, Hi ∩Gj = ∅. Con lo cual se concluye
que U ∩ V = ∅.

2.24 Corolario. Si X es un espacio topológico regular y segundo nu-
merable, entonces X es normal.

Demostración. Sea F un conjunto cerrado enX y W un conjunto abier-
to en X tal que F ⊂ W . Sea β = {Bn : n ∈ N} una base numerable
para X.
Para cada x ∈ F , existe nx ∈ N tal que x ∈ Bnx ⊂ W , más aún, se pue-

de pedir que x ∈ Bnx ⊂ W , pues X es regular. Con esto, F ⊂
⋃
x∈F

Bnx

y Bnx ⊂ W .
Observemos que {Bnx : x ∈ F} ⊂ {Bn : n ∈ N}. Con esto, X cumple
las hipótesis del Lema 2.23. Por lo tanto, X es normal.

2.25 Definición. Sea {Xα}α∈I una familia de conjuntos. El producto

cartesiano
∏
α∈I

Xα es el conjunto de todas las funciones C : I −→
∏
α∈I

Xα,

donde para cada α ∈ I, C(α) ∈ Xα.

Un elemento C ∈
∏
α∈I

Xα, lo escribimos {xα}α∈I , para cada α ∈ I, xα ∈

Xα. Al elemento xβ le llamamos la β-ésima coordenada de {xα}α∈I .
Al conjunto Xβ le llamamos el β-ésimo factor de

∏
α∈I

Xα.

Para cada β ∈ I, definimos Πβ :
∏
α∈I

Xα −→ Xβ, dada por Πβ({xα}α∈I) =

xβ y le llamamos la β-ésima función proyección.
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Al espacio
∏
α∈I

Xα le asignamos la topoloǵıa producto, la cual no se

menciona aqúı, pues su estudio se escapa al objetivo de esta tesis, pero
puede ser consultado en el caṕıtulo 4 de [5].

2.26 Teorema. Sean {Xα}α∈I una familia de espacios topológicos,

f : X −→
∏
α∈I

Xα y para cada β ∈ I,Πβ :
∏
α∈I

Xα −→ Xβ. La función f

es continua si y sólo si, para todo β ∈ I,Πβ ◦f : X −→ Xβ es continua.

Demostración. ⇒] Supongamos que f es una función continua. Como
para todo β ∈ I,Πβ es una función continua, se sigue que para todo
β ∈ I,Πβ ◦ f es continua.

⇐] Sea V =
n⋂
i=1

Π−1αi (Ui) un básico canónico de
∏
α∈I

Xα, donde Ui es un

conjunto abierto en Xαi para i ∈ {1, 2, ..., n} ⊂ I, entonces

f−1(V ) = f−1(
n⋂
i=1

Π−1αi (Ui)) =
n⋂
i=1

(f−1(Παi
−1(Ui)) =

n⋂
i=1

(f−1◦Παi
−1)(Ui)

=
n⋂
i=1

(Παi ◦ f)−1(Ui).

Luego, como para cada β ∈ I,Πβ ◦ f es continua, en particular, para
cada i ∈ {1, 2, ..., n},Παi ◦ f es una función continua, se tiene que
(Παi ◦ f)−1(Ui) es un conjunto abierto en X. Como la intersección finita
de conjuntos abiertos en X es un conjunto abierto en X, se sigue que,
f−1(V ) es un conjunto abierto en X.
Por lo tanto, f es una función continua.

La demostración del siguiente teorema se puede encontrar en [5,
Teorema 4.1].

2.27 Teorema. (Lema de Urysohn) Sea X un espacio topológico. X
es normal si y sólo si, para cualesquiera dos conjuntos cerrados A y B
ajenos en X existe f : X −→ [0, 1] función continua tal que f(x) = 0
si x ∈ A y f(x) = 1 si x ∈ B.
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2.28 Teorema. Si {fα : α ∈ J} es una familia de funciones continuas
real valuadas en un espacio de Hausdorff X tal que para cada x0 ∈ X
y para cada conjunto abierto U en X con x0 ∈ U , existe α0 ∈ J tal
que fα0(x0) > 0 y fα0(X \U) ⊂ {0}, entonces la función F : X −→ RJ

definida por F (x) = (fα(x))α∈J para cada x ∈ X, es un encaje.

Demostración. Dadas las hipótesis, consideremos la función F definida
como se describe en el enunciado del teorema. Notemos que esta función
F es continua, ya que para cada β ∈ J, (Πβ ◦F )(x) = Πβ((fα(x))α∈J) =
fβ(x), es decir, (Πβ ◦ F )(x) = fβ(x), la cual es continua por hipótesis.
Aśı, por el Teorema 2.26, F es continua.
Por otra parte, es claro que F es inyectiva, porque si x1, x2 ∈ X con
x1 6= x2 entonces existe α0 ∈ J tal que fα0(x1) > 0 y fα0(x1) = 0,
aśı fα0(x1) 6= fα0(x1), por lo cual (fα(x1))α∈J 6= (fα(x2))α∈J , es decir,
F (x1) 6= F (x2).
Denotemos Y = F (X) ⊂ RJ . Tenemos que F : X −→ Y es una función
biyectiva y continua. Veamos que F de X en Y es una función abierta.
Fijemos un conjunto abierto U en X. Debemos demostrar que F (U)
es un conjunto abierto en Y , es decir, para cada z ∈ F (U) debemos
encontrar un conjunto abierto Vz en RJ tal que z ∈ V ∩ Y ⊂ F (U).
Fijemos un punto z0 ∈ F (U) y tomemos un punto x0 ∈ U tal que
F (x0) = z0. Por hipótesis existe α0 ∈ J tal que fα0(x0) > 0 y fα0(X \
U) ⊂ {0}. Denotemos V = Π−1α0

((0,∞)). Es claro que V es un conjunto
abierto en RJ .
Además, como F (x0) = (fα(x0))α∈J := z0, se tiene que
Πα0(z0) = Πα0((fα(x0))α∈J) = fα0(x0) ∈ (0,∞), por lo cual z0 ∈ V .
Aśı V ∩ Y es un conjunto abierto en Y y z0 ∈ V ∩ Y . Resta ver que
V ∩ Y ⊂ F (U). Para esto último, fijemos un punto z ∈ V ∩ Y . Como
Y = F (X) existe x ∈ X tal que F (x) = z. Se tiene que, (fα(x))α∈J =
z, por esto, Πα0(z) = Πα0((fα(x))α∈J) = fα0(x) y como z ∈ V =
Π−1α0

((0,∞)), se tiene que, Πα0(z) ∈ (0,∞). Se sigue que, fα0(x) > 0.
Luego, x /∈ X \ U pues fα0(X \ U) ⊂ {0}, es decir, x ∈ U . Como
F (x) = z, esto prueba que z ∈ F (U). Por lo tanto, V ∩ Y ⊂ F (U).
Esto demuestra que F (U) es un conjunto abierto en Y .
Con todo se tiene que, F : X −→ Y es un homeomorfismo, es decir F
es un encaje de X en RJ .

2.29 Teorema. El cubo de Hilbert Iℵ0 es metrizable.

Demostración. Consideremos la función D : Iℵ0 × Iℵ0 −→ R definida
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porD((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) =
∞∑
n=1

| xn − yn |
2n

, para todo par ((xn)∞n=1, (yn)∞n=1)

en Iℵ0 × Iℵ0 .

Veamos que D es una métrica en Iℵ0 . Sea Sm =
m∑
n=1

| xn − yn |
2n

, para

cada m ∈ N y recordemos que
∞∑
n=1

| xn − yn |
2n

= ĺım
m→∞

Sm.

(1) Veamos queD((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) ≥ 0, para cada ((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) ∈
Iℵ0 × Iℵ0 .
Como | xn − yn |≥ 0, se tiene que |xn−yn|

2n
≥ 0, luego Sm ≥ 0 para

cada m ∈ N. Por lo tanto, 0 ≤ ĺım
m→∞

Sm =
∞∑
n=1

| xn − yn |
2n

.

Aśı D((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) ≥ 0.

(2) Supongamos que D((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) = 0 y supongamos que
(xn)∞n=1 6= (yn)∞n=1, entonces para algún n0 ∈ N, | xn0 − yn0 |> 0 y
por tal, Sn0 > 0. Notemos que {Sm}∞m=1 es creciente, por lo que
ĺım
m→∞

Sm > 0, lo cual es una contradicción, pues ĺım
m→∞

Sm = 0. Por

lo tanto (xn)∞n=1 = (yn)∞n=1.
Por otro lado, supongamos que (xn)∞n=1 = (yn)∞n=1, entonces Sm =
0, de ah́ı que ĺım

m→∞
Sm = 0. Por lo tanto D((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) = 0

(3) Sean (xn)∞n=1, (yn)∞n=1 ∈ Iℵ0 × Iℵ0 y sean Sm =
m∑
n=1

| xn − yn |
2n

y

S ′m =
m∑
n=1

| yn − xn |
2n

.

Como Sm = S ′m para cada m ∈ N, se tiene que ĺım
m→∞

Sm =

ĺım
m→∞

S ′m.

Aśı D((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) = D((yn)∞n=1, (xn)∞n=1).

(4) Sean (xn)∞n=1, (yn)∞n=1 ∈ Iℵ0 × Iℵ0 .
Notemos que
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Sm =
m∑
n=1

| xn − yn |
2n

=
m∑
n=1

| xn − zn + zn − yn |
2n

≤
m∑
n=1

| xn − zn |
2n

+
| xn − yn |

2n
=

m∑
n=1

| xn − zn |
2n

+
m∑
n=1

| zn − yn |
2n

.

Tomando el ĺımite cuando m tiende a infinito, se tiene que
D((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) ≤ D((xn)∞n=1, (zn)∞n=1) +D((zn)∞n=1, (yn)∞n=1).

De (1), (2), (3) y (4) se deduce que D es una métrica en Iℵ0 .

Ahora veamos que τD = τ donde τ es la topoloǵıa producto en Iℵ0 .
Veamos que τD ⊂ τ .
Sea U = B′ε((xn)∞n=1) un elemento básico de τD que contiene a (xn)∞n=1.

TomemosN ∈ N tal que
∞∑

n=N+1

1

2n
<
ε

2
. Afirmamos que

N⋂
j=1

Π−1j (B ε

2N
(xj))

⊂ U .

Para ver esto, sea (yn)∞n=1 ∈
N⋂
j=1

Π−1j (B ε

2N
(xj)).

Queremos probar que D((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) < ε.
Observemos que

D((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) =
∞∑
n=1

| xn − yn |
2n

=
N∑
n=1

| xn − yn |
2n

+
∞∑

n=N+1

| xn − yn |
2n

<
N∑
n=1

ε

2n2N
+
ε

2
= (1− 1

2N
)

1

2N
ε+

ε

2
≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

Ahora probemos que τ ⊂ τD.

Sean (xn)∞n=1 ∈ Iℵ0 y U =
k⋂
j=1

Π−1j (Bεj(xj)) un elemento básico canóni-

co de τ que contiene a (xn)∞n=1. Sea ε = mı́n{ ε1
2
, ε2
22
, . . . , εk

2k
}.

Mostremos que Bε((xn)∞n=1) ⊂ U .
Sea (yn)∞n=1 ∈ Bε((xn)∞n=1), entonces D((xn)∞n=1, (yn)∞n=1) < ε, es decir
∞∑
n=1

| xn − yn |
2n

< ε. Por lo que, para cada j ∈ {1, 2, . . . , k}, |xn−yn|
2n

<

ε ≤ εj
2j

, lo que implica que si j ∈ {1, 2, . . . , k} entonces | xn − yn |< εj
y por lo tanto, Bε((xn)∞n=1) ⊂ U .
Aśı τD = τ .
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Por lo tanto, Iℵ0 es metrizable.

El siguiente es un resultado bien conocido en la Topoloǵıa General
y es conocido como el Teorema de Metrización de Urysohn.

2.30 Teorema. Para X un espacio T1, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. X es regular y segundo numerable;

2. X es separable y metrizable;

3. X es homeomorfo a algún subespacio del cubo de Hilbert Iℵ0 .

Demostración. Veamos que (1)⇒ (3)⇒ (2)⇒ (1)
(1)⇒ (3)
Sea {Bn : n ∈ N} una base numerable para X. Observemos que si
n ∈ N y x ∈ Bn, podemos tomar un conjunto abierto U en X tal que
x ∈ U y U ⊂ Bn, ya que X es regular. Luego existe m ∈ N tal que
x ∈ Bm ⊂ U . Notemos que Bm ⊂ Bn.
Denotemos J = {(n,m) ∈ N × N : Bm ⊂ Bn}. Por el párrafo previo,
observamos que J es un conjunto no vaćıo. Además J es numerable.
Por el Corolario 2.24 se tiene que X es un espacio normal, ahora por
el Teorema 2.27, para cada (n,m) ∈ J existe una función continua,
fn,m : X −→ [0, 1] tal que fn,m(Bm) ⊂ {1} y fn,m(X \Bn) ⊂ {0}.
Denotemos F = {fn,m : (n,m) ∈ J}. Se tiene que F es una familia nu-
merable de funciones continuas realvaluadas definidas en X. Además,
si x ∈ X y W es un conjunto abierto en X tal que x ∈ W , entonces
existe n0 ∈ N tal que x ∈ Bn0 ⊂ W y existe m0 ∈ N tal que x ∈ Bm0 y
Bm0 ⊂ Bn0 .
Aśı (n0,m0) ∈ J , también se tiene que fn0,m0 es un elemento de F tal
que
fn0,m0(Bm0) ⊂ {1} y fn0,m0(X \Bn0) ⊂ {0}; en particular fn0,m0(x) > 0
y fn0,m0(X \W ) ⊂ {0}. Es decir, la familia F satisface la condición
del Teorema 2.28. En consecuencia, la función F : X −→ RJ defini-
da por F (x) = (fn,m(x))(n,m)∈J es un encaje de X en RJ . Denotemos
Y = F (X) y notemos que para cada x ∈ X, fn,m(x) ∈ [0, 1], por lo cual
F (x) ∈ [0, 1]J . Aśı Y ⊂ [0, 1]J .
En conclusión, tenemos que Y es un subespacio de [0, 1]J y F es un
homeomorfismo entre X y Y . Como J es numerable, se tiene que
[0, 1]J ≈ Iℵ0 .
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Esto prueba que (1) implica (3).
Veamos que (3)⇒ (2)
Por el Teorema 2.29 se tiene que Iℵ0 es metrizable, y es compacto por
el Teorema de Tychonoff; se sigue que Iℵ0 es separable, por la Propo-
sición 2.21. Aśı Iℵ0 tiene una base numerable (véase Proposición 2.22).
Sea Y ⊂ Iℵ0 tal que X sea homeomorfo a Y , se tiene que Y tiene una
base numerable, además Y es metrizable, pues Y es subespacio de Iℵ0 .
Se verifica que X es metrizable y tiene una base numerable (pues X y
Y son homeomorfos). Como segundo numerable implica separable, se
concluye que X es separable y metrizable. Esto prueba que (3) implica
(2).
Por último veamos que (2)⇒ (1)
Si X es separable y metrizable, entonces X tiene una base numerable,
por la Proposición 2.22. Como metrizabilidad implica regularidad, se
tiene que X es regular.
Aśı hemos probado que (2) implica (1). Con lo cual queda probado el
teorema.

Utilizando el Teorema 2.30 probaremos en el siguiente resultado.

2.31 Teorema. La imagen continua de un espacio métrico compacto
en un espacio de Hausdorff es metrizable.

Demostración. Sean X compacto, Y espacio de Hausdorff y f : X −→
Y una función continua y suprayectiva. Por el Teorema 2.6 tenemos
que Y es compacto. Luego, por la Proposición 2.20 Y es normal, eso
implica que Y es regular. Por el Teorema 2.30, es suficiente probar que
Y es segundo numerable para concluir la metrizabilidad de Y .
Sea B una base numerable para X (notemos que X es compacto, se-
parable, por lo que tiene una base numerable). Sea C la familia que
consta de todas las uniones de un número finito de conjuntos de B.
Entonces C es una colección numerable de conjuntos abiertos. Nótese
que, para cada C ∈ C tenemos que C es abierto, aśı X \ C es cerrado.
Notemos que, por el Teorema 2.15 f es cerrada, por lo que f(X \ C)
es cerrado, entonces Y \ f(X \ C) es abierto.

Sea D = {Y \ f(X \ C) : C ∈ C}. Como C es numerable, D es
una colección numerable de subconjuntos de Y . Mostraremos que D
es una base para Y . Sean U un abierto no vaćıo en Y y p ∈ U . Aśı,
f−1(p) ⊂ f−1(U). Nótese que f−1(U) es abierto por el Teorema 2.2.
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Nuevamente por el Teorema 2.2 f−1(p) es un subconjunto cerrado de
X, luego por la Proposición 2.13 f−1(p) es compacto. Para cada x ∈
f−1(p) ⊂ f−1(U) tomemos a B(x) ∈ B tal que x ∈ B(x) ⊂ f−1(U).
Sea B

′
= {B(x) : x ∈ f−1(p)}.

Dado que B
′

es una cubierta abierta de f−1(p), existe una subcubierta
finita
{B(x1), ..., B(xn)} ⊂ B

′
de f−1(p), es decir

f−1(p) ⊂ B(x1) ∪ ... ∪B(xn) ⊂ f−1(U).

Consideremos a C = B(x1) ∪ ... ∪ B(xn). Aśı, C ⊂ f−1(U), por lo que
X \ f−1(U) ⊂ X \ C, es decir f(X \ f−1(U)) ⊂ f(X \ C). Dado que

f(X \ f−1(U)) = f(f−1(Y ) \ f−1(U)) = f(f−1(Y \ U)) = Y \ U

entonces Y \ f(X \ C) ⊂ U . Aśı p ∈ Y \ f(X \ C), de lo contrario
p ∈ f(X \ C), por lo que X \ C ∩ f−1(p) 6= ∅, lo cual contradice que
f−1(p) ⊂ C. En resumen, para todo abierto U en Y , para todo p ∈ U ,
existe D = Y \ f(X \ C) ∈ D tal que p ∈ D ⊂ U . Aśı D es una base
para Y .

Ahora, mostraremos que cada espacio métrico y compacto, es la
imagen continua del Conjunto de Cantor. Para esto recordemos la de-
finición del Conjunto de Cantor.
Dado un intervalo cerrado A = [a, b] en R, donde a < b se tiene que[
a, 2a

3
+ b

3

]
,
[
2a
3

+ b
3
, a
3

+ 2b
3

]
y
[
a
3

+ 2b
3
, b
]

son tres intervalos de la misma

longitud, a saber b−a
3

, cuya unión es el intervalo A.

Denotemos por M(A) el intervalo abierto
(
2a+b
3
, a
3

+ 2b
3

)
. Observemos

que A\M(A) es la unión de dos intervalos cerrados [a, 2a
3

+ b
3
] y
[
a
3
+ 2b

3
, b
]

y estos son las componentes conexas de A \M(A). En este caso, el in-
tervalo abierto M(A) es llamado el tercio medio del intervalo cerrado
A.
Sea A0 = [0, 1] y para cada n ≥ 1 denotemos An = An−1 \

⋃
{M(E) :

E ∈ C (An−1)}, donde C (An) = {E ⊂ An : E es componente conexa de
An}, para cada n ∈ N. Notemos que An ⊂ An−1, en particular An ⊂
A0 = [0, 1] para cada n ∈ N.
También An se puede expresar de la siguente manera.

Para cada n ∈ N, An = An−1 \
n−1⋃
k=0

(1 + 3k

3n
,
2 + 3k

3n
)
.
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Además denotemos C =
⋂
{An : n ∈ N}. C es llamado El Conjunto de

Cantor en el intervalo [0, 1].

2.32 Proposición. El número de componentes conexas de An es igual
a 2n, para cada n ∈ N.

Demostración. Haremos inducción sobre n.
Si n = 1, entonces

An = A0 \
0⋃

k=0

(
1 + 3k

31
,
2 + 3k

3n
) = [0, 1] \

(1

3
,
2

3

)
=
[
0,

1

3

]⋃[2
3
, 1
]
.

Dado que
[
0, 1

3

]
y
[
2
3
, 1
]

son conjuntos compactos, se tiene que An tiene
2 = 21 = 2n componentes conexas. Aśı, el resultado se cumple cuando
n = 1.
Supongamos ahora que el número de componentes conexas de An es 2n.
Tenemos que An+1 se obtiene de An a partir de restarle a An la unión
de los tercios medios de cada componente conexa de An, es decir, cada
componente conexa de An se divide en tres intervalos iguales y se le
retira el intervalo abierto de en medio, entonces de cada componente
conexa de An se obtienen dos componentes conexas de An+1. De modo
que An+1 tiene el doble de componentes conexas que An. Dado que An
tiene 2n componentes conexas, se tiene que An+1 tiene 2(2n) = 2n+1

componentes conexas.
Por lo tanto, para cada n ∈ N, el número de componentes de An es
2n.

2.33 Proposición. Para cada n ∈ N, An es un conjunto cerrado.

Demostración. Tenemos que para cada n ∈ N, An es la unión de 2n

componentes conexas. Como cada componente conexa es un conjunto
cerrado, se tiene que An es la unión de 2n conjuntos cerrados. Además,
la unión finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado, se sigue
que An es un conjunto cerrado.

2.34 Observación. Notemos que C =
⋂
{An : n ∈ N} es un conjunto

cerrado, ya que cada An es un conjunto cerrado. Además la intersección
arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. Por lo tanto,
C es un conjunto cerrado.
Además C ⊂ [0, 1]. También se sigue que C es la intersección de con-
juntos cerrados en el intervalo [0, 1] a saber {An : n ∈ N}, la cual tiene
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la p.i.f. Como [0, 1] es compacto y C =
⋂
{An : n ∈ N} se sigue que C

es no vaćıo.
Más aún, por la definición de cada An podemos notar que todo número
de la forma k

3j
, donde k ∈ {0, 1, . . . , 3j − 1} y j ∈ N pertenece a An

para todo n ∈ N.
Es decir, el conjunto { k

3j
: j ∈ N y k ∈ {0, 1, . . . , 3j−1}} está contenido

en el conjunto de Cantor, por esto C es un conjunto infinito.

2.35 Teorema. Tenemos lo siguiente:

(a) C es compacto.

(b) Para cada n ∈ N el conjunto C es homeomorfo a Cn y a Cℵ0 .

(c) Sea Pm
n = Amn ∩ C para cada n ∈ N y m ∈ {1, . . . , 2n}, donde m

denota la m-ésima componente conexa de An. El conjunto {Pm
n :

n ∈ N y m ∈ {1, . . . , 2n}} es una base para C y además Pm
n es

un conjunto abierto y cerrado en C para cada n ∈ N y m ∈
{1, . . . , 2n} y ĺım

n→∞
diámPm

n = 0.

Demostración.
(a) Tenemos que C es un conjunto cerrado y además C ⊂ [0, 1] donde
[0, 1] es un conjunto compacto, lo cual implica que C es un conjunto
compacto.
(b) Para esta demostración, ver [13, Corolario 30.6].
(c) Primero veamos que {Pm

n : n ∈ N y m ∈ {1, . . . , 2n}} es una base
para C.
Sean x ∈ C y U un abierto en C tal que x ∈ U . Sea V un abierto en
[0, 1] tal que U = C ∩ V , como x ∈ V , se tiene que existe ε > 0 tal que
(x− ε, x+ ε) ∩ [0, 1] ⊂ V .
Sea n ∈ N tal que 1

3n
< ε. Como x ∈ C, se tiene que existe m ∈

{1, . . . , 2n} tal que x ∈ Amn . Con esto x ∈ Pm
n .

Resta ver que Pm
n ⊂ U .

Sea y ∈ Pm
n . Como y ∈ Amn se sigue que y ∈ (x − 1

3n
, x + 1

3n
) ⊂

(x − ε, x + ε) ⊂ V , es decir y ∈ V . Aśı y ∈ C ∩ V = U . Con lo cual,
Pm
n ⊂ U .

Por lo tanto, {Pm
n : n ∈ N y m ∈ {1, . . . , 2n}} es una base para C.

Ahora, como Amn es cerrado en [0, 1] para cada n ∈ N y m ∈ {1, . . . , 2n},
se tiene que Amn ∩ C = Pm

n es cerrado en C, para cada n ∈ N y
m ∈ {1, . . . , 2n}.
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Por otro lado, notemos que para cada n ∈ N y m ∈ {1, . . . , 2n}, Pm
n

es la intersección de un intervalo abierto en [0, 1] con C, pues si Amn =[
a
3n
, a+1

3n

]
, entonces Pm

n = Amn ∩C =
(
a−1
3n
, a+2

3n

)
∩C. Con esto Pm

n es un
conjunto abierto en C.

2.36 Teorema. Existe una función continua y suprayectiva f : C −→
[0, 1].

Demostración. Definimos Fn : C −→ 2[0,1] para cada n ∈ N, como si-
gue:

F1(x) =

{
[0, 1

2
] si x ∈ A1

1

[1
2
, 1] si x ∈ A2

1

F2(x) =



[0, 1
4
] si x ∈ A1

2

[1
4
, 1
2
] si x ∈ A2

2

[1
2
, 3
4
] si x ∈ A3

2

[3
4
, 1] si x ∈ A4

2.
.
.

Fn(x) = [m−1
2n
, m
2n

] si x ∈ Amn con m ∈ {1, ..., 2n}.

Veamos que para cada n ∈ N, Fn es semicontinua superiormente.
Sea n ∈ N y sean x ∈ C y U un conjunto abierto en [0, 1] tal que
Fn(x) ⊂ U . Como x ∈ C entonces existem ∈ {1, ..., 2n} tal que x ∈ Amn .
Sea W un conjunto abierto en [0, 1] tal que x ∈ Amn ⊂ W y W ∩Ajn = ∅
si j ∈ {1, ..., 2n} \ {m}.
Sea V = W ∩ C, nótese que V es un conjunto abierto en C, además si
y ∈ V , entonces y ∈ Amn , aśı Fn(y) = [m−1

2n
, m
2n

] = Fn(x) ⊂ U.
Por lo que Fn(y) ⊂ U para todo y ∈ V .
Por lo tanto, Fn es semicontinua superiormente.

Veamos ahora que para cada n ∈ N, Fn+1(x) ⊂ Fn(x) para cada
x ∈ C
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Sean n ∈ N y x ∈ C, entonces existe k ∈ {1, ..,2n+1} tal que x ∈ Akn+1,

luego Fn+1(x) = [ k−1
2n+1 ,

k
2n+1 ].

Como k es natural, entonces es par o impar.
Supongamos que k es par, entonces k = 2m, para algún m ∈ N, (m ≤
2n), entonces Akn+1 = A2m

n+1 ⊂ Amn .
Aśı x ∈ Amn y Fn(x) = [m−1

2n
, m
2n

]
Ahora
Fn+1(x) = [2m−1

2n+1 ,
2m
2n+1 ] = [2m−1

2n+1 ,
m
2n

] ⊂ [2m−2
2n+1 ,

m
2n

] = [m−1
2n
, m
2n

] = Fn(x).
Por lo que Fn+1(x) ⊂ Fn(x).

Por otro lado, si k es impar, entonces k = 2m − 1 para algún m ∈
N, (m ≤ 2n), entonces Akn+1 = A2m−1

n+1 ⊂ Amn , aśı x ∈ Amn y Fn(x) =
[m−1

2n
, m
2n

]
Entonces
Fn+1(x) = [2m−2

2n+1 ,
2m−1
2n+1 ] = [m−1

2n
, 2m−1

2n+1 ] ⊂ [m−1
2n
, 2m
2n+1 ] = [m−1

2n
, m
2n

] =
Fn(x).
Por lo que Fn+1(x) ⊂ Fn(x).

Aśı, para todo n ∈ N, Fn+1(x) ⊂ Fn(x), para todo x ∈ C.

Ahora veamos que [0, 1] =
⋃
x∈C

Fn(x) para cada n ∈ N.

Notemos que para cada n ∈ N y cada x ∈ C,Fn(x) ⊂ [0, 1], enton-

ces
⋃
x∈C

Fn(x) ⊂ [0, 1].

Luego, si a ∈ [0, 1], entonces existe x ∈ C tal que a ∈ Fn(x) (Por la

definición de Fn), entonces a ∈
⋃
x∈C

Fn(x). Por lo que [0, 1] ⊂
⋃
x∈C

Fn(x).

Por lo tanto, [0, 1] =
⋃
x∈C

Fn(x) para cada n ∈ N.

Por último veamos que ĺım
n→∞

diam(Fn(x)) = 0. Para cada x ∈ C.

Recordemos que diam(Fn(x)) = sup{d(a, b) : a, b ∈ Fn(x)}.
Sea x ∈ C. Notemos que por la definición de Fn, se tiene que d(a, b) ≤
1
2n

, para cada a, b ∈ Fn(x). Luego, dado que 0 ≤ d(a, b), para cada

a, b ∈ Fn(x) y cada n ∈ N, entonces 0 ≤ diam(Fn(x)) ≤ 1
2n

. To-

mando ĺımites se tiene que 0 ≤ ĺım
n→∞

diam(Fn(x)) ≤ ĺım
n→∞

1

2n
, entonces
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0 ≤ ĺım
n→∞

diam(Fn(x)) ≤ 0.

Por lo tanto ĺım
n→∞

diam(Fn(x)) = 0 para cada x ∈ C.

Aśı por [11, 7.4] existe f : C −→ [0, 1] función continua y supra-
yectiva.

2.37 Corolario. Existe una función continua y suprayectiva φ : C −→
[0, 1]ℵ0 .

2.38 Definición. Una función continua r : X −→ Y es llamada re-
tracción siempre que Y ⊂ X y la función continua r|Y es la identidad
en Y .
El espacio Y es llamado un retracto de X.

Es fácil verificar que r es una retracción si y sólo si r ◦ r = r.

2.39 Teorema. Todo subconjunto cerrado y no vaćıo de C es un re-
tracto de C.

Demostración. Vamos a mostrar que para cada ∅ 6= F = F ⊂ C existe
una retracción r : C −→ F .
Dado que {Pm

n : n ∈ N,m ∈ {1, . . . , 2n}} es una base para C y C \ F
es un conjunto abierto en C, entonces existe un subconjunto J ⊂ N
y para cada n ∈ J , existe un subconjunto En ⊂ {1, . . . , 2n} tal que
C \ F =

⋃
{Pm

n : n ∈ J,m ∈ En}.
Observemos que si n ≥ n′(m ∈ En y m′ ∈ En′), entonces Pm

n ∩Pm′

n′ = ∅
o Pm

n ⊂ Pm′

n′ . Por esto podemos suponer que Pm
n ∩ Pm′

n′ = ∅ para cual-
quier n, n′ ∈ J,m ∈ En y m′ ∈ En′ .
Ahora, para cada n ∈ J y cada m ∈ En denotemos por zmn al punto de
F tal que d(zmn , P

m
n ) = ı́nf{d(z, Pm

n ) : z ∈ F}. Notemos que zmn existe
porque F es cerrado.
Definimos r : C −→ F por

r(x) =

 x , si x ∈ F

zmn , si x ∈ Pm
n , n ∈ J y m ∈ En(Pm

n ⊂ C \ F ).

Nótese que r está bien definida pues Pm
n ∩ Pm′

n′ = ∅ para cualquier
n, n′ ∈ J,m ∈ En y m′ ∈ En′ .
Como r|F es la identidad, se tiene que r es suprayectiva. Falta ver que
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r es continua.
Sea x ∈ C y {xi}∞i=1 un sucesión en C tal que ĺım

i→∞
xi = x.

Por demostrar que, ĺım
i→∞

r(xi) = r(x).

Analicemos dos casos:
(1) Si x ∈ C \ F , entonces existen n ∈ J y m ∈ En tal que x ∈ Pm

n .
Como Pm

n es un conjunto abierto en C y ĺım
i→∞

xi = x, se tiene que existe

L ∈ N tal que xi ∈ Pm
n para todo i ≥ L.

Se tiene que r(x) = zmn y r(xi) = zmn para todo i ≥ L.
Aśı, en este caso, se concluye que ĺım

i→∞
r(xi) = r(x).

(2) Si x ∈ F , entonces tenemos dos subcasos:
(2.1) Existe L ∈ N tal que para todo i ≥ L, xi ∈ F , en este subcaso
r(xi) = xi y r(x) = x. Como ĺım

i→∞
xi = x, se tiene que ĺım

i→∞
r(xi) = r(x).

(2.2) No existe L ∈ N tal que para todo i ≥ L, xi ∈ F , en este subcaso
se encuentra una subsucesión {xij}∞j=1 de la sucesión {xi}∞i=1 tal que
para todo j ∈ N, xij ∈ C \F . Entonces existe n(j) ∈ J y m ∈ En(j) tal
que xij ∈ Pm

n(j). Luego {xij}∞j=1 ⊂
⋃
D, donde D = {Pm

n(j) : j ∈ N}.
Nótese que D no es un conjunto finito, pues de lo contario existiŕıa
Pm
n(j0)
⊂ D y r ∈ N tal que si j ≥ r entonces xij ∈ Pm

n(j0)
. Y dado que

Pm
n(j0)

es cerrado y ĺım
j→∞

xij = x, se tiene que x ∈ Pm
n(j0)

, lo cual es una

contradicción pues x ∈ F . Aśı D no es finito.
Luego como ĺım

n→∞
diámPm

n = 0, se tiene que ĺım
j→∞

diámPm
n(j) = 0.

Ahora, sea qmn ∈ Pm
n el punto del conjunto cerrado Pm

n el cual está más
cerca del punto zmn . Se tiene entonces, por la definición de los puntos
zmn , q

m
n , que | zmn − qmn |= d(zmn , P

m
n ) ≤ d(x, Pm

n ).
Por lo tanto | zmn(j) − qmn(j) |≤ d(x, Pm

n(j)) ≤| x− xij |.
Aśı, tenemos lo siguiente:
| zmn(j) − x |≤| zmn(j) − xij | + | xij − x |≤| zmn(j) − qmn(j) | + | qmn(j) − xij |
+ | xij − x |≤ 2 | xij − x | +diámPm

n(j).
Ahora sea ε > 0, luego existen N1, N2 ∈ N tales que para todo j ≥
N1, | x − xij |< ε

4
y para todo j ≥ N2, | diámPm

n(j) − 0 |< ε
2
. Sea

N = máx{N1, N2}, entonces
| zmn(j) − x |≤ 2 | xij − x | +diámPm

n(j) < 2 ε
4

+ ε
2

= ε para cada j ≥ N .

Como xij ∈ Pm
n(j), se tiene que r(xij) = zmn(j), es decir | r(xij)−r(x) |< ε

para cada j ≥ N .
Se concluye que ĺım

j→∞
r(xij) = x = r(x). Luego, por la Proposición
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1.15 se tiene que ĺım
i→∞

r(xi) = r(x). Con lo cual queda demostrado el

teorema.

2.40 Teorema. Para cada espacio métrico y compacto X existe una
función continua y suprayectiva f : C −→ X.

Demostración. Sea X espacio métrico compacto. Por la Proposición
2.21 se sabe que X es separable, y por el Teorema 2.30 existe un ho-
meomorfismo

h : X −→ h(X) ⊂ [0, 1]ℵ0 .

Aśı, h(X) es compacto, entonces es cerrado en [0, 1]ℵ0 . Recordemos que
por el Corolario 2.37, existe una función continua y suprayectiva

φ : C −→ [0, 1]ℵ0 .

Entonces pongamos F = φ−1(h(X)) ⊂ C. El Teorema 2.39, nos garan-
tiza que existe r : C −→ F una retracción. Sea f = h−1 ◦ (φ|F ) ◦ r.
(Véase el siguiente Diagrama).

r
C −→ F ⊂ C
f ↓ ↓ φ|F ↓ φ
X −→ h(X) ⊂ [0, 1]ℵ0

h

2.41 Problema. ¿Séra cierto el rećıproco del Teorema 2.40? Es decir,
¿si un espacio topológico es imagen continua del conjunto de Cantor,
entonces es métrico compacto?

Como la compacidad se preserva bajo la continuidad, entonces imáge-
nes continuas del conjunto de Cantor son espacios compactos, sin em-
bargo la propiedad de metrización no es una propiedad invariante bajo
funciones continuas, aśı que no se puede asegurar que, en general, el
rećıproco del Teorema 2.40 sea cierto.
El Teorema 2.31 nos permite dar solución al Problema 2.41, y esto lo
enunciamos en el siguiente corolario.

2.42 Corolario. Si X es un espacio de Hausdorff, entonces X es ima-
gen continua del conjunto de Cantor si y sólo si X es métrico compacto.
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Demostración.
⇒] Si X es imagen continua del conjunto de Cantor, entonces existe
f : C −→ X, función continua y suprayectiva. ComoX es de Hausdorff,
por el Teorema 2.31, X es metrizable. El Teorema 2.35, nos dice que
C es compacto, entonces por el Teorema 2.6, f(C) = X, es compacto.
Por lo tanto, X es métrico compacto.
⇐] Si X es métrico compacto, entonces por el Teorema 2.40, se tiene
que X es imagen continua del conjunto de Cantor.
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Caṕıtulo 3

Espacios localmente conexos

En este caṕıtulo enunciamos las definiciones de conexidad local y
conexidad en pequeño, daremos algunos resultados que relacionan es-
tos conceptos. Además veremos que la imagen continua de un espacio
localmente conexo, en general, no es un espacio localmente conexo y
mostraremos bajo qué condiciones śı lo es. Finalmente demostramos
que todo espacio de Hasudorff es imagen continua del intervalo [0, 1] si
y sólo si es un continuo localmente conexo.

Dado un espacio topológico X, recordemos que una base local β(x) en
x es una colección de vecindades del punto x que tienen la propiedad
de que para cada vecindad U de x, existe un elemento V ∈ β(x) tal
que V ⊂ U .

3.1 Definición. Un espacio X es localmente conexo en un punto
x ∈ X, si existe una base local β(x) compuesta de conjuntos abiertos y
conexos. El espacio X es localmente conexo si es localmente conexo
en cada uno de sus puntos.

3.2 Definición. Un espacio X es conexo en pequeño en un punto
p de X (c.i.k. en p), si para cada conjunto abierto, U de X, con p ∈ U ,
existe un conjunto conexo, V de X, tal que p ∈ int(V ) y V ⊂ U . El
espacio X es conexo en pequeño (c.i.k.) si X es c.i.k. en x para todo
punto x de X.

3.3 Observación. Un espacio X es localmente conexo en p implica que
X es c.i.k. en p. Pero el rećıproco no es cierto, esto se puede consultar
en [13, Ejemplo 27.15].
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3.4 Teorema. Sea X un espacio topológico, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. X es localmente conexo;

2. X es c.i.k.;

3. Para cada abierto U de X y para cada componente, C, de U , se
tiene que C es abierto en X.

Demostración.
1 ⇒ 2 Sean p ∈ X y U un abierto en X tal que p ∈ U . Como X es
localmente conexo en p, entonces existe un conjunto abierto y conexo,
V de X, tal que p ∈ V ⊂ U .
Dado que V es abierto, se tiene que V = int(V ). Aśı existe V conexo
tal que p ∈ int(V ) y V ⊂ U .
Por lo tanto X es c.i.k. en p. Como p lo elegimos arbitrario, se tiene
que X es c.i.k.
2 ⇒ 3 Supongamos que X c.i.k. Sean U un abierto de X y C una
componente de U . Si x es un punto de C podemos elegir un conjunto
conexo, V , de X tal que x ∈ int(V ) y V ⊂ U . Como V es conexo,
entonces V está contenido en la componente C de U . Por lo que p ∈
int(V ) ⊂ C. Aśı C es abierto en X.
3 ⇒ 1 Supongamos que las componentes de los conjuntos abiertos de
X son abiertos. Dado un punto x de X y un abierto U de X tal que
x ∈ U , sea C la componente de U que contiene a x. Ahora, C es conexo
y es abierto en X por hipótesis, entonces X es localmente conexo en x.
Por lo tanto X es localmente conexo.

3.5 Definición. Sean X, Y espacios topológicos y sea p : X −→ Y
una función suprayectiva. La función p se dice que es una función de
identificación siempre que un subconjunto U de Y es abierto en Y si
y sólo si p−1(U) es abierto en X.

3.6 Proposición. Si p : X −→ Y es una función continua, suprayecti-
va que es abierta o cerrada, entonces p es una función de identificación.

Demostración. Como p es una función continua, se tiene que para cada
abierto U de Y , p−1(U) es un conjunto abierto en X.
Ahora, como p es suprayectiva, se tiene que p(p−1(U)) = U para cada
subconjunto U de Y . Si p es abierta y para cada subconjunto U de Y
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p−1(U) es abierto en X, entonces p(p−1(U) es abierto en Y , es decir, U
es abierto en Y .
Por otro lado, si p es cerrada y para cada subconjunto U de Y , p−1(U) es
abierto en X, tomemos al conjunto cerrado X \ p−1(U) y consideremos
su imagen bajo p, aśı se tiene que p(X \ p−1(U)) = p(X) \ p(p−1(U)) =
Y \ U es un conjunto cerrado en Y , por lo que U es abierto en Y .
Se concluye entonces que, p es una función de identificación.

3.7 Definición. Un continuo es un espacio métrico compacto, conexo
y no vaćıo.

3.8 Proposición. Si {An}∞n=1 es una sucesión decreciente de subcon-
juntos cerrados de un espacio de Haudorff y compacto, X y U es un

conjunto abierto en X tal que
∞⋂
n=1

An ⊂ U , entonces existe m ∈ N tal

que An ⊂ U para cada n ≥ m.

Demostración. Supongamos que tal m no existe, entonces An * U
para todo n ∈ N. Notemos que A = {An \ U : n ∈ N} es una familia
de subconjuntos cerrados de X, la cual tiene la p.i.f. Ya que si {A1 \
U,A2 \ U, · · · , Ak \ U} es una familia finita de la familia A , entonces
k⋂
i=1

(Ai \ U) ⊂ Ai \ U para cada i ∈ {1, · · · , k}. Dado que Ai * U para

cada i ∈ {1, · · · , k}, se tiene que Ai \ U 6= ∅ para cada i ∈ {1, · · · , k}.

Aśı
k⋂
i=1

(Ai \ U) 6= ∅.

Por lo que A tiene la p.i.f.

Como X es compacto, entonces
∞⋂
n=1

(An \ U) 6= ∅.

Dado que
∞⋂
n=1

(An \ U) ⊂ (An \ U) para cada n ∈ N, se tiene que

An \ U 6= ∅ para cada n ∈ N, por lo que An * U para cada n ∈ N, de

ah́ı que
∞⋂
n=1

An * U , lo cual es una contadicción.
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3.9 Corolario. Si {An}∞n=1 es una sucesión decreciente de subconjun-

tos cerrados, no vaćıos de un espacio compacto X, entonces
∞⋂
n=1

An 6= ∅.

Demostración. Supongamos que
∞⋂
n=1

An = ∅. Sea U = ∅, entonces se

tiene que
∞⋂
n=1

An ⊂ U .

Notemos que U es un conjunto abierto en X, por la Proposición 3.8
existe m ∈ N tal que Am ⊂ U , pero Am 6= ∅, lo cual contradice el hecho
de que U = ∅.

Por lo que
∞⋂
n=1

An 6= ∅.

3.10 Corolario. Si {An}∞n=1 es una sucesión decreciente de subconjun-
tos cerrados, conexos, no vaćıos de un espacio de Hausdorff y compacto,

X, entonces
∞⋂
n=1

An es un subconjunto cerrado, no vaćıo y conexo de

X.

Demostración. Denotemos por A al conjunto
∞⋂
n=1

An.

Notemos que A es una intersección numerable de subconjuntos cerra-
dos en X, por lo que A es un conjunto cerrado en X. Por el Corolario
3.9 se tiene que A es un conjunto no vaćıo. Resta probar que A es un
conjunto conexo.
Supongamos que A no es conexo, entonces A = B1 ∪B2, donde B1 y
B2 son conjuntos cerrados, no vaćıos y ajenos. Como A1 es un espacio
normal, existen abiertos y ajenos en A1, V y W tales que B1 ⊂ V y
B2 ⊂ W . Sea U = V ∪W . Entonces por la Proposición 3.8 tenemos que
Am ⊂ U , para algún m ∈ N. Por lo tanto Am = (Am ∩ V )∪ (Am ∩W ).
Como B1 ∪ B2 = A ⊂ Am y dado que B1 ∩ A 6= ∅ y B2 ∩ A 6= ∅,
tenemos que Am ∩ V 6= ∅ y Am ∩W 6= ∅. Por lo que el continuo Am no
es un conjunto conexo, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, A
es conexo.

Del Corolario 3.10 se puede concluir que la intersección arbitraria
de una sucesión decreciente de continuos es un continuo.
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3.11 Teorema. Si X y Y son continuos y f : X −→ Y es una función
continua, entonces f es cerrada.

Demostración. Sean X y Y continuos y f : X −→ Y una función
continua. Como X y Y son continuos, se tiene que X es un espacio
compacto y Y es un espacio de Hausdorff. Luego, por el Teorema 2.15,
se sigue que f es cerrada.

En general, la imagen continua de un espacio localmente conexo no
tiene porque ser un espacio localmente conexo.

3.12 Ejemplo. Consideremos f : N → Q cualquier función continua
y biyectiva. Como N es un espacio discreto, N es localmente conexo
y f es continua. Sin embargo Q no es un espacio localmente conexo
pues las componentes de cada abierto en Q es cada punto y ese no es
un conjunto abierto en Q, aśı, por el Teorema 3.4 Q no es localmente
conexo.

Aśı que, para lograr una conclusión satisfactoria, es necesario agre-
gar condiciones adicionales para una función continua.

3.13 Teorema. Si X es un espacio localmente conexo y f : X −→ Y
es una función de identificación, entonces Y es localmente conexo.

Demostración. Por el Teorema 3.4 bastará probar que las componentes
de los conjuntos abiertos de Y también son conjuntos abiertos en Y .
Sean U un abierto en Y y C una componente de U . Supongamos que
x ∈ f−1(C) y sea Cx la componente de f−1(U) que contiene a x. Dado
que f−1(U) es abierto en X y X es localmente conexo, se tiene que Cx
es un conjunto abierto en X. Como f es continua y Cx es conexo,
se tiene que f(Cx) es conexo y f(x) ∈ f(Cx) ∩ C. Además, como
Cx ⊂ f−1(U), f(Cx) ⊂ U , se sigue que f(Cx) ⊂ C por la definición
de componente. Por lo tanto, x ∈ Cx ⊂ f−1(C). De ah́ı que f−1(C)
es abierto en X. Luego C es abierto en Y , pues f es una función de
identificación.
Por lo tanto, Y es localmente conexo.

3.14 Corolario. Si X es un continuo localmente conexo y f : X →
Y es una función continua y suprayectiva entonces Y es un continuo
localmente conexo.
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Demostración. Dado que X es compacto, conexo y de Hausdorff y f
es continua y suprayectiva entonces Y es compacto, conexo y de Haus-
dorff, es decir, un continuo, luego por el Teorema 3.11 se tiene que f
es cerrada y por la Proposición 3.6 f es una función de identificación.
Como X es localmente conexo, se sigue del Teorema 3.13 que Y es
localmente conexo.

3.15 Definición. Un arco es cualquier continuo homeomorfo a I. Si
A es un arco y h : I → A es un homeomorfismo, definimos los puntos
finales de A como el par de puntos en A, h(0) y h(1).

3.16 Definición. Un espacio topológico X es arco-conexo si para
cada par de puntos p, q ∈ X existe un arco A tal que {p, q} ⊂ A ⊂ X.

3.17 Definición. Un espacio topológico X es uniformemente local-
mente arco-conexo si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para cada
par de puntos x, y ∈ X, con la condición que ρ(x, y) < δ existe un arco
A contenido en X de manera que x y y son los puntos finales de A y
diam(A) < ε.

3.18 Definición. Una función f : X −→ Y entre espacios métricos
(X, ρX) y (Y, ρY ) es uniformemente continua si para todo ε > 0
existe δ > 0 tal que para cada x, y ∈ X tales que ρ(x, y) < δ se cumple
que ρY (f(p), f(q)) < ε.

3.19 Lema. Si X es un espacio métrico y compacto, entonces para
cada cubierta abierta U , de X, existe un número δ > 0 tal que para
cada subconjunto A de X con diám(A) < δ, existe un elemento U de
U tal que A ⊂ U .
A δ se le llama un número de Lebesgue para la cubierta U .

Demostración. Sea X un espacio métrico y compacto y supongamos
que existe una cubierta abierta U = {Ui}i∈I de X que no tiene un
número de Lebesgue. Por lo que para cada n ∈ N, existe algún xn ∈ X
tal que la bola B 1

n
(xn) no está contenida en ningún abierto de U .

Como X es métrico compacto, se tiene que la sucesión {xn}n∈N tiene un
subsucesión convergente {xnk}k∈N. Sea x ∈ X el ĺımite de esta sucesión
y sea j ∈ I tal que x ∈ Uj. Como Uj es abierto, se tiene que existe
r > 0 tal que Br(x) ⊂ Uj. Tomemos un k0 ∈ N suficientemente grande
tal que 1

nk0
< r

2
y d(xnk0 , x) < r

2
.

Por la desigualdad del triángulo, si z ∈ B r
2
(xnk0 ), entonces d(z, x) ≤
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d(z, xnk0 ) + d(xnk0 , x) < r
2

+ r
2

= r. Es decir, B r
2
(xnk0 ) ⊂ Br(x).

Aśı, se tiene que B 1
nk0

(xnk0 ) ⊂ B r
2
(xnk0 ) ⊂ Br(x) ⊂ Uj, lo cual es una

contradicción por como definimos los xn.

La rećıproca del lema anterior no es cierta, es decir, existen espacios
métricos no compactos con la propiedad del número de Lebesgue.

3.20 Ejemplo. Sea X = Z con la métrica usual. Entonces, sin impor-
tar cuál sea la cubierta abierta U , δ = 1 es un número de Lebesgue para
U , pues para cada x ∈ X, B1(x) = {x} y en particular está contenido
en algún elemento de la cubierta U .

3.21 Lema. Sean (X, ρX), (Y, ρY ) espacios métricos y f : X −→ Y una
función continua. Si (X, ρX) es compacto entonces f es uniformemente
continua.

Demostración. Sea ε > 0. Como f es continua para cada x ∈ X
existe δx > 0 tal que, si ρX(x, y) < δx entonces ρY (f(x), f(y)) < ε

2
.

Aśı B = {B δx
2

(x)}x∈X es una cubierta abierta para X. Como X es un

espacio métrico compacto, por el Lema 3.19, se tiene que existe δ > 0 un
número de Lebesgue para B tal que para cada x, y ∈ X de tal manera

que ρX(x, y) < δ, entonces existe x0 ∈ X tal que ρX(x, x0) <
δx0
2
< δx0

y ρY (y, x0) <
δx0
2
< δx0 . Luego ρY (f(x), f(x0)) <

ε
2

y ρY (f(y), f(x0)) <
ε
2
, porque f es continua.

De esta manera, si ρX(x, y) < δ se cumple que ρY (f(x), f(y)) ≤
ρY (f(x), f(x0)) + ρY (f(x0), f(y)) < ε

2
+ ε

2
= ε.

Por lo tanto, f es uniformemente continua.

3.22 Teorema. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces:

1. X es arco-conexo;

2. cada subcojunto conexo y abierto de X es arco-conexo;

3. X es uniformemente localmente arco-conexo.

Para la prueba ver [13, 31.2].

3.23 Teorema. Un espacio de Hausdorff, X, es una imagen continua
del intervalo cerrado [0, 1] si y sólo si X es un continuo localmente
conexo.
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Demostración. ⇒] Supongamos que X es un espacio de Hausdorff y
que existe una función continua y suprayectiva, f : [0, 1] −→ X.
Es claro que X debe ser un espacio compacto y conexo, pues estas
propiedades se preservan bajo funciones continuas, véase Teorema 2.6.
Además por el Teorema 2.31 sabemos que X es un espacio metrizable.
Aśı, X es un continuo, luego f es una función cerrada véase Teorema
3.11. Luego por la Proposición 3.6 f es de identificación. Aśı se obtiene
por Teorema 3.13 que X es un espacio localmente conexo.
Esto prueba la necesidad.
⇐] Supongamos queX es un continuo, métrico y localmente conexo.

Consideremos una función continua y suprayectiva, f , definida en el
conjunto de Cantor, C ⊂ [0, 1], sobre X, véase Teorema 2.40.
Denotemos por {In : n ∈ N} a la colección de las componentes conexas
de [0, 1] \C, las cuales están enumeradas por su tamaño y para los que
son de igual tamaño numeradas de izquierda a derecha. Es decir,
I1 =

(
1
3
, 2
3

)
, I2 =

(
1
9
, 2
9

)
, I3 =

(
7
9
, 8
9

)
, I4 =

(
1
27
, 2
27

)
, I5 =

(
7
27
, 8
27

)
,

I6 =
(
17
27
, 18
27

)
e I7 =

(
25
27
, 26
27

)
, etc.

Extenderemos la definición de f a cada uno de los conjuntos In, n ∈ N.
Denotemos In = (pn, qn), para cada n ∈ N.
Como X es uniformemente localmente arco-conexo, por el Teorema
3.22, existe una sucesión de números positivos {δn}∞n=1 tal que:

1. ∀x, y ∈ X con x 6= y y ρ(x, y) < δn existe un arco A(x, y) ⊂ X
con puntos extremos x y y tal que diam(A(x, y)) < 1

2n
.

Como f : C −→ X es uniformemente continua, existe una su-
cesión de números positivos {ηn}∞n=1 tal que ηn+1 < ηn < 1

2n+1

y

2. ∀x, y ∈ C con |x− y| < ηn se tiene que ρ(f(x), f(y)) < δn

Afirmación:
Existe una subsucesión {ηnk}∞k=1 de la sucesión {ηn}∞n=1 y una sucesión
de enteros positivos {mk}∞k=1 tales que para cada k ∈ N

(i) ηnk+1
≤ diam(Im) < ηnk , para todo m ∈ {mk + 1, ...,mk+1}; y

(ii) diam(Im) < ηnk+1
, para todo m > mk+1

Para probar esta afirmación procederemos por inducción.
Caso k = 1
Denotemos n1 = 1 y m1 = máx{m ∈ N : ηn1 ≤ diam(Im)}.
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Notemos que 1 ≤ m1 ya que ηn1 = η1 <
1
4
< 1

3
= diam(I1).

Además, para cada m ∈ {1, ...,m1}, ηn1 ≤ diam(Im); y para cada
m > m1 diam(Im) < ηn1 .
En particular, tenemos que diam(Im1+1) < ηn1 .
Denotemos n2 = mı́n{n ∈ N : ηn ≤ diam(Im1+1)} y m2 = máx{m ∈
N : ηn2 ≤ diam(Im)}.
Observamos que n2 está determinado ya que ĺım ηn = 0 y 0 < diam(Im1+1).
Tambiénm2 está determinado ya quem1+1 pertenece al conjunto {m ∈
N : ηn2 ≤ diam(Im)} y este conjunto es finito pues ĺım diam(Im) = 0.
Por otra parte, es claro que:

(I) ηm2 ≤ diam(Im) < ηn1 , para cada m ∈ {m1 + 1, ...,m2}; y

(II) diam(Im) < ηm2 , para cada m > m2.

Esto completa la prueba para el caso k = 1.

Paso inductivo.
Supongamos que se han determinado conjuntos de enteros positivos
{n1, ..., nk} y {m1, ...,mk} de modo que:

i) ηnk ≤ diam(Im) < ηnk−1
, para todo m ∈ {mk−1 + 1, ...,mk}; y

ii) diam(Im) < ηnk , para todo m > mk.

Por la condición (ii) de la afirmación se tiene que diam(Imk+1) < ηk.
Denotemos nk+1 = mı́n{n ∈ N : ηn ≤ diam(Imk+1)} y mk+1 =
máx{m ∈ N : ηnk+1

≤ diam(Im)}.
Observemos que nk+1 está determinado pues ĺım ηn = 0 y 0 < diam(Imk+1).
También mk+1 está determinado ya que mk + 1 pertenece al con-
junto {m ∈ N : ηnk+1

≤ diam(Im)} y este conjunto es finito pues
ĺım diam(Im) = 0.

Por otra parte obsérvese que:
ηnk+1

≤ diam(Im) para cada m ∈ {mk + 1, ...,mk+1}, ya que mk+1 es
el número natural más grande para el cual esta desigualdad es cierta.
También diam(Im) < ηnk , para todo m > mk, esta desigualdad se da
por la hipótesis de inducción, o sea en la condición ii).
Aśı se tiene que:

(a) ηnk+1
≤ diam(Im) < ηnk , para cada m ∈ {mk + 1, ...,mk+1}.
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(b) diam(Im) < ηnk+1
, para todo m > mk+1.

En resumen, los enteros positivos nk+1 y mk+1, definidos como arri-
ba, cumplen con las condiciones (I) y (II), lo cual completa la prueba
de la afirmación.

A continuación, para cada n ∈ N definimos una función, fn con do-
minio el intervalo cerrado In = [pn, qn] analizando dos casos:

f(pn) = f(qn); en este caso denotamos An = {f(pn)} y definimos
fn : In −→ An como fn(x) = f(pn) para todo x ∈ In, es decir, en
este caso fn es la función constante definida en In de valor f(pn).

f(pn) 6= f(qn); en este caso existe un único k ∈ N tal que n ∈
{mk + 1, ...,mk+1}, por la condición (i) de la afirmación se tie-
ne que |pn − qn| < ηnk ; luego por la condición 2 se obtiene que
ρ(f(pn), f(qn)) < δn, luego por la condición 1 tomamos un arco An
en X con puntos extremos f(pn) y f(qn) y tal que diam(An) < 1

2n
.

En este caso consideramos un homeomorfismo fn : In −→ An tal
que fn(pn) = f(pn) y fn(qn) = f(qn).

Ahora definimos g : [0, 1] −→ X como

g(x) =

{
f(x) si x ∈ C
fn(x) si x ∈ In, con n ∈ N.

Notemos que g es una función suprayectiva pues f lo es, sólo resta
probar que g es una función continua.
Para esto sea x ∈ [0, 1] y {xl}∞l=1 una sucesión en [0, 1] tal que ĺım

l→∞
xl =

x.
Analicemos dos casos:

1) Si x ∈ [0, 1] \ C, entonces existe n ∈ N tal que x ∈ In. Como In
es un conjunto abierto en [0, 1] y ĺımxl = x se tiene que existe
L ∈ N tal que xl ∈ In, para todo l ≥ L.
Se tiene que g(xl) = fn(xl) para todo l ≥ L y g(x) = fn(x).
Dado que fn es una función continua, se tiene que ĺım fn(xl) =
fn(x).
Aśı, en este caso, se concluye que ĺım

l→∞
g(xl) = g(x).

2) Si x ∈ C, en este caso usaremos la Proposición 2.17 para probar
que ĺım

l→∞
g(xl) = g(x).
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Sea {g(xlj)}∞j=1 una subsucesión de la sucesión {g(xl)}∞l=1.
Analicemos dos subcasos:

2.1) La sucesión {xlj}∞j=1 tiene una subsucesión {xljk}
∞
k=1 tal que

xljk ∈ C para todo k ∈ N.

En este subcaso g(xljk ) = f(xljk ) y g(x) = f(x) aśı, tomamos

la subsucesión {g(xljk )}∞k=1 de la sucesión {g(xlj)}∞j=1.

Notemos que ĺım g(xljk ) = ĺım f(xljk ) = ĺım f(xl) = f(x) =

g(x), ya que f es continua, aśı se tiene que ĺım g(xljk ) = g(x),

luego, por la Proposición 2.17 se concluye que ĺım
l→∞

g(xl) =

g(x).

2.2) La sucesión {xlj}∞j=1 no tiene subsucesiones en C. Es decir, el
conjunto {xlj : j ∈ N} ∩ C es finito, luego podemos suponer
que xlj ∈ [0, 1] \ C para todo j ∈ N.
Notemos que ∀j ∈ N, existe lj ∈ N tal que xlj ∈ Ilj .
Como xljk → x, se tiene que x ∈ Iljk , entonces g(x) =

fm(x)...(∗).
A continuación dividimos el análisis en dos subcasos:

2.2.1) La sucesión {Ilj}∞j=1 tiene una subsucesión {Iljk}
∞
k=1 tal

que Iljk = Im para algún m ∈ N y para todo k ∈ N.

Notemos que ∀k ∈ N, xljk ∈ Iljk = Im, entonces g(xljk ) =

fm(xljk ).
Tomamos la subsucesión formada por las imágenes de los
x′ljk

s bajo g, es decir, tomamos la subsucesión {g(xljk )}∞k=1.

Notemos que ĺım g(xljk ) = ĺım fm(xljk ) = fm(x) = g(x),

esto último por la continuidad de fm y por (∗), luego,
por la Proposición 2.17 se tiene que ĺım

l→∞
g(xl) = g(x).

2.2.2) La sucesión {Ilj}∞j=1 no tiene subsucesión constante, en
este subcaso podemos suponer que Ilj1 6= Ilj2 si j1 6= j2.
Probaremos que ĺım

l→∞
g(xl) = g(x). Para hacer esto, pri-

mero notemos que:
ρ(plj , x) ≤ ρ(plj , xlj)+ρ(xlj , x) ≤ diam(Ilj)+ρ(xlj , x)...(∗∗).
Por esto y tomando en cuenta que ĺım diam(Il) = 0,
ĺım ρ(xlj , x) = 0, se obtiene que ĺım plj = x.
Luego como la función f : C −→ X es continua y puesto
que plj , x ∈ C, se sigue que ĺım f(plj) = f(x).
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Sea ε > 0. Fijemos N ∈ N tal que 1
2N

< ε
2

y
ρ(f(plj), f(x)) < ε

2
, para todo j ≥ N , esto último es po-

sible por (∗∗).
Notemos que ∀j ≥ N , diam(Alj) <

1

2lj
≤ 1

2N
< ε

2
.

Por otra parte notemos que:
ρ(g(xlj), g(x)) ≤ ρ(g(xlj), g(plj)) + ρ(g(plj), g(x)) =
ρ(flj(xlj), flj(plj)) + ρ(f(plj), f(x)) ≤ diam(Alj) +
ρ(f(plj), f(x)).
Se sigue que, para todo j ≥ N
ρ(g(xlj), g(x)) ≤ diam(Alj)+ρ(f(plj), f(x)) < ε

2
+ ε

2
= ε.

Esto demuestra que ĺım
l→∞

g(xl) = g(x).

Aśı, por todo lo anterior, se tiene que la función g es continua.

Dado un espacio topológico X, consideramos los siguientes conjun-
tos:

L(X) = {p ∈ X : X es c.i.k. en p } y N(X) = X \ L(X).

Las siguientes tres afirmaciones son tomadas de [6].

3.24 Lema. Sean X y Y espacios de Hausdorff y compactos, V ⊂ X
y y ∈ Y . Si f : X −→ Y es una función continua y suprayectiva y
f−1(y) ⊂ int(V ), entonces y ∈ int(f(V )).

Demostración. Observemos que f−1(y) ⊂ int(V ) implica que f−1(y)∩
(X \ V ) = ∅, luego y /∈ f(X \ V ), es decir, y ∈ Y \ f(X \ V ).

Notemos que f es una función cerrada, ver Teorema 2.15. Aśı, f(X \ V )

es un conjunto cerrado en Y . En consecuencia, Y \ f(X \ V ) es un
conjunto abierto en Y .
Por otra parte, veamos que Y \ f(V ) ⊂ f(X \ V ). Para hacer esto, sea
z ∈ Y \ f(V ). Como f es suprayectiva, existe x ∈ X tal que f(x) = z.

Notemos que x /∈ V . Aśı, x ∈ X \ V . Como X \ V ⊂ X \ V , se tiene

que f(x) ∈ f(X \ V ) ⊂ f(X \ V ), esto implica que z ∈ f(X \ V ).

Esto prueba que Y \ f(V ) ⊂ f(X \ V ). Se sigue que Y \ f(X \ V ) ⊂
f(V ).

En resumen, Y \ f(X \ V ) es un conjunto abierto en Y tal que y ∈
Y \ f(X \ V ) ⊂ f(V ). Esto prueba que y ∈ int(f(V )).
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3.25 Teorema. Sean f : X −→ Y una función continua y suprayectiva
entre espacios métricos compactos, y ∈ Y . Si X es c.i.k. en x, para todo
x ∈ f−1(y), entonces Y es c.i.k. en y, es decir,

f−1(y) ⊂ L(X) implica que y ∈ L(Y ).

Demostración. Sea U un abierto en Y tal que y ∈ U . Entonces f−1(y) ⊂
f−1(U). Aśı, para cada x ∈ f−1(y), f−1(U) es un conjunto abierto en
X tal que x ∈ f−1(U). Luego, por hipótesis, para cada x ∈ f−1(y),
existe un conjunto conexo Ux en X tal que x ∈ int(Ux) y Ux ⊂ f−1(U).
Denotemos V =

⋃
{Ux : x ∈ f−1(y)}, notemos que f−1(y) ⊂ int(V ),

aśı por el Lema 3.24 deducimos que y ∈ int(f(V )).
Observemos que f(V ) =

⋃
{f(Ux) : x ∈ f−1(y)} y para cada x ∈

f−1(y), f(Ux) es un conjunto conexo en Y , tal que y ∈ f(Ux); por ésto
f(V ) es un conjunto conexo en Y .
Por otro lado, como Ux ⊂ f−1(U) para cada x ∈ f−1(y), se tiene que
f(Ux) ⊂ U para cada x ∈ f−1(y). Esto implica que f(V ) ⊂ U .
En resumen, f(V ) es un conjunto conexo en Y tal que y ∈ int(f(V ))
y f(V ) ⊂ U . Por lo tanto Y es c.i.k. en y.

3.26 Teorema. Sea f : X −→ Y una función continua y suprayectiva
entre espacios compactos X y Y . Entonces para cada y ∈ Y tal que Y
no es c.i.k. en y, existe un punto x ∈ X tal que X no es c.i.k. en x y
f(x) = y, es decir,

N(Y ) ⊂ f(N(X)).

Demostración. Dado que Y \N(Y ) = L(Y ), la inclusión es equivalente
a

Y \ f(N(X)) ⊂ L(Y ).

Tomemos y ∈ Y \ f(N(X)). Aśı f−1(y) ⊂ f−1(Y \ f(N(X))) =
f−1(Y ) \ f−1(f(N(X))) ⊂ X \N(X) = L(X).
Es decir, f−1(y) ⊂ L(X). Aplicando el Teorema 3.25 tenemos que
y ∈ L(Y ). Por lo tanto Y \ f(N(X)) ⊂ L(Y ).

3.27 Lema. Si A y B son subconjuntos abiertos (cerrados) de un
espacio X tales que X = A ∪ B y f : A −→ Y y g : B −→ Y
son funciones continuas tales que f(x) = g(x) para cada x ∈ A ∩ B,
entonces F : X −→ Y definida por
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F (x) =

 f(x) si x ∈ A

g(x) si x ∈ B
es una función continua.

Demostración. Sea U abierto (cerrado) en Y .
Notemos que F−1(U) = {x ∈ X : F (x) ∈ U} = {x ∈ A ∪ B : F (x) ∈
U} = {x ∈ A : F (x) ∈ U}

⋃
{x ∈ B : F (x) ∈ U} = {x ∈ A : f(x) ∈

U}
⋃
{x ∈ B : g(x) ∈ U} = f−1(U)

⋃
g−1(U).

Como f−1(U) y g−1(U) son conjuntos abiertos (cerrados) en A y B res-
pectivamente y estos son abiertos (cerrados) en X, se tiene que F−1(U)
es abierto (cerrado) en X.

Observación:
En los Teoremas 3.25 y 3.26 no se puede sustituir la condición de cone-
xidad en pequeño por la de conexidad local, como lo muestra el ejemplo
que sigue.

Mostraremos un ejemplo en el cual tenemos dos espacios métricos
y compactos X y Y , y ∈ Y , y una función continua y suprayecti-
va f : X −→ Y , tales que X es localmente conexo en x, para todo
x ∈ f−1(y), pero Y no es localmente conexo en y.

Para esto, definamos a X y Y como sigue:
Para cada n ∈ N, sean an = ( 1

2n−1 ) y bn = ( 3
2n+1 ), puntos en R2.

Sean n,m ∈ N, con n ≤ m. Definimos Ln,m el segmento de recta que
tiene como extremos a los puntos ( 3

2n+1 ,
1

2m+1 ) y ( 1
2n−1 , 0).

Sea Xn =
⋃∞
m=n Ln,m

⋃
Ln, donde Ln es el segmento de recta con pun-

tos extremos an y an+1.
Para cada n ∈ N, sea An el segmento de recta que tiene como extremos
los puntos an+1 y bn.
Aśı definimos a X como X =

⋃
n∈NXn.

Por otro lado, sean n,m ∈ N, con n ≤ m. Definimos Mn,m como el
segmento de recta que tiene como extremos los puntos ( 1

2n
, 1
2m

) y an.
Sea Yn =

⋃∞
m=nMn,m

⋃
Mn, donde Mn es el segmento de recta con

puntos extremos an y bn.
Aśı se define a Y como Y =

⋃
n∈N Yn.

Véase la figura 3.1.
Ahora, sea p = (0, 0) y para cada n ∈ N definimos el homeomor-

fismo hn : Xn −→ Yn tal que hn(Ln,m) = Mn,m, para cada m ∈ N y
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Figura 3.1: Espacios X y Y

hn(an) = an.
Luego para cada n ∈ N sea Zn = Xn ∪ An y definamos gn : Zn −→ Yn

como sigue: gn(x) =

 hn(x) si x ∈ Xn

an+1 si x ∈ An
Finalmente, sea f : X −→ Y definida por

f(x) =

 gn(x) si x ∈ Zn

p si x = p

Observemos que para cada k ∈ N, f∣∣ k⋃
n=1

Zn :
k⋃

n=1

Zn −→ Y es una

función continua (por el Lema 3.27).

Ahora probaremos que f es una función continua. Sean x ∈ X y
{xn}∞n=1 una sucesión en X tales que ĺımxn = x. Por demostrar que
ĺım f(xn) = f(x)
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Analicemos dos casos:

(1) x 6= p; en este caso existe k ∈ N tal que x ∈ Zk = Xk ∪

Ak. Notemos que x /∈
∞⋃
n6=2

Zn y notemos también que
∞⋃
k+2

Zn =

∞⋃
n=k+2

Zn
⋃
{p}.

Aśı x ∈ X \
∞⋃
k+2

Zn ⊂
k+1⋃
n=1

Zn.

Se puede suponer que xn ∈ X \
∞⋃
k+2

Zn para toda n ∈ N.

Aśı, x ∈
k+1⋃
n=1

Zn y {xn}∞n=1 es una sucesión en
k+1⋃
n=1

Zn.

Como f∣∣ k+1⋃
n=1

es una función continua, se tiene que ĺım f(xn) =

f(x). Por lo que, para éste caso, se tiene que f es una función
continua.

(2) x = p; notar que X ⊂ Y . Aśı {xn}∞n=1 se puede ver como una

sucesión de Y . Además diam(Yn) =
√
2

2n
, el cual converge a 0.

Sea ε > 0. Como ĺımxn = p, se tiene que existe N ∈ N tal que
||xn − p|| < ε

2
, si n ≥ N . Observemos que xN ∈ YM , aśı pode-

mos suponer que para todo n ≥ N , xn ∈
∞⋃

k=M

Yk y además f(xn)

está en el mismo segmento de recta que xn.
Como ĺım diam(Yn) = 0, se tiene que existe N ′ ∈ N tal que
diam(Yn) < ε

2
, si n ≥ N ′.

Sea N∗ = máx{N,N ′, N∗}. Notemos que ||f(xn) − xn|| < ε
2

si
n ≥ N∗ (pues f(xn), xn están en el mismo segmento).
Aśı, si n ≥ N∗, entonces ||f(xn)−p|| ≤ ||f(xn)−xn||+ ||xn−p|| <
ε
2

+ ε
2

= ε.
Por lo tanto, ĺım f(xn) = f(p) = p.
Aśı, se tiene que f es una función continua.

Notemos que f−1(p) = {p} y X es localmente conexo en p, pero Y no
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es localmente conexo en p.
Aśı, hemos mostrado que X es localmente conexo en x, para todo
x ∈ f−1(p), pero Y no es localmente conexo en p.

3.28 Problema. Dado un espacio topológico X y una clase F de fun-
ciones, caracterizar el conjunto de todos los espacios que son imágenes
del espacio X bajo las funciones de la clase F , es decir, caracterizar al
conjunto F (X) = {f(X) : f ∈ F}.
Por ejemplo, si C denota el conjunto de Cantor y F denota la clase
de todas las funciones continuas, entonces F (C) es la familia de todos
los espacios métricos compactos (ver Teorema 2.40); además F ([0, 1])
es la familia de todos los continuos localmente conexos, ver Teorema
3.23.

3.29 Observación. Si un continuo no degenerado, X, localmente co-
nexo es tomado en lugar de [0, 1], entonces la siguiente igualdad es
cierta.

F (X) = F ([0, 1]).

Demostración. ⊆] Si Y ∈ F (X), entonces existe f ∈ F tal que
f(X) = Y . Como X es localmente conexo, sabemos que X ∈ F ([0, 1]),
es decir, existe g ∈ F tal que g([0, 1]) = X. Se tiene que f ◦ g ∈ F y
f ◦ g([0, 1]) = f(g([0, 1])) = f(X) = Y . Aśı Y ∈ F ([0, 1]).
Por lo tanto, F (X) ⊆ F ([0, 1]).

⊇] Si Z ∈ F ([0, 1]), entonces existe h ∈ F tal que h([0, 1]) = Z.
Por otra parte, sean p, q ∈ X tales que p 6= q. Por el Lema de Ury-
sohn (caracterización de la normalidad), existe una función continua
l : X −→ [0, 1] tal que l(p) = 0 y l(q) = 1. Como l(X) es conexo, se
tiene que l(X) = [0, 1]. Se sigue que, h ◦ l ∈ F y h ◦ l(X) = h(l(X)) =
h([0, 1]) = Z.
Por lo tanto Z ∈ F (X).
Aśı F (X) = F ([0, 1]).
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Caṕıtulo 4

Funciones Monótonas

A lo largo de este caṕıtulo estudiamos algunas propiedades de las
funciones monótonas y usando el concepto de función hereditariamente
monótona caracterizamos a los espacios hereditariamente unicoheren-
tes. Por último demostramos el Teorema de factorización de Whyburn,
el cual es un resultado relacionado con las funciones monótonas.

4.1 Definición. Una función continua y suprayectiva entre espacios
topológicos, f : X −→ Y , es monótona si, para cada punto y ∈ Y , se
tiene que f−1(y) es conexo.

El primer resultado a demostrar establece que para funciones conti-
nuas cerradas, la monotońıa equivale a la condición de que la preimagen
de cada conjunto conexo en el rango es un conjunto conexo en el do-
minio.

4.2 Definición. Dos subconjuntos A y B de un espacio X están sepa-
rados si A ∩B = ∅ y A ∩B = ∅.

4.3 Observación. Claramente dos conjuntos cerrados y ajenos están
separados. También dos conjuntos abiertos ajenos están separados, ya
que si U y V son conjuntos abiertos y ajenos, entonces x ∈ V implica
que x /∈ U , pues V es un abierto que tiene a x y es ajeno de U ; se sigue
que U ∩ V = ∅, similarmente se prueba que U ∩ V = ∅.

4.4 Proposición. Sea Y un subespacio de un espacio X. Si A y B son
conjuntos separados en Y , entonces también lo son en X.

Demostración. Notemos que AY = Y ∩ A, donde AY denota la cerra-
dura de A en Y , ya que y ∈ Y ∩ A si y sólo si, y ∈ Y y para todo
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abierto, U , en X tal que y ∈ U , U ∩ A 6= ∅ si y sólo si, y ∈ Y y para
todo abierto, U , en X tal que y ∈ U , U ∩(Y ∩A) 6= ∅ si y sólo si, y ∈ Y
y para todo abierto, U , en X tal que y ∈ U , (U ∩ Y ) ∩A 6= ∅ si y sólo
si, y ∈ AY .
Por lo que A ∩ B = A ∩ (Y ∩ B) = (A ∩ Y ) ∩ B = AY ∩ B, pero por
hipótesis A y B están separados en Y , aśı AY ∩B = ∅.
Por lo tanto, A ∩B = ∅.
De igual manera se prueba que A ∩B = ∅.

4.5 Proposición. Un espacio X es conexo si y sólo si X no es la unión
de dos de sus subconjuntos separados y no vaćıos.

Demostración. ⇒] Supongamos que X = A ∪ B, donde A y B están
separados en X. Se tiene que A ⊂ A ∪ B y A ∩ B = ∅; aśı A ⊂ A.
Luego A = A, es decir A es cerrado. De igual manera se prueba que B
es cerrado.
En resumen, A y B son subconjuntos de X, cerrados, ajenos tales que
X = A ∪ B. Como X es conexo se concluye que A = ∅ o B = ∅. Esto
demuestra la implicación.
⇐] Supongamos que X no es conexo, entonces X = U ∪ V , donde U y
V son conjuntos abiertos, ajenos y no vaćıos, luego, por la Observación
4.3, se tiene que U y V están separados. Se sigue X se puede escribir
como la unión de dos de sus subconjuntos separados y no vaćıos. Esto
demuestra la implicación.

4.6 Lema. Sea f : X −→ Y una función continua, suprayectiva y
cerrada entre espacios topológicos, entonces:

i) Si C ⊂ Y , entonces C ⊂ f(f−1(C));

ii) Si C1 ∪ C2 ⊂ Y , y los conjuntos f−1(C1) y f−1(C2) están separa-
dos, entonces C1 y C2 están separados.

Demostración. i) Sea C un subconjunto de Y , dado que f es suprayecti-

va, se tiene que C = f(f−1(C)) ⊂ f(f−1(C)), es decir, C ⊂ f(f−1(C)),

luego se sigue que C ⊂ f(f−1(C)), pero como f es cerrada, se tiene

que f(f−1(C)) = f(f−1(C)).

Aśı se concluye que, C ⊂ f(f−1(C)).
ii) Notemos que para cualesquiera subconjuntos A ⊂ X y B ⊂ Y se
cumple que B = f(f−1(B)), ya que f es suprayectiva.
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Por otro lado f(A) ∩ f(f−1(B)) = f(A ∩ f−1(B)). Aśı f(A) ∩ B =
f(A ∩ f−1(B)).

Sea C1 ∪ C2 ⊂ Y . Por i) se tiene que C1 ⊂ f(f−1(C1)), entonces

C1∩C2 ⊂ f(f−1(C1))∩C2 = f(f−1(C1)∩f−1(C2)) = ∅ ya que f−1(C1)
y f−1(C2) están separados.
Aśı C1 ∩ C2 = ∅.
De manera similar se prueba que C1 ∩ C2 = ∅.
Por lo tanto, C1 y C2 están separados.

4.7 Proposición. Si E es un subconjunto conexo de un espacio X y
E ⊂ A ∪B, donde A y B están separados, entonces E ⊂ A ó E ⊂ B.

Demostración. Dado que E ⊂ A∪B, se tiene que E = (E∩A)∪(E∩B).
Luego, como A y B están separados, se sigue que E∩A y E∩B también
están separados.
Por otro lado, como E es conexo, se tiene que E ∩A = ∅ ó E ∩B = ∅.
Si E ∩ A = ∅, entonces E = E ∩B, lo cual implica que E ⊂ B.
Si E ∩B = ∅, entonces E = E ∩ A, lo cual implica que E ⊂ A.
Aśı E ⊂ A ó E ⊂ B.

4.8 Teorema. Sea f : X −→ Y una función continua, suprayectiva y
cerrada entre espacios topológicos. Entonces f es monótona si y sólo
si para cada subconjunto conexo, C de Y , la imagen inversa f−1(C) es
un conjunto conexo.

Demostración. ⇐] Notemos que {y} es un conjunto conexo, para cada
y ∈ Y , luego por hipótesis f−1({y}) es un conjunto conexo, es decir,
f−1(y) es conexo, para cada y ∈ Y . Por lo que f es monótona.
⇒] Sea C un subconjunto de Y conexo. Vamos a mostrar que f−1(C)
es conexo, para esto usaremos la Proposición 4.5.
Sea f−1(C) = A ∪B, donde A y B están separados. Mostraremos que
A = ∅ ó B = ∅.
Si y ∈ C y f−1(y) ∩ A 6= ∅, entonces f−1(y) ⊂ A.
Sea M = {y ∈ C : f−1(y) ⊂ A}, entonces f−1(M) ⊂ A, ya que
si z ∈ f−1(M), entonces f(z) ∈ M , entonces f−1(f(z)) ⊂ A. Como
z ∈ f−1(f(z)), se tiene que z ∈ A.
Ahora, si x ∈ A, entonces x ∈ f−1(C), luego f(x) ∈ C. Notemos que
x ∈ f−1(f(x)) ∩ A. Aśı f−1(f(x)) ∩ A 6= ∅. Como f−1(f(x)) es un
subconjunto conexo de f−1(C), se obtiene que f−1(f(x)) ⊂ A (véase
Proposición 4.7). En consecuencia f(x) ∈M . Aśı f−1(f(x)) ⊂ f−1(M).
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Luego, x ∈ f−1(M). Esto prueba que A ⊂ f−1(M).
Con lo anterior se obtiene que A = f−1(M).
Similarmente, denotamos N = {y ∈ C : f−1(y) ⊂ B} y obtenemos que
B = f−1(N).
Como A y B están separados, se tiene que f−1(M) y f−1(N) están
separados. Por el Lema 4.6 se obtiene que M y N están separados.
Por otra parte, notemos que C = M ∪ N , pues y ∈ C implica que
f−1(y) ⊂ A ó f−1(y) ⊂ B, porque f−1(y) es conexo por hipótesis;
aśı y ∈M ó y ∈ N .
Ahora, como C es conexo, se tiene que M = ∅ ó N = ∅. Aśı f−1(M) = ∅
ó f−1(N) = ∅. Luego A = ∅ ó B = ∅.
Esto prueba el teorema.

4.9 Corolario. Para una función continua y suprayectiva entre conti-
nuos, f : X −→ Y , las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f es monótona;

(2) Para cada subconjunto conexo, C de Y , f−1(C) es conexo; y

(3) Para cada subcontinuo, C de Y , f−1(C) es un subcontinuo de X.

Demostración.
(1) ⇒ (2) Sea C un subconjunto de Y conexo, por el Teorema 4.8,
se tiene que f−1(C) es un conjunto conexo, ya que f es una función
monótona y cerrada.

(2) ⇒ (3) Sea C un subcontinuo de Y . Como C es conexo, se tie-
ne que f−1(C) es conexo en X, por hipótesis.
Por otro lado, como C es compacto, entonces C es cerrado, luego
f−1(C) es cerrado, ya que f es continua. Se tiene que f−1(C) es com-
pacto por ser un subconjunto cerrado de un espacio compacto.
Por lo tanto, f−1(C) es un subcontinuo de X.

(3)⇒ (1) Notemos que para cada y ∈ Y , {y} es un subcontinuo de Y ,
por lo que f−1({y}) = f−1(y) es un subcontinuo de X, en particular
f−1(y) es conexo, para cada y ∈ Y . Aśı f es monótona.

4.10 Definición. Un continuo X es irreducible si X contiene dos
puntos distintos p y q tales que ningún subcontinuo propio de X con-
tiene a {p, q}. En este caso se dice que X es irreducible entre p y q.
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Por ejemplo, en la figura 4.1 los continuos (1), (2), (3) y (4) son
irreducibles entre los puntos p y q. Mientras que los continuos (5) y
(6) no lo son, ya que podemos encontrar subcontinuos propios que
contienen a dichos puntos.

4.11 Definición. Un espacio X se dice irreducible respecto a una
propiedad P dada, siempre que el espacio X tenga la propiedad P ,
pero ninguno de sus subconjuntos propios cerrados y no vaćıos tiene la
propiedad P .

4.12 Definición. Una propiedad P se dice inducible siempre que para
cada sucesión {An}∞n=1 monótona decreciente de conjuntos compactos

que tengan la propiedad P , entonces
∞⋂
n=1

An también tiene la propiedad

P .

Por ejemplo, la propiedad de ser conexo es una propiedad inducible.

4.13 Teorema. De Reducción de Brouwer. Si P es una propiedad
inducible, entonces cualquier espacio X segundo numerable, compacto,
no vaćıo que tenga la propiedad P contiene un subconjunto cerrado,
no vaćıo el cual es irreducible con respecto a la propiedad P .

Demostración. Supongamos que X no contiene un subconjunto ce-
rrado, no vaćıo el cual es irreducible con respecto a la propiedad P .
Sea {Un : n ∈ N} una base numerable para X. Como X es irre-
ducible con respecto a la propiedad P , existe un subconjunto cerra-
do propio, C1 de X tal que C1 tiene la propiedad P . Notemos que
existe m1 ∈ N tal que C1 ∩ Um1 = ∅. Denotemos M1 = {n ∈ N :
existe C cerrado y no vaćıo en X tal que C tiene la propiedad P y
C ∩ Um1}.
Observemos que M1 es un subconjunto no vaćıo de N (pues m1 ∈M1).
Denotemos n1 = mı́n M1. Tomemos un subconjunto cerrado (propio),
A1, no vaćıo de X con la propiedad P tal que A1 ∩ Un1 = ∅. Por el
supuesto inicial de esta demostración tenemos que A1 no es irreducible
con respecto a la propiedad P . Luego existe un subconjunto cerrado,
propio, C2, de A1 tal que C2 tiene la propiedad P .
Notemos que existe m2 ∈ N tal que C2 ∩ Um2 = ∅ y A1 ∩ Um2 6= ∅.
Por la definición de n1, tenemos que n1 < m2, pues m2 ∈M1 y n1 6= m2.
Denotemos M2 = {n ∈ N : n1 < n y existe C cerrado y no vaćıo en X
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Figura 4.1: Ejemplos de continuos irreducibles y no irreducibles

tal que C tiene la propiedad P y C ∩ Um2}. Notemos que m2 ∈M2.
Denotemos n2 = mı́n M2; y tomemos un subconjunto cerrado, propio,
A2, no vaćıo de X con la propiedad P tal que A2 ∩ Un2 = ∅.
Inductivamente se determina una sucesión decreciente de subconjuntos
cerrados, no vaćıos de X, {Ai}∞i=1 tal que Ai tiene la propiedad P , para
todo i ∈ N y Ai ∩ Un1 = ∅, para todo i ∈ N.

Denotemos A =
∞⋂
i=1

Ai. Tenemos que A es un subconjuto cerrado y no

vaćıo de X.
Por hipótesis la propiedad P es inducible. Por esto A tiene la propie-
dad P . Por el supuesto inicial de esta demostración, A no es irreducible
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respecto a la propiedad P , aśı existe un subconjunto cerrado propio y
no vaćıo B, de A tal que B tiene la propiedad P . Notemos que existe
k ∈ N tal que B ∩ Uk = ∅ y A ∩ Uk 6= ∅. Como A ∩ Uni = ∅, para todo
i ∈ N, se tiene que k 6= ni, para todo i ∈ N.
Por otro lado, notemos que k ∈ M1 aśı n1 < k. Se sigue que k ∈ M2;
luego n2 < k. Inductivamente se obtiene que ni < k, para todo i ∈ N.
Esto es una contradicción, pues {ni}∞i=1 es una sucesión creciente de
enteros positivos.

4.14 Teorema. Si K es cualquier subconjunto cerrado de un continuo,
X, entonces X contiene un subcontinuo irreducible alrededor de K.

Demostración. Veamos que la propiedad P de ser un subcontinuo de
X que contenga a K es una propiedad inducible.
Sea {An}∞n=1 una sucesión monótona decreciente de subcontinuos de X
tal que cada An contiene a K, para cada n ∈ N.

Sabemos que
∞⋂
n=1

An es un subcontinuo de X, ya que cada An es un

subcontinuo y además An+1 ⊂ An, para cada n ∈ N.

Dado que K ⊂ An, para cada n ∈ N, se tiene que K ⊂
∞⋂
n=1

An.

Aśı, ser un subcontinuo de X que contenga a K es una propiedad
inducible. Esto prueba que la propiedad P es una propiedad inducible.
Por el Teorema de reducción de Brouwer, X contiene un subconjunto
cerrado y no vaćıo, digamos Y , el cual es irreducible con respecto a la
propiedad P . Es decir, Y es un subcontinuo de X que contiene a K
y ninguno de sus subconjuntos propios, cerrados y no vaćıos tiene la
propiedad P . Esto significa que si A es un subcontinuo propio de Y ,
entonces A no contiene a K.
Aśı, Y es un subcontinuo de X irreducible alrededor de K.

4.15 Corolario. Para un continuo X las siguientes condiciones son
equivalentes:

1) X es un arco;

2) X es irreducible y localmente conexo;

3) X es irreducible y arco-conexo.

67



Demostración.
1) ⇒ 2) Como X es un arco, se tiene que es un continuo irreducible
entre los puntos 0 y 1, es decir, es un continuo irreducible y también
por ser un arco es un continuo localmente conexo.
2) ⇒ 3) Como X es localmente conexo, se tiene por el Teorema 3.22,
que X es arco-conexo.
Por lo que X es irreducible y arco-conexo.
3) ⇒ 1) Sean p, q ∈ X con p 6= q tales que X es irreducible entre
p y q. Como X es arco-conexo, se tiene que existe un arco A ⊂ X
tal que {p, q} ⊂ A. Dado que X es irreducible entre p y q y A es un
subcontinuo de X, se sigue que A = X. Por lo que X es un arco.

4.16 Teorema. Si un continuo X es irreducible entre p y q y si
f : X −→ Y es una función monóntona y suprayectiva, entonces el
continuo Y es irreducible entre f(p) y f(q).

Demostración. Sea C un subcontinuo de Y tal que f(p), f(q) ∈ C. Se
tiene que f−1(C) es un subcontinuo de X, por el Corolario 4.9. Notemos
que p, q ∈ f−1(C). Dado que X es irreducible entre p y q, se tiene que
f−1(C) = X.
Por otro lado, como f es suprayectiva, se sigue que C = f(f−1(C)),
pero f−1(C) = X, por lo que C = f(X) = Y , es decir C = Y .
Por lo tanto, Y es irreducible entre f(p) y f(q)

Veremos que la imagen de una curva cerrada simple, bajo una fun-
ción monótona es una cruva cerrada simple. Para esto, primero proba-
remos algunos lemas.

4.17 Definición. Una curva cerrada simple es un espacio el cual es
homeomorfo al espacio S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

4.18 Lema. Un continuo no degenerado, X, es una curva cerrada
simple si y sólo si X \ C es conexo, para todo subconjunto conexo, C
de X.

Demostración.
⇒] Sea C un subconjunto conexo deX. Notemos que si |X \ C| ≤ 1,
entonces X \ C = ∅ o X \ C es un conjunto con un único punto; aśı,
en este caso, X \ C es conexo. Luego, en lo que sigue suponemos que
|X \ C| ≥ 2. Probaremos que X \ C es arco-conexo, luego, es conexo.
Para esto, sean p, q ∈ X \C, con p 6= q. Notemos que X es la unión de
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dos arcos, digamos A y B, con puntos extremos p y q, de tal forma que
A ∩B = {p, q}. También notemos que C ⊂ X \ {p, q} = (A \ {p, q}) ∪
(B \ {p, q}) y que A \ {p, q} y B \ {p, q} son conjuntos separados en X.
Como C es conexo, se sigue que C ⊂ A \ {p, q} o C ⊂ B \ {p, q}.
Sin perder generalidad, podemos suponer que C ⊂ A \ {p, q}. Aśı,
C ∩B = ∅, luego B ⊂ X \C. Como B es un arco con puntos extremos
p y q, se concluye que X \ C es arco-conexo.
⇐] Supongamos que X \ C es conexo, para todo subconjunto conexo,
C, de X. Demostraremos que X es una curva cerrada simple, para esto
usaremos [11, 9.31].
Sean p, q ∈ X tales que p 6= q. Por demostrar que X \ {p, q} no es
conexo.
Supongamos que X \ {p, q} es conexo, entonces por hipótesis se tiene
que {p, q} es conexo. Notemos que {p, q} = {p}∪{q}, por lo que {p, q}
no es conexo, lo cual es una contradicción.
Lo cual demuestra la implicación.

4.19 Teorema. Sea f : X −→ Y una función monótona. Si X es una
curva cerrada simple, entonces Y es una curva cerrada simple.

Demostración. Sean y1, y2 ∈ Y tales que y1 6= y2.
Supongamos que Y \ {y1, y2} es conexo, entonces f−1(Y \ {y1, y2}) es
conexo. Notemos que f−1(Y \ {y1, y2}) = f−1(Y ) \ f−1({y1, y2}) =
X\f−1({y1}∪{y2}) = X\(f−1(y1)∪f−1(y2)). Por lo que X\(f−1(y1)∪
f−1(y2)) es conexo.
Como X es una curva cerrada simple, por el Lema 4.18, se tiene que
f−1(y1) ∪ f−1(y2) es conexo, pero esto es una contradicción, ya que
f−1(y1) y f−1(y2) son conjuntos cerrados, ajenos y no vaćıos.
Aśı Y \ {y1, y2} no es conexo. Nuevamente, por el Lema 4.18 se tiene
que Y es una curva cerrada simple.

Las funciones monótonas están relacionadas con un tipo especial de
continuos, a saber, los hereditariamente unicoherentes.

4.20 Definición. Un continuo X es unicoherente si siempre que X
se escriba como la unión de dos de sus subcontinuos, la intersección de
éstos es un conjunto conexo.

En la figura 4.2 se muestran ejemplos de continuos unichoerentes y
continuos que no lo son.
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Figura 4.2: Los continuos (a), (b) y (d) son ejemplos de continuos unicohe-
rentes, mientras que el continuo (c) no lo es.

4.21 Definición. Un continuo X es hereditariamente unicoheren-
te si cada subcontinuo de X es unicoherente.

4.22 Proposición. Un continuo X es hereditariamente unicoherente
si y sólo si, la interesección de cada dos subcontinuos de X es conexo.

Demostración.
⇒] Sean Y y Z subcontinuos de X y supongamos que Y ∩ Z 6= ∅, de
lo contrario no hay nada que probar.
Notemos que Y ∪ Z es un subcontinuo de X, luego como X es heredi-
tariamente unicoherente, se tiene que Y ∩ Z es conexo.
⇐]Sea Y un subcontinuo de X, y sean A y B subcontinuos de Y tales
que Y = A ∪B.
Notemos que A y B también son subcontinuos de X, por lo que A∩B
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es conexo, por hipótesis.
Aśı Y es unicoherente. Lo cual demuestra la implicación.

4.23 Definición. Una función continua y suprayectiva, f : X −→ Y
entre continuos X y Y es hereditariamente monótona si para cada
subcontinuo, A, de X, la función restringida a A, f|A : A −→ f(A) es
monótona.

4.24 Teorema. Un continuo X es hereditariamente unicoherente si
y sólo si, cada función monótona f : X −→ Y es hereditariamente
monótona.

Demostración.
⇒] Sea X un continuo hereditariamente unicoherente y sea f : X −→
Y una función monótona.
Tomemos un subcontinuo A de X y consideremos la función f|A : A −→
f(A). Sea y ∈ f(A). Notemos que f−1|A (y) = A ∩ f−1(y).

Dado que f es monótona, se tiene que f−1(y) es conexo, además es
cerrado en X por la continuidad de f , por lo que f−1(y) es un continuo.
Luego, por la Proposición 4.22, A ∩ f−1(y) es conexo. Aśı f−1|A (y) es

conexo. Por lo tanto f es hereditariamente monótona.
⇐] Supongamos que X no es hereditariamente unicoherente, entonces
existen subcontinuos de X, A y B, tales que A ∩B no es conexo.
Definamos una relación, ' sobre X, de la siguiente forma: x ' y si y
sólo si x = y o x, y ∈ B.
Veamos que ' es una relación de equivalencia.

Notemos que ' es reflexiva, pues para cada x ∈ X, x = x, aśı x '
x.

Sean x, y ∈ X tales que x ' y, entonces x = y o x, y ∈ B, es
decir, y = x o y, x ∈ B, aśı y ' x. Por lo que ' es simétrica.

Sean x, y, z ∈ X tales que x ' y y y ' z, entonces x = y o
x, y ∈ B; y y = z o y, z ∈ B, se tiene que x = z o x, z ∈ B, por
lo que x ' z. Aśı ' es transitiva.

Por lo tanto, ' es una relación de equivalencia.
Notemos que las clases de equivalencia de' son los conjuntos singulares
o el continuo B, el cual es la única clase de equivalencia no degenerada
para ', es decir, X/ '= {{x} : x ∈ X \B} ∪ {B}.
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Sea la función cociente q : X −→ X/ ' dada por q(x) = la clase de equi-
valencia de x, es decir,

q(x) =

{
{x}, si x ∈ X \B
B, si x ∈ B

Nótese que q es una función monótona, pues
q−1({x}) = {x ∈ X : q(x) = {x}} = {x}; y
q−1({B}) = {x ∈ X : q(x) = {B}} = B.
Es decir, la preimagen de cada subconjunto conexo del codominio es
un conjunto conexo en el dominio.
Pero la función q|A : A −→ q(A) dada por

q|A(x) =

{
{x}, si x ∈ A \B
B, si x ∈ B

no es una función monótona, pues
q−1|A ({B}) = {x ∈ A : q|A(x) = {B}} = A∩B, el cual no es un conjunto
conexo.
Lo cual demuestra la implicación.

Un resultado importante relacionado con las funciones monótonas es
el Teorema de factorización de Whyburn. Para formularlo, recordemos
otra clase de funciones opuestas a las monótonas. Empezamos con las
definiciones necesarias.

4.25 Definición. Un espacio X es totalmente disconexo, si cada
subconjunto no vaćıo y conexo de X consta de sólo un punto.

De la definición se sigue que un espacio X es totalmente disconexo
si y sólo si todas las componentes de X son conjuntos singulares.

4.26 Definición. Un espacio X es 0-dimensional si tiene una base
formada por conjuntos abiertos y cerrados.

A continuación demostraremos que en los espacios métricos com-
pactos estos dos conceptos coinciden.
Veamos los siguientes lemas que ayudarán a la demostración de este
hecho.

4.27 Lema. Si K es una componente de un espacio de Hausdorff y
compacto,X, entoncesK =

⋂
{E ⊂ X : E es abierto y cerrado en X y

K ⊂ E}.

Demostración. Sea F = {E ⊂ X : E es abierto y cerrado en X y K
⊂ E} y sea H = ∩F . Notemos que K ⊂ H.
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Afirmamos que H es conexo. Para esto supongamos lo contrario, en-
tonces H = A ∪ B, donde A y B son conjuntos no vaćıos, cerrados y
disjuntos en H.
Como A y B son cerrados en H y este último es cerrado en X, se tiene
que A y B son cerrados y ajenos en X.
Sean U y W abiertos y ajenos en X tales que A ⊂ U y B ⊂ W , esto
por la normalidad de X.
Notemos que H ⊂ U ∪ W , luego X \ (U ∪ W ) ⊂ X \ H =

⋃
{X \

E : E es abierto y cerrado en X y K ⊂ E}. Se tiene que {X \ E :
E es abierto y cerrado en X y K ⊂ E} es una cubierta abierta para
X \ (U ∪W ) que es compacto por ser cerrado en X, entonces existen
E1, E2, · · · , En subconjuntos abiertos y cerrados en X que contienen a

K, tales que X \ (U ∪W ) ⊂
n⋃
i=1

(X \Ei), se sigue que
n⋂
i=1

Ei ⊂ U ∪W .

Por otra parte, K ⊂ H = A ∪B y dado que K es conexo, se tiene que
K ⊂ A o K ⊂ B.
Sin pérdida de generalidad supongamos que K ⊂ A.

Denotemos F :=
n⋂
i=1

Ei ∩U . Notemos que F es abierto en X y K ⊂ F .

Por otro lado notemos que F =
n⋂
i=1

Ei ∩ (X \W ), pues
n⋂
i=1

Ei ⊂ U ∪W .

Aśı F también es cerrado en X, por lo que H ⊂ F , es decir, A ∪ B ⊂
F ⊂ U , lo cual implica que B ⊂ U , de ah́ı que B ⊂ U ∪W , por lo que
U ∪W 6= ∅ pues B 6= ∅.
Esto contradice el hecho de que U y W sean ajenos.
Por lo que H es conexo, y aśı K = H.

4.28 Lema. Supongamos que K ⊂ V ⊂ X, donde X es un espacio de
Hausdorff compacto, V es abierto en X y K es una componente de X.
Entonces existe un conjunto abierto y cerrado, A, tal que K ⊂ A ⊂ V .

Demostración. Sea F = {E ⊂ X : E es abierto y cerrado en X y K
⊂ E}. Por el lema anterior, tenemos que K = ∩F .
Debemos probar que existe A ∈ F tal que A ⊂ V . Para esto supon-
gamos lo contrario. Esto implica que E ⊂ X \ V para todo E ∈ F , es
decir, E \ V 6= ∅ para todo E ∈ F .
Denotemos G = {E ⊂ V : E ∈ F}. Se tiene que G es una colección
de subconjuntos cerrados y no vaćıos, de X, además G tiene la p.i.f.,
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porque si {E1, · · · , En} ⊂ F , entonces
n⋂
i=1

(Ei \ V ) = (
n⋂
i=1

Ei) \ V y notemos que
n⋂
i=1

Ei es un conjunto abier-

to y cerrado en X, además K ⊂
n⋂
i=1

Ei, pues K ⊂ Ei, para cada

i ∈ {1, · · · , n}, aśı
n⋂
i=1

Ei ∈ F , luego
n⋂
i=1

Ei \ V 6= ∅ (por nuestra

suposición), por esto G tiene la p.i.f.
Como X es compacto obtenemos que

⋂
G 6= ∅. (Véase Teorema 1.14)

Ahora notemos que⋂
G =

⋂
{E \ V : E ∈ F} =

⋂
{E : E ∈ F} \ V =

⋂
F \ V = K \ V .

Concluimos que K \V 6= ∅, es decir, K * V . Esto contradice la hipóte-
sis. Con lo cual se demuestra el lema.

4.29 Teorema. Un espacio X métrico y compacto es 0−dimensional
si y sólo si, X es totalmente disconexo.

Demostración.
⇒] Sea C subconjunto de X con más de un punto. Veamos que C no
es conexo.
Sean x, y ∈ C tales que x 6= y. Como X es T1, por hipótesis, se tie-
ne que {y} es un conjunto cerrado en X, aśı X \ {y} es abierto en
X y x ∈ X \ {y}. Luego existe D ⊂ X abierto y cerrado tal que
x ∈ D ⊂ X \ {y}. Notemos que D ∩ C y (X \ D) ∩ C son conjuntos
abiertos, disjuntos y no vaćıos en C, además (D∩C)∪[(X\D)∩C)] = C.
Por lo que C no es un conjunto conexo.

⇐] Sea β = {A ⊂ X : A es abierto y cerrado}. Veamos que β es una
base para X.
Sean x ∈ X y U un abierto en X tales que x ∈ U . Nótese que {x} es
una componente conexa de X, por hipótesis y además {x} ⊂ U , luego
por el Lema 4.28 existe un conjunto V abierto y cerrado en X tal que
{x} ⊂ V ⊂ U , es decir, existe V ∈ β tal que x ∈ V ⊂ U . Por lo tanto
β es una base para X.

4.30 Definición. Una función continua y suprayectiva f : X −→ Y
es ligera si para cada punto y ∈ Y , f−1(y) es totalmente disconexo.
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Si f : X −→ Y es una función continua y suprayectiva, entonces
la representación de f en la forma f = f2 ◦ f1, donde f1 : X −→ Z y
f2 : Z −→ Y son funciones continuas, es llamada una factorización de
f . En otras palabras, tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

f
X −→ Y

f1 ↘ ↗ f2
Z

A continuación anotamos tres resultados importantes, cuyas demos-
traciones se escapan a los objetivos de esta tesis, pero citamos donde
se pueden revisar.

4.31 Teorema. Sean X, Y espacios métricos compactos.
Si f : X −→ Y es una función continua y suprayectiva, entonces el
conjunto Df = {f−1(y) : y ∈ Y } es una descomposición semicontinua
superiormente (usc) de X, el cual es homeomorfico a Y .
Rećıprocamente, cualquier descomposición usc deX es un espacio métri-
co compacto, el cual es una imagen continua de X.

Ver demostración en [11, 3.21].

4.32 Lema. SeaX un espacio métrico y compacto y sea D una descom-
posición usc de X, sea C = {C ⊂ X : C es una componente de algún
D ∈ D}. Entonces C es una descomposición usc de X.

Ver demostración en [11, 13.2].

4.33 Proposición. Sean X y Y espacios topológicos, M espacio co-
ciente de X, f : X −→ M y g : M −→ Y funciones. Entonces g es
continua, si y sólo si g ◦ f es continua.

Ver demostración en [11, 3.23].

4.34 Teorema. Sean X y Y espacios métricos compactos, f : X −→
Y una función continua y suprayectiva. Entonces existe un espacio
métrico y compacto, M, y una función m : X −→ M monótona y una
función l : M −→ Y ligera tal que f = l ◦m.

Demostración.
Sea Df = {f−1(y) : y ∈ Y } y sea C = {C ⊂ X : C es una componente
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de algún f−1(y) ∈ Df}. Por el Teorema 4.31 Df es usc y por el Lema
4.32, C es usc.
Por lo tanto, si denotamos por M a C , con la topoloǵıa descomposi-
ción, entonces por la segunda parte del Teorema 4.31, M es un espacio
métrico compacto.
Ahora sea m : X −→ M la función natural dada por m(x) = el úni-
co Cx ∈ C tal que Cx es la componente de f−1(f(x)) que contiene a
x. Nótese que m es una función continua y suprayectiva y además m
es mónotona, pues si z ∈ M entonces existe x ∈ X tal que z = Cx,
donde Cx es la componente de f−1(f(x)) que contiene al punto x y
m−1(z) = {w ∈ X : m(w) = z} = {w ∈ X : m(x) = Cx} = Cx, por lo
que m−1(z) es conexo, para cada z ∈M .
Sea l : M −→ Y definida para cada t ∈ M como l(t) = el único punto
en f(m−1(t)). Notemos que si x ∈ X, entonces x ∈ m(x) y m(x) es una
componente de f−1(y) para un único punto y ∈ Y . Aśı l(m(x)) = y.
Por otra parte, notamos que x ∈ f−1(f(x)). Luego; si E es la com-
ponente de f−1(f(x)) que contiene al punto x, entonces E = m(x).
Se sigue que f(x) = y. En resumen, para cada x ∈ X, se tiene que
f(x) = l(m(x)), es decir, f = l ◦m.
Por la definición de la topoloǵıa cociente, tenemos que m es una función
continua; aśı mismo, como l ◦m coincide con f , la cual es una función
continua, se tiene que l es una función continua, véase la Proposición
4.33.
Resta probar que l es ligera. Para esto fijamos un punto y ∈ Y y un
subconjunto conexo, no vaćıo, K, de l−1(y). Como m es monótona,
m−1(K) es un subconjunto conexo de X. Además f = l ◦m, se tiene
que l(m(m−1(K))) = l(K) = {y}, es decir, para todo x ∈ m−1(K),
f(x) = y. Aśı m−1(K) ⊂ f−1(y).
Sea C la componente de f−1(y) tal que m−1(K) ⊂ C, se sigue que
m(m−1(K)) ⊂ m(C), aśı K ⊂ {C}, se concluye que K = {C}.
Esto prueba que K es un conjunto que consta de un único elemento de
M , esto significa que l−1(y) es un conjunto totalmente disconexo.
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Caṕıtulo 5

Funciones abiertas

En este caṕıtulo estudiaremos las clases de funciones del tipo abier-
ta: casi-interiores, funciones MO y funciones OM. También se estudia
detalladamente las inclusiones que existen entre estas clases de fun-
ciones. Además, se muestran ejemplos de funciones para verificar que
algunas inclusiones son propias. Empezaremos este caṕıtulo recordando
la definición de una función abierta.

5.1 Definición. Una función f : X −→ Y entre espacios topológicos
es abierta, si para cada subconjunto abierto, A de X, f(A) es abierto
en Y .

5.2 Definición. Dada una función f : X −→ Y entre espacios to-
pológicos, entonces un subconjunto, A de X, es llamado un conjunto
inverso (bajo f) si A = f−1(f(A)).

5.3 Proposición. Sea f : X −→ Y una función continua entre espa-
cios topológicos. Si B ⊂ Y , entonces f−1(B) es un conjunto inverso.

Demostración. Dado que f(f−1(B)) ⊂ B, se tiene que f−1(f(f−1(B)))
⊂ f−1(B).
Por otro lado, si x ∈ f−1(B), entonces f(x) ∈ f(f−1(B)), luego x ∈
f−1(f(f−1(B))). Aśı f−1(B) = f−1(f(f−1(B))).

5.4 Proposición. Un subconjunto, A de X es un conjunto inverso
bajo f : X −→ Y si y sólo si, para cada conjunto S ⊂ X, se tiene que
f(A ∩ S) = f(A) ∩ f(S).

Demostración.
⇒] Sea S ⊂ X, dado que f es función, se tiene que f(A ∩ S) ⊂
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f(A) ∩ f(S). Veamos ahora la otra inclusión.
Sea y ∈ f(A)∩ f(S). Como y ∈ f(A), entonces f−1(y) ⊂ f−1(f(A)) =
A. Notemos que f−1(y) ∩ S 6= ∅, ya que y ∈ f(S).
Sea x ∈ f−1(y) ∩ S, se tiene que x ∈ (f−1(y) ∩ A) ∩ S, por lo que
y = f(x) ∈ f(A ∩ S).
Por lo tanto, f(A ∩ S) = f(A) ∩ f(S).
⇐] Notemos que A ⊂ f−1(f(A)). Veamos que f−1(f(A)) ⊂ A.
Supongamos que existe x ∈ f−1(f(A))\A. Tomemos S = {x}, se tiene
que A ∩ S = ∅, aśı f(A ∩ S) = ∅.
Dado que x ∈ f−1(f(A)), se tiene que f(x) ∈ f(A) y es claro que
f(x) ∈ f(S), aśı f(A) ∩ f(S) 6= ∅, lo cual es una contradicción.

5.5 Proposición. Si f : X −→ Y es una función abierta, entonces
para cada conjunto inverso A ⊂ X, la función f |A : A −→ f(A) es
abierta.

Demostración. Sea U un conjunto abierto en A, entonces existe un
conjuntos abierto V en X tal que U = A ∩ V . Como V es abierto en
X, se tiene que f(V ) es abierto en Y . Notemos que f |A(U) = f(U)
y f(U) = f(A ∩ V ) = f(A) ∩ f(V ), por la Proposición 5.4, es decir,
f |A(U) = f(A) ∩ f(V ) con f(A) ∩ f(V ) es abierto en f(A).
Por lo tanto, f |A(U) es abierto en f(A).

5.6 Proposición. Sean X un espacio compacto, Y un espacio de Haus-
dorff y f : X −→ Y una función continua. Entonces, para cada A ⊂ X,
se tiene que:

i) f(A) = f(A);

ii) f(A) \ f(A) ⊂ f(A \ A); y

Si A es abierto y f es abierta, entonces

iii) fr(f(A)) ⊂ f(fr(A)).

Demostración. i) Como f es una función continua, entonces por el

Teorema 2.2 d), se tiene que f(A) ⊂ f(A). Veamos la otra inclu-
sión.
Notemos que f es una función cerrada, por el Teorema 2.15.
Y dado que A es cerrado, entonces f(A) es cerrado, además
f(A) ⊂ f(A).
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Dado que f(A) =
⋂
{F : F es cerrado en Y y f(A) ⊂ F}, se

tiene que f(A) ⊂ f(A).

Por lo tanto, f(A) = f(A).

ii) Notemos que como f es función, entonces para cada A,B ⊂ X,
se tiene que f(B) \ f(A) ⊂ f(B \A). Aśı, aplicando lo anterior a
los conjuntos f(A) y f(A), se sigue que f(A) \ f(A) ⊂ f(A \ A),

pero por i), f(A) = f(A), luego f(A) \ f(A) ⊂ f(A \ A).

iii) Supongamos que A es un conjunto abierto y f un función abierta.

fr(A) = A ∩ (X \ A) = A ∩ (X \ A) = A \ A.

De igual forma, fr(f(A)) = f(A) \ f(A), y por ii) f(A) \ f(A) ⊂
f(A \ A), entonces fr(f(A)) ⊂ f(fr(A)).

Recordemos la siguiente caracterización de las funciones abiertas
entre espacios métricos compactos, que puede ser consultada en [8] y
[9].

5.7 Teorema. Sean X, Y espacios métricos compactos y f : X −→ Y
una función continua. Entonces f es abierta si y sólo si para cada punto
y ∈ Y y cada sucesión {yn}∞n=1 ⊂ Y , se tiene que ĺım yn = y implica
que ĺım sup f−1(yn) = f−1(y).

Demostración.
⇒] Sea {yn}∞n=1 una sucesión en Y tal que ĺım yn = y. Por la continui-
dad de f se tiene que ĺım sup f−1(yn) ⊂ f−1(y), véase Teorema 2.19.
Resta probar la otra inclusión. Para esto fijemos un punto z ∈ f−1(y)
y un conjunto abierto, U en X, tales que z ∈ U . Por hipótesis f es una
función abierta, aśı f(U) es abierto en Y .
Como f(z) = y, se tiene que y ∈ f(U), luego, puesto que ĺım yn = y,
existe N ∈ N tal que para cada n ≥ N, yn ∈ f(U). Aśı, para ca-
da n ≥ N podemos tomar un punto xn ∈ U tal que f(xn) = yn.
Se tiene que para cada n ≥ N , xn ∈ f−1(yn) ∩ U . Esto prueba que
z ∈ ĺım inf f−1(yn). Se sigue que z ∈ ĺım sup f−1(yn). Lo cual demues-
tra la implicación.
⇐] Supongamos que f no es abierta, entonces existe un subconjunto
abierto, U de X tal que f(U) no es abierto en Y , por lo que f(U) 6=
int(f(U)), aśı podemos tomar un punto y ∈ f(U) \ int(f(U)). Note-

mos que y ∈ fr(f(U)) = f(U)∩Y \ f(U). En particular y ∈ Y \ f(U),
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luego podemos tomar una sucesión {yn}∞n=1 de puntos en Y \ f(U) tal
que ĺım yn = y. Por hipótesis se tiene que ĺım sup f−1(yn) = f(y).
Por otra parte, notemos que para cada n ∈ N, f−1(yn) ⊂ f−1(Y \
f(U)) ⊂ X \U . Como X \U es cerrado, se sigue que ĺım sup f−1(yn) ⊂
X \U . Aśı f−1(y) ⊂ X \U . Además como y ∈ f(U) podemos tomar un
punto x ∈ U tal que f(x) = y. Aśı x ∈ f−1(y), se sigue que x ∈ X \U ,
lo cual es una contradicción porque x ∈ U .
Esta contradicción demuestra que f es una función abierta.

La noción de frontera es una herramienta muy útil para definir
varios conceptos en Topoloǵıa. En particular, la noción de orden de un
punto en un espacio (en el sentido de Menger-Urysohn).

5.8 Definición. Dado un punto p en un continuo X y un número
cardinal β, decimos que el orden de X en p es menor o igual que β,
escribimos ord(p,X) ≤ β, si para cada abierto U en X, con p ∈ U ,
existe un abierto V en X, tal que p ∈ V ⊂ U y la cardinalidad de la
frontera de V es menor o igual que β. Escribimos ord(p,X) = β para
indicar que ord(p,X) ≤ β y es falso que ord(p,X) ≤ α, para todo
número cardinal α < β.

Por una curva entenderemos a un continuo 1-dimensional. Una cur-
va X es llamada regular si ord(p,X) ≤ ω y racional si ord(p,X) ≤ ℵ0,
para cada p ∈ X.

5.9 Ejemplo.

(1) Se tiene que si x ∈ (0, 1), entonces ord(x, [0, 1]) = 2, porque un
abierto básico en [0, 1] para x es de la forma (x− ε, x + ε), cuya
frontera es el conjunto de dos puntos {x−ε, x+ε}. Por otra parte,
notemos que ord(0, [0, 1]) = 1 y ord(1, [0, 1]) = 1.

(2) Para todo x ∈ S1, se tiene que ord(x, S1) = 2.

(3) Si T = ([−1, 1] × {0}) ∪ ({0} × [0, 1]), denotemos p = (0, 0),
e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) y e3 = (0, 0, 1), entonces para x ∈
T \ {p, e1, e2, e3} se tiene que ord(x, T ) = 2, ord(p, T ) = 3 y
ord(ei, T ) = 1 para cada i ∈ {1, 2, 3}. Además si X es un continuo
tal que contiene un subcontinuo homeomorfo a T , entonces existe
x ∈ X tal que ord(x,X) ≥ 3.
Al continuo T se le conoce como Triodo Simple
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5.10 Corolario. Sean X un espacio compacto, Y un espacio de Haus-
dorff, p ∈ X y f : X −→ Y una función continua, suprayectiva y
abierta. Entonces ord(f(p), Y ) ≤ ord(p,X).

Demostración. Sean p ∈ X y β un número cardinal tal que ord(p,X) =
β. Sea U un abierto en Y tal que f(p) ∈ U . Note que f−1(U) es un abier-
to en X, pues f es continua, además p ∈ f−1(U). Luego, por hipótesis
existe un abierto V en X tal que p ∈ V ⊂ f−1(U) con |fr(V )| ≤ β.
Dado que f es abierta, se tiene que f(V ) es abierto en Y . Nótese que
f(p) ∈ f(V ) ⊂ U .
Ahora, por la Proposición 5.6, se tiene que fr(f(V )) ⊂ f(fr(V )). Se
sigue que |fr(f(V ))| ≤ |f(fr(V ))| ≤ |fr(V )| ≤ β.
Por lo tanto, ord(f(p), Y ) ≤ ord(p,X).

5.11 Lema. Si X es un continuo, no degenerado, localmente conexo
que no contiene un triodo simple, entonces X es un arco o una curva
cerrada simple.

Demostración. Supongamos que X no es un arco. Probaremos que X
es una curva cerrada simple.
Sabemos que todo continuo no degenerado contiene al menos dos pun-
tos que no son de corte y el único continuo con exactamente dos puntos
que no son de corte es el arco, véase [11, 6.6] y [11, 6.17].
Aśı existen tres puntos distintos, p, q y r en X que no son de corte,
es decir, X \ {p}, X \ {q}, X \ {r} son subconjuntos conexos de X.
Note que estos tres conjuntos son abiertos en X. Sabemos que todo
conjunto abierto y conexo en un continuo localmente conexo, es arco-
conexo, véase [11, 8.26], aśı los conjuntos X \{p}, X \{q}, X \{r} son
arco-conexos. Ahora consideremos un arco A en X \ {p} con puntos
extremos q y r; un arco B en X \ {q} con puntos extremos p y r; y un
arco C en X \ {r} con puntos extremos p y q.
Como p /∈ A, q /∈ B, r /∈ C y dado que X no contiene triodos simples,
entonces A ∪B ∪ C es una curva cerrada simple.
Ahora si tomamos un punto x ∈ X \(A∪B∪C), sin pérdida de genera-
lidad tomamos un arco D con puntos extremos p y x, se tiene entonces
que B ∪ C ∪D es un triodo simple, pero esto contradice la hipótesis.
Por lo tanto X es una curva cerrada simple.

5.12 Corolario. Toda imagen abierta, no degenerada, del intervalo
cerrado [0, 1], es un arco, y además los puntos finales del dominio son
mandados a los puntos finales del rango.
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Demostración. Sea Y un continuo no degenerado y f : [0, 1] −→ Y una
función continua, suprayectiva y abierta. Sabemos, por el Ejemplo 5.9,
que ord(x, [0, 1]) ≤ 2, para cada x ∈ [0, 1].
Sea y ∈ Y , entonces existe x ∈ [0, 1] tal que f(x) = y, por el Corolario
5.10, se tiene que ord(y, Y ) ≤ ord(x, [0, 1]), luego, ord(y, Y ) ≤ 2, para
cada y ∈ Y . De esto se sigue que Y no contiene un triodo simple, véase
Ejemplo 5.9.
Por el Teorema 2.15 se tiene que f es una función cerrada, luego por la
Proposición 3.6 f es una función de identificación, aśı, por el Teorema
3.13, Y es localmente conexo. Por el Lema 5.11 se obtiene que Y es un
arco o una curva cerrada simple.
Supongamos que Y es una curva cerrada simple. Se sabe que ord(p, S1) =
2, para cada p ∈ S1. Se sigue que 2 = ord(f(0), S1) ≤ ord(0, [0, 1]) = 1,
lo cual es una contradicción. Por lo tanto Y es un arco.
Sean a, b ∈ Y con a 6= b, los puntos extremos del arco Y . Por demostrar
que f(0) ∈ {a, b}.
Supongamos que f(0) /∈ {a, b}, entonces existe y ∈ Y \ {a, b} tal que
f(0) = y. Notemos que ord(y, Y ) = 2, pues y no es un punto extremo,
y además ord(y, Y ) ≤ ord(0, [0, 1]) = 1, aśı 2 ≤ 1, lo cual es falso.
Por lo tanto, f(0) ∈ {a, b}.
De la misma manera se demuestra que f(1) ∈ {a, b}.
Con lo cual queda demostrado el corolario.

5.13 Definición. Sea X un esapcio y p ∈ X. Se define la casi-
componente, Q, del punto p en X, como la intesección de todos los
subconjuntos de X abiertos y cerrados que contienen a p, es decir,

Q =
⋂
{A ⊂ X : A es abierto y cerrado en X y p ∈ A}

5.14 Proposición. Si Q es la casi-componente de un punto p en un
espacio compacto X y U es un conjunto abierto en X tal que Q ⊂ U ,
entonces existe un conjunto abierto y cerrado, F en X, tal que p ∈ F
y F ⊂ U .

Demostración. Sea F = {A : A es abierto y cerrado en X y p ∈ A}.
Se tiene que Q =

⋂
F . Aśı

⋂
F ⊂ U . Se sigue que, X\U ⊂ X\(

⋂
F ).

Notemos que X \ (
⋂

F ) =
⋃
{X \ A : A ∈ F}. Se obtiene que la

colección {X \ A : A ∈ F} es una cubierta abierta para el conjunto
X \U , además, como este conjunto es cerrado en X, X \U es compacto,
luego existe una subcolección finita {A1, ..., An} ⊂ F tal que X \ U ⊂
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n⋃
i=1

X \ Ai. Aśı X \ (
n⋃
i=1

X \ Ai) ⊂ U , es decir,
n⋂
i=1

Ai ⊂ U . Denotemos

F =
n⋂
i=1

Ai.

Es claro que F es un conjunto abierto y cerrado en X y p ∈ F ⊂ U .

5.15 Teorema. Sea X un espacio topológico, entonces:

a) La componente C de un punto p en X está contenida en la casi-
componente Q del punto p.

b) Si X es compacto y de Hausdorff, entonces las componentes y
casi-componentes coinciden.

Demostración.

a) Sea F un subconjunto abierto y cerrado de X que contiene a p.
Nótese que los conjuntos C ∩ F y C \ F están separados, cuya
unión es C. Como C ∩ F 6= ∅, se sigue que C \ F = ∅, es decir
C ⊂ F , aśı C ⊂ Q.

b) Sean p ∈ X, C y Q la componente y casi-componente de p res-
pectivamente. Por a) se tiene que C ⊂ Q, sólo resta probar que
Q ⊂ C, para esto veamos que Q es un conjunto conexo.
Supongamos que existen A y B subconjuntos de Q cerrados y
ajenos tales que Q = A ∪B y supongamos que p ∈ A.
Nótese que A y B son cerrados y ajenos en X, por la normalidad
de X, se tiene que existen U y V abiertos y ajenos en X tales que

A ⊂ U y B ⊂ V · · · (∗).

Dado que Q ⊂ U ∪ V , y por la Proposición 5.14, se tiene que
existe un conjunto abierto y cerrado F tal que F ⊂ U ∪ V .
Dado que U ∩ F ⊂ U ∩F = U ∩(U ∪V )∩F = U ∩F , se tiene que
U ∩F es abierto y cerrado. Como p ∈ U ∩F , entonces Q ⊂ U ∩F
y

B ⊂ Q ⊂ U ∩ F ⊂ U · · · (∗∗).
De (∗) y (∗∗) se concluye que B = ∅. Aśı Q es conexo.
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5.16 Proposición. Sea X un espacio topológico. Entonces X es co-
nexo si y sólo si para cada A ⊂ X tal que A 6= ∅ y A 6= X, se tiene que
fr(A) 6= ∅.

Demostración.
⇒] Sea A un subconjunto propio y no vaćıo de X. Notemos que X =

A ∪ X \ A. Como A 6= ∅, X \ A 6= ∅ y X es conexo, se sigue que

A ∩X \ A 6= ∅. Esto significa que fr(A) 6= ∅.
⇐]Supongamos que X no es conexo, aśı, existen conjuntos abiertos,
ajenos y no vaćıos, U y V en X, tales que X = U ∪ V .
Notemos que U ∩ V = ∅ y X \ U = V ; también observemos que
fr(U) = U ∩ X \ U . Se sigue que fr(U) = ∅. Se concluye que U
es un subconjunto propio y no vaćıo de X, pues X \ U = V , cuya
frontera es el conjunto vaćıo.
Esto prueba la implicación.

5.17 Teorema. Sea X un espacio compacto y de Hausdorff, Y un
espacio de Hausdorff y f : X −→ Y una función abierta. Entonces para
cada conjunto abierto y conexo, B ⊂ Y y para cada casi-componente,
C de f−1(B) se tiene que f(C) = B.

Demostración. Dado que C ⊂ f−1(B), se tiene que f(C) ⊂ B. Resta
probar que B ⊂ f(C), para esto supongamos que existe p ∈ B \ f(C),
entonces f−1(p) ∩ C = ∅, es decir, C ⊂ f−1(B) \ f−1(p).
Como f−1(p) es cerrado en X, entonces es cerrado en f−1(B), por lo
que f−1(B)\f−1(p) es abierto en f−1(B), por la Proposición 5.14 existe
U abierto y cerrado en f−1(B) tal que C ⊂ U ⊂ f−1(B) \ f−1(p), se
sigue que f(C) ⊂ f(U) ⊂ B \{p}. Por lo que f(U) 6= ∅ y B \f(U) 6= ∅.
Como B es conexo, por la Proposición 5.16 se tiene que frB(f(U)) 6= ∅.
Note que f |f−1(B) : f−1(B) −→ B es abierta, por lo que
frB(f(U)) ⊂ f(frf−1(B)(U)). Dado que U es abierto y cerrado en
f−1(B), se tiene que frf−1(B)(U) = ∅, lo cual es una contradicción.

5.18 Corolario. Sean X un espacio compacto y de Hausdorff, Y un
espacio de Hausdorff y f : X −→ Y una función continua y abierta.
Entonces para cada continuo Q ⊂ Y y para cada componente, C de
f−1(Q) se tiene que f(C) = Q.

Demostración. Consideremos la función f |f−1(Q) : f−1(Q) −→ Q. No-
te que f es una función abierta, por la Proposición 5.5, luego por la
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Proposición 5.3 f−1(Q) es un conjunto inverso. Además Q es abierto
y conexo en Q. Como Q es compacto y Y es de Hausdorff, entonces Q
es cerrado, luego como f es continua, se tiene que f−1(Q) es cerrado
en X, y como X es compacto, f−1(Q) es compacto, aśı sus componen-
tes y casi-componentes coinciden, por lo que C es casi- componente de
f−1(Q), luego por el Teorema 5.17 se concluye que f(C) = Q.

5.19 Definición. Una función f : X −→ Y continua y suprayectiva
entre espacios topológicos es confluente si para cada continuo Q ⊂ Y
y para cada componente C de f−1(Q) se tiene que f(C) = Q.

Observemos que de la definición anterior se deduce que el Corolario
5.18 puede ser reformulado como el siguiente teorema.

5.20 Teorema. Cada función abierta de un espacio compacto a un
espacio de Hausdorff es una función confluente.

5.21 Teorema. Cada función monótona es confluente

Demostración. Sean f : X −→ Y una función monótona, Q un sub-
continuo de Y y C una componente de f−1(Q).
Nótese que f−1(Q) es conexo, véase el Corolario 4.9. Se sigue que
C = f−1(Q). Aśı f(C) = Q

Whyburn en [12] introduce una nueva clase de funciones continuas
llamadas casi-interiores.

5.22 Definición. Una función f : X −→ Y continua y suprayectiva es
casi-interior si para cada y ∈ Y y cada subconjunto abierto, U de X
tal que contiene a la componente de f−1(y), se tiene que y ∈ int(f(U)).

5.23 Proposición. Si f : X −→ Y es una función continua, suprayec-
tiva y abierta, entonces es casi-interior.

Demostración. Sean y ∈ Y y C una componente de f−1(y). Tomemos
U abierto en X tal que C ⊂ U .
Si x ∈ C, entonces y = f(x) ∈ f(U). Como f es abierta, entonces f(U)
es abierto, por lo que f(U) = int(f(U)). Aśı y ∈ int(f(U)).

5.24 Corolario. Sean X y Y espacios métricos compactos, f : X −→
Y una función monótona, entonces f es casi-interior.
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Demostración. Sea y ∈ Y , C una componente de f−1(y) y U abierto en
X tal que C ⊂ U . Nótese que f−1(y) es conexo, aśı C = f−1(y), por lo
que f−1(y) ⊂ U , luego por el Lema 3.24 se tiene que y ∈ int(f(U)).

5.25 Teorema. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X −→
Y una función continua y suprayectiva. Entonces f es casi-interior si
y sólo si, para cada punto y ∈ Y y para cada sucesión {yn} ⊂ Y
se cumple que ĺım yn = y implica que para cada componente, C, de
f−1(y), C ∩ ĺım sup f−1(yn) 6= ∅.
Demostración.
⇒] Sea C una componente de f−1(y).

Para cada m ∈ N, denotemos Um =
⋃
{B 1

m
(x) : x ∈ C}.

Notemos que para cada m ∈ N, y ∈ int(f(Um)). Como ĺım yn = y, para
cada m ∈ N podemos tomar un punto ynm ∈ int(f(Um)). Ahora, para
cada m ∈ N, tomemos un punto xm ∈ Um tal que f(xm) = ynm .
Como X es métrico y compacto, existe un punto x ∈ X y una subsu-
cesión {xmk}∞k=1 de la sucesión {xm}∞m=1 tal que ĺımxmk = x.
Notemos que para cada k ∈ N, xmk ∈ f−1(ynmk ), con lo cual se tiene

que x ∈ ĺım sup f−1(yn).
Por otra parte, notemos que para cada k ∈ N, existe zk ∈ C tal que
ρ(xmk , zk) <

1
mk

. Observemos que

ρ(zk, x) ≤ ρ(zk, xmk) + ρ(xmk , x) < 1
mk

+ ρ(xmk , x)
por lo cual ĺım zk = x. Como C es un conjunto cerrado en X, se sigue
que x ∈ C.
Se concluye que, C ∩ ĺım sup f−1(yn) 6= ∅.
⇐] Sea U un abierto en X que contiene a una componente C de f−1(y).

Si y /∈ int(f(U)), entonces y ∈ fr(f(U)) ⊂ Y \ f(U), por lo que existe
una sucesión {yn} de puntos en Y \ f(U) tal que ĺım yn = y.
Dado que f−1(yn) ⊂ X\U yX\U es cerrado, se tiene que ĺım sup f−1(yn)
⊂ X \U ⊂ X \C, es decir, ĺım sup f−1(yn)∩C = ∅, lo cual contradice
la hipótesis.
Esto demuestra la implicación.

5.26 Teorema. Sean f : X −→ Y , g : Y −→ Z funciones continuas
y suprayectivas, con X compacto. Si g es ligera y g ◦ f : X −→ Z es
casi-interior, entonces g es abierta.

Demostración. Sea U un conjunto abierto en Y , para demostrar que
g(U) es abierto en Z, probaremos que g(U) ⊂ intZ(g(U)). Para esto
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fijemos un punto z ∈ g(U), tomemos un punto y ∈ Y tal que g(y) = z.
Sea C una componente de f−1(y). Notemos que C es un subconjunto
conexo de (g ◦ f)−1(z). Sea C ′ la componente de f−1(g−1(z)) tal que
C ⊂ C ′.
Tenemos que (g ◦ f)(C ′) = {z}, aśı que f(C ′) ⊂ g−1({z}), como g es
ligera y f(C ′) es conexo, se tiene que f(C ′) es un conjunto degenerado,
por lo que f(C ′) = {y}, luego C ′ ⊂ f−1(y), entonces C ′ está contenido
en una componente de f−1(y), es decir C ′ ⊂ C ⊂ f−1(y) ⊂ f−1(U),
donde f−1(U) es abierto y g◦f es casi-interior, se tiene que z ∈ intZ(g◦
f)(f−1(U)). Como f es suprayectiva se tiene que (g ◦ f)(f−1(U)) =
g(U). Se sigue que z ∈ intZ(g(U)).
Esto demuestra que g(U) ⊂ intZ(g(U).

5.27 Corolario. Sean X, Y espacios métricos compactos, f : X −→ Y
una función casi-interior. Entonces existe un espacio métrico compacto
Z y funciones f1 : X −→ Z y f2 : Z −→ Y tales que f = f2 ◦ f1, con
f1 monótona y f2 ligera y abierta.

Demostración. Por el Teorema 4.34 existen Z un espacio métrico y
compacto y funciones f1 y f2 tales que f = f2 ◦ f1, con f1 función
monótona y f2 ligera, luego por el Teorema 5.26 se tiene que f2 es
abierta.

5.28 Proposición. Sean X, Y y Z espacios métricos compactos. Si
f : X −→ Y y g : Y −→ Z son funciones confluentes, entonces g ◦ f es
una función confluente.

Demostración. Sea Q un subcontinuo de Z y K una componente de
(g ◦ f)−1(Q). Veamos que (g ◦ f)(K) = Q.
Sea C la componente de g−1(Q) tal que f(K) ⊂ C. Notemos que
K ⊂ f−1(C). Sea E la componente de f−1(C) tal que K ⊂ E.
Obsérvese que (g◦f)(E) = g(f(E)) = g(C) = Q. Aśı E ⊂ (g◦f)−1(Q).
Como E es conexo existe una componente K ′ de (g ◦ f)−1(Q) tal que
E ⊂ K ′. Se tiene que K ⊂ E ⊂ K ′ y además K y K ′ son componentes
de (g ◦ f)−1(Q).
Aśı K = K ′, se sigue que K = E. Luego f(K) = f(E) = C, la última
igualdad se tiene porque f es confluente.
En consecuencia g(f(K)) = g(C) = Q. Se concluye que (g◦f)(K) = Q,
por lo cual g ◦ f es confluente.
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5.29 Corolario. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X −→
Y una función continua y suprayectiva. Si f es casi-interior, entonces
f es confluente.

Demostración. Por el Corolario 5.27 f puede ser factorizada como f =
f2◦f1, donde f1 es monótona y f2 es abierta, luego por el Teorema 5.21
se sigue que f1 es confluente, y por el Teorema 5.18 f2 es confluente.
Por la Proposición 5.28 la composición f2 ◦ f1 es confluente, es decir f
es confluente.

5.30 Teorema. SeanX, Y y Z espacios métricos compactos, f : X −→
Y y g : Y −→ Z funciones continuas y suprayectivas. Si f y g son casi-
interiores, entonces g ◦ f también lo es.

Demostración. Sean z ∈ Z y U un abierto en X tal que contiene a
una componente, C, de (g ◦ f)−1(z). Tenemos que (g ◦ f)(C) ⊂ {z}, de
modo que f(C) ⊂ g−1(z). Notemos que f(C) es un subconjunto conexo
de g−1(z). Sea C ′ la componente de g−1(z) tal que f(C) ⊂ C ′.
Note que C ′ es cerrado en g−1(z) y éste último es cerrado en Y , por lo
que C ′ es compacto y aśı un continuo.
Por otra parte tenemos que C ⊂ f−1(f(C)) ⊂ f−1(C ′) ⊂ f−1(g−1(z)).
Sea K la componente de f−1(C) tal que C ⊂ K. Notemos que K es
un subconjunto conexo contenido en (g ◦ f)−1(z) y que contiene a C.
Como C es componente de (g ◦ f)−1(z), se tiene que C = K. Se sigue
que C es una componente de f−1(C).
Por el Corolario 5.29 se tiene que f es confluente, luego se sigue que
f(C) = C ′.
Ahora, sean y ∈ C ′ y x ∈ C tal que f(x) = y, y sea Cy la componente
de f−1(y) que contiene a x. Aśı C ∩ Cy 6= ∅. Notemos que Cy es un
subconjunto conexo de f−1(C), pues como y ∈ C ′ entonces f−1(y) ⊂
f−1(C ′) y además Cy ⊂ f−1(y), por lo cual Cy ⊂ C. De modo que
Cy ⊂ U .
Como f es casi-interior, entonces y ∈ intY (f(U)). Dado que y fue un
punto arbitrario de C ′ tenemos que C ′ ⊂ intY (f(U)).
Ahora como g es casi-interior, se sigue que z ∈ intZ(g(intY (f(U)))).
Nótese que intY (f(U)) ⊂ f(U), entonces g(intY (f(U))) ⊂ g(f(U)), de
aqúı que intZ(g(intY (f(U)))) ⊂ int(g ◦ f)(U). Por lo que z ∈ int(g ◦
f)(U).
Aśı g ◦ f es casi-interior.
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5.31 Definición. Una función continua y suprayectiva, f , entre espa-
cios métricos compactos es una función OM si existen funciones, g y
h, entre espacios métricos compactos, tales que f = h ◦ g, donde g es
monótona y h es abierta. Y es MO, si existen funciones, g y h, entre
espacios métricos compactos, tales que f = h ◦ g, donde g es abierta y
h es monótona.

Una consecuencia inmediata de la definición es el siguiene corolario.

5.32 Corolario. Sean X y Y espacios métricos compactos y f : X −→
Y una función continua y suprayectiva. Entonces las siguientes condi-
ciones son equivalentes.

(i) f es casi-interior;

(ii) f es una función OM;

(iii) f se puede escribir como la composición h◦g, donde g es monótona
y h es ligera y abierta.

Demostración.
(i) ⇒ (iii) Como f es casi-interior, por el Corolario 5.27 existen fun-
ciones g y h, tales que f = h ◦ g, donde g es monótona y h es ligera y
abierta.
(iii) ⇒ (ii) Si f puede escribirse como la composición h ◦ g, con g
monótona y h ligera y abierta, entonces f es una función OM.
(ii) ⇒ (i) Por hipótesis existen funciones, g y h tales que f = h ◦ g,
donde g es monótona y h es abierta. Por el Corolario 5.24 se tiene que
g es casi-interior y por la Proposición 5.23, h es casi-interior, luego por
el Teorema 5.30, f es casi-interior.

5.33 Corolario. Sea f una función continua y suprayectiva entre es-
pacios métricos compactos, si f es una función MO, entonces es una
función OM.

Demostración. Como f es MO, entonces existen funciones g y h tales
que f = h ◦ g, con g abierta y h monótona.
Por la Proposición 5.23, g es casi-interior y por el Corolario 5.24, h
es casi-interior, luego por el Teorema 5.30, f = h ◦ g es casi-interior.
Finalmente, por el Corolario 5.32, f es una función OM.
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5.34 Corolario. Sean k ∈ N y (n1, . . . , nk) una k−upla ordenada tal
que ni ∈ {0, 1} para cada i ∈ {1, ..., k} y si denotamos C ((n1, . . . , nk)) =
{f1◦f2◦· · ·◦fk : fi es una función continua entre continuos, fi es abierta
si ni = 0 y fi es monótona si ni = 1, i ∈ {1, ..., k}}.
Entonces C ((n1, . . . , nk)) = M ; o C ((n1, . . . , nk)) = O; o C ((n1, . . . , nk))
= OM ; o C ((n1, . . . , nk)) = MO, donde M es la clase de las funciones
monótonas; O es la clase de las funciones abiertas; OM es la clase de
las funciones OM y MO es la clase de las funciones MO.

Demostración. Procedemos por inducción sobre k.
Si k = 1. Es claro, por la definición de C ((n1)), que M ((n1)) = O o
C ((n1)) = M , según si n1 = 0 o n1 = 1.
Dado k ∈ N, para cualquier k−upla ordenada (n1 . . . , nk), supongamos
que
C ((n1, . . . , nk)) coincide con M ,O,MO o OM .
Analizamos 4 casos:

(1) C ((n1, . . . , nk)) = M , en este caso, si nk+1 = 0, entonces
C ((n1, . . . , nk+1)) = MO y si nk+1 = 1, entonces C ((n1, . . . , nk+1))
= M .

(2) C ((n1, . . . , nk)) = O, en este caso, si nk+1 = 0, entonces
C ((n1, . . . , nk+1)) = O y si nk+1 = 1, entonces C ((n1, . . . , nk+1))
= OM .

(3) C ((n1, . . . , nk)) = MO, en este caso, si nk+1 = 0, entonces
C ((n1, . . . , nk+1)) = OM y si nk+1 = 1, entonces C ((n1, . . . , nk+1))
= OM .

(4) C ((n1, . . . , nk)) = OM , en este caso, si nk+1 = 0, entonces
C ((n1, . . . , nk+1)) = OM y si nk+1 = 1, entonces C ((n1, . . . , nk+1))
= OM .

En cualesquiera de los cuatro casos se tiene que C ((n1, . . . , nk+1)) coin-
cide con M ,O,MO o OM . Con lo cual se completa la prueba.

Para los espacios métricos compactos se tiene la siguiente inclusión
MO ⊂ OM . La otra inclusión no siempre es cierta como veremos en el
siguiente ejemplo.

5.35 Ejemplo. Existe una función h : [0, 1] −→ [0, 1] tal que h ∈
OM \MO.
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Demostración. Consideremos la función h : [0, 1] −→ [0, 1] definida por

h(x) =

 3x, si x ∈ [0, 1
3
];

2− 3x, si x ∈ [1
3
, 2
3
];

0, si x ∈ [2
3
, 1].

Sean las funciones f : [0, 1] −→ [0, 1] y g : [0, 1] −→ [0, 1] definidas
por

f(x) =

{
3
2
x, si x ∈ [0, 2

3
];

1, si x ∈ [2
3
, 1].

g(x) =

{
2x, si x ∈ [0, 1

2
];

2− 2x, si x ∈ [1
2
, 1].

respectivamente.

Figura 5.1: La figura muestra la gráfica de las funciones f , g y h.

Notemos que para cada y ∈ [0, 1), f−1(y) = {2y
3
}, el cual es un

conjunto conexo en [0, 1].
Por otra parte, f−1(1) = [2

3
, 1], el cual es un conjunto conexo en [0, 1].

Por lo que f es una función monótona.
Veamos que g es una función abierta, para esto mostraremos que la
imagen bajo g de cada básico de [0, 1] es un conjunto abierto en [0, 1].
Notemos que los básicos en [0, 1] son de la forma [0, α), (α, β), (β, 1],
con 0 < α < β < 1.
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Tomaremos uno de los 3 casos, los otros casos serán similares.
Sea A = (α, β), entonces

g(A) =

 [2α, 2β], si β < 1
2

[2α, 1], si α ≤ 1
2
≤ β

[2− 2β, 2− 2α], si 1
2
< β

Aśı g(A) es un conjunto abierto en [0, 1]. Luego para cada abierto U

en [0, 1] existen Ai básicos en [0, 1], con i ∈ I tal que U =
⋃
i∈I

Ai, por

lo que g(U) = g(
⋃
i∈I

Ai) =
⋃
i∈I

g(Ai). Como g(Ai) es un conjunto abierto

en [0, 1], para cada i ∈ I, se tiene que
⋃
i∈I

g(Ai) es un conjunto abierto

en [0, 1].
Aśı g es una función abierta.
Ahora veamos que h = g ◦ f .
Sea x ∈ [0, 1]
Si x ∈ [0, 1

3
], entonces g(f(x)) = g(3

2
x) = 2(3

2
x) = 3x;

Si x ∈ [1
3
, 2
3
], entonces g(f(x)) = g(3

2
x) = 2− 2(3

2
x) = 2− 3x;

Si x ∈ [2
3
, 1], entonces g(f(x)) = g(1) = 0.

Por lo que para todo x ∈ [0, 1], (g ◦ f)(x) = h(x). Aśı h = g ◦ f .
Por lo tanto h ∈ OM .
Afirmamos que h no es MO, para demostrar esto supongamos que h
śı es MO; sean f0 : [0, 1] −→ f0([0, 1]), g0 : f0([0, 1]) −→ [0, 1] funciones
continuas y suprayectivas tales que f0 es abierta, g0 es monótona y
h = g0 ◦ f0. Notemos que f0 no es una función constante, pues h no lo
es.
Denotemos A = f0([0, 1]), sabemos que A es un arco, no degenerado y
que a := f0(0) y b := f0(1) son puntos extremos de A, véase Corolario
5.12.
Notemos que g0(a) = g0(f0(0)) = h(0) = h(1) = g0(f0(1)) = g0(b), es
decir, g0(a) = g0(b). Denotemos t0 := g0(a) = g0(b). Sea B = g−10 (g0(a))
y obsérvese que B = g−10 (g0(b)).
Aśı a ∈ B y b ∈ B, además B es conexo en A porque g0 es monótona,
y también es un conjunto cerrado en A porque g0 es continua, aśı B es
un subcontinuo de A.
Como A es irreducible entre a y b, se sigue que B = A. Esto implica
que g0 es la función constante definida en A, de valor t0.
Aśı g0 ◦ f0 : [0, 1] −→ [0, 1] es constante, de valor t0, lo cual es una
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contradicción, pues h no es constante.
Por lo tanto h /∈MO.

De los Corolarios 5.29 y 5.32 se deduce que las funciones OM son
confluentes. En el siguiente ejemplo mostraremos que existen funciones
confluentes que no son OM.

5.36 Ejemplo. Existe una función que es confluente, pero no es OM.

Demostración. Sea A = {(x, 1) ∈ R2 : |x| ≤ 1}. Se define X := A ∪ Y ,
donde Y = {(1, y) ∈ R2 : |y| ≤ 1} ∪ {(x, sen( 1

x−1)) ∈ R2 : 1 < x ≤ 2}.
Sea f : X −→ Y definida por

f((x, y)) =

{
(1, x), si (x, y) ∈ A
(x, y), si (x, y) ∈ Y.

Veamos que f es confluente. Para esto notemos que los únicos sub-
continuos de Y son arcos en la gráfica de la función sen( 1

x−1), arcos en
la barra ĺımite, la barra ĺımite o continuos parecidos al total, además las
preimágenes de estos subcontinuos tienen 1 o 2 componentes conexas,
las cuales bajo la función f van a dar a los respectivos subcontinuos.
Por lo que f es confluente.
Sea y = (0, 1), obsérvese que f−1(y) = {y, p}, donde p = (0, 1), aśı {p}
y {y} son las componentes de f−1(y).
Sea U = (−1, 1)×{1}, nótese que U = U ′ ∩X donde U ′ = (−1, 1)×R
y U ′ es un abierto en R2, por lo que U es un abierto en X.
Nótese que {p} ⊂ U , además f(U) = {1} × (−1, 1), se tiene que
int(f(U)) = ∅, pues claramente Y \ f(U) es un conjunto denso en
Y . Aśı y /∈ int(f(U)).
Esto prueba que la función f no es casi-interior y por el Corolario 5.32,
f /∈ OM .
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Caṕıtulo 6

Funciones confluentes

En el Teorema 4.24 caracterizamos los continuos hereditariamente
unicoherentes usando un tipo especial de funciones, llamadas heredita-
riamente monótonas. Ahora usaremos otra clase de funciones, llamadas
funciones confluentes, para caracterizar a los continuos hereditariamen-
te indescomponibles. Para esto, recordaremos algunas definiciones y
lemas.

6.1 Definición. Un continuo es descomponible si es la unión de dos
de sus subcontinuos propios, no degenerados. En otro caso se dice que
es indescomponible.

De la definición se sigue que un continuo degenerado es indescom-
ponible.

6.2 Lema. Si C es un subcontinuo conexo, no vaćıo, de un espacio
conexo X, y si X \ C = M ∪ N , donde los conjuntos M y N son
no vaćıos y están separados, entonces los conjuntos C ∪M y C ∪ N
son conexos. Más aún, si C es cerrado, entonces C ∪M y C ∪ N son
cerrados.

Demostración. Si C = ∅ se sigue la conclusión.
Supongamos que C 6= ∅ y que C ∪M = A ∪ B, donde A y B están
separados. Mostraremos que A = ∅ o B = ∅.
Dado que C ⊂ A ∪ B y como C es conexo, se tiene que C ⊂ A o
C ⊂ B. Sin pérdida de generalidad supongamos que C ⊂ B. Como A y
B están separados, se tiene que A y C están separados, y en particular
A ∩ C = ∅, y dado que A ⊂ C ∪M , se sigue que A ⊂M .
Por otro lado, como M y N están separados, entonces A y N están
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separados, aśı A está separado de B y de N , en consecuencia, A y
B ∪N están separados.
Notemos que X = C∪M ∪N = A∪B∪N . Es decir, X se escribe como
la unión de dos de sus subconjuntos propios separados, y dado que X
es conexo, se sigue que A = ∅ o B ∪ N = ∅. Como N 6= ∅, entonces
A = ∅.
Ahora, si C = C, entonces C ∪M = C∪M = C∪(M∩(C∪M∪N)) =
C ∪ ((M ∩ C) ∪ (M ∩M) ∪ (M ∩N)) = C ∪ (M ∩ C) ∪M = C ∪M .
Por lo que C∪M es cerrado. De la misma manera se prueba que C∪N
es cerrado.

6.3 Lema. Un continuo indescomponible no puede ser separado por
ninguno de sus subcontinuos.

Demostración. Sea X un continuo indescomponible y sea C un sub-
continuo de X, no vaćıo. Supongamos que C separa a X, es decir,
X \C = M ∪N , con M y N subconjuntos de X, abiertos, no vaćıos y
ajenos.
Por el Lema 6.2, C ∪M y C ∪N son conjuntos conexos y son cerrados,
ya que C es cerrado, es decir, estos conjuntos son subcontinuos de X.
Note que X = (M ∪C)∪ (N ∪C), donde M ∪C 6= ∅ y N ∪C 6= ∅, por
lo que X es descomponible, lo cual contradice la hipótesis.

6.4 Teorema. Un continuo X es indescomponible si y sólo si cada
subcontinuo propio de X tiene interior vaćıo.

Demostración.
⇒] Supongamos que existe un subcontinuo propio, C de X, no vaćıo,

tal que int(C) 6= ∅. Tenemos que int(C) = X \ X \ C, por lo que

X \ C 6= X.

Por el Lema 6.3, X \C es conexo, por lo que X \ C es conexo, y dado
que este conjunto es cerrado, entonces es un subcontinuo de X. Aśı X =
C ∪X \ C, es decir, X está separado por dos de sus subcontinuos, se
sigue que X es descomponible, lo cual contradice la hipótesis.
Aśı int(C) = ∅.
⇐] Supongamos que X es descomponible, por lo que existen A y B
subcontinuos propios de X, no degenerados, tales que X = A∪B. Por
hipótesis int(A) = ∅, pero sabemos que int(A) = X \X \ A, por lo que

X = X \ A. Dado que X \ A ⊂ B, tenemos que X \ A ⊂ B, y como
int(B) = ∅, entonces B es cerrado, por lo que B = B, de lo anterior se
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concluye que X ⊂ B, aśı X = B, lo cual es una contradicción.
Por lo tanto, X es indescomponible.

6.5 Definición. Un continuo es hereditariamente indescomponi-
ble si cada uno de sus subcontinuos es indescomponible.

Para probar una caracterización de los continuos hereditariamente
indescomponibles v́ıa funciones confluentes, veremos algunos lemas.

6.6 Lema. Sean X y Y espacios topológicos, {Ai}i∈I una familia de
subconjuntos de X y f : X −→ Y una función suprayectiva. Entonces

f(
⋂
i∈I

Ai) ⊂
⋂
i∈I

f(Ai).

Demostración. Sea y ∈ f(
⋂
i∈I

Ai), entonces existe un punto x ∈
⋂
i∈I

Ai

tal que f(x) = y, esto es, para cada i ∈ I, x ∈ Ai, entonces f(x) ∈ f(Ai)

para cada i ∈ I, por lo que y ∈
⋂
i∈I

f(Ai).

Por lo tanto, f(
⋂
i∈I

Ai) ⊂
⋂
i∈I

f(Ai).

6.7 Lema. SeanX y Y espacios métricos, conX compacto, sea {An}∞n=1

una sucesión decreciente de subconjuntos cerrados deX y sea f : X −→

Y una función continua. Entonces f(
∞⋂
n=1

An) =
∞⋂
n=1

f(An).

Demostración. Por el Lema 6.6, se tiene que f(
∞⋂
n=1

An) ⊂
∞⋂
n=1

f(An),

resta ver la otra inclusión.

Sea y ∈
∞⋂
n=1

f(An), entonces y ∈ f(An) para cada n ∈ N, es decir, para

cada n ∈ N existe xn ∈ An tal que f(xn) = y.
Dado que X es compacto, la sucesión {xn}∞n=1 tiene una subsucesión
{xnk}∞k=1 convergente. Sea x0 ∈ X tal que ĺımxnk = x0.
Sea {Ank}∞k=1 una subsucesión de la sucesión {An}∞n=1. Como la suce-
sión {An}∞n=1 es decreciente, entonces {Ank}∞k=1 también es decreciente,
aśı cada conjunto Ank contiene casi todos los elementos de la sucesión
{xnk}∞k=1 (salvo los términos anteriores a nk).
Nótese que x0 ∈ Ank para todo k ∈ N, pues dado k ∈ N, xnj ∈ Ank
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para todo j ≥ k porque xnj ∈ Anj ⊂ Ank .
Afirmamos que x0 ∈ An para todo n ∈ N. En efecto, sea n ∈ N, fijemos
k ∈ N tal que nk ≥ n. Se tiene que x0 ∈ Ank ⊂ An, aśı x0 ∈ An.
Ahora, la continuidad de f implica que f(x0) = f(ĺım xnk) = ĺım f(xnk) =

y, por lo que y = f(x0). Además f(x0) ∈ f(
∞⋂
n=1

An), aśı y ∈ f(
∞⋂
n=1

An).

6.8 Teorema. Un continuo Y es hereditariamente indescomponible si
y sólo si, cada función f : X −→ Y continua y suprayectiva de un
continuo X a Y es confluente.

Demostración.
⇒] Supongamos que Y es hereditariamente indescomponible y sea
f : X −→ Y una función continua y suprayectiva. Por demostrar
que f es una función confluente. Sea Q un subcontinuo de Y y C una
componente de f−1(Q).
Para cada n ∈ N, denotamos por Cn a la cerradura de la componente

de N( 1
n
, C) =

⋃
{B 1

n
(x) : x ∈ C}.

Como N( 1
n+1

, C) ⊂ N( 1
n
, C), entonces Cn+1 ⊂ Cn. Notemos que para

cada n ∈ N, N( 1
n
, C) es un subconjunto abierto en X, no vaćıo, enton-

ces Cn ∩X \N( 1
n
, C) 6= ∅ [11, 5.7], y dado que C ⊂ N( 1

n
, C), entonces

C 6= Cn.

Por otro lado, tenemos que C ⊂
∞⋂
n=1

Cn ⊂
∞⋂
n=1

N( 1
n
, C).

Afirmamos que
∞⋂
n=1

N( 1
n
, C) ⊂ C, lo demostraremos usando comple-

mentos, es decir, demostraremos que X \ C ⊂ X \
∞⋂
n=1

N( 1
n
, C).

Sea x ∈ X \ C, por la normalidad de X existen abiertos y ajenos, U y
V , en X tales que C ⊂ U y x ∈ V . Nótese que para cada z ∈ C existe
εz > 0 tal que Bεz(z) ⊂ U , por lo que {B εz

2
: z ∈ C} es una cubierta

abierta para C. Dado que C es compacto existen
εz1
2
,
εz2
2
, · · · , εzk

2
tales

que C ⊂
k⋃
i=1

B εzi
2

(zi).

Nótese que εzi > 0 para cada i ∈ {1, · · · , k}, por lo que existe m ∈ N
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tal que 1
m
<

εzi
2

para cada i ∈ {1, · · · , k}. Se tiene que N( 1
m
, C) ⊂

k⋃
i=1

Bεzi
(zi): pues si w ∈ N( 1

m
, C), entonces existe x ∈ C tal que

w ∈ B 1
m

(x) y existe zi ∈ C tal que x ∈ B εzi
2

(zi).

Por lo que ρ(w, zi) ≤ ρ(w, x) + ρ(x, zi) <
1
m

+
εzi
2
<

εzi
2

+
εzi
2

= εzi .

Aśı x ∈
k⋃
i=1

Bεzi
(zi).

Dado que C ⊂ f−1(Q) se tiene que f(C) ⊂ Q y como C ⊂ Cn, entonces
f(C) ⊂ f(Cn), por lo que Q ∩ f(Cn) 6= ∅.
Como C 6= Cn, entonces

1) f(Cn) \Q 6= ∅.

Pues de lo contrario si f(Cn) \Q = ∅, entonces f(Cn) ⊂ Q, por lo que
Cn ⊂ f−1(Q), aśı C = Cn, lo cual es falso.
Consideremos la unión B = f(Cn)∪Q el cual es un subcontinuo de Y ,
entonces por hipótesis, B es indescomponible, por lo que f(Cn) ⊂ Q o
Q ⊂ f(Cn). Por 1) la primera inclusión no puede ser cierta, aśı Q ⊂
f(Cn), para cada n ∈ N.

Se tiene que Q ⊂
∞⋂
n=1

f(Cn) = f(
∞⋂
n=1

Cn) = f(C), es decir Q ⊂ f(C).

Se concluye que f(C) = Q, por lo tanto, f es confluente.
⇐] Supongamos que Y no es hereditariamente indescomponible, enton-
ces existen A y B subcontinuos de Y tales que A∩B 6= ∅ y A \B 6= ∅,
B \ A 6= ∅.
Sea a ∈ A\B y sea X = (Y ×{0})∪ ({a}× [0, 1])∪ (A×{1}). Tenemos
que X ⊂ Y × [0, 1], aśı definimos f : X −→ Y como f((y, t)) = y, para
cada t ∈ [0, 1].
Nótese que f = g|X : X −→ Y donde g : Y × [0, 1] −→ Y es la función
proyección a la primera coordenada. Por lo que f es una función con-
tinua, también f es suprayectiva pues f(Y × {0}) = Y .
Sea Q = B, f−1(B) = ((A ∩ B) × {1}) ∪ (B × {0}), aśı f−1(B) tiene
dos componentes.
Note que f((A∩B)×{1}) ⊂ A∩B, pero A∩B 6= B, ya que B \A 6= ∅.
Por lo que f no es confluente.

6.9 Teorema. Si f es una función continua de un continuo X, enton-
ces existe un subcontinuo C de X el cual es irreducible respecto a la
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propiedad de ser un continuo tal que f(C) = f(X).

Demostración. El continuo X, al ser un espacio métrico compacto es
separable, véase la Proposición 2.21 y por la Proposición 2.22 X es
segundo numerable, es decir, tiene una base numerable.
Veamos que la propiedad P de ser un continuo, B, tal que f(B) = f(X)
es una propiedad inducible.
Sea {Bn}∞n=1 una sucesión monótona decreciente de continuos tal que

f(Bn) = f(X), para cada n ∈ N. Por demostrar que B =
∞⋂
n=1

Bn es un

continuo tal que f(B) = f(X).
Por el Corolario 3.10 sabemos que B es un continuo. Aplicando el Lema

6.7 tenemos que f(B) = f(
∞⋂
n=1

Bn) =
∞⋂
n=1

f(Bn) =
∞⋂
n=1

f(X) = f(X).

Por lo que la propiedad P es inducible.
Por el teorema de reducción de Brouwer, X contiene un subconjunto
cerrado, no vaćıo, digamos C, el cual es irreducible con respecto a la
propiedad P . Es decir, C es un subcontinuo de X tal que f(C) =
f(X) y ninguno de sus subcontinuos propios tiene la propiedad P .
Esto significa que si A es un subcontinuo propio de C, entonces f(A) 6=
f(X).

6.10 Teorema. Si X es un continuo y f : X −→ Y es una función
continua y suprayectiva, donde Y es un continuo indescomponible. En-
tonces X contiene un continuo indescomponible.

Demostración. Por el Teorema 6.9 existe un subcontinuo C de X, el
cual es irreducible con respecto a la propiedad de que f(C) = f(X).
Sean A y B dos subcontinuos propios y no vaćıos de C, tales que
C = A ∪ B, por la irreductibilidad de C con respecto a la propiedad
considerada, f(A) 6= f(X) y f(B) 6= f(X), es decir, f(A) 6= Y y
f(B) 6= Y .
Por otro lado, f(C) = f(A) ∪ f(B), por lo que Y = f(A) ∪ f(B),
donde f(A) y f(B) son subcontinuos propios y no vaćıos de Y , aśı Y
es descomponible, lo cual es una contradicción.
Por lo tanto, C es indescomponible.
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Caṕıtulo 7

Funciones débilmente
confluentes

7.1 Definición. Una función continua y suprayectiva f : X −→ Y es
débilmente confluente si para cada subcontinuo Q de Y existe una
componente C de f−1(Q) tal que f(C) = Q.

7.2 Proposición. Una función f : X −→ Y entre continuos es débil-
mente confluente si y sólo si para cada subcontinuo Q de Y existe un
subcontinuo L de X tal que f(L) = Q

Demostración.
⇒] Supongamos que f es débilmente confluente. Sea Q un subcontinuo
de Y , entonces existe una componente C de f−1(Q) tal que f(C) = Q.
Notemos que C es un conjunto conexo y cerrado en X, por lo que es
un subcontinuo de X. Sea L = C, aśı f(L) = Q.
⇐] Sea Q un subcontinuo de Y , entonces existe un subcontinuo L de
X tal que f(L) = Q, por lo que L ⊂ f−1(Q).
Sea C la componente de f−1(Q) que contiene a L. Se tiene que L ⊂ C,
aśı f(L) ⊂ f(C) ⊂ Q.
En resumen, Q ⊂ f(C) ⊂ Q, de ah́ı que f(C) = Q.
Esto prueba que f es débilmente confluente.

7.3 Proposición. Sea X un continuo. Si M es un subcontinuo de X
tal que M ∩H 6= ∅ y M ∩K 6= ∅, donde H y K son dos subconjuntos
cerrados de X, ajenos, entonces M contiene un subcontinuo L, el cual
es irreducible con respecto a la propiedad de ser un subcontinuo de M
tal que L ∩H 6= ∅ y L ∩K 6= ∅.
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Demostración. Veamos que la propiedad P de ser un subcontinuo B,
de M tal que B ∩H 6= ∅ y B ∩K 6= ∅, es una propiedad inducible.
Sea {Bn}∞n=1 una sucesión monótona decreciente de subcontinuos de M

tal que Bn ∩H 6= ∅ y Bn ∩K 6= ∅, para cada n ∈ N. Sea B =
∞⋂
n=1

Bn,

mostraremos que B es un subcontinuo de M tal que B ∩ H 6= ∅ y
B ∩K 6= ∅.
Por el Corolario 3.10, B es un subcontinuo de M . Por otra parte

B∩H = (
∞⋂
n=1

Bn)∩H =
∞⋂
n=1

(Bn∩H). Notemos que {Bn∩H}∞n=1 es una

sucesión decreciente de subconjuntos cerrados de X, no vaćıos, luego

por el Corolario 3.9
∞⋂
n=1

(Bn ∩H) 6= ∅, por lo que B ∩H 6= ∅.

Análogamente se prueba que B ∩K 6= ∅. Por lo tanto, P es una pro-
piedad inducible.
Por el Teorema de Reducción de Brouwer, X contiene un subconjunto
cerrado, no vaćıo, digamos L, el cual es irreducible con respecto a la
propiedad P , es decir L es un subcontinuo de M tal que L ∩H 6= ∅ y
L ∩ K 6= ∅ y ninguno de sus subcontinuos propios tiene la propiedad
P .

7.4 Proposición. Si X es un espacio de Hausdorff y compacto y A y B
son subconjuntos cerrados de X tales que para cada componente C, de
X, se tiene que C ∩A = ∅ o C ∩B = ∅, entonces existen subconjuntos
cerrados F1 y F2 de X, ajenos, tales que X = F1∪F2, A ⊂ F1 y B ⊂ F2.

Demostración. Para cada x ∈ A sea Qx la casicomponente de x en
X. Tenemos que Qx coincide con la componente del punto x en X,
véase Teorema 5.15. Por hipótesis se tiene que Qx ∩ B = ∅, es decir,
Qx ⊂ X \ B. Por la Proposición 5.14 existe un conjunto abierto y ce-
rrado Fx tal que x ∈ Fx y Fx ⊂ X \B.
Tenemos que la colección U := {Fx : x ∈ A} es una cubierta abier-
ta para el conjunto A. Como A es compacto, existe una subcolección
finita de U que cubre a A, es decir, existe un subconjunto finito

{x1, x2, · · · , xn} de A tal que A ⊂
n⋃
i=1

Fxi . Denotemos F1 =
n⋃
i=1

Fxi

y F2 = X \ F1. Se tiene que F1 y F2 satisfacen la conclusión de la
proposición.
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7.5 Lema. Sean X un continuo y a y b números reales tales que 0 ≤
a < b ≤ 1. Si K es un subcontinuo del producto X × [0, 1] tal que
K ∩ (X × {a}) 6= ∅ y K ∩ (X × {b}) 6= ∅, entonces K contiene un
subcontinuoA tal que A ⊂ X×[a, b], A∩(X×{a}) 6= ∅ yA∩(X×{b}) 6=
∅.

Demostración. Dadas las hipótesis, supongamos que K no contiene un
subcontinuo con las propiedades indicadas. En particular tenemos que
para cada componente C de K∩ (X× [a, b]) se tiene que C∩ (K∩ (X×
{a})) = ∅ o C∩(K∩(X×{b})) = ∅. Aśı, podemos aplicar la Proposición
7.4 para obtener dos subconjuntos cerrados F1 y F2 de K ∩ (X × [a, b])
ajenos, tales que K ∩ (X × [a, b]) = F1 ∪ F2, K ∩ (X × {a}) ⊂ F1 y
K ∩ (X × {b}) ⊂ F2.
Denotemos K1 = K ∩ (X × [0, a]) y K2 = K ∩ (X × [b, 1]), se sigue que
K = (K1 ∪ F1) ∪ (K2 ∪ F2).
Es fácil verificar que K1 ∪ F1 y K ∪ F2 son conjuntos cerrados, ajenos
y no vaćıos, lo cual contradice la conexidad de K. Esta contradicción
demuestra el Lema.

7.6 Proposición. Cada función continua de un continuo sobre un arco
es débilmente confluente.

Demostración. Sean X un continuo y f : X −→ [0, 1] una función
continua y suprayectiva.
Sea Q := [a, b] un subcontinuo de [0, 1], con 0 < a < b < 1.
Consideremos la función g : X −→ X × [0, 1] definida por g(x) =
(x, f(x)), para cada x ∈ X. Claramente g es una función continua.
Denotemos G(f) := g(X), se tiene que G(f) es un subcontinuo de
X × [0, 1], pues es la imagen continua de un continuo.
Notemos que G(f) = {(x, f(x)) : x ∈ X}. Como f es suprayectiva,
se tiene que para cada t ∈ [0, 1], G(f) ∩ (X × {t}) 6= ∅. En particular
G(f) ∩ (X × {a}) 6= ∅ y G(f) ∩ (X × {b}) 6= ∅. Por la Proposición 7.3
podemos encontrar un subcontinuo K de G(f) tal que

(1) K ∩ (X × {a}) 6= ∅ y K ∩ (X × {b}) 6= ∅.

Y para todo subcontinuo propio M de K se tiene que

(2) M ∩ (X × {a}) = ∅ o M ∩ (X × {b}) = ∅.

Se sigue que K ⊂ (X×[a, b]) pues de lo contrario por el Lema 7.5 existe
un subcontinuo A de K tal que A∩ (X×{a}) 6= ∅ o A∩ (X×{b}) 6= ∅,
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lo cual contradice (2).
Denotemos L = p1(K), donde p1 : X × [0, 1] −→ X es la función
proyección en la primera coordenada, es decir, p1((x, t)) = x para todo
(x, t) ∈ X × [0, 1]. Es claro que L es un subcontinuo de X, pues es la
imagen continua de un continuo.
Por (1) se tiene que existen puntos xa, xb ∈ X tales que (xa, a), (xb, b) ∈
K y puesto que K ⊂ G(f) se tiene que f(xa) = a y f(xb) = b.
Notemos que {xa, xb} ⊂ L, luego tenemos que {a, b} ⊂ f(L).
Como f(L) es un subcontinuo del intervalo [a, b] se sigue que [a, b] ⊂
f(L).
En lo que sigue probaremos que f(L) ⊂ [a, b].
Sea t ∈ f(L) entonces existe x ∈ L tal que f(x) = t. Se sigue que
x ∈ p1(K), luego existe t′ ∈ [0, 1] tal que (x, t′) ∈ K. Como K ⊂ G(f),
se tiene que f(x) = t′. Aśı t = t′. Entonces (x, t) ∈ K. Esto implica
que (x, t) ∈ X × [a, b], por lo que t ∈ [a, b], aśı f(L) ⊂ [a, b].
Por lo tanto f(L) = [a, b], es decir, f(L) = Q.

7.7 Definición. Sean X y Y espacios métricos y ε > 0. Una función
continua fε : X −→ Y es una ε−función si para todo y ∈ Y se tiene
que diam(f−1(y)) < ε.

7.8 Definición. Un continuo X es tipo arco si para cada ε > 0, existe
una ε−función suprayectiva fε : X −→ [0, 1].

7.9 Ejemplo. Sea X := Cl{(x, y) ∈ R2 : y = sen( 1
x
), 0 < x ≤ 1}, es

decir, X es la gráfica de la función f : (0, 1] −→ R dada por f(x) =
sen( 1

x
). Afirmamos que X es un continuo tipo arco.

Para justificar esto sea ε > 0. Eĺıjase x0 ∈ (0, ε) tal que sen( 1
x0

) = 1.

Sea h : [−1, 1] −→ [0, x0] un homeomorfismo tal que h(−1) = 0 y
h(1) = x0.
Nótese que X = A ∪ B donde A = {(x, y) ∈ X : x0 ≤ x ≤ 1} y
B = {(x, y) ∈ X : 0 ≤ x ≤ x0}.
Definamos fε : X −→ [0, 1] de la siguiente manera

fε((x, y)) =

{
x si x ∈ A
h(y) si x ∈ B

Por la Proposición 3.27 se tiene que fε es una función continua.
Sea t ∈ [0, 1], si x0 < t, entonces f−1ε (t) = {(t, sen(1

t
)}, por lo que

diam(f−1ε (t)) = 0 < ε.
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Si t < x0, entonces f−1ε (t) = {(0, sen(1
t
)) : −1 < sen(1

t
) ≤ 1}, por lo

que diam(f−1ε (t)) ≤ x0 < ε. Aśı fε es una ε−función.

7.10 Teorema. Sean X un continuo y Y un continuo tipo arco. Si
f : X −→ Y es una función continua y suprayectiva, entonces f es
débilmente confluente.

Demostración. Sea Q un subcontinuo de Y . Dado que Y es un conti-
nuo tipo arco, entonces para cada n ∈ N existe una función continua y
suprayectiva gn : Y −→ [0, 1] tal que para cada t ∈ [0, 1] se tiene que
diam(g−1n (t)) < 1

n
.

Para cada n ∈ N consideremos la composición gn ◦ f : X −→ [0, 1], la
cual es una función débilmente confluente por la Proposición 7.6.
Nótese que para cada n ∈ N, gn(Q) es un subcontinuo de [0, 1], ya que
es la imagen continua de un continuo, entonces existe un subcontinuo
Cn de X tal que (gn ◦ f)(Cn) = gn(Q) . . . (1).
Por la compacidad de C(X) existe un subconjunto C de X y existe una
subsucesión {Cnj}∞j=1 de la sucesión {Cn}∞n=1 tales que ĺımCnj = C.
En lo que sigue vamos a demostrar que f(C) = Q.
Sea x ∈ C. Tomemos una sucesión {xj}∞j=1 en X tal que ĺımxj = x y
xj ∈ Cnj para cada n ∈ N [11, 4.11].

Dado que diam(g−1nj ((gnj ◦ f)(xj))) <
1
nj

y como gnj(f(xj)) ∈ gnj(Q)

por (1), se tiene que para cada j ∈ N existe un punto yj ∈ Q tal que
gnj(f(xj)) = gnj(yj). Denotemos tj = gnj(yj) para cada j ∈ N. Se tiene

que f(xj), yj ∈ g−1nj (tj), se sigue que ρY (f(xj), yj) <
1
nj

para cada j ∈ N.

Se obtiene que ρY (f(x), yj) ≤ ρY (f(x), f(xj))+ρY (f(xj), yj)=0, ya que
ĺım f(xj) = xj y ρY (f(xj), yj) <

1
nj

, lo cual implica que ĺım yj = f(x).

Luego como Q es cerrado, se concluye que f(x) ∈ Q. Esto prueba que
f(C) ⊂ Q.
Sea y ∈ Q, por (1) para cada n ∈ N existe un punto zn ∈ Cn tal que
gn(f(zn)) = gn(y).
Para cada n ∈ N denotemos tn = gn(y). Se sigue que f(zn), y ∈ g−1n (tn)
por lo cual ρY (f(zn), y) < 1

n
. . . (∗).

Por la compacidad de X existe un punto z ∈ X y existe una subsuce-
sión {znj}∞j=1 de la sucesión {zn}∞n=1 tales que ĺım znj = z.
Como ĺımCnj = C se tiene que z ∈ C. Por la continuidad de f se sigue
que ĺım f(znj) = f(z) . . . (∗∗).
Por otra parte notemos que ρY (f(z), y) ≤ ρY (f(z), f(znj))+ρY (f(znj), y).
De (∗) y (∗∗) se concluye que ρY (f(z), y) = 0, aśı f(z) = y. Esto prueba
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que Q ⊂ f(C). Por lo tanto, f(C) = Q. Aśı f es débilmente confluen-
te.
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