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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales son una herramienta matemadtica indispensable en la
modelacién de fendmenos y procesos bioldgicos, quimicos y fisicos. La modelacion
matematica nos permite establecer relaciones entre los fendOmenos que aparecen en
las diferentes disciplinas y la teoria matematica, la cual se da a través de variables
y pardmetros para el estudio de sistemas complejos.

La epidemiologia es una disciplina que estudia los patrones de salud y enfermedad
y asocia los factores a nivel poblacional [1]. El nombre de "padre de la epidemio-
logia"se le asocia al médico Griego Hipdcrates (460 — 377A.C') quién describi6 la
conexion entre las enfermedades y el medio ambiente. Los primeros intentos que
se dieron para modelar mateméaticamente la difusién de una enfermedad fueron rea-
lizados en 1760 por el matematico Daniel Bernoulli, quien presenté ante la Real
Academia de Ciencias de Paris un modelo matematico para estudiar la efectividad
de las técnicas de calculo de variaciones aplicados al estudio de la viruela. En 1902
Sir Ronald Ross, quien es considerado el "padre de la epidemiologia matemaética
moderna", recibié el Premio Nobel por su trabajo de investigaciéon en la malaria.
En 1927, se publicé por primera vez un modelo epidemioldgico determinista que
incluia individuos susceptibles, infectados y recuperados, publicado por Kermack y
Mckendrick.

El centro de estudio de los modelos epidemiolégicos es la dindmica de la transmi-
sion de una enfermedad. La seleccion de un modelo epidemiolégico estd basada en
la dindmica de transmisién de la enfermedad, la poblacién y el medio de transmi-
sion el cual puede ser de persona a persona o mediante vectores. Por lo tanto, los
modelos epidemiolégicos necesitan ser adaptados especificamente a cada enferme-
dad con el objetivo de sostener situaciones reales.

En este trabajo, se presenta un estudio sobre la construccién de uno de los primeros
modelos epidemioldgicos propuesto por Kermack y Mackendrick en 1927, llama-
do modelo epidemioldgico SIR con el cual se obtiene un modelo epidemioldgico
con enfoque Euleriano de viaje y residencia donde el medio de transmision es de
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INTRODUCCION

persona a persona. Uno de los resultados fundamentales en epidemiologia es que la
mayoria de los modelos epidemiolégicos generalmente exhiben un comportamien-
to de umbral que en términos epidemioldgicos se puede establecer de la siguiente
manera: si el nimero promedio de infecciones secundarias producidas por un indi-
viduo durante su periodo infeccioso en una poblacién susceptible es menor a 1 no
habra un brote epidémico mientras que, si supera a 1, habra un brote epidémico,
este nimero es llamado nimero reproductivo bésico de la infeccion y es denotado
por Ry. Este principio se ha usado de manera rutinaria para estimar la efectividad
de las politicas de vacunacién y la probabilidad de que una enfermedad pueda ser
eliminada o erradicada. Por esta razon, se realiza un anélisis del nimero reproducti-
vo bésico de la infeccién Ry para el modelo epidemiolégico con enfoque Euleriano
de viaje y residencia considerando dos poblaciones.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se exponen
algunos temas y conceptos bdsicos que son necesarios para el desarrollo de capi-
tulos posteriores, como lo son: linealizacién de sistemas no lineales, Matriz de la
Préxima Generacidon y Aproximacion de Van Den Driessche y Watmough.

En el Capitulo 2 se expone el modelo epidemiolégico SIR y algunas de sus propie-
dades matematicas. Posteriormente se incorpora demografia al modelo epidemiol6-
gico SIR y se hace un andlisis de un sistema de dos dimensiones.

En el capitulo 3 se introduce el concepto de modelo metapoblacional con el propé-
sito de incorporar estas ideas en el modelo epidemioldgico con enfoque Euleriano,
del que se obtiene un modelo epidemioldgico con enfoque Euleriano de viaje y re-
sidencia.

Finalmente, en el Capitulo 4 se realiza un estudio del nimero reproductivo basico
Ry del modelo epidemiolégico con enfoque Euleriano de viaje y residencia con dos
poblaciones a partir de distintos valores para los términos de contagio de la influen-
za recuperados de [6]. Primero se considera que las poblaciones estdn aisladas, con
el mismo valor R y se cambian los valores de los pardmetros de movilidad. Des-
pués, se considera una tasa de contacto distinta para cada poblacién por lo que se
obtiene un valor distinto de R, para cada una de ellas y al cambiar los valores de
los pardmetros de movilidad de ambas poblaciones, se obtiene un valor global de
Ry, el cual nos permite dar conclusiones correspondientes a la propagacion de la
enfermedad, en este caso de la influenza, cuando hay y no hay movilidad.

VI
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Capitulo 1

Preliminares

Para el desarrollo del presente trabajo de tesis, se requiere de algunos temas y
conceptos basicos los cuales abordaremos a continuacion.

1.1. Linealizacion de sistemas no lineales

Un concepto muy importante para este trabajo es el de punto estacionario o de
equilibrio, el cual es de gran importancia para la linealizacién de un sistema no
lineal. Considere el siguiente sistema

Zlf/ = f(fL“,y),

, (1.1
y =g(z,y),

donde fy g son funciones no lineales.

Definicion 1.1.1. Todos los puntos (z*,y*) € R? que satisfacen

*

g(z”,

@ y")
y)

son llamados puntos de equilibrio del sistema (1.1).

0,
0,

A continuacioén, se describe el procedimiento para linealizar un sistema del tipo
(1.1). Primero se encuentran los puntos estacionarios (z*,y*) € R? para los cuales

f@"y") =0y g(z*,y") = 0.

1



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Luego, definimos una perturbacién (u,v) alrededor de (z*,y*) como z = x* +
u'y y =1vy*+ u,al sustituir en (1.1), se obtiene

—d(wif Y o+ uy o)
t (1.2)

d *
% =g(¢" + u,y" +v).
Haciendo una expansion en serie de Taylor de f y ¢ alrededor de (z*, y*), tenemos
d d d
=i+ L e o),
d d d
=9y ey Gy ot o (2),

donde o(2) es el residuo. Tomando s6lo los términos lineales

E_%(‘r ’y)u+dy(x ,y)U,
O bien, en forma matricial se tiene
df df
— 1 =14 a9 : (1.3)
ol 1T,y Lay) v
dI’ dy (x*,y*)
donde la matriz
df df
R (z,y) dy(:v,y)
| dg dg ’
%(xay) d_y(x’y)

es la matriz Jacobiana asociada al sistema (1.1).

1.2. Sistemas de ecuaciones de dos dimensiones

Resumiendo lo visto en la Seccién 1.1, si tenemos un sistema de la siguiente

forma
dx
a —f(ﬂ?, y)>
dy
% _g(xa y)?



CAPITULO 1. PRELIMINARES

donde f y g son funciones no lineales.
Hallamos los puntos (z*,y*) € R? para los cuales

f@*y") =0y g(a*,y") = 0.

Tomemos un punto de equilibrio (z*, y*), linealizando alrededor de (x*, y*), se

obtiene el siguiente sistema
d{ul _Ja b||u
dt \v] |e d] [v]’

donde
of of dg dg
a:a_($ay) ’b:a_('xay) 7628_(3:7?/) yd:a_($7y> .
L (@*,y*) Yy (@*,y*) z (@* %) Yy (@* ")

Para continuar con el estudio del sistema no lineal (1.1) se requiere hallar los
valores propios (eigenvalores) asociados a la matriz J,- ,~) donde

a b
J(I*vy*) = |:C d:| :

En lo sucesivo, se utilizard J, para denotar a J,~ ,+). Los valores propios de J, se
obtienen al resolver

S (a—AN)(d—=X) —bec=0
& N — (a+d)\+ (ad — be) =0
e N —trd )\ +det J, =0,

donde p = a+d = trJ,y q = ad — bc = detJ,. Las raices del polinomio
caracteristico p(\) = A\* — pA + ¢ = 0 estén dadas por

. & \/(trJ*)2 — 4det J,

Ax 5

(1.4)

Asi, los valores propios asociados a J, son A_ y .. Para cada valor propio A_y

A4, se tiene asociado un vector propio (eigenvector) £_ , respectivamente. Los
+ +

vectores propios se encuentran al resolver los siguientes sistemas

J&o = A8y by = Ay,
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coné_, &L € R2
Los valores y vectores propios nos ayudardn a conocer la estabilidad de los pun-
tos criticos, en particular el origen, de un sistema de ecuaciones de dos dimensiones

la cual puede ser: nodo, espiral (foco), silla o centro. Dependiendo de los valores
de los eigenvalores y su respectivo eigenvector se tiene la siguiente clasificacion.

1. Nodo. Si los valores propios son reales y tienen el mismo signo.

2. Nodo degenerado. Si los valores propios son reales e iguales. Si dos vectores
propios corresponden a un valor propio doble, el nodo degenerado es llamado
propio. Si solamente un vector propio corresponde al valor propio doble, el
nodo degenerado es llamado impropio.

3. Silla. Si los valores propios son reales y tienen signo contrario.

4. Espiral o foco. Si los valores propios son complejos con parte real distinta de
cero.

5. Centro. Si los valores propios son complejos puros, es decir, la parte real es
igual a cero.

Se puede clasificar la estabilidad de los puntos de equilibrio con los valores propios
de la siguiente manera.

1. Nodo estable. Si los dos valores propios son negativos.
Nodo inestable. Si los dos valores propios son positivos.

2. Silla. Un punto silla siempre es inestable

3. Foco estable. Si la parte real de los valores propios es negativa.
Foco inestable. Si la parte real de los valores propios es positiva.

4. Centro. El centro es estable.

El tipo de equilibrio se puede inferir de los coeficientes del polinomio caracte-
ristico p(\). Ver Tabla 1.1.
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

Coeficientes Traza y determinante | Clasificacidon del origen
q<0 detJ, <0 Silla (inestable)
gq>0,p<0,AN=p*—4¢>0| detJ, >0,trJ, <0 Nodo estable
g>0,p<0,A=p*—4¢<0| detJ, >0,trJ, <0 Foco estable
g>0,p>0,A=p*>—4¢>0| detJ, >0,trJ, >0 Nodo inestable
g>0,p>0,A=p?>—4¢g<0 | detJ, >0,trJ, >0 Foco inestable
q>0,p=0 detJ, > 0,trJ, =0 Centro

Tabla 1.1: Tabla de clasificacion de puntos criticos.

1.3. Matriz de la Proxima Generacion

Para modelos compartimentales de EDQO’s, donde las caracteristicas se toman en
cuenta en clases discretas, es posible definir una matriz cuya entrada (i, j) es el ni-
mero de infecciones secundarias dado en el compartimento ¢ por un individuo infec-
tado en el compartimento j. Esta matriz es llamada Matriz de la Proxima Genera-
cion [Diekmann y Heesterbee (2000), Diekmann, Heesterbeek y Metz (1990), Van
de Driessche y Watmough (2000)]. El procedimiento para hallar dicha matriz se
aplica a modelos epidemioldgicos y a modelos con demografia para enfermedades
endémicas.

1.4. Aproximacion de Van Den Driessche y Watmough

Para calcular la Matriz de la Proxima Generacion se requerirdn las siguientes
definiciones.

Definicion 1.4.1. El radio espectral de una matriz A se define como el mdximo de
los valores absolutos de los valores propios de A, es decir,

p(A) = sup{|A : A € 0 (A)},
donde o (A) es el conjunto de valores propios de A.

Definicion 1.4.2. El limite espectral de una matriz A se define como la mdxima
parte real de todos los valores propios de A, es decir,

m(A) = sup{ReX: X € 0(A)},

donde o (A) es el conjunto de valores propios de A.



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicion 1.4.3. Una matriz A es llamada un M-matriz si

1. La matriz A tiene un Z-patron, es decir, los elementos fuera de la diagonal de
la matriz son negativos.

2. Existe la inversa de la matriz A y sus entradas son mayores o iguales a cero.

Varias técnicas han sido desarrolladas para obtener la Matriz de la Préxima Ge-
neracién para modelos compartimentales, algunas de estas se pueden consultar [1].
A continuacion, se describe uno de los métodos llamado Aproximacién de Van Den
Driessche y Watmough para obtener dicha matriz.

En un modelo compartimental de transmisién de enfermedades los individuos se
clasifican en dos clases: compartimentos infectados y compartimentos no infecta-
dos. Un compartimento es llamado infectado si los individuos en ese compartimento
estan infectados. Este compartimento también incluye aquellos individuos que estan
infectados pero no son infecciosos, es decir, individuos latentes. Los compartimen-
tos restantes en los cuales los individuos no estdn infectados son los compartimentos
no infectados.

Supongamos que existen n compartimentos infectados y m no infectados, entonces
el modelo de EDO’s tiene n + m variables dependientes. Sea x € R", el vector de
variables dependientes en los compartimentos infectados y y € R™, el vector de
variables en los compartimentos no infectados. El método que se expone a conti-
nuacioén para hallar la Matriz de la Préxima Generacion estd dado en [1].

1. Se ordenan las ecuaciones de tal modo que las primeras n componentes del
sistema EDO’s corresponden a los compartimentos infectados. Asi, un siste-
ma de EDO’s se escribe como

Ty = fl(may)v
= Jalz,y), (1.5)

v = qlz,y),
Y = gm(z,y).

2. Se descompone el lado derecho de los compartimentos infectados de la ex-
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presion (1.5) de la siguiente manera

T = Fl(x7y)_vl<x7y)a

yl = 91(%9)7

Y = Im(z,y),

donde F;(z,y) es la tasa de apariciéon de nuevos contagios, mientras que
V;(x,y) incorpora los términos restantes de transicion, es decir, nacimientos,
muertes, evolucion de la enfermedad y recuperacion, para cada compartimen-
toi,cont=1,--- n.

La descomposicion en (1.6) satisface las siguientes propiedades.

(i) Fi(0,y) =0y Vi(0,y) =0,Yy >0ei=1,--- ,n.
(i) Fi(z,y) >0, Yo,y >0ei=1,---,n.
(iii) Vi(l’,y) <Ocuandoz; =0, Vi=1,--- ,n.

n
(iv) Zlvi(a@y) >0, Vx,y > 0.
i=
La primera igualdad de (i) nos dice que todas las nuevas infecciones son in-
fecciones secundarias que surgen de huéspedes infectados. La segunda nos
indica que no hay inmigracion de individuos susceptibles en los comparti-
mentos de enfermadades.

En (ii) la funcién F;, representa nuevas infecciones, por lo que no puede ser
negativa, paratodo: =1,--- ,n.

En (iii) cada componente V; representa la salida neta de un compartimento y
debe dar entrada (ser negativo) solamente si el compartimento estd vacio.

En (iv) se representa la salida de todos los compartimentos infectados, por lo
que la sumade los V; parai = 1,--- ,n es positiva.

3. Suponga que el sistema libre de enfermedad, es decir,
y =9(0,y),

tiene un tnico punto de equilibrio libre de enfermedad £y = (0, o) que es
estable, esto es, todas las soluciones con condiciones iniciales de la forma
(0,y) se aproxima a (0, yo) cuando ¢ — oo.
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4. El sistema (1.6) es linealizado y evaluado en el punto de equilibrio libre de
enfermedad, con lo que se obtienen las siguientes matrices de tamafo n x n

[OF, OF OF
;(0 . Yo) le(O . Yo) 1(0 Yo)
B 0 aﬁ
F = 835 (0,30) 8@ (0, 0) ox,, (0 o)
OF, oF, OF,
_8.771 (Oa yO) a Ty (O yO) axn (07y0)_
[ OV, oV, oV, i
gvl (0 yo) gVQ (0 yo) %(O,yo)
2 2 2
V= | ox (0 yo) 0xy (0 yo) 8_%(0’%)
oV, oV, v,
| or, —(0,9o) o 2(0 . Yo) a—%(0>yo)-_

5. La Matriz de la Proxima Generacion se define como

K=Fv

Definicion 1.4.4. El niimero reproductivo bdsico o tasa de reproduccion bdsica de
la infeccion es el niimero promedio de infecciones secundarias producidas por un
individuo durante su periodo infeccioso en una poblacion totalmente susceptible.

Definicion 1.4.5. El niimero reproductivo bdsico Rq es el valor propio mdximo

positivo de la Matriz de la Proxima Generacion, esto es,
Ro = p(FV™) = p(K),

donde p(K) es como se definié en (1.4.1) .



Capitulo 2

Modelo SIR

2.1. Deduccion del modelo SIR

Expondremos uno de los primeros modelos que fue propuesto por Kermack y
Mackendrick en 1927, llamado modelo epidemioldgico SIR. Cuando una enferme-
dad se expande en una poblacion, se divide a la poblacién en distintas clases. Bajo
un escenario simple, existen tres clases:

» Individuos susceptibles. Son aquellos individuos que estan sanos pero pueden
contraer la enfermedad. Esta clase se denota por S.

= Individuos infectados. Son aquellos individuos que han contraido la enferme-
dad y por lo tanto estdn enfermos. Son capaces de transmitir la enfermedad a
las personas susceptibles con las que entran en contacto. Esta clase se denota
por I.

» [ndividuos recuperados. Son aquellos que se han recuperado y no pueden
contraer de nuevo la enfermedad. Como consecuencia, estos individuos no
afectan a la dinamica de la transmision de la enfermedad cuando entran en
contacto con otras personas. Esta clase se denota por R.

Como el nimero de individuos en cada clase cambia con respecto al tiempo, enton-
ces S(t),I(t)y R(t) son funciones que dependen del tiempo ¢ para todo ¢t > 0. La
poblacién total de tamafio /V es la suma de estas tres clases, es decir,

N(t) = S(t) + I(t) + R(t).

Los modelos epidemioldgicos constan de sistemas de ecuaciones diferenciales ordi-
narias (EDQO’s) que describen la dindmica en cada clase y por tanto, de la poblacion

9



CAPITULO 2. MODELO SIR

total. Para deducir el sistema de EDO’s para el modelo SIR, necesitamos hacer al-
gunas suposiciones para simplificar el sistema de EDQO’s, tales suposiciones son las
siguientes.

1. Individuos que estin infectados, también son infecciosos.
2. La poblacion total NV se mantiene constante.

A continuacion se describe la dindmica que existe entre las clases. Cuando un indi-
viduo susceptible entra en contacto con un individuo infeccioso, el individuo sus-
ceptible se convierte en infectado con cierta probabilidad y se mueve de la clase de
susceptibles a la clase de infectados. Por lo que la poblacion de individuos suscep-
tibles disminuye y la clase de infectados aumenta por aquellos nuevos individuos
infectados, por unidad de tiempo.

Definicién 2.1.1. |

La tasa de cambio de la clase de susceptibles estd dado por

S" = —incidencia.
Existen diferentes tipos de incidencias, dependiendo de las suposiciones que se ha-
cen acerca de la infeccion. Un tipo de incidencia, es la llamada incidencia de accion
de masas, la cual dice que la tasa a la cual una enfermedad se propaga es proporcio-
nal al nimero de individuos susceptibles por el nimero de individuos infecciosos.
Con esta forma de incidencia, obtenemos la siguiente ecuacion diferencial para los
individuos susceptibles

/

donde

= [ es la constante de proporcionalidad, llamada tasa constante de transmision.

= [ es el nimero de individuos infectados, llamado prevalencia de la enferme-
dad.

Los individuos susceptibles S, que llegan a ser infectados se mueven a la clase I.
Aquellos individuos que se recuperan o mueren dejan la clase de infectados con
una probabilidad per cdpita por unidad de tiempo 7 constante, llamada fasa de re-
cuperacion. Con lo anterior, v/ es el nimero de individuos infectados por unidad
de tiempo que se recuperan. Asi, se obtiene

I'(t)=pBIS —~I.

10



CAPITULO 2. MODELO SIR

Los individuos que se recuperan dejan la clase de infectados y se mueven a la clase
de recuperados, es decir,

R (t) =~I.
Por lo tanto, el modelo SIR propuesto por Kermack-McKendrick estd dado por el
siguiente sistema de EDQO’s:

S'(t) = — BIS,
I'(t) =BIS — I, 2.1
R (t) =~1.

Con condiciones iniciales S(0) = Sy, I(0) = Iy y R(0) = Ry, con Sy, Iy, Ry €
R > 0y /S y - son constantes positivas. Cuando se formula un modelo, nece-
sitamos conocer las unidades involucradas. Para el modelo (2.1), las derivadas se
expresan como el nimero de personas por unidad de tiempo.

El modelo (2.1) se basa en las siguientes hipotesis:

1. No hay nacimientos o muertes en la poblacion.
2. No hay emigracién ni inmigracion en la poblacion.

3. Los individuos recuperados adquieren inmunidad y por lo tanto, no pueden
ser infectados nuevamente.

Algunos ejemplos de enfermedades que se pueden modelar a través del modelo epi-
demioldgico SIR son: varicela, viruela, rubéola, paperas.

Este modelo es un tipo especial de modelos llamados modelos compartimentales,
ya que cada letra se refiere a un compartimento en el cual un individuo puede residir
y se puede mover de uno a otro compartimento.

Los modelos compartimentales se pueden describir de manera esquematica median-
te un diagrama. Para el modelo SIR, se tiene el esquema en la Figura 2.1, en el cual
cada compartimento es representado por una caja donde se indexa el nombre de la
clase. Las flechas indican la direccién en que se mueven los individuos entre clases.
Sobre cada flecha etiquetamos las correspondientes tasas de transicion de una clase
a otra.

2.2. Propiedades matematicas del modelo SIR

Para realizar el andlisis del sistema (2.1), observe que la ecuacién de R(t) para
t > 0, no estd involucrada en las primeras dos ecuaciones. Por lo que se pueden con-
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CAPITULO 2. MODELO SIR

Figura 2.1: Dindmica del modelo SIR.

siderar Gnicamente las ecuaciones de S(t) y I(¢) parat > 0. El valorde R(t),t > 0,
para este modelo, puede ser obtenida mediante la siguiente relacién

R=N-5-1

Con lo anterior, se tiene el siguiente sistema

!

§(t) =—pIS,

/ 2.2)
I'(t)=pIS —~I.

Si se conocen los pardmetros (3, v y las condiciones iniciales Sy y I, podremos
saber cudndo la infeccidn se propagara en la poblacién y poder conocer el compor-
tamiento de la epidemia.

Para saber si habrd un brote epidémico, se realiza el siguiente andlisis dividido en
dos casos:

» Sil' >0enel tiempo t, entonces
I'(0) = Ih(BSo—7) >0

si Sy — v > 0 ya que por las condiciones iniciales se tiene que /, > 0, por
lo que 220 > 1. Por tanto, el nimero de infectados aumentard y habré una

epidemia. Entonces, para algiin ¢ > 0 existird un brote epidémico si I (t) > I.

12
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» Sil' <Oenel tiempo ¢, entonces
]/(0) = Io(ﬁSo — ’7) <0
si Sy — v < 0 ya que por las condiciones iniciales se tiene que I, > 0 por
Y
lo que @ < 1. Por lo tanto no habrd una epidemia, pues se puede observar

de la primera ecuacién del sistema 2.2 que S° < 0 para cualquier instante de
tiempo t, por lo tanto, S ' (t) < Sy paratodo t < 0. Si se considera inicialmen-
te la condicién Sy < 1, siempre se cumplird que la I'(t) = I (5S — ) <0,
entonces [ (t) < I paratodo t > 0.

El cociente Ry = £ corresponde al nimero reproductivo bdsico de la in-

feccion para el modelo SIR.

Dividiendo I'(t) entre S'(t) del sistema de ecuaciones (2.2), para I # 0, se
obtienen las soluciones del sistema (2.2).

I'(t) _BIS —~I 14
S'(ty  —BIS BS’
Separando las variables, se tiene
/ Y ’
I =(-1+—|S5.
( ! BS)

Integrando en ambos lados, se llega a

1:—s+%ms+a

donde C' € R es una constante de integracién que se obtiene con las condiciones
iniciales Sy e Iy. Por lo tanto, las curvas solucién del plano fase (S, ) estan deter-
minadas por la siguiente ecuacién

m&n:1+5—%m5=0. (2.3)

De lo cual podemos calcular el valor de la constante C, pues C' = p(Sy, [y) =
Io+ Sy — T in So. Ademds, el lim,_,., S(t) = S, existe y nos da el nimero final de

individuos susceptibles después de que la epidemia se erradicé y usando el hecho
de que lim;_,, I(t) = 0, entonces la igualdad (2.3) es vélida para p(S, ) y para
P(Sx,0). Asi, se obtiene la siguiente igualdad.

h+ﬁh—%m&Fﬂw+Sm—%m5x
(2.4)

v
=S, — =InSL.
5

13
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Reordenando términos de (2.4) y factorizando % se tiene que

I()+SO—SOO: (IDSO—hlSOO).

b
B
Por lo tanto,

g_ g (2.5)
v So+ Iy — Se

La solucién implicita (2.5) nos permite calcular el nimero méximo de individuos
infectados que habr4 a causa de la epidemia. Esto ocurre cuando I'(t) = 0 e I(t) #
0, entonces de la segunda ecuacién del sistema (2.1) se tiene que I' = (.S — E)[ 8=

0 si

g
S==. 2.6
3 (2.6)
ya que / > 0. Sustituyendo la expresion (2.6) en la igualdad (2.3), se obtiene que
v gl v
[+———ln——[+5——ln5.
CEN Y A

Despejando a I de la ecuacién anterior, es obtenido el nimero maximo de personas
infectadas por la epidemia, el cual estd dado por

[max: 7 71 ——|—[0+SQ——IDSO

8785 B

2.3. El modelo SIR con demografia

Para incorporar demografia en el modelo epidemiolégico SIR, se asume que
todos los individuos que nacen son susceptibles. Ademas, los individuos de cada
clase mueren con una tasa de mortalidad per cédpita ;. El modelo epidemiolégico
con demografia estd dado por:

S'(t) =A — BIS — uS,
I'(t)=BIS —~I — pl, 2.7)
R'(t) =yI — uR.

Donde, A es la tasa de natalidad total, — .S es el nimero de individuos que mueren

por unidad de tiempo en la clase de susceptibles, —u/ es el nimero de individuos
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que mueren por unidad de tiempo en la clase de infectados, —u R es el nimero de
individuos que mueren por unidad de tiempo en la clase de recuperados. Sumando
las tres ecuaciones de (2.7), se obtiene el modelo de la poblacién total, es decir,

!

N'(t)=S'(t)+I(t)+ R (t)
=N —puS —pul —puR
=A—pu(S+I1+R)
=A — uN,

donde N =S+ 1+ R.
El tamafio de la poblacién no es constante pero es asintdticamente constante ya que

Ifm N(t) = A

t—o00 M

Para este modelo SIR con demografia, la incidencia estd dada por:
incidencia de accion de masas = BS1.

Otro tipo de incidencia que se ocupa en los modelos epidemioldgicos es la inciden-
cia estdndar, la cual es similar a la incidencia de accién de masas, pero se normaliza
por el tamaio total de la poblacion, es decir,

BSI

N
Ambas incidencias coinciden cuando el tamaiio de la poblacion total es constante.
La incidencia de masa de accién se usa en enfermedades las cuales en general, el

incidencia estdndar =

contacto con la enfermedad aumenta cuando el tamafio de la polacién aumenta. La
incidencia estandar se usa para enfermedades para las cuales la tasa de contacto no
puede aumentar indefinidamente y esta limitada atin cuando el tamafio de poblacién
aumente, por ejemplo, las enfermedades de transmision sexual donde el nimero de
contactos no puede incrementar indefinidamente.

Observe que las dos primeras ecuaciones en (2.7) son independientes de la tercera,
entonces se puede considerar el siguiente sistema de dos de ecuaciones diferenciales
con dos incégnitas de la siguiente manera:

S'(t) =M= BIS — uS, .
I'(t) =BIS — A1 — ul.

donde R = N — S — I. El sistema (2.8) es un sistema autonomo no lineal de ecua-
ciones diferenciales.
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Para simplificar y reducir el nimero de pardmetros se adimensionalizara el siste-
ma (2.8). Para ello haremos un cambio de variables que tranforman las variables
dependientes e independientes en cantidades adimensionales. Se define a

rim (4 )t

observe que 7 es una cantidad adimensional ya que los pardmetros 7 y p tienen
unidades [unidad de tiempo] " 'y t tiene como unidad [unidad de tiempo). Enton-
ces,

N(t) :N( T )::N(T), S(t):S( T )::S(T),

Y+ p v+ u

I(t) =I (7@) = I(7).

Por la regla de la cadena, se tiene que

ds(t) _dS(E)  dSGE) ( 1 ) _dS(t) ( 1 >

dt dr dr v+ dt Y+ p (2.9)
ar(t) di(z) di(Z) o1\ a1
dt —  dr dr y4p) dt \y+pu)

Reescalando las variables S e I con el limite del tamafio de poblacién total, es decir,

A

con — se tiene que
1

S ui
o) =12y g =

de esta manera, se obtiene el siguiente sistema

z =p(1—x)—Rozy,

, (2.10)
y =(Rox — 1)y,

donde
p Ap

p=——Yy Ro=——,
Y+ p (v =+ 1)

son parametros adimensionales. Observe que por lo anterior, se ha reducido el nu-
mero de pardmetros a dos.
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2.4. Analisis de sistemas de ecuaciones de dos dimen-
siones

Es importante notar que no es posible resolver el modelo SIR con demografia de
forma analitica, pero se puede obtener informacién acerca del comportamiento de
las soluciones que son relevantes desde una perspectiva epidemioldgica, ya que se
desea saber que pasara con la enfermedad a largo plazo: se extinguird o se estable-
cerd en la poblacion y se convertird en una enfermedad endémica. Para responder
lo anterior, se necesita analizar el comportamiento a largo plazo de las soluciones.

El sistema (2.10) se escribe en su forma general como
/ Y 2.11)

donde f(z,y) = p(1 —z) — Rozy y g(z,y) = (Rox — 1) y.
Para analizar el comportamiento del sistema no lineal (2.11), es necesario linea-
lizarlo. Para esto requerimos los puntos estacionarios, los cuales se obtienen como

sigue.

p(1—2z") —Roz*y* =0,
(Roxz™ —1)y* = 0.

Luego,

(Rox* —1)y*=0=y"=0 V Ropz"* —1=0.

= Siy* = 0, entonces
p(1—2")=0=p=0V 1—2"=0.
Pero p # 0, luego =* = 1. Por lo tanto, un punto de equilibrio en R? es
(2" y") = (1,0) = ex.
A este punto se le conoce como punto de equilibrio libre de enfermedad.
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1
= SiRpx* — 1 =0, entonces z* = —. Luego
Ro

1 1
1—2") —Rex*y" =p|1—— ) —Ro| =— |y =0
p(1=27) 0y p( Ro) O(Ro)y

Por lo tanto, el segundo punto de equilibrio en R? es

(x",y") = (RLO,/) (1 — R%)) =

Este punto es llamado punto de equilibrio endémico.

La matriz Jacobiana asociado al sistema adimensional (2.11) es

J = —pP RO?/ _ROZB
Roy Roi[f —1 .

A continuacion, se analizard la estabilidad local en el punto de equilibrio libre de
enfermedad e;. La matriz Jacobiana evaluada en este punto es

| —Ro
Jel_{o RO—J'

Para hallar los valores propios de J., se debe resolver det(J — AI) = 0, esto es,
resolver

0 Ro—1—-2A
Dado que la matriz J — AI es triangular superior su determinante es igual al
producto de los elementos de la diagonal. Entonces, se tiene que

|[J=M|=(—p=N)(Ro—1-=X)=0
= —p—A=0V Ry—1-2AX
:>)\1:—,0\/ )\2:730—1.

Por lo tanto, los valores propios asociados a la matriz J son

)\1:—[)\/)\2:72,0—1.
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CAPITULO 2. MODELO SIR

Se analizard el signo de los valores propios para poder determinar la estabilidad
de los puntos criticos.
Para \y = —p € R, claramente \; < 0. Para \y = Ry — 1 € R, se tienen los
siguientes casos.

m Si Ry <1 entonces Ay < 0.
De este modo, el punto de equilibrio libre de enfermedad (1,0) es un nodo
estable.

= Si Ry > 1 entonces Ay > 0.
En este caso, el punto de equilibrio libre de enfermedad (1,0) es un punto
silla.

Para analizar la estabilidad local en el punto de equilibrio endémico &, se proce-
de de manera similar como en el caso de punto libre de enfermedad e, . Para ello, se
evalia la matriz Jacobiana en el punto de equilibrio £ y se obtiene

Je = . (2.12)
¢ [P (Ro—1) 0
Se resuelve det(J; — A\I) = 0.
—pRo - A —1‘
Je — M| =
e | ‘P(Ro—l) —A
= (=pRo =) (=A) +p(Ro — 1)
= /\2 — (—tTJg))\ + d@th = 0,
donde trJe = —pRy y det Je = p(Ro — 1). Luego,
—pRo £ VA
Ay = p(’#‘/—, (2.13)

donde A = (—pRg)* — 4p (R — 1).
De la relacion (2.13) se tienen los siguientes casos
» SiA>0ycomotrJs:=—pRy<0ydetJe=p(Ry—1)> 0siempre que
Ry > 1, entonces por la Tabla 1.1 ocurre que el punto de equilibrio endémico
es un nodo estable.

» SiA<0ycomotre=—pRy < 0ydetJe =p(Ry—1) > 0 siempre que
Ry > 1, entonces por la Tabla 1.1 ocurre que el punto de equilibrio endémico
es un foco estable.
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CAPITULO 2. MODELO SIR

El siguiente teorema resume los resultados de existencia y estabilidad de puntos
de equilibrio del modelo SIR con demografia.

Teorema 2.1. Si Ry < 1, entonces existe un vinico punto de equilibrio e, el cual es
localmente estable. Si Ry > 1, existen dos puntos de equilibrio, el punto de equili-
brio libre de enfermedad e, el cual es inestable y el punto de equilibrio endémico &
el cual es localmente estable.
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Capitulo 3

Heterogeneidad espacial en modelos
epidemiologicos

Los modelos clasicos de epidemiologia asumen que la poblacién total vive en

una sola drea y estd bien mezclada, tales suposiciones no necesariamente se cum-
plen en la vida real. Por ejemplo, la poblacién puede habitar en distintas ciudades
y viajar de una a otra ciudad. Las condiciones anteriores se conocen como hete-
rogeneidad espacial, la cual afecta directamente la transmision de enfermedades.
Para comprender el impacto de la dindmica de la enfermedad en la heterogeneidad
espacial, se necesitan construir modelos que tomen en cuenta esta heterogeneidad
y al construir este tipo de modelos, las estrategias de control son mds eficaces, en
particular cuando se aplica al movimiento de individuos.
Uno de los modelos discretos de aproximacion espacial mas utilizados es el de apro-
ximacién metapoblacional. Existen otros modelos de aproximacién espacial, tales
como: redes espaciales epidémicas, autdmatas celulares, modelos epidemiolgicos
con lattice. Este trabajo se enfocard en los modelos metapoblacionales que son fre-
cuentemente sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de alta dimension.

3.1. Modelo metapoblacional

Una metapoblacién es un grupo de poblacién de la misma especie que vive en
areas aisladas espacialmente pero interactian a cierto nivel [4]. Las metapoblacio-
nes ocurren cuando diferentes poblaciones viven en habitats fragmentados pero se
conectan a través de la migracion. Las dreas aisladas que son ocupadas por cada
poblacién son llamadas sectores 6 sitios. En epidemiologia los sectores son: ciuda-
des, paises 0 islas. Asi, un modelo metapoblacional puede ser visto como un grafo,
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EPIDEMIOLOGICOS
."‘“*.

Figura 3.1: Representacion grafica de un modelo metapoblacional

donde cada sector es un vértice del grafo y cada trayecto entre dos sectores es una
orilla del grafo. Ya que el trayecto puede estar en cualquier direccidn, el grafo es
bidireccional y diremos que la poblacién de un sector tiene acceso directo a otro
sector si existe un trayecto que une los dos sectores. Por ejemplo, en la Figura 3.1
se observan 3 sectores que tienen acceso directo entre si.

Un requerimiento necesario de una metapoblacién es que los sectores deben
estar conectados a través de la migracion que se define como el movimiento fisico
de individuos de una a otra drea. LLa migracion se divide en:

= Migracion de corto plazo. Los individuos visitan otra ubicacion por cierto
periodo de tiempo y regresan a su sector. Aunque el movimiento es de corto
plazo, se permitird que una persona infectada transmita el agente patégeno a
un individuo susceptible de un sector diferente, por lo que la enfermedad se
extiende a otras ubicaciones.

= Migracion de largo plazo. Los individuos se mueven a otra ubicacién y se
establecen ahi 6 van de un sector a otro por un periodo indeterminado.

Estos dos tipos de migracion se modelan con dos tipos de enfoques: enfoque llama-
do Euleriano y el enfoque llamado Lagrangiano. Para el desarrollo de este trabajo,
se implementard el enfoque Euleriano, el desarrollo del otro enfoque se puede revi-
sar ([1], [2]). A continuacién se describe un modelo metapoblacional en el contexto
de la poblacién para poder incorporar estas ideas en el modelo epidemiol6gico Eu-
leriano.

Consideremos una metapoblacién con n sectores y sean M = (m;;) € R una matriz
de movilidad que denota la tasa de migracion del sitio j al sitio ¢ y N; una funcién
de t que denota el niimero de individuos en el sector ¢ en el tiempo ¢. Entonces, el
modelo metapoblacional estd dado por el siguiente sistema de n ecuaciones dife-
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renciales.
7j=1 j=1

donde f; describe la dindmica poblacional dentro del sector ¢, es decir, representa
las reacciones internas del sitio, por ejemplo como crece 6 disminuye la poblacién
en ese lugar. El término Z?:1 m;; IN; determina el flujo de individuos hacia el sector
¢ que provienen del sector j y — Z;;l m;;IN; determina el flujo de individuos que
salen del sitio 7 a otros sitios. Observe que el modelo (3.1) se usa para viajes de
tiempo largo, es decir, cuando migramos de un lugar a otro y cada /NV; indica cuantos
individuos hay en el sector ¢ paracadas =1, --- ,n.

3.2. Modelo epidemiologico con enfoque Euleriano

Para formular el modelo epidemiolégico con enfoque Euleriano, se asume que la
poblacién se divide en n sectores, la poblacion del sector ¢ estd denotada por /V; para
todoi = 1,---,n. Ademds, el tamafio de la poblacion total esta dada por N(t) =
Ni(t) + Ny(t),- -+, N,(t) y satisface la ecuacién diferencial N'(t) = 0, por lo que
el tamafio de la poblacion total permanece constante. Se denota la tasa de migracion
del sitio j al sitio ¢ por m;;. Como las tasas de migracion de individuos susceptibles
e infectados pueden ser distinta, debido a que los habitos de una persona infectada
y una susceptible cambian, denotamos por m - la tasa de migracién del sitio j al
sitio ¢ de individuos susceptibles y mm la tasa de migracion del sitio j al sitio ¢
de individuos infectados y claramente mj, = m!, = O parai = 1,--- ,n. A partir
del modelo SIR con demografia (2.7) se formula el modelo epldemlol(’)gico con

enfoque Euleriano, el cual estd dado por:

3.2)
Izl :ﬁzsz]z Nz + % z Z mﬂ] + Z mz]

donde ; es la tasa de mortandad en el sitio ¢, 3; es la tasa de transmisién en el sitio
1, 7; es la tasa de recuperados en el sitio 7 paratodo: = 1,--- , n.

Se calculara el nimero de reproduccion bésico R del sistema (3.2) con el radio
espectral de la Matriz de la Préxima Generacion.

Sea [; = O paratodoi = 1,--- ,n, entonces el punto de equilibrio libre de enfer-
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medad del sistema (3.2) estd dado por
g0 = (51,52, +,5,,0,0,---,0).

Los compartimentos infectados son (11, Iy, - , I,),
Ii =651 — (p1 +7) L — ijl'ljl + Zmlﬂj>
j=1 j=1

Iy =B2S215 — (p2 + 7o) In — ijlgb + Zm2j]j,
j=1 j=1 3.3)

j=1 j=1

Con la teoria expuesta en la Seccién 1.4, el sistema (3.3) se descompone en las
matrices F y V donde

B1S11h
B2Sals

(1) Lo+ 305 my [ — 305 mig;
Vo (2 +72) o+ D75, miyly — > i1 mi; 1
(/Ln + 'Yn) [n + Z?:l m]InITL - Z?:l mij[j

Se linealizan las matrices anteriores y se obtienen las matrices F'y V' evaluadas en
el punto de equilibrio libre de enfermedad ¢,

8BS, 0 - 0
. 0 52‘52 ) 0
0 0 - B,
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I I
an =My - =My,
I I
—My; G2 - Map
V= . . ;
I I
My My o Unn

n
donde a;; = (u; + vi) + ' ;#'mjl»i, parai = 1,--- ,n. A partir de la matriz F' y la
J=L107F
inversa de la matriz V' se obtiene el nimero de reproduccion R, el cual estd dado

por p(FV~1) y nos ayudard a conocer la estabilidad del punto de equilibrio libre
de enfermedad. El niimero de reproduccién de cada sector se define por

B
wi

Vi=1,---,n.

()

A continuacion, se analizard el modelo (3.2) con n = 2, de lo que se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

Sy =Ny — BiSili — 11 S1 — mi; Sy + m7ySs,
Sy =pi2 Nz — BaSals — 11282 — m7ySe + m3 S,
I =650 — (w1 +m) I — mby I+ miy Do,
Iy =B5S515 — (pig + 7o) Iy — miy Lo +ml 1.

3.4)

Primero, se calcula el punto de equilibrio libre de enfermedad del sistema (3.4),
esto ocurre cuando I; = I, = 0, entonces

gy = (Sl, SQ,0,0) .

Para calcular las matrices F y V se necesitan los compartimentos infectados que
son (/1, I5), entonces

I =B1S1L — (1 + ) I — mby I + miy I,
[; :ﬁQSQIQ — (/,62 + ’}/2) [2 — m{zl—g + mélfl.

De manera que las matrices /'y V' evaluadas en el punto de equilibrio libre de
enfermedad estan dadas por:

_|BSt 0
k= [ 0 5252]
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(1 + ) +md, —mi,

—mi, (2 4 v2) +mi,

Se debe hallar la inversa de la matriz V. Para ello, renombramos las entradas de

V:

dicha matriz de la siguiente manera

a1 = (1 4+ ) + My, a2 = =iy, a1 = —mi; y ass = (2 + 72) + mi,.

Asi se tiene que
a1 a2
v { ] |
Q21 A22
Entonces,

aaa91 + det(V
L e rde)
= Tt ai

det(V) g an

Por lo tanto, la matriz de la proxima generacion esta dada por

+ det(V
1 5151 (a12a21 e( )) —51516112

11
det(V) —5252%1 ﬁzszan

Retomando los valores originales de a1, a12,a21 y ago, se tiene que

_ 1 [5151 (,u2 + 72+ m{Q) B1Simi, }
det(V') B2S2mi, P52 (Ml +mn+ mgl) ’

K:=FV =

donde det(V) = (1 + 71 + mby) (12 + 72 + miy) — miymi,.
El polinomio caracteristico asociado a K estd dado por

Py (z) =|K — z1y|

1 {5151 (12 +72 +miy) —a B1S1mi, }
d@t(V) 5252771{2 5252 (,Uq + 7+ mél) - X
[ BiS (M2+’Y2+m{2) . (257 (,Ul +m +m§1) .
B det(V) det(V)
_ 51525152m{2m£1
det(V)?
x
=1? — W [5151 (Mz + 72+ m{Q) + 252 (,ul +7+ mél)}
51ﬁ25152d€t(v)
det(V')?
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Para encontrar los valores propios de K, se resuelve

2 I I Blﬁgslsgdet(‘/)
—— |15 S, =0.
det(V) [51 1 (Mz + 72+ m12) + (252 (,Ul +7+ mzl)}—l— et (V)2
(3.5)
La ecuacion (3.5) se puede escribir de la siguiente manera
A = \r(K) + det(K) = 0.
Asti, los valores propios de K estdn dados por
L = tr(K) £ \/tr(K)? — 4det(K)
+ = 5 .
Por lo tanto, el nimero de reproduccion bdsico estd dado por Ry = p(K) =

max{\_, A\ }.

3.3. Modelo epidemioldgico con enfoque Euleriano de
viaje y residencia

En la Seccién 3.2, se formulé un modelo metapoblacional para individuos que
viajan entre sectores pero no necesariamente tienen un lugar donde residir, este tipo
de modelos son utilizados para vectores, por ejemplo mosquitos e insectos. A di-
frencia de los vectores, en la poblaciéon humana, cada individuo tiene un lugar donde
residir y puede visitar otros sitios pero tiende a volver a su residencia. Para modelar
tal dindmica de la poblacion, se debe introducir un subindice que nos indique donde
reside el individuo y otro subindice para indicar el sitio que se encuentra visitando.
A continuacion, se describe el modelo de dindmica poblacional entre cada sitio con
enfoque Euleriano.

n
!
N = E pijNij — 0iNi,
j=1

’
Ny =0 Ny — pijNij,

v

(3.6)

donde N;; es el nimero de residentes del sitio ¢ que se encuentran en su lugar de
residencia ¢, N;; es el nimero de residentes del sitio ¢ que actualmente se encuen-
tran visitando el sitio j. Mientras que o; es la tasa de movilidad per capita, v;; es la
probabilidad de realizar un viaje de 7 al sitio j y p;; es la tasa de regreso al sitio ¢
de las personas que se encuentran en j. Los pardmetros o;,v;; y p;; son utiles para
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etiquetar la movilidad y flujo de las personas.

La primera ecuacién nos dice el cambio a través del tiempo del nimero de resi-
dentes de 7 que se encuentran en 4, el cual se obtiene al sumar los individuos que
salieron de viaje y estdn regresando a i, con tasa p;; y se resta el nimero de resi-
dentes de 7 que estdn saliendo a viajar a un sitio j. La segunda ecuacién indica el
cambia a través del tiempo del nimero de residentes de ¢ que se encuentran en j,
este nimero estd dado por la poblacion que reside en ¢ y que con probabilidad v;;
viaja al sitio j y se resta el nimero de individuos que regresan al sitio de residencia
1 que estaban en j.

Para incorporar las ideas anteriores en un modelo epidemiolégico, se deben con-
siderar los compartimento que nos proporciona este modelo. Mds adelante se in-
corporardn tales ideas en el modelo SIR. Primero se expondrd un modelo libre de
epidemia con movilidad en la poblacidn, es decir, se realizan viajes de un sitio a
otro. Este modelo nos permitird plantear otro modelo con viaje, residencia y epide-
mia. Considere el siguiente sistema

n
/
Sii = E pijSij — 0iSii,
J=1

!

Sij =0iVijSii — PijSij,

. (3.7
[;i = Z pijlij — oilii,
j=1

’
L, =owijlii — pijlij,

donde p;;,0; y v;; sonlos mismos pardmetros de movilidad y flujo de personas que
aparecen en el modelo de dindmica poblacional. El modelo (3.7), a diferencia del
modelo (3.6) , la poblacién se divide en compartimentos; susceptibles e infectados.
La interpretacion de cada ecuacién en su correspondiente compartimento es similar
a las ecuaciones del sistema (3.6). Es posible tomar un tercer compartimento de
individuos recuperados 12 y dado que la poblacién total se asume constante se puede
obtener R = N — S — I, donde S es el total de individuos susceptibles e I es el
total de individuos infectados.

A partir del sistema (3.7), se afiaden los términos de contagio de la epidemia con lo
que se obtiene un modelo que incorpora la dindmica de la epidemia dado por
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>l
Sii = — BiSiie=——+ Y _ pi;Sij — 015,
ZN]l ]:Zl I~

/

j

> 1k

Sij = @‘Sz‘jzk—Nkj
%

, ; Li n

L :ﬁisu‘m — 1y + ; pijliy — oili,

j

> 1k

];j :BiSijZk—]ij
%

+ 03vijSii — pijSij,
(3.8)

— L + ol — pijliy,

donde f3; es la tasa de contacto 6 tasa de transmisién para¢ = 1---ny v es la
tasa de recuperacion. El nuevo término de la primera ecuacion indica la cantidad de
individuos que son infectados por individuos que residen en en el sitio j que viajan
y contagian a individuos en el sitio ¢ y residen en ¢, con tasa de contacto 3; para ¢ =
1---n, entre la poblacion efectiva que se encuentra en el sitio 7. El nuevo término
de la segunda ecuacioén indica la cantidad de individuos que residen en ¢ que son
infectados por individuos que residen en en el sitio k£ que viajan a j. Los individuos
que residen en 7 viajan a j y se contagian en este sitio con tasa de contacto [3; para
1 = 1---n, es decir, en el sitio j ocurre el contagio entre individuos infectados
del sitio k& con individuos susceptibles del sitio ¢ entre la poblacién efectiva que se
encuentra en el sitio j.

A continuacion, se desarrolla el modelo (3.8) cuando ¢ = 7 = 2, con lo que se tiene
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el siguiente modelo

S = i 2 22: Sy — oS
1n=-—bPwin— -+ P11 — 01911,
Zj:l Nj1

> 1o

k
+ 01112511 — p12512,

512 = 51512m
k
> oI

J=1

/ k
Sy =— 525212 Nt + 02121522 — p21.591,
%
’ 22: ['2 2
Sop = — 525222]—1] + Z p2jSaj — 02592,
Z‘:l Nj2 T
J 7j=1
22 / ) (3.9
’ P i1
Iy :51511;;” — vl + Z,Oljfu — o111,
23:1 le j=1
> I
: —vho + ool — pialio,

112 :51512
N,
; k2
> I

[é1 :52521ﬁ - ’7121 + oo L9 — ,021[21,
k

/ > L2 -
Iy =325 ———— — vl + ZPZjIQj — 0al9.
Zj:l Nja j=1

Se calcula el punto de equilibrio libre de enfermedad ¢, del sistema (3.9), esto

ocurre cuando [1; = [15 = Iy = Iy» = 0, entonces

€0 = (S11, 512, 521, 5922,0,0,0,0) .

Para calcular las matrices F y V se necesitan los compartimentos infectados que
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son (I11, [12, I21, I2) dados por

, [ I11 4+ I |
I, =B151 ﬁ — vl + pielio — o114,
) [ I + Iy |
I, =B1512 e vlo + il — pizlia,
| N12 + Naa | (3.10)
) [ 11+ Iy ] '
Iy, =B25n ﬁ — ylo1 + oov91150 — po1la,
) [ I + Iy |
Iy =325 _ﬁ_ — vlag + po1lay — ools.

Los términos no lineales con nuevas infecciones F y los términos de salida V
estan dados por

[ [ T+ I |7
[
Hi5u | N1 + Noy |
[ Ly + I |
S e T es
Frdhe | N2 + Nog |
F=
[ L1+ I |
G, |22
B2.521 | Nut ot Nox
[ Iio + Ing |
Sy | 212 T 722
_32 22 N + N |

vl — pralia + 01111
vl — o1vialin + pralie
V121 — oava1lag + pordan

V2o — parlar + o2lz

V:

Las matrices anteriores son linealizadas y se evalian en el punto de equilibrio
libre de enfermedad ¢, resultando las matrices /'y V' que estan dadas por

B1S11 0 B1Sh 0
Ni1 + Noy Nip + Ny
0 B1S12 0 B1S12
_ Nia + Nay Nis + Ny
F= B2.521 0 B2.521 0
Ni1 + Noy Nij + Ny
0 B2:522 0 B2.522
L Nis + Ny Nig + Nog |
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y
vy+o1  —p12 0 0
Vo | o Y T+ P2 0 0
0 0 Y+ pa1 —O2lo
0 0 —p21 Yt o2

Se debe hallar la inversa de la matriz V. Para ello, renombramos las entradas de
dicha matriz de la siguiente manera
a1y =7+ 01,012 = —pP12,021 = —01V12,d22 = 7Y + P12,a33 = 7Y + po1,
Q34 = —O02V21,043 = —P21 Y Q44 = 7Y + O2.

Asi, se tiene que

a1y Q19 0 0

921 G929 0 0
0 0 as3 Q34
0 0 43 Q44

V=

La matriz V' se divide en dos submatrices A y B, definidas como

A= {an a12:|
ag1  A22
y
B— [a33 a34}
Q43 Q44
Entonces,
[ Q22 —a12 7]
det(A) det(A) 0 0
—a21 a1 0 0
V-l — det(A) det(A)
- 0 0 Q44 —AQas3y4
det(B) det(B)
0 0 —Q43 a33
L det(B) det(B).

Por lo tanto, la matriz de la préxima generacion esta dada por

Ry Rip Riz Ru
Ro1 Ray Raz Ru
Rs1 Rs2 Rss Rag
Ry Ry Ruzs Ru

32



CAPITULO 3. HETEROGENEIDAD ESPACIAL EN MODELOS
EPIDEMIOLOGICOS

Donde

R = 61811 ( 22 ) Ry — ﬂlsll ( )
H Nii + Nyy \det(A) )’ 2 Ny + Noy \det(A) )’

—Q12

. B1S11 ( (44 ) R B1S11 (—a34)
B Ny A+ Ny det(B) )’ YN+ Ny det(B) )’

Ry — 51512 (—a21) R — 51512 ( a1 )
217 Nig + Ny det(A) )’ 227 Ny + Nay det(A) )’

Roe — B1S12 <—a43) Ry — B1S12 ( a33 )
27 Nig + No det(B) )’ 27 Ny + Ny det(B) )’

Rat — B2S91 ( 22 ) P (2591 (—alg)
T Ny 4 Ny det(A) )’ 27 Ny 4 Ny det(A) )’

R — B2S591 ( (44 ) R B2Sa1 (—a34>
B Ny + Ny det(B) )’ TN+ Ny, det(B) )’

Ry — /625'22 (—(Izl) Ry — B2.522 ( a11 )
- Nig + Nog \det(A) )’ 2 N1y + Nop \det(A) )’

Ryx — 525'22 <—&43) R — 52522 ( a33 )
9 Nig + Nop \ det(B) )’ “ N1y + Noy \det(B) )

Retomando los valores originales de ai1, @12, 21, @22, A33, A34, Q43 Y Qg4 Y TE-
duciendo las expresiones resultantes, las entradas de la matriz de la proxima gene-
racion estan dadas por
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B1S11 (v + p12)

f = (N11 4+ Nat) (72 + (p12 + 01) v + p12 (01 — 01119))
Ryy = B1S11p12

(N1 + Nat) (72 4 (pr2 + 01) ¥ + pr2 (01 — 01v12))
Ris = S5 (v + 02)

(N11 + Not) (72 + (pa1 + 02) v + pa1 (09 — o9191))
Ry = B1511 (02V21)

(N1 + Nop) (72 + (p21 + 02) ¥ + pa1 (02 — 0211))
Ry = B1512 (U1V12)

(N2 + Naz) (72 + (pr2 + 01) ¥ + pr2 (01 — 01v12))
Roy = B1S12 (v + 01)

(N12 + Naz) (72 4 (pr12 + 01) ¥ + pr2 (01 — 01v12))
Rys — B1S12p21

(N2 + Naz) (72 + (p21 + 02) ¥ + pa1 (02 — 0211))
Ry = B1.S12 (7 + p21)

(N12 + Naz) (72 4 (p21 + 02) ¥ + pa1 (02 — 0211))
Ray = B2521 (77 + pi2)

(N1 + Not) (72 + (pr2 + 01) ¥ + pr2 (01 — 01112))
Ryy = B2521p12

(N11+ Nop) (72 + (pr2 + 01) ¥ + pr2 (01 — 01v12))
Ry = (2521 (7 + 02)

(N1 + Nap) (72 4 (p21 + 02) ¥ + pa1 (02 — 0211))
Ry = [2521 (021/21)

(N11 + Not) (72 + (pa1 + 02) ¥ + pa1 (09 — o9191))
Ry = 252 (011/12)

(N2 + Naz) (72 + (pr2 + 01) ¥ + p12 (01 — 01v12))
R = (2522 (7 + 01)

(N2 + Naz) (72 4 (pr2 + 01) ¥ + pr2 (01 — 01v12))
Rys — B2522p21

(N12 4+ Naa) (72 + (p21 + 02) 7 + p21 (02 — 0a191))
Ru— B2S22 (7 + pa1)

(N12 + Naz) (72 4 (pa1 + 02) v + pa1 (02 — 0av21))

Una forma distinta de obtener las entradas R;; con 4, j € {1,2, 3,4} de la matriz de
la préxima generacioén K consiste en hacer un andlisis de las ecuaciones (3.10). En
este trabajo, se realiza el corrrespondiente andlisis para obtener dos entradas de la
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matriz de la préxima generacioén ya que de manera andloga, es posible obtener las
entradas restantes de la matriz K.

Sea R;; la entrada ij de la matriz K coni,j € {1,2,3,4}, cada R;; corresponde al
numero de infectados del grupo 7 generados por 1 infectado en el grupo j, bajo un
estado libre de enfermedad.

Recordemos que se definié a 115 como la probilidad de que un viaje sea al parche
2 estando 1, como no se tiene otra opcidn de viaje a un parche distinto de 2 enton-
ces se tiene que la probabilidad de que el individuo viaje al parche 2 es 1, con un
razonamiento similar también 15, = 1. Sin embargo, los términos se dejan en las
ecuaciones para que sea mas claro de qué parche proviene el individuo y hacia que
parche viaja.

Primero, se obtendré la entrada R;3 la cual corresponde al nimero de infectados del
grupo 1 generado por 1 infectado del grupo 3 bajo un estado libre de enfermedad.
Del sistema (3.10) se consideran la primera y la tercera ecuacion, es decir, se toman

) 1+ 1
I, =B151 [ﬁ] — vl + piolio — o114y,
/ i1+ 1
Iy, =525 {ﬁ} — 1o + 0ova1loe — porla.

1
Y+ p21

N- 1
tacto con el parche 1. Asi, el producto ( GiNu ) < ) es el ndmero de
Ni1 + Noy Y+ P2

P21 O2l/21 )

YA pa) \Y+ o2
El primer cociente es la probabilidad de que el individuo haya regresado al parche 2

estando en el parche 1 y en el segundo es la probabilidad de que estando en 2 viaje al

El término corresponde al tiempo promedio que un individuo dura en con-

contactos por unidad de tiempo. Después, considere P :=

parche 1. Se puede observar que P < 1. Esta dindmica de que el individuo regrese
al parche 2 y viaje al parche 1 puede ocurrir un niimero finito de veces. Entonces,
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la expresion de R;3 estd dada por

N N 1
Ris — B1N11 ( 4P ( B1N11 )( >+
Nip+ Nop \v + /021 Ny + Ny Y+ P2
B1N11 2 3
1+ P+ Py PPt
Ny + Ny ’Y+,021 ]

1=0

_ BilNn ( ( )
~ Nii+ Ny ’Y+P21 1-P
- ( ( 7+P21)(7+02) )
B v+ p21 (v + p21) (7 + 02) — (paro2var)

)
)
)
)

b e )
Nit + Nog \ (7 + pa1) (v + 02) — (p2102v21) )

Por lo tanto, el valor de R;3 es el que aparece en la matriz de la proxima generacion.
En seguida se obtendra la entrada [?o4 de la matriz K que es el nimero de infec-
tados en el grupo 2 generados por 1 infectado del grupo 4, bajo un estado libre de
enfermedad. Del sistema (3.10) se consideran las ecuaciones del grupo 2 y 4, es
decir, se toman

/ I+ 1
I, =B1512 [Nz n ]\ZJ — vlio + o121 — pralio,
I+ 1
9 =259 [Nz n ]\ZJ — Yloo + porloy — 02lss.

El término es el tiempo promedio que un individuo dura en contacto con el

02

N 1

parche 2. Luego, ( GiNiz ) ( ) es el nimero de contactos por unidad
N1z + Nap Y+ 02

0221 P21

Y+ 02 Y+ P2
es la probabilidad que el individuo infectado viaje al parche 1 estando en 2 y el

segundo factor es la probabilidad que estando en 1 regrese al parche 2. Se observa
que P < 1. Al igual que en el caso anterior, el individuo infectado puede viajar
y regresar al parche 2 un numero finito de veces. Entonces para o4 se tiene la

de tiempo. Considere P := . El primer término del producto
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siguiente expresion

N 1 N 1
Ry — B1N12 ( )—i—P( B1N12 )( )+
Nig + Ny \ v + 09 Nig + Ny Y+ 02
B1N12 ( 1 ) 2 3
1+ P+ P24 PPt
Nig + Ny \ v + 09 [ }
B1N12 ( 1 )f:PZ
Nig + Noy \ 7+ 02/ =
B1N12 1 1
Nig + Ny \ v + 09 1-P

_ ( Y+ pa1 )

"~ Nig+ Noo \ (v + 02) (v + p21) — 0ava1p21 )

De lo anterior, se obtiene el valor de la entrada Ry, de la matriz de la préxima
generacion K.

3.4. Estabilidad de la poblacion

Para hallar el punto de equilibrio de la poblacion se deben resolver las siguientes
ecuaciones.

Nil :Sil + [11 + Rlna
N{2 2512 + ]12 + R/12a
Nél :Sél + 1;1 + R/21a
Nyy =S + Ipy + Roy.

(3.11)

Considere la primera ecuacion en (3.11) y note que
N{I 2511 + ]11 + R/n
=p12512 — 01511 + pializ — o1l + praflie — 01 Ry
=p12(S12 + 1o + Ri2) — o(S11 + [11 + Ri1)
=p12N12 — 01 Ny;1.

, . ’ . ,
Asi, se obtiene que N,; = p12/N12 — 01NV11. Con un procedimiento analogo al ante-
11
rior, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones.
!
Ny =p12Nig — 01 Nyy,
!
Ny =01 N1 — p12Naa,
, (3.12)
Ny =09N2y — pa1 Noy,
!
Ny =p21No1 — 09 Nao.
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Se observa que N;; = —N;, y Ny, = —N,,, entonces (Ny;+Nyp) =0y (No +

Ngy)' = 0 por lo que Niy + Nig = ki y Ny + Ny = ky, con k; y ky constantes.

Sustituyendo Nyo = k1 — N1y Noy = ko — Nop en (3.12) se tiene que
N{1 :P12(l€1 - Nn) — 01Ny = P12k1 - (,012 + 01)N11,
N{z =01N11 — p12(k1 — N11) = —pizks + (p12 + 01) N1,
Nél =09Nay — pa1(ka — Nog) = —parka + (pa1 + 02) Noa,
N;2 =pa1(ka — Naz) — 09Nag = parks — (p21 + 02) Noa.

(3.13)

De lo anterior, el sistema (3.12) se reduce a un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales de dos dimensiones. Este sistema reducido estd dado por

Nyy =pi2ki — (pra + 01) Nuy,

!

Nyy =parks — (p21 + 02) Noa.

Al resolver el sistema anterior, se obtiene que

pl?kl —(p12+o1)t
N (t) =——=——— P12 1 C 1
1(t) p12+01+€ (1),
Noa(t) =P2H2_ | mtemroncyy),
p21 + 02

Observe que si se toma el limite cuando ¢ — oo de Ny;(t) y Nao(t) se tiene que

x _ P12]€1 y x _ ,021k2
" P12 + 01 22 P21+02'

Resta sustituir Ny; y Nog en Nijo = ky — Ny y Noy = ky — Nos respectivamente,
con lo que se obtiene

k
N12(t) =k — M 4 6_(p12+01)t0<1)7

P12 + 01
P21k —(pa1+o2)t
Noy (t) =ky — ——— 4+ e P2T2(C(2).
ult) =k p21 + 02 @
Tomando el limite cuando ¢ — oo de N12(t) y Nai(t) se obtiene
% o1k % o2k
Njy=———y N

pPi2 + 01 U patoa
Por lo tanto, los puntos de equilibrio del sistema (3.12) son

P12 01

Ny, = ——Fk;, N{,=———Fk,
H P12 + 01 2 P12 + 01
* 02 * P21
= —— ko, Njy=—"ko.
A P21+ 02 2 P21+ 02
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Capitulo 4

Estudio del nimero reproductivo
basico de la infeccion

En el Capitulo 1 se proporcioné la definicion del nimero reproductivo basico

de la infeccion, denotado por Ry. También, se reviso el procedimiento para obtener
el valor de R, y a partir de este valor, es posible concluir si la poblacién tendréd un
brote epidémico (R, > 1) o si la epidemia se controla (Ry < 1). En este capitulo se
realiza un analisis para Ry del Modelo Epidemioldgico con Enfoque Euleriano de
viaje y residencia con dos parches.
El comportamiento de un brote de influenza es sensible a muchos factores, en par-
ticular a la movilidad de la poblacién, es por ello que se hace un anélisis del valor
de R, considerando dos poblaciones afectadas por la influenza H/1N1 con la mis-
ma tasa de contacto (. Este andlisis se realiza a partir de datos obtenidos en [6].
Primero se hacen variar los pardmetros de movilidad o, 03, p12 y po21. Después, se
consideran tres conjuntos de datos presentados en tablas con distintos valores para
los términos de contagio (31, B2 y v de la influenza H1N1 donde para cada tabla,
inicialmente se obtiene el valor de 2y suponiendo que ambas poblaciones estdn asi-
ladas, después se hacen variar los cuatro pardmetros de movilidad obteniendo el
valor de R, global y finalmente se dejan fijas las tasas de viaje y se hacen variar las
tasas de retorno obteniendo el nimero reprodutivo bésico correspondiente a cada
tabla. En cada caso, se analizan los valores obtenidos de R, y se dan las respectivas
conclusiones.
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4.1. Analisis a R, para dos poblaciones (R} = R?)

Si no se toma en cuenta la movilidad entre las poblaciones se asume que los
parches estan aislados por lo que no hay interaccién entre ellos. Tomando en cuenta
los valores presentados en la Tabla 4.1, donde la tasa de contactos es la misma para
ambas poblaciones, se obtiene que el nimero reproductivo bésico de la infeccion
estd dado por

Ry =1.2355 y R} = 1.2355,

donde R} representa el niimero promedio de infecciones secundarias producidas por
un individuo durante su periodo infeccioso en la poblacién 1, la cual se toma como
totalmente susceptible y R? representa el nimero promedio de infecciones secun-
darias producidas por un individuo durante su periodo infeccioso en la poblacién 2,
que también se toma totalmente susceptible. Dado que los valores obtenidos de R}
y R son mayores a 1, se concluye que habré un brote epidémico en la poblacién 1
y en la poblacion 2, cuando no se toma en cuenta la movilidad.

Parametros
o1 0.2471
Ba 0.2471
v 0.2000
o1 0.1062
09 0.0734
P12 0.0424
Pa1 0.0293

Tablad.1: R} > 1y RZ > 1.

En la Tabla 4.2 se hacen variar los parametros de movilidad de las dos pobla-
ciones, dejando fijos las de contagio de la Tabla 4.1, con el propdsito de observar si
hay un cambio en el valor de R.

Se observa de la Tabla 4.2 que el valor de R, global es 1.2355 y no varia cuando
se reducen las tasas de viaje y retorno. Por lo tanto, se concluye que la movilidad
no afecta cuando se toma el mismo valor de 17 para ambas poblaciones.
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100% | 80% 60 % 50 % 40 % 30 % 10 % 0%
o1 | 0.1062 | 0.0849 | 0.0637 | 0.0531 | 0.0424 | 0.0318 | 0.0106 | 0.0
o2 | 0.0734 | 0.0587 | 0.0440 | 0.0367 | 0.0293 | 0.0220 | 0.0073 | 0.0
p12 | 0.0424 | 0.0339 | 0.0254 | 0.0212 | 0.0169 | 0.0127 | 0.0042 0.0
p21 | 0.0293 | 0.0234 | 0.0175 | 0.0146 | 0.0117 | 0.0087 | 0.0029 | 0.0

| Ro | 1.2355 | 1.2355 | 1.2355 | 1.2355 | 1.2355 | 1.2355 | 1.2355 | 1.2355 |

Tabla 4.2: Valores de Ry > 1 cambiando los pardmetros de movilidad o1, 09, p12 y
P21.

4.2. Analisis a R, para dos poblaciones (R} # R?)

Como el objetivo es ver como afecta la propagacion de la infeccién cuando hay
movilidad se consideran dos poblaciones con sus correspondientes tasas (31, B2, 01,
02, P12, P21 Y 7Y, con las interpretaciones obtenidas en el Modelo epidemiolégico con
enfoque Euleriano de viaje y residencia. A partir de los valores presentados en la
Tabla 4.3, se obtiene que el nimero reproductivo bésico de cada parche estd dado
por

R} =0.9988 y R2 = 0.9000,

donde R}y R? tienen la misma interpretacion que en el caso anterior. Dado que los
valores obtenidos de R} y R% son menores a 1, se concluye que no habra un brote
epidémico en la poblacion 1 ni en la poblacién 2, cuando estos dos parches estén

aislados.
Parametros

o5 0.2497
5o 0.2250
v 0.2500
o1 0.1062
09 0.0734
P12 0.1062
P21 0.0734

Tabla4.3: R} < 1y R < 1.

En la Tabla 4.4 se consideran distintos valores para la movilidad de las dos pobla-
ciones, es decir, cambiando los valores de las tasas o1, 09, p12 ¥ p21, mientras que

41



CAPITULO 4. ESTUDIO DEL NUMERO REPRODUCTIVO BASICO DE LA

INFECCION
BOOO0D0 1
1%
w
=}
g 5000000 1
3
7
AGQ0000 4 :
0 10 20 0 A0 50
100000 1
1A
(=]
=]
m
E 50000
=
D 1 T T T T T T
0 10 20 30 A0 50

Tiempo en dias

Figura 4.1: Dindmica de la poblacion asociada a la Tabla 4.2.

en la Tabla 4.5 se cambian los valores de las tasas de regreso p12 y po1 dejando fijos
los parametros restantes de la Tabla 4.3. Se puede observar que cuando se hacen
variar los cuatro pardmetros de movilidad o unicamente varian las tasas de retorno
no habrd un brote epidémico en la poblacién ya que el valor de R, global siempre
es menor que 1.

100% | 80% 60 % 50 % 40 % 30 % 10% 0%
o1 | 0.1062 | 0.0849 | 0.0637 | 0.0531 | 0.0424 | 0.0318 | 0.0106 | 0.0
oy | 0.0734 | 0.0587 | 0.0440 | 0.0367 | 0.0293 | 0.0220 | 0.0073 | 0.0
p12 | 0.0424 | 0.0339 | 0.0254 | 0.0212 | 0.0169 | 0.0127 | 0.0042 | 0.0
p21 | 0.0293 | 0.0234 | 0.0175 | 0.0146 | 0.0117 | 0.0087 | 0.0029 | 0.0

| Ro | 0.9430 | 0.9433 | 0.9439 | 0.9442 | 0.9447 | 0.9456 | 0.9513 | 0.9988 |

Tabla 4.4: Valores de Ry < 1 cambiando los pardmetros de movilidad o4, 09, p12 y
pP21-

Ahora se toman los valores presentados en la Tabla 4.6 y se asume que no hay
interaccion entre las dos poblaciones, entonces el nimero reproductivo basico para
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100% | 80% 75 % 50 % 40 % 30 % 10 % 0%
pi2 | 0.1062 | 0.0849 | 0.0796 | 0.0531 | 0.0424 | 0.0318 | 0.0106 | 0.0
p21 | 0.0734 | 0.0587 | 0.0550 | 0.0367 | 0.0293 | 0.0220 | 0.0073 | 0.0

| Ro | 0.9413 [ 0.9414 | 0.9415 | 0.9422 | 0.9430 | 0.9446 | 0.9582 | 0.9988 |

Tabla 4.5: Valores de Ry < 1 cambiando los pardmetros de movilidad pi5 y po;.
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Figura 4.2: Dindmica de la poblacion asociada a la Tabla 4.4.

cada poblacion estd dado por

Ry =0.9000 y R} = 1.2355.

Observe que Ry < 1y R2 > 1, de lo que se concluye que habrd un brote epidémico
en la poblacion 2 mientras que en la poblacion 1 no habré un brote epidémico.
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Parametros
By 0.1800
By 0.2471
~y 0.2000
o 0.1062
09 0.0734
P12 0.1062
Pa1 0.0734

Tabla4.6: R} < 1y R2 > 1.

Veamos el comportamiento de Ry global cuando se cambian los cuatro pardme-

tros de movilidad y cuando inicamente se cambian las tasas pi2 y po1 y los valores
restantes corresponden a los fijados en la Tabla 4.6.
De acuerdo a los valores presentados en la Tabla 4.7 y la Tabla 4.8 la enfermedad
se vuelve endémica ya que el valor de R, global es mayor que 1. Si las personas
viajan a la poblacién donde es menos probable infectarse y contagiarse el valor de
Ry disminuye ya que esta saliendo poblacion de un parche donde la probabilidad de
infectarse es alta a otro parche donde la probabilidad de infectarse es baja.

100% | 80% 60 % 50 % 40 % 30 % 10% 0%
o1 | 0.1062 | 0.0849 | 0.0637 | 0.0531 | 0.0424 | 0.0318 | 0.0106 | 0.0
oy | 0.0734 | 0.0587 | 0.0440 | 0.0367 | 0.0293 | 0.0220 | 0.0073 | 0.0
p12 | 0.0424 | 0.0339 | 0.0254 | 0.0212 | 0.0169 | 0.0127 | 0.0042 | 0.0
p21 | 0.0293 | 0.0234 | 0.0175 | 0.0146 | 0.0117 | 0.0087 | 0.0029 | 0.0

| Ro | 1.1088 | 1.1107 | 1.1137 | 1.1159 | 1.1190 | 1.1234 | 1.1414 | 1.2355 |

Tabla 4.7: Valores de Ry > 1 cambiando los pardmetros de movilidad o4, 09, p12 y
p21.

Finalmente, tomando en cuenta los valores de la Tabla 4.9, el nimero reproduc-
tivo bésico para la poblacion 1 y la poblacion 2 estd dado por
Ry =1.2004 y Ri = 1.0997.

De los valores obtenidos con anterioridad y asumiendo que las poblaciones se en-
cuentran aisladas, concluimos que habra un brote epidémico en cada poblacion.
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100% | 80% 75 % 50 % 40 % 30 % 10 % 0%
pi2 | 0.1062 | 0.0849 | 0.0796 | 0.0531 | 0.0424 | 0.0318 | 0.0106 | 0.0
p21 | 0.0734 | 0.0587 | 0.0550 | 0.0367 | 0.0293 | 0.0220 | 0.0073 | 0.0

| Ro [ 1.0949 | 1.0956 | 1.0961 | 1.1025 | 1.1088 | 1.1196 | 1.1700 | 1.2355 |

Tabla 4.8: Valores de Ry > 1 cambiando los pardmetros de movilidad pi2 y po;.
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Figura 4.3: Dindmica de la poblacion asociada a la Tabla 4.7.

Parametros

o5 0.2671
5o 0.2447
v 0.2225
o1 0.1062
09 0.0734
P12 0.1062
P21 0.0734

Tabla4.9: R} > 1y RZ > 1.

Cambiando los valores de las tasas de movilidad o dejando fijas las tasas de viaje
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y cambiando las tasas de retorno, se obtiene que el valor de R, global es mayor que
1. Lo anterior, se observa en las Tablas 4.10, 4.11. Por lo cual, bajo este escenario
ocurre un brote epidémico y por lo tanto la enfermedad se vuelve endémica.

100 % 80 % 60 % 50 % 40 % 30 % 10% 0%
o1 | 0.1062 | 0.08496 | 0.06372 | 0.0531 | 0.0424 | 0.0318 | 0.0106 | 0.0
oy | 0.0734 | 0.0587 | 0.0440 | 0.0367 | 0.0293 | 0.0220 | 0.0073 | 0.0
p12 | 0.0424 | 0.0339 | 0.0254 | 0.0212 | 0.0169 | 0.0127 | 0.0042 0.0
p21 | 0.0293 | 0.0234 | 0.0175 | 0.0146 | 0.0117 | 0.0087 | 0.0029 | 0.0

| R | 1.1433 | 1.1435 | 1.1438 | 1.1441 | 1.1446 | 1.1452 | 1.1501 | 1.2004 |

Tabla 4.10: Valores de Ry > 1 cambiando los pardmetros de movilidad oy, 03, p12
Y p21-

100% | 80% 60 % 50 % 40 % 30 % 10% 0%
pi2 | 0.1062 | 0.0849 | 0.0796 | 0.0531 | 0.0424 | 0.0318 | 0.0106 | 0.0
p21 | 0.0734 | 0.0587 | 0.0550 | 0.0367 | 0.0293 | 0.0220 | 0.0073 | 0.0

| Ro | 1.1419 | 1.1420 | 1.1424 | 1.1426 | 1.1433 | 1.1445 | 1.1557 | 1.2004 |

Tabla 4.11: Valores de Ry > 1 cambiando los pardmetros de movilidad pi2 y po1.
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Figura 4.4: Dindmica de la poblacion asociada a la Tabla 4.10.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

Las enfermedades tienen un gran impacto en la demografia de la poblacién hu-
mana, ya que son las causantes de muchas muertes en todo el planeta, por ello la
modelacion se vuelve una herramienta importante en el estudio de la propagacion
de estas, porque nos permite tomar medidas para controlar con efectividad la enfer-
medad en cuestion.

Se inici6 con la construccion de un modelo compartimental, es decir, el proceso
que describe como el modelo SIR puede descomponerse en varias etapas y se pude
construir un modelo describiendo las interacciones entre las distintas etapas, en este
caso la poblacion a estudiar se divide en susceptibles, infectados y recuperados. Con
ello, se pudo obtener un modelo epidemiolégico con enfoque Euleriano de viaje y
residencia, lo cual di6 la pauta para analizar el nimero reproductivo bésico de la
infeccion de la influenza HIN1 de dos poblaciones con datos obtenidos de [6].

Del andlisis realizado a R, se observé que si el valor de R, es el mismo para dos
poblaciones, la movilidad no afecta. Debido a lo anterior se consideraron dos pobla-
ciones, cada una con un valor 3, libres de epidemia y que se encuentran aisladas y al
introducir movilidad entre estas dos poblaciones se obtuvo que no se tiene peligro
de que surja un brote epidémico de influenza /1N1 ya que el R, global fue menor
al.

La informacién que se obtuvo cuando se consideré el valor de Ry mayor a 1 en am-
bas poblaciones aisladas, resulta util para explicar el por qué no es eficiente tomar
estrategias de control tinicamente en un parche sin tomar en cuenta la movilidad
con el otro parche. En el caso que se logre erradicar la epidemia en la poblacién 1,
es decir disminuir R} hasta un valor menor que 1, se pudo observar con las tablas
que no se evitara el brote epidémico a causa de la movilidad de la poblacién 2, que
se considera R3 mayor a 1, lo que significa que el valor de Ry global no es menor
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que 1, a pesar de las estrategias de control para un solo parche.

Para trabajos futuros, se piensa introducir al modelo obtenido una forma de tra-
tamiento lo cual nos llevard a un modelo SIRT. Después, se propone introducir
movilidad, para obtener un modelo matemédtico que nos permita hacer mejores pre-
dicciones para el proceso de difusion de la influenza HINI.
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