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Introduccion

El Algebra Lineal es una rama de las Matematicas de mucha utilidad tanto
en la teoria como en la practica. En otras disciplinas como el Analisis Fun-
cional, Analisis Numérico y Optimizacion se encuentran muchas aplicaciones
del Algebra Lineal. En cuanto a la Modelacién Matematica, los operadores
de diferenciacién y de integracién son dos de los ejemplos mas importantes
de transformaciones lineales. Uno de los problemas importantes del Algebra
Lineal es la busqueda de los valores propios de los operadores lineales. Los
valores propios describen parte importante del accionar de los operadores
lineales sobre los espacios vectoriales en que estén definidos. En la practica
una de las razones para encontrar los valores propios de una matriz es que
éstos facilitan la busqueda de la solucion de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales. En este trabajo se tratara el problema del célculo de valores propios
en espacios vectoriales de dimension finita.
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Capitulo 1

Preliminares

En este trabajo se tratara con espacios vectoriales y transformaciones
lineales.

Denotaremos con 0 al neutro aditivo del espacio vectorial que estemos
tratando y denotaremos con 0 al neutro aditivo del campo F' sobre el que
esté definido el espacio vectorial. A los elementos del campo F' les llamaremos
escalares y a los elementos del espacio vectorial les llamaremos vectores.

Definicién 1.1 Una matriz de m x n con entradas en un campo F es un
arreglo rectagunlar de la forma

a1 Q12 A1n
Q21  A22 Q2n,

. )
Am1 Am2 - Amn

donde a;; € F para cada i € {1,2,...,m} y cada j € {1,2,...,n}.

Al conjunto de todas las matrices de m xn con entradas en un campo F'lo
denotaremos como F™*" si A € F™*™ entonces a la entrada correspondiente
a la i-ésima fila y la j-ésima columna la denotaremos como A;; o a;;. A la
i-ésima columna de A la denotaremos a;.

Dada una matriz A € F"™*" la matriz transpuesta de A, denotada como
At es la matriz obtenida a partir de A intercambiando las filas de A por las
columnas de A, es decir, (A");; = Aj;.

Diremos que A € F™*" es una matriz diagonal si A;; =0sii # 5. 51 A
es una matriz diagonal la denotaremos como A = diag [an Qoy - a,m].

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.2 Sea V' un espacio vectorial y S un subconjunto no vacio
de V. Un vector v € V es una combinacion lineal de vectores de S si
existen un numero finito de vectores uy,us, ..., u, € S y un numero finito de
escalares ay,as, ..., a, € F tales que v = ajuy + asus + - - - + a,u,.

Definicién 1.3 Sea S un subconjunto no vacio del espacio vectorial V. El
generado de S, denotado por gen(S), es el conjunto que consiste de todas las
combinaciones lineales de vectores de S. Por conveniencia definimos gen(()) =

{0}.
Definicién 1.4 Dado un subconjunto W de V', diremos W es un subespa-
cto vectorial de V si cumple las propiedades de espacio vectorial con la

operacion suma, definida en VXV, restringida a W x W y con la operacion
producto escalar, definida en F x V, restringida a F' x W.

En particular el generado de cualquier conjunto es un subespacio vecto-
rial.

Definicién 1.5 Un subconjunto S de un espacio vectorial V es linealmente
dependiente si eriste un numero finito de vectores distintos uy, us, ..., Uy,
en S y escalares ay,as, ..., a,, no todos cero, tales que ayjuy + asus + ... +
anu, = 0. En este caso también se dice que los vectores de S son linealmente
dependientes.

Definicién 1.6 Un subconjunto S de un espacio vectorial que no es lineal-
mente dependiente es linealmente independiente. Como antes, decimos
que los vectores de S son linealmente independientes.

Definicién 1.7 Una base (5 para un espacio vectorial V' es un subconjunto
linealmente independiente de V' que genera a V.

Ejemplo: En F"seael =[1 0 --- 0],efb=1[0 1 0 --- 0],....¢€,
= [0 0o --- 1}, el conjunto = {ey,eq,...,€e,} es una base para F". Esta
base sera llamada base candnica para F™ y sus elementos seran llamados
vectores canonicos.

Definicién 1.8 El ndmero de elementos (inico) de cada base para V es
llamado la dimension de V' y es denotado por dim(V'). Un espacio vectorial
es llamado de dimension finita si tiene una base que consiste de un nimero
finito de elementos. Un espacio vectorial que no es de dimension finita es
llamado de dimensién infinita. Si V = {0} entonces dim(V') = 0.



Teorema 1.9 Dado un subconjunto de V' linealmente independiente de m
vectores, donde m < dim(V'), entonces este se puede extender a una base de

V.

Definicién 1.10 Sean V y W espacios vectoriales. Llamamos a una funcion
T:V — W una transformacion lineal de V a W si para cada x,y € V
y para cada a € F' se tiene:

= T(z+y)=T(x) +T(y)

» T'(azx) = aT(x)

En particular dada A € F™*™ se tiene que A es una transformacion lineal
entre F™ y F", definida como A(x) = Ax para cada x € F™.

Sean V' y W espacios vectoriales y sea T : V' — W lineal. Definimos el
espacio nulo de T, denotado como N(T'), como el conjunto de todos los
vectores # € V tales que T(z) = 0. Definimos la imagen de T, denotada
como R(T'), como el subconjunto de W que consiste de todas las imdgenes,
bajo T, de vectores de V.

Si N(T) y R(T) son de dimensién finita entonces la nulidad de 7" deno-
tada por nul(T), y el rango de T, denotado por ran(T"), son las dimensiones
de N(T') y R(T) respectivaente.

Teorema 1.11 Teorema de dimension. Sean V y W espacios vecto-
riales, y sea T : V. — W lineal. Si V es de dimension finita entonces

nul(T) + ran(T) = dim(V).

Teorema 1.12 Sean V, W espacios vectoriales y T : V. — W lineal. En-
tonces T es inyectiva si y sdlo si N(T) = {0}.

Las demostraciones de estos y otros teoremas cuya demostracion no se
presente se puede consultar en [2].

Teorema 1.13 Sean V' y W espacios vectoriales de dimension finita tales
que dim(V') = dim(W) y sea T : V' — W lineal. Las siguientes proposiciones
son equivalentes:

1. T es inyectiva.

2. ran(T) = dim(V').
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3. T es sobreyectiva.

Dada una transformacién lineal T': V' — W entre espacios vectoriales de
dimensiones n y m, respectivamente, y dadas 5 y v bases de V' 'y W respecti-
vamente podemos definir la representacién matricial, ver [2], denotada como
A= [T]g € ™™ la cual entre otras propiedades cumple con lo siguiente:

» ran(A) = ran(T).
w null(A) = null(T).
= A7' = [T7"5 si T es invertible.

A través de la representacion matricial de una transformacion lineal se
puede probar que el conjunto de todas las transformaciones lineales que
actian entre dos espacios vectoriales de dimensién finita es isomorfo a un
espacio de matrices.

Teorema 1.14 Dada una matriz, el rango de la transformacion lineal asocia-
da es igual al nimero de columnas linealmente independientes de la matriz,
es decir, a la dimension del subespacio generado por sus columnas.



Capitulo 2
Diagonalizacion

En este capitulo abordaremos el problema de la diagonalizacion de la
representacion matricial de los operadores lineales. Si la representacién ma-
tricial de un operador lineal es una matriz diagonal entonces esto facilita
los computos que se hagan con la matriz y por ende con el operador lineal.
La solucion del problema de diagonalizacién nos conduce naturalmente al
concepto de valores y vectores propios de un operador lineal. Estos tltimos
aparecen en muchas aplicaciones que se pueden contextualizar en el ambito
del Algebra Lineal.
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2.1. Valores y Vectores Propios

Consideraremos transformaciones lineales que van de un espacio vectorial
V' en si mismo. Los llamaremos operadores lineales en V.

Definicién 2.1 Un operador lineal T en un espacio vectorial de dimension
finita V' es diagonalizable si existe una base ordenada (5 para V' tal que
[T)s es una matriz diagonal. Una matriz cuadrada A es diagonalizable si
es similar a una matriz diagonal.

Buscamos determinar si un operador lineal 7" es diagonalizable y si lo es,
obtener la base ordenada § = {vy,vs,...,v,} para V tal que [T]g es una

matriz diagonal. Nétese que si D = [T]g es una matriz diagonal, entonces
para cada vector v; € 8 tenemos

T(vj) =Y Dijvi = Djjo; = Ajuj,
=1

donde )\j = Djj~

Reciprocamente si 8 = {vy,v9,...,v,} es una base ordenada para V tal
que T'(v;) = A\jv; para algunos escalares A\, Ag, ..., \,, entonces
A O 0
0 X 0
[Ts = :
0 0 An

Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 2.2 Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V. Un vec-
torv € V distinto de cero es llamado vector propio de 'l si existe un escalar
A tal que T'(v) = M. El escalar \ es llamado valor propio correspondiente
al vector propio v.

Retomando la discusion anterior podemos ver que un operador lineal T'
en un espacio vectorial V' de dimensién finita es diagonalizable si y soélo si
existe una base ordenada [ para V que consiste de vectores propios de T'.
Ademas si T' es diagonalizable, 8 = {vy, va,...,v,} es una base ordenada de
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vectores propios de T'y D = [T'|z entonces D es una matriz diagonal y Dj;
es el valor propio correspondiente a v; para cada j € {1,2,...,n}.

Si A € F™" es una matriz invertible entonces inmediatamente podemos
obtener los valores propios de A~ como podemos ver a continuacién. Sean
A € F™" invertible, A valor propio de A (y por lo tanto distinto de cero) y
v un vector propio de A correspondiente a A, entonces Av = Av, de donde
obtenemos v = A~ \v. Asi, dado que A~! es lineal, se tiene A~'v = A~1o.
Por lo tanto A~! es valor propio de A~!. Por otro lado dado p € F se tiene
(A—pl)v = v —pv = (XA—p)v, por lo tanto A — p es valor propio de A — pI.

Teorema 2.3 Sea A € F™", entonces A € F es valor propio de A si y
sélo si det(A — AI) =0, donde det(A — A\I,,) es el determinante de la matriz
A— M.

Para consultar las propiedades del determiante de una matriz vease [2].

Definicién 2.4 Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V de di-
mension finita. Al conjunto que consiste de los valores propios de T lo lla-
maremos espectro de T y lo denotaremos A\(T). Si A es una matriz de n xn
al espectro de su transformacidn lineal asociada lo denotaremos como A(A).

Sean A € F™" B € FFk y X € F™* tales que AX = XB, donde
ran(X) = k. Si A € A(B) y v es un vector propio de B asociado a A entonces
se tiene Bv = v, luego XBv = A(Xv) = A(Xv) donde Xv # 0 ya que
ran(X) = k. Asi A(B) € AMA). Si k = n, y por ende X es invertible,
entonces dado A € A(A) y v vector propio de A asociado a A se tiene Av =

AXX 'y = XB(X ') = Av, luego B(X 1v) = AM(X1v). Asi A\(A) = A\(B).

Definicién 2.5 Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V de di-
mension finita n y sea B una base ordenada. Sea A = [T, definimos el
polinomio caracteristico f(t) de T como f(t) = det(A —tI,).

Si T es un operador lineal en un espacio vectorial V' n-dimensional y 3
es una base ordenada de V entonces A € F' es valor propio de 7" si y sélo
si A es valor propio de [T]g. Asi , por el Teorema 2.3, los valores propios
de T son las raices de su polinomio caracteristico. Por otro lado la anterior
definiciéon es independiente de la eleccién de la base ordenada [ ya que si
tomamos otra base ordenada v entonces existe una matriz invertible @) tal
que [T]s = Q' [T],Q y en consecuencia se tiene A([T|g) = A([T],)-
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Teorema 2.6 Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V y sean
A1, Ag, ..oy A distintos valores propios de T'. St vy, vq, ..., v, son los vectores
propios de T tal que \; corresponde a v;, entonces {vi,vq,..., v} es lineal-
mente independiente.

Demostracion:

La demostracién se hard por induccién matematica sobre k. Supongamos
k =1, entonces existe vy # 0 tal que v; es vector propio de T, luego {v,} es
linealmente independiente. Supongamos que el teorema es cierto para k—1y

que T tiene k valores propios distintos. Sean vy, vq, . . . , v}, vectores propios dis-
tintos correspondientes a los valores propios distintos Ai, Ag, ..., Ax, respec-
tivamente. Sean ay, as, . . ., a; escalares tales que a;v; + agvy + - - - +agvr = 0.
Aplicando la transformacion T — A\ [ se tiene ag(A; — A\g)v1 + a2 (g — Ap)vy +
ot ap_1 (M1 — A)vr = 0, luego dado que {vy,vs, ..., vp_1} es linealmente
independiente se tiene a; (A1 —A;) = as(Aa—Ap)vy = -+ = ap_1(Apg_1—Ap)v1 =
0. Dado que \; # A\p para 1 <i < k—1,setienea; =as =--- =a = 0. Por
lo tanto azvr = 0 y dado que vy, # 0 se tiene ap = 0. Asi {v1,v2, -+ , v} es

linealmente independiente. W

2.2. Diagonalizacién

Supongamos que x; y o2 son funciones de R en R derivables y denotemos
con 7 y ), a las derivadas de x; y x5 respectivamente. Dado el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales:

Ty = —x — 31
/
Ty = 29

veamos que encontrar la solucion de este sistema se reduce a diagonalizar la
matriz que describe el sistema.
El sistema de ecuaciones se puede presentar de la forma:

x’lz—l =3 |11 4

xh 0 21| |z Tol|’
donde la matriz A que describe este sistema es similar a una matriz diagonal
cuyos elementos en la diagonal son los valores propios de A, es decir, existe
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P una matriz invertible y D una matriz diagonal tales que D = P 'AP.

Asi tenemos
1 1] |—-1 =3] |1 -1 -1 0
-1 _ _
e e ey | e e
Por otro lado para matrices similares a una matriz diagonal se puede eva-
luar su exponencial, la cual nos da una matriz con funciones en sus entradas.

En este caso se tiene
A Bit 0 -1

La solucion del sistema es
z1(t) cret + co(e™t — e*) ala
- 2t =€ .
) (t) Col Co
Por lo tanto encontrar la solucién del sistema se simplifica a encontrar
una matriz diagonal similar a la matriz A.

Veamos algunas condiciones para que un operador lineal sea diagonali-
zable.

Definicién 2.7 Un polinomio f(t) en P(F) se divide sobre F si existen
escalares ¢, a1, as, ..., a, ( no necesariamente distintos ) en F' tales que:

f&)=clt—a))(t —az) - (t —ay).

Dado T un operador lineal, si el polinomio caracteristico de T se divide
sobre I entonces el grado del polinomio caracteristico es n.

Definicién 2.8 Sea A\ valor propio del operador lineal T y sea f(t) el poli-
nomio caracteristico de T'. La multiplicidad ( algebraica ) de X es el mayor
entero positivo k para el cual (t — \)¥ es un factor de f(t).

Sea A un valor propio del operador T" definimos al subespacio propio
de T correspondente al valor propio A como E) ={z € V : T(x) = \z}.

Teorema 2.9 Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V de di-

mension n y sea A un valor propio de T con multiplicidad m. Entonces
1 < dim(E)) < m.
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Teorema 2.10 Sea T un operador lineal en un espacio vectorial n-dimensional
V' tal que el polinomio caracteristico deT' se divide sobre F'. Sean A1, X, ..., Ag
los distintos valores propios de T'. Entonces

1. T es diagonalizable siy solo si la multiplicidad de \; es igual a dim(E),)
para todo 1 € {1,2,... k}

2. Si T es diagonalizable y B; es base de E, para cada i € {1,2,... k},
entonces 8 = [;UBsU. .. UBL es una base de V' que consiste de vectores
propios de T'.

En particular dada matriz A € F"*" si existe una base § que consiste
de vectores propios de A y una matriz () invertible cuyas columnas son los
vectores propios de A de la base 3 tales que D = Q 'AQ, donde D es una
matriz diagonal con los valores propios de A en su diagonal principal.



Capitulo 3

Descomposiciones Matriciales

Cuando se presentan distintos problemas que involucran a matrices en
su planteamiento usualmente se busca descomponer a la matriz con que se
estd tratando en matrices mas simples que faciliten la busqueda de la solu-
cion del problema. En este capitulo se abordaran algunas descomposiciones
matriciales.

13
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Dado un espacio vectorial V' de dimension finita n con base ordenada
B y un operador lineal T" a este operador lo podemos identificar con una
matrix A € F™" luego la matriz A tiene los mismos valores propios que
T y los vectores propios de A, elementos de F", los podemos identificar con
los vectores propios de 7', elementos de V. Es por esto que restringiremos
nuestro estudio solo a los elementos de F™*™. Por otro lado dada una matriz
A € R™" puede que esta no tenga valores propios, como podemos ver en el
siguiente ejemplo:

Dada A = [

propios en R.

Es por esto que trataremos con matrices en C™*™ donde se tiene, por el
Teorema Fundamental del Algebra en [5], que la ecuacién det(A — A) = 0
siempre tiene solucién para A, es decir, la matriz A tiene valores propios.

0 1

10 ], det(A — M) = A* + 1 luego A no tiene valores

3.1. Factorizacion LU

Sean A € C"*" y b € C". Supongamos que queremos resolver la ecuacién
Ax =10

en caso de que A sea invertible simplemente podemos tomar su inversa y con
ella obtener z = A~'b. En caso de que A no sea invertible puede que el sistema
Az = b tenga o no solucion. Si A es una matriz triangular, superior o inferior,
facilmente se puede determinar si el sistema tiene soluciéon o no y mas aun
encontrar la solucién. Si A no es una matriz triangular podemos factorizar a
la matriz A en matrices que facilitan resolver el sistema de ecuaciones. Esto
lo haremos a través de la factorizacion LU. Para esto necesitamos la siguiente
definicién.

Definicién 3.1 Sea P € C™*" tal que P # I y sea p; la i-ésima columna
de P. La matriz P es una matriz de permutacion si p; € {e1,ea,...,en}, los
vectores canonicos, y p; # p; para i # j.

Las matrices de permutacién son utilizadas para intercambiar las colum-
nas o las filas de una matriz, segiin sea el orden en que se mupltiplique.
Nétese que si A es matriz de permutacién entonces A es una matriz de per-
mutacién, y mds atin P'P = PP' = I. Si B es una matriz de permutacién
entonces AB y BA son matrices de permutacién.
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Teorema 3.2 Sea A € C™*™ una matriz distinta de la matriz nula, entonces
existen un nimero natural k < min{m,n} y matrices de permutacién P €
Cmxm gy @ € C™" tales que

P'AQ = LU,

donde L € C™* es una matriz tal que l;; = 0 para i > j y U € CF*" es una
matriz tal que u;; = 0 para i < j.

Demostracion:

La prueba se hard por induccién sobre m. Para m = 1 tomamos P =1y
sea Q la matriz de permutacién tal que (AQ);; # 0. Sea L=1y U = P'AQ,
luego PAQ = LU y obtenemos el resultado deseado. Supongamos que el
teorema se cumple para m — 1. Sea A € C™*™ y sean P y Q) matrices de
permutacién tales que (P*AQ)y; # 0. Particionemos a la matriz P'AQ de la
siguiente forma:

St A_ [0 dt
Pag=0 4],

donde ¢,d € C*', a € Cy B € C*" "1 Sean

1
| = [oﬁlc] y u'=[a d,

luego se tiene

At A_ t_ [0} dt o 0] dt _ O (_)t
PAQ —lu’ = {c B} L atedt| |0 B—aled |

Si B — a'ed es la matriz nula entonces se tiene el resultado deseado. Si
B — a7 'cd! es una matriz no nula por hipétesis de induccién se tiene

PHB = a led) = LT,

donde las matrices P, (), L y U cumplen con las propiedades enunciadas en
el teorema. Sean



16 CAPITULO 3. DESCOMPOSICIONES MATRICIALES

luego se tiene

U - 1 ﬁf a dQl [a d'Q
~ |a'Pl¢ L||0 U | |Pl¢ PaledQ+ LU

Ja a1 [t 0] [a d[1 0
= |pe PBQ) |0 P |e B|0 Q)
Asi tomando

~[1 0 ~[1 0
o) s a-afp
se tiene PAQ = LU y el teorema queda demostrado. B

Tomando la factorizacién LU de la matriz A, A = PLUQ?, obtenemos
que el sistema Az = b se puede reescribir como LUz' = V', donde 2’ = Q'x
y U/ = P'b. La solucién puede encontrarse resolviendo el sistema Ly = V' y
posteriormente el sistema Uz’ = y, los cuales son sistemas faciles de resolver
dado que las matrices L y U son triangulares.

3.2. El Producto Interno

El concepto de longitud o medida esta involucrado en muchas aplicaciones
de las matematicas. En esta secciéon se introducira la idea de distancia o
longitud en espacios vectoriales via el llamado producto interno, el cual
dota de una esctuctura mas rica al espacio vectorial donde esté definido.

Definicién 3.3 Sea V' un subespacio vectorial sobre F'. Un producto in-
terno en V es una funcion (,) : V. x V — F tal que para cualesquiera
x,y,2z €V ya e F se tiene:

1 {z+y,2)=(x,2)+ (y,2).
2. {ax,y) = alx,y).

8. (x,y) = (y, 7).

4. St x #0 entonces (x,x) > 0.
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Las propiedades 1) y 2) hacen notar que el producto interno es lineal
en la primera componente. Un espacio vectorial V' dotado con un producto
interno serd llamado espacio con producto interno. Si el campo sobre el
que esté definido son los nimeros reales (o complejos) diremos que V' es un
espacio con producto interno real (o complejo).

Teorema 3.4 Sea V un espacio con producto interno, entonces para cua-
lesquiera x,y,z € V y a € F se tiene:

1. {x,y+2z2) = (z,y) + (z, 2).

2. (z,ay) = a(z,y)

3. {x,0) =(0,z) =0

4. (x,x) =0 si y sélo si = 0.

5. Si(x,y) = (x,2) para cada v € V entonces y = z.

La demostracién de este y otros teoremas cuya demostracién no se pre-
sente se puede consultar en [2].

Definicién 3.5 Sea V' un espacio con producto escalar. Para cada v € V
definimos la norma de x como ||z|| = \/{x, x)

Teorema 3.6 Sea V un espacio con producto interno complejo. Entonces
para cada x,y € V y a € C se tiene:

1 laz|| = fef|l=]].
2. ||z]| = 0 si y sélo si z = 0.
3. [(x,y)| < ||z| - ||yl Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

4. 1z +y| < lz|| + llyl| Desigualdad triangular.

En general si tenemos una funcién f : X — RT U{0} que cumpla con las
tres primeras propiedades del teorema anterior entonces f es una norma en
X. La funcién || || : C* — R* U {0}, definida como

|l = uix [z
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es una norma en C", llamada la norma infinito. En adelante se tratara con el
espacio vectorial C" dotado con el producto interno definido como (v, u) =
w*v para cada v,u € C", donde v* = vf. También se tratard con la norma
inducida por el producto interno antes definido.

Dado z € C", sea z; la i-ésima coordenada del vector z, 1 < ¢
Entonces se tiene

VAN
S

2 2 2 2
r; <xl+a,+ -+,

de donde obtenemos |z;| < ||z|. Por otra parte utilizando la desigualdad
triangular podemos ver que

[l < faa] + Jao| + - + |l

Definicién 3.7 Sea A € C™". Definimos ||Al| como ||A|| = sup,_; ”m‘ .

Veamos que para cada A € C™*" el valor ||A|| es acotado. Sea Dy = {z €
C" : ||z|| = 1}, luego

Al = sup 1420 _ wp A = sup [4u].

v 7 aso T2l e,

Sea a = max{|a;;| : 1 <i <m, 1 <j <n}. Dado u € D; se tiene que
lu;| < ||ul| = 1, donde u; es la i-ésima coordenada del vector u, asi

[(Au)i| = Y aguy] < na

J=1

donde (Au); es la i-ésima coordenada del vector Au, luego obtenemos

JAu| < 3 [(Au)i| < mna

=1

para cada u € D;. Por lo tanto || A|| < mna.

Veamos que f : C™" — Rt U {0} definida como f(A) = ||A]| es una
norma en C"*".

Dada A € C™™ distinta de la matriz nula, podemos tomar un vector
z € C" tal que Az # 0, luego

oo 12l 114z

> 0.
o 2l = el

IAl} =
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Sea a € C, luego

laA] loAz]]  |af|Az]]
| Az||
|a’SS£W = |all|A]l.
Sea B € C™*", luego
Asp| = spldrBlal - lde+ B
w0 ] w20 llzll
< [ Az| + [ B=l] 1Al 4 sup | Bz||
240 [l w20 12l a2l

= Al +1IB]|

Por lo tanto f es una norma en C"*". Dadas A, B € C"*" y dado x € C"
distinto de cero tenemos que ||ABz| < [|A||||Bz|| y ||Bz|| < ||B]|||z]], luego
|ABz|| < ||A||[|B||||z]| de donde obtenemos

[AB]| < |A[lI Bl

Definicién 3.8 Sean x,y € C". Los vectores x y y son ortogonales si
(x,y) = 0. Un subconjunto S de C" es ortogonal si para cualesquiera dos
vectores distintos en S se tiene que son ortogonales entre si. Un vector x € C"
se dice que es unitario si ||x|| = 1. Finalmente, un subconjunto S de C" es
ortonormal si S es ortogonal y todos sus vectores son unitarios.

Notese que si S C C™ es ortogonal y a € C entonces si tomamos = €
S y lo sustituimos por ax el nuevo conjunto sigue siendo ortogonal. Por

otro lado para cualquier x € C" distinto de 0 se tiene que HL

es un vector
o .1 , ||
unitario. El proceso de multiplicar x por el reciproco de su norma se llama

normalizacion.

3.3. Factorizacion QR

Definicién 3.9 Un subconjunto de C™ es una base ortonormal para C"
st es una base y es ortonormal.
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Teorema 3.10 Sea S = {vy,vq,..., v} un subconjunto ortogonal de C"
cuyos elementos son distintos de cero. Siy € gen(S) entonces

Demostracion:
Dado y € S existen escalares aq, as, ..., a; tales que

Sea j € {1,2,...,k}, luego

k k
(y,v5) = <Z aﬂfiavj> = ai(vi, v5) = a (v, ;) = agllvy||?,
i=1 i=1
de donde obtenemos
s <yvvj>
Tyl

Corolario 3.11 Sea S un subconjunto ortogonal de C" cuyos elementos son
distintos de cero. Entonces S es linealmente independiente.

Demostracion:
Sean vy, v, ...,0; € S y sean escalares aq, as, ..., a; tales que
k
Z a;V; = (_)
i=1
Sea j € {1,2,...,k}. Andlogamente a la demostracién del Teorema 3.10
tenemos _
0,v;
CLj = < j2> =0.
vl

Asi S es linealmente independiente. B
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El siguiente teorema muestra que es posible obtener una base ortonor-
mal en espacios con producto escalar de dimension finita. La prueba de este
teorema usa el método de Gram-Schmidt el cual obtiene, de un conjunto
linealmente independiente, un conjunto ortonormal con la caracteristica de
generar el mismo subespacio que el conjunto original.

Teorema 3.12 Sea S = {wy, ws,...,w,} un subconjunto de C" linealmente
independiente. Definimos S = {v1,va,...,v,} donde vy = wy y
k-1 (g, ;)
_ ' Yj
= e 2 T

i=1
para 2 < k < n. Entonces S’ es un subconjunto ortogonal de C"™ cuyos
elementos son distintos de cero y es tal que gen(S) = gen(S’).

Demostracion:

La prueba se hara por induccién matematica sobre los elementos de S.
Si S = {v1} entonces S = {w;} cumple con el resultado deseado. Dado
Sk—1 = {wy,wa, ..., wk_1} supongamos que S;_; = {v1,va,...,v5_1} cumple
con las caracteristicas antes mencionadas. Sea Sy_1 = {wy, wa, ..., wr_1, Wk}
linealmente independiente y sea

k—1 (wr, v;)
ks Uj
Vi — Wg — Z —jl)j.
j=1
Si vy, = 0 entonces se tiene que wy € gen(S;_,) = gen(Sk_1), luego S es
linealmente dependiente, lo cual es una contradiccion. Para 1 <i <k —1 se
tiene

k-1
U)k U Wi, Vj
(0, 03) = (W, v1) = > ||U7||23 (vj, vi) = (wy, v;) — <||v?||2]> [vi]|? = 0
j=1 " ’

dado que (vj,v;) = 0sii # j por hipdtesis de induccién, asi S" = {vy,va, .. .,
v} es ortogonal y 0 ¢ S’. Ademés se tiene que gen(S’) C gen(S). Por
otro lado S’ es linealmente independiente, dado que S’ es ortogonal, luego
dim(gen(S’)) = dim(gen(S)) = k de donde se obtiene gen(S’) = gen(S). R

Dada una matriz A € C"*". A través del método de Gram-Schmidt pode-
mos obtener una factorizacién de la matriz A la cual permite resolver el
problema de minimos cuadrados, entre otros, de una forma eficiente. Antes
veamos algunos conceptos previos.
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Definicién 3.13 Dada una matriz A € C"™" diremos que es unitaria si
A*A = AA* =1, donde A* = At. Si A € R™"™ y A'A = AA! = I,, entonces
diremos que A es ortogonal.

Inmediatamente de la definicién podemos ver que si U es unitaria entonces
U* es unitaria y U~! = U*. Por otro lado, dada una matriz unitaria entonces
la imagen de cualquier vector bajo la matriz unitaria conserva la norma.

Lema 3.14 Sean Q € C"™™ unitaria y z,y € C", entonces se tiene (Qz, Qy)
= (z,y).

Demostracién:
Sean z,y € C", luego (Qr,Qy) = (Qy)*Qz = y* Q" Qz = y*z = (z,y). W

Del lema anterior podemos inmediatame concluir, tomando = = y, que
para cualquier x € C" se tiene ||Qz|| = ||z|.

Teorema 3.15 Sean U,V € C"™" una matriz unitaria, entonces se cumplen
las siguientes afirmaciones:

= U]l =1.
» Si B=UAV entonces ||B|| = || A]|.

Demostracion:
1) Sea D; el disco unitario, luego aplicando el lema anterior obtenemos
|U|l = sup ||Uz|| = sup |lz| =1.
rzeD1 reDq
2) Utilizando 1) obtenemos ||B|| = [[UAV || < |[U|I|AIIIIV]] = ||A]| ¥, dado
que A = U*BV*, andlogamente obtenemos || A|| < ||B||. Asi ||A|| = ||B]|. &

Teorema 3.16 Sea U € C" ", entonces U es unitaria si y solo si las colum-
nas de U forman un conjunto ortonormal.

Demostracion:

Sea U = [ul Uy - - un] Si U es unitaria entonces se tiene U*U =
I lo cual implica que wju; = 0sii # jy wu = 1,1 < 4,5 < n.
Asi {uy,ug, ..., u,} es un conjunto ortonormal. Andlogamente si {uq, us, ...,
un} entonces se tiene U*U = I y por lo tanto U es unitaria. W

Estas y otras propiedades de las matrices unitarias se pueden encontrar
en [3] y [6].
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Teorema 3.17 Factorizacion QR. Sea A € C"*". Supongamos que ran(A)
= n, entonces existe una matriz Q € C™" unitaria y una matriz R € C**"
triangular superior, con ri; € R yry; >0 para 1 < i < mn, tales que A = QR.

Demostracion:
Sea A = [ay,as,...,a,], donde a; € C" son las columnas de A. Sean
n=ay

o)
vk:ak—in ko ]Uj
para 2 < k < n, los vectores obtenidos a través del método de Gram-
Schmidt. Sean ¢; = i para 1 < i < n, luego a; = a o] y

k—1
arx = gillvell + Y _{ax, 4;)g;
=1

para 2 < k < n.

Sea ri, = (qi, ar). Si i = k entonces

k-1
ik = (qr, ax) = [lvell{aw ) + Z ak, 45)(qk, 45) = |vill >0

7j=1
Si 7 < k entonces
k-1
rie = (g, a) = oll{gi, ae) + Y {ar, 4) {0 @) = (aw, ¢:)
j=1

Sii > k entonces

k—1
rie = (g ar) = okl g, @) + > (aw, ¢;){gi. q;) = 0
7j=1

De donde obtenemos

k—1 n
ar = ||vellgr + > (ar, 4;)q Zr]kqg > ring;
=1 =1
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luego

n
Qi = E QijT k-
Jj=1

Nétese que R = (r;;) es una matriz triangular superior tal que r; € R
y ri; > 0. Sea Q = [ql qa - qn} donde ¢; es la i-ésima columna de (),
luego @ es tal que ran(Q) = n y es tal que QQ* = Q*Q = I, es decir, @ es
unitaria. Asi A =QR. B

Se mostrarda que la descomposicén QR también es unica, antes veamos
otros conceptos tutiles para mostrar la unicidad de la descomposicion QR.

Definicién 3.18 Diremos que una matriz A € C"*" es hermitiana si A =
At. A la matriz At la denotaremos como A*.

Dadas A, B € C"*" se tiene (AB)* = B*A* y (A+ B)" = A*+ B*. Si
A € C™*™ es hermitiana entonces dado z € C" se tiene * Az = a € C luego,
visto como una matriz de 1 X 1, @ = o* = (x*Az)* = 2*A*z = 2" Az = q,
asi a es un real. Si A es invertible se tiene(A™1)* = (A*)~! y si ademds A es
hermitiana se tiene (A*)™! = A™! es decir, A™! también es hermitiana.

Definicién 3.19 Sea A € C"™ . Diremos que es definida positiva si
cumple:

s A es hermitiana y,

» Para cada x € C" distinto de cero se tiene x*Ax > 0.

Dada A € C™" definida positiva y e; € C" se tiene efAe; = a; > 0.
Ahora consideremos que A esta particionda de la siguiente forma:

A Ap
A pu—
{ Ag1 A }

donde A;; € C™*™ y Ayy € CPmXn=m Seq qff = [ ot 0f . ] donde z € C™,
asi y* Ay = x* A2 > 0. Por lo tanto obtenemos que A;; es definida positiva,
andlogamente se tiene que A,y es definida positiva. Por otro lado si A es un
valor propio de A y u es un vector propio de A unitario asociado a A, entonces
se tiene A = u*Au > 0, de donde obtenemos que los valores propios de A son
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reales y positivos, asi 0 no es vector propio de A, luego det(A) # 0. Asi si
A es definida positiva entonces A es invertible. Veamos que A~! también es
definida positiva.

Teorema 3.20 Sean A, X € C™*" tales que A es definida positiva y X es
invertible, entonces la matriz B = X*AX es definida positiva.

Demostracién:

Sea y € C" distinto de cero, entonces Xy # 0, luego y*X*AXy =
(Xy)*A(Xy) > 0. Por otro lado (X*AX)* = X*A*X = X*AX. Asi X*AX
es definida positiva. B

Si A € C"™™ es invertible y tomamos X = A~! entonces se tiene (A71)*
es definida positiva, luego dado = € C" distinto de cero se tiene z*(A™1)*z =
(x*(A71)*z)* dado que es un real, luego (x*(A™1)*)* = 2*A~tx > 0. Asf A™1
es definida postiva.

El siguiente lema nos servira para mostrar el Teorema de la Descomposi-
cién de Cholesky, el cual a su vez nos servirda para mostrar la unicidad de la
descomposicion QR.

Lema 3.21 Sea A € C™*" definida positiva particionada de la forma

Ap A12}
A=
[A’{g Ags

donde Ay € C™X™ y Agg € CP™*= “entonces la matriz AQQ—AleﬁlA’IQ
es definida positiva.

Demostracién:
Seax € C"~™ distinto de ceroy seay € C" tal que y' = [ (A Appz)’ —a' |,
luego se tiene

-1
0<y Ay = [o"ARAL —o" ] [AH Au} [A“ Aux]

ATQ A22 —X

— * A* -1 —z* O
= [2"ApAy —" ] [ (A}, A Al — Aoz }
= 2"(Axp — ATQAI11A12):U'
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Por otro lado (Ag— A, A Ajg)* = Ajy— Aty (A1) Ay = Agg— Al A A,
dado que Az y A7} son hermitianas. Por lo tanto Ay — A%, A Ay es definida
postiva. B

Teorema 3.22 Descomposicion de Cholesky. Dada A € C"*" definida
positiva existe una matriz R € C™™ triangular superior, cuyos elementos en
la diagonal son positivos, tal que A = R*R.

Demostracion:

Probaremos el teorema por induccién sobre n. Para n = 1 tomamos
R = /a1, y se tiene el resultado. Supongamos que el teorema se cumple
paran — 1. Sea A € C"*", particionemos la matriz A de la siguiente forma

A:|:B aln]7

*

donde B € C" '*"~1 Usando la hipétesis de induccién existe una tnica
matriz Ry € C" "1 triangular superior tal que B = R} R;. Nétese que Ry
al tener entradas positivas en su diagonal y ser triangular superior entonces
es invertible, andlogamente se puede ver que Rj es invertible. Sea ry, =
(RY)"Ya, = (R;')*awn,, luego ry, estd tinicamente determinado. Observemos
que

* * —1 *\—1
Upn = T i = nn — a1, Ry (RY) ™ an,
* * —1
Unn — a3, (RTR1) ™ a1p

* —1
= Ay — a], B an.

Asi, por el lema anterior, a,,,—a}, B~ 'ay, > 0. Sear,, = \/ann —aj, B~ tay,,
luego 7, estd inicamente determinado. Asi se tiene

ol ][ 2 ]

* *
aln QAnn rln T'nn 0 Tnn

A la matriz R (tinica) del teorema anterior le llamaremos el factor de
Cholesky de la matriz A. Veamos que la descomposicién QR de una matriz
A € C™™ tal que ran(A) = n es unica.
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Supongamos A = Q1 R; = Q2R donde Ry, Ry € C™™™ son matrices tri-
angulares superiores cuyos elementos en la diagonal son positivos y @1, Q2 €
C™ ™ son matrices unitarias. Notese que la matriz A*A es definida positiva
y A*A = R{R;, dado que Q;Q; = I,,. Analogamente se tiene A*A = RjRs,
luego R; y Rs son factores de Cholesky para la matriz A, de donde obte-
nemos que Ry = Ry. Por otro lado Q1 = ARl_1 = AR2_1 = (). Por lo tanto
la descomposicién QR de la matriz A es unica.

3.4. El Problema de Minimos Cuadrados

Consideremos la ecuacién

Axr =0

donde A € C™*" b € C™ y m > n. Nuestra intencién es encontrar el
vector x € C" tal que minimice la norma del vector r = b — Ax, es decir

min ||b — Azx||.
zeCn

Veremos que este problema de optimizacion tiene solucion. Nétese que
esta solucién es unica si y sélo si ran(A) = n. Sea @ € C™™™ una matriz
unitaria, consideremos la ecuacion Q*Ax = @Q*b. Sea s = Q*b — Q*Ax =
Q*(b — Az) = Q*r. Dado que @ es unitaria se tiene ||s|| = ||r||. Asi parece
razonable tratar de encontrar una matriz unitaria que simplifique el sistema
original. Si A es una matriz cuadrada entonces utilizando la factorizacién QR
de A se tiene Q*Axr = Rx = Q*b, luego dado que R es una matriz triangular
superior entonces la solucion de la ecuaciéon es més facil de encontrar. La
factorizacion Q) R también se puede obtener en matrices que no son cuadradas.

Teorema 3.23 Sea A € C™*™, donde m > n, tal que ran(A) = n. Entonces
existen una matriz Q € C™™ wunitaria y una matriz R € C™" tales que
A= QR y la matriz R tiene la forma

(5]

donde R, € C"" y es una matriz triangular superior cuyas entradas en la
diagonal son reales y positivas.



28 CAPITULO 3. DESCOMPOSICIONES MATRICIALES

Demostracion:

Sean ay, as, . .., a, € C™ las columnas de la matriz A, luego {ay, as, ..., a,}
es linealmente independiente, dado que ran(A) = n. Por el Teorema 1.9,
se tiene que existen a1, ani2,-..,a, € C™ tales que {ay,as, ...,a,} es
linealmente independiente. Sea A’ € C™*™ tal que A’ = [ A B }, donde
B € C™"™™ es la matriz cuya i-ésima columna es el vector a,.;, luego
ran(A’) = m. De donde, tomando la factorizacién QR de la matriz A’, exis-
ten matrices @', R € C™*™ tales que A’ = 'R/, donde Q' es unitaria y R’
es triangular superior con entradas en la diagonal reales y positivas. Ademés
para cada columna de A’ se tiene

n
a; = E 457 ji,
j=1

donde g; es la j-ésima columna de (). Sea R € C™*" tal que
R=[r r - 1],
donde 7; es la i-ésima columna de R’. Si particionamos a R de la forma

0

angular superior con entradas reales positivas en la diagonal. Por otro lado
A = QR y obtenemos el resultado deseado. B

R . . .
R = l " } , donde R, € C"*", entonces se tiene que R, es una matriz tri-

Utilizando la factorizacién QR para la matriz A € C™*" se tiene que el
sistema Az = b lo podemos transformar en el sistema Q*Ax = Q*b, luego

Rx = Q*b. Sea ¢ = Q*b = [2

s = ¢ — Rx se pueda expresar de la forma

-5

Asi se tiene que

, donde ¢ € C". De ahi que el vector

n
IsI> =D Isi* = e = Ruzl|* + ||dIf*.
=1

Dado que d es independiente de x se tiene que la norma |[|s|| es minima
cuando la norma ||¢ — R, x|| es minima. Por otro lado dado que ran(R,) =n
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entonces la ecuacién R,x = c tiene solucién tnica, la cual es la que minimiza
la norma del vector s.

Si bien ya vimos que la solucién es unica, también se puede caracteri-
zar. Esto lo haremos utilizando el llamado complemento ortogonal de un
subconjunto de un espacio vectorial.

Definicién 3.24 Dado S C C" el complemento ortogonal de S, denotado
como S*, es el conjunto {x € C" | (x,y) = 0 para cada y € S}.

El conjunto S+ es no vacio, ya que al menos contiene a 0, y es un subespa-
cio vectorial de C". Dado un subespacio S de C" se probaré que C* = S@®S*.
Antes veamos el siguiente lema.

Lema 3.25 Sea{q1,qq, ..., qn} una base ortonogonal de C" y sea S = gen({qx,
Q2 -, qr}), donde 1 <k <n—1, entonces ST = gen({qrs1, G2, - - qn})-

Demostracion:
Sean t € Sty ¢ € {q1,%, ..., q}. Existen escalares ay,as,...,a, tales
que t = a1q1 + asqa + - - - + anqy,, luego

= (t,q;) = Zazqqu = ajl|g;]l-

De donde obtemos que b; = 0, dado que ||g;|| > 0, asit € gen({@x+1, @rr2; - - -
,qn}). Por lo tanto S* C gen({qus1, Quiz, - - Gn})-

Seant € gen({qrs1, Qkr2,---,qn})y s € S. Existen escalares agy1, a2, - - -
,a, tales que t = api1Qrr1+arioqraiot- - ~+0a,q, v existen escalares by, by, . . ., by
tales que s = b1qy + bage + - - - + brqy, luego

i=k
<S,t> = Z q“ sz Z a; Chan
i=1 i=1  j=k+1
Asit € Sty por lo tanto St C gen({qrs1, Geros -5 @n}). W
Teorema 3.26 Sea S un subespacio propio de C", entonces C* = S @ S+.

Demostracién:
Sea {v1,vs,...,v;} una base de S. Por el Teorema 1.9 se tiene que e-
xisten vectores vgy1, Ugto,-..,0, € C" tales que {vy,vq,...,v,} es base de
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C™. Aplicando el método de Gram-Shmidt podemos obtener a partir de
{v1,vg,...,v,} una base ortogonal {q1, ¢2, . . ., ¢, }. Por otro lado, dada la for-
ma en que se obtiene la base ortogonal, se tiene S = gen({vy,ve,...,vx}) =
gen({q1, qo, - - ., qx}). De donde obtenemos, por el lema anterior, que S+ =
gen({qx+1, Qks2, - - -, qn}). Dado = € C™ existen escalares aq,as,...,a, tales
que T = a1q1 + asqs + -+ - - + a,qy,, tomando s = a1q1 +asge + -+ arq € S'y
51 = Q1 Qo1 F Ao Qrrot A g, € S*setiene x = s+st, asi C" = S+S5+.
Sea x € SNS*, luego (z, ) = 0 de donde obtenemos = = 0. Asf SNS+ = 0.
Por lo tanto C" = S & S+. A

A los elementos (tinicos) s y s+ tales que & = s + s* les llamaremos la
proyeccién ortogonal de x en S y S*, respectivamente. Evidentemente
para cualquier subespacio S de C" se tiene S C (S*)t, veamos que S =
(S+)*t. Dado x € (S*)* existen vectores s € Sy s+ € S+ tales que z = s+s*,
luego 0 = (s + s*,st) = (s,s1) + (s, st) = (s, s'), de donde obtenemos
que st = 0. Asf (S1)+ C Sy por lo tanto (S*+)+ = S.

Existe una importante relacién entre el complemento ortogonal de R(A)
y N(A*). Antes veamos el siguiente lema.

Lema 3.27 Sea A € C™*™. Entonces para cada x € C" y cada y € C™ se
tiene

(A2, y)m = (z, A"Y)n

donde (,)m es el producto escalar en C™ y (,),, es el producto escalar en C".

Demostracién:
Dado x € C" y y € C™ se tiene (Ax,y), = (y)"Azx = (A*y)x =
(x, A*y),. 1

Teorema 3.28 Sea A € C™*", entonces R(A)* = N(A*).

Demostracion:

Sea y € R(A)*, luego (Ax,y),, = 0 para cada z € C" y por el lema
anterior obtenemos (x, A*y),, = 0. En particular si tomamos x = A*y obte-
nemos (A*y, A*y), = 0, luego A*y = 0,. Asi y € N(A*) y se obtiene
R(A)t C N(A*). Sean y € N(A*) y # € C", por el lema anterior se
tiene (Ax,y)m = (z, A*y), = (,0,), = 0. Asi y € R(A)* y se obtiene
N(A*) C R(A)*. Por lo tanto R(A)* = N(A*). &
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Del teorema anterior podemos obtener inmediatamente, sustituyendo A
por A*, que N(A)t = R(A*). Dado que R(A) y N(A) son subespacios de C™
y C" entonces se tienen las siguiente igualdades

C™ = R(A)® N(A*),
C" = N(A)@ R(AY).

Sea A € C™*" donde m > n, y sea b € C™. Consideremos de nuevo el
problema de minimos cuadrados, es decir, encontrar x € C" tal que

|b — Az|| = min ||b — Az||.
zeCn

Este problema es equivalente a encontar y € R(A) tal que

b—yl| = mi ||b—s].
b=yl = min b

En los resultados siguientes daremos una caracterizacion de la solucion
del problema de minimos cuadrados.

Lema 3.29 Sean z,y € C" vectores ortogonales, entonces
2+ yll* = ll=l* + [yl

Demostracién:
|z +yl? = (z+y,z+y) = (z,2) + (z,y) + (y,2) + (y,y), luego dado que
(z,y) = (y,2) = 0 se tiene [z +y|* = (z,2) + (y,y) = [|=[* + [ly/[> W

Teorema 3.30 Sea S un subespacio de C™ y sea b € C", entonces existe un
unico elemento y € S tal que

16—yl = min [b - s|
y es el inico vector en S tal que b —y € S*.

Demostracién:

Por el Teorema 3.26 existen tinicos elementos y € S 'y z*+ € S* tales que
b=y+z2 Sease€ S, luegob—s=(b—y)+(y—s)dondeb—y € Sty
y — s € S. Asi, por lema anterior, ||b— s||* = ||b —y||* + |ly — s||>, de donde
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obtenemos que la norma alcanza el minimo si s = y. B

Veamos la relacién del teorema anterior con el problema de minimos
cuadrados. Tomando S = R(A) tenemos que existe un unico y € R(A)
tal que

b—yl = min [|b— s|| = min ||b— Az|.
Ib =yl = min b= sll = min [b— Az

Asi, dado que y € R(A), existe un « € C" tal que Az = y y en consecuencia
el problema de minimos cuadrados tiene solucién. Si N(A) = {0} entonces la
solucion es tunica. Veamos que la segunda parte del teorema también es una
condicién suficiente para el problema de minimos cuadrados

Teorema 3.31 Sea A € C™*" y sean v € C" y b € C™. Entonces b — Ax €
R(A)* si y sdlo si
|b — Az|| = min ||b — Az]|.
ZE(CTL

Demostracioén:

Supongamos que b — Az € R(A)*, entonces existe s € R(A)* tal que
b— Ax = s, luego b = Az + s, nétese que por el Teorema 3.26 esta des-
composicion es tnica. Sea z € C", aplicando el lema previo al Teorema 3.30
obtenemos [|b — Az||> = || Az — Az||*> +||s]|?, asf la norma alcanza el minimo
si Az = Azx. Por lo tanto ||b — Az|| = min,ccn ||b— Az].

Supongamos ahora que ||b — Az|| = min,ecn ||b — Az||, luego por el Teo-
rema 3.30 se tiene que b — Az € R(A)*. A

Por el Teorema 3.28 tenemos que R(A)t = N(A*). Si b — Az € R(A)*
entonces A*(b — Ax) = 0, luego A*Ax = A*b. Esto nos lleva al siguiente
corolario.

Corolario 3.32 Sea A € C™*" y sean v € C" y b € C™. Entonces A*Ax =
A*b si y solo si
|b — Az|| = min ||b — Az]|.
zeCn

Dado z € C", (Az)*Ax = x*A*Ax > 0. Si ran(A) = n entonces A*A es
definida positiva.
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3.5. Matrices Equivalentes

Como hemos visto en capitulos anteriores dada una matriz si esta es equi-
valente a una matriz mas simple, entonces podemos estudiar sus propiedades
con mayor facilidad. Veamos que sucede con matrices unitarias y hermitianas
entre otras.

Definicion 3.33 Dadas A, B € C™*" diremos que A es unitariamente equi-
valente a B si existe una matriz unitaria Q@ € C**" tal que B = Q*AQ.

Teorema 3.34 (de Schur) Sea A € C"*", entonces A es unitariamente
equivalente a una matriz triangular superior.

Demostracion:

La prueba se hara por inducciéon sobre n. Para n = 1 el resultado es
evidente. Supongamos que el resultado se cumple para n — 1. A € C™*"
y sea u € C™ un vector propio de A de asociado al valor propio A tal que
||u|| = 1. Por el Teorema 1.9 podemos obtener vectores vy, vs, . .., v, tales que
{u,v9,v3,...,0,}, luego con el método de Gram-Schmidt podemos obtener
una base ortonormal {u, us, us, . .., u,}. Sea W € C"*"~! definida como W =
[uz ug ... un} Dado que las columnas de W son ortogonales a u se tiene

W+*u = 0,_;. Sea U; € C™*" definida como U, = [u W} y sea Ay = U AUy,
luego
u* wAu  urAW
A= [W} Ale W] = {W*Au W*AW} '

Dado que Au = Auy [[ul| = 1, se tiene que u*Au = Ay W*Au = A\W*u =
0. Sean A = W*AW y x = u* AW, luego

A
A =1- -
1 |:O A:| )
donde A € C1*n~1_ Por la hipétesis de induccion existen una matriz uni-
taria Uy y una matriz triangular superior T tales que T = U, AUs,. Sea

U, € C**" definida como

10
V2= {0 UJ’
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entonces U, es unitaria y se tiene

1 O] [x 2] [1 0O A ox 1 0
U*A U = — A — A — ~ = _ A~ ~ _ ~
A 3 O R AR (s A
o A x(AJQ . A QZUQ
0 TzAU,] 10 T )
que es una matriz triangular superior. Si tomamos 1" = U A1Us y U = U, Us

entonces se tiene T' = Uy A Uy = USUF AU U, = U*AU y dado que Uy y Us
son unitarias obtenemos que U es unitaria y se tiene el resultado deseado. B

)

Definicién 3.35 Sea A € C™*" diremos que A es normal si AA* = A*A.

Teorema 3.36 St A € C"*™ es normal entonces se cumple:
1. ||Az| = ||A*z|| para cada x € C".
2. A —cl, es normal para cada c € C.

3. Siv es un vector propio de A entonces v es un vector propio de A*.

Demostracion:
1) Sea x € C", por el Lema previo al Teorema 3.28 tenemos que

|Az|? = (Ax, Ax) = (A*Ax,z) = (AA*z, 7)
= (A*z, A%z) = || A"z|

2) Sea ¢ € C, luego

(A—cl)*(A—cl,) = (A" —cl,)(A—cl,)=A"A—cA* —¢cA+cc
= AA"—cA*—cA+cc=(A—cl,)(A" —¢cl,)
= (A—cl,))(A—cl,)".
3) Supongamos que x es un vector propio de A correspondiente al valor

propio A. Sea B = A — \I,,, luego Bv = 0 y por 2) B es normal. Por otro
lado de 1) obtenemos

0= Bzl =||B"z|| = [|(A" = M,)z|| = [ A"z — Az].

Asi A*x = Az y por lo tanto x es veector propio de A*. B
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Lema 3.37 Si T € C"" es una matriz triangular superior y es normal
entonces es una matriz diagonal.

Demostracion:

Haremos la prueba por induccién sobre n. Para n = 1 el resultado es
evidente. Supongamos que el lema se cumple para n — 1. Sea T' € C™*™ una
matriz normal y triangular superior. Particionemos a T" de la siguiente forma

t z*
T_[G T}

donde T e Cr~1n=1y z e C™ 1. Asi
t ) [t O It + ||z||> 2T
T = |- S| = R L
[0 T] [ac T*] { T T

r Nt * 2 N
T — to0t |t e It] te* ‘
x T |0 T tr xx*+T*T
Dado que TT* = T*T obtenemos que x = 0y en consecuencia T es nor-

mal. Usando la hipdtesis de induccion tenemos que T' es una matriz diagonal
y por lo tanto T" es una matriz diagonal. Bl

Teorema 3.38 Sea A € C"*". A es normal si y solo si es unitariamente
equivalente a una matriz diagonal.

Demostracion:

Por el Teorema de Schur existe una matriz unitaria U y una matriz tri-
angular superior T' tales que A = U*TU. Por otro lado AA* = U*TT*U y
A*A =U*T*TU, luego dado A es normal obtenemos TT* = T*T y asi T es
normal. Finalmente usando el lema anterior obtenemos que 7" es una matriz
diagonal. l

Del teorema anterior podemos ver que si A es una matriz hermitiana
entonces A es unitariamente equivalente a una matriz diagonal.

Corolario 3.39 Sea A € C™". Si A es normal entonces existe una base
ortonormal C" que consiste de vectores propios de A.
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Demostracion:

Por el Teorema 3.38 existe una matriz U € C™*™ unitaria y una matriz
D e C"™ tales que A =U*DU. Parai € {1,2,...,n} sea u; € C" la i-ésima
columna de U*, luego

asi cada u; es un vector propio de A asociado al valor propio d;;. Por otro lado
dado que UU* = I,, entonces el conjunto f = {uy, us,...,u,} es ortogonal,
luego por el Corolario del Teorema 3.10 § es linealmente independiente y
dado que 3 consta de n vectores entonces [ es base de C". B

En el caso de las matrices hermitianas es posible caracterizar facilmente
su norma. Esto lo haremos a través del cociente de Rayleigh.

Definicion 3.40 Sea A € C™ " una matriz hermitiana. El cociente de
Rayleigh de x # 0 respecto de A es el escalar
(x, Az)
(B
El siguiente teorema caracteriza los valores extremos de el cociente de
Rayleigh.

R(z, A) =

Teorema 3.41 Sea A € C"*" hermitiana, entonces el cociente de Rayleigh
respecto de A alcanza su mdzrimo y su minimo.

Demostracion:
Por el Corolario anterior podemos tomar una base ortonormal 5 = {vy, ve,
..., Up} que consiste de vectores propios de A. Para cada i € {1,2,...,n} sea

Av; = \v;. Dado que A es hermitiana entonces sus valores propios son reales
y no negativos. Sin pérdida generalidad supongamos que A\; > Ao > ... > A,.
Dado x € C" existen escalares ay, as, ..., a, tales que

n

Tr = Z a;V;,

i=1

luego
Rir A) — (Az, o) (imy @A, 2050 45)
][> ]|
i Ailail® _ MY il Mfl]?

< = =\
]2 ]2 ]2
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Si tomamos = = vy entonces R(x, A) = Ay y asi el cociente de Rayleigh
respecto de A alcanza su maximo.

Andlogamente obtenemos R(z, A) > A, para cada = € C" y tomando
x = v, obtenemos R(v,, A) = \,. Asi el cociente de Rayleigh respecto de A
alcanza su minimo. Wl

Utilizando el teorema anterior podemos caracterizar la norma de cualquier
matriz cuadrada.

Corolario 3.42 Sea A € C™", entonces || A|| = V'), donde X\ es el valor
propio de A*A de mayor magnitud.

Demostracion:

Sea B = A*A, luego B es hermitiana. Sea \ el valor propio de B de mayor
magnitud, luego
|Az|*  (Az,Az) (A*Az,xz) (Bz,x)

0< = = = = R(x, B).
] ] ]2 (eI

Luego por el teorema anterior tenemos || A]|> = \. B
Lema 3.43 Sea A € C"*", entonces \(A*A) = A\(AA").

Demostracion:

Si 0 es un valor propio de A*A entonces A*A no es invertible y en con-
secuencia A y A* tampoco son invertibles, asi 0 es un valor propio de AA*.
Anélogamente se puede ver que si 0 es valor propio AA* entonces 0 es val-
or propio de A*A. Sea A valor propio de A*A distinto de cero, luego existe
x € C" distinto de cero tal que A*Az = Az, luego AA*(Ax) = AM(Az) y dado
que Ax # 0 entonces \ es valor propio de AA*. Andlogamente se puede ver

que si A es valor propio de AA* entonces también es valor ppropio de A*A.
[ |

Corolario 3.44 Sea A € C™™ una matriz invertible, entonces |A7Y| =

(\/X)_l, donde X es el valor propio de menor magnitud de A*A.

Demostracion:
Se tiene que A es valor propio de una matriz invertible si y sélo si A~! es
valor propio de su inversa. Sean A\; > Ay > ... > )\, los valores propios de

A*A, Tuego ||[A7Y|? es igual al valor propio de mayor magnitud de la matriz
(A)*A™t = (AA*) el cual es A1 I
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3.6. Descomposiciéon en Valores Singulares

La descomposicién en valores singulares de una matriz es una de las de-
scomposiciones matriciales con mas utilidad en el anélisis del comportamiento
de una matriz, asi como en el célculo de angulos entre subespacios.

Teorema 3.45 Sea A € C™™ una matriz distinta de la matriz nula tal que
ran(A) =r, entonces A puede factorizarse como

A=UXV*,

donde U € C*™ y V € C™™ son matrices unitarias y > € C**™ es una
matriz de la forma
¥ 0
Y
b

con ¥ € C™" una matriz diagonal, Y = diag [01 oy - ar}, tal que
oy > 09> ...>20,.>0.

Demostraciéon
La prueba se hara por induccién sobre r = ran(A). Supongamos ran(A) =
1y sea uy € R(A) un vector unitario. Dado que ran(A) = 1y wu #

0 existen escalares ki,ks,...,k, tales que ku; = a;, 1 < i < m. Sea
v=""1ki ko -+ ky] yseauv; =o0ve C" donde o = |v|. Asi A =
ouyvt. Por otro lado podemos tomar wug, us, ..., u, y vz, 03, ..., v, tales que
{uy,us,...,u,} es base ortonormal de C" y {vy,vs,...,v,,} es base ortonor-
mal de C™, luego U = [ul Uy -+ un] yV = [vl Vg - vm} son ma-
trices unitarias. Sea > € C™*™ tal que
o 0
==[0 ]

luego UXV* = o [ul 0o --- 0} V* = oupvl = Ay se tiene el resultado
deseado.

Supongamos que el teorema se cumple para r — 1. Supongamos r(A4) = r
y sea v; € C™ un vector unitario tal que ||A|| = ||Avi]|. Sea o = ||Av{|| y

sea u; = o~ ' Av;. Andlogamente al caso anterior tomamos matrices unitarias
UeC™yV e C™™ tales que la primera columna de U sea u; y la primera
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columna de V sea v;. Sea A = U*AV, luego A se puede particionar de la
siguiente forma:

uy uj
U*AV = u:2 [Avl Avy - Avm} = U:Q [oul Avy - Avm]
u:; u}*;

o 2
0 Al
donde A € Cn=1x¥m=1y > € C™!, Sea w' = [0 2], luego

| Aw|® = (02+||z||f)2+||Az||2
Jw||* + | Az]]* > [lw]|*
de donde obtenemos
(I Aw|?/|wl?) > |wl]* = o + [|2]]* > |||,

dado que ||A|| = ||A]|. Asi z =0 y por lo tanto

~ o 0
A= <.
o il
Dado que ran(A) = ran(A), se tienAeArgn(fl) = r — 1. Aplicando la hipétesis
de induccién tenemos que A = UXV*, donde U € Cl=Dx(n=1) v ¢
Clm=Dx(m=1) son matrices unitarias y ¥ € C*~D*(m=1) 5 una matriz de

la forma

- D 0

Y =

il

donde D € C=D*("=1) es una matriz diagonal, D = diag [o2 03 -+ o0,],
tal que o9 > 03 > e 2> 0, > O.ADado que T* es invertible exisAte T €
C™! tal que T*z = e, y dado que T™ es unitaria tenemos [|z|| = [|T*z|| =
|le1]| = 1. Por otro lado, Ax = oyUe; de donde obtenemos ||Az|| = o9. Sea

y=1[0 2v] € C™, luego [jy| =1y (Ay)t = [0 (Az)!], de donde obtenemos
oy < |A|| = 01. Sean

[t o [t o o1 O
Ul—{o U]’Vl—{o V] ”—{o i]’
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luego Uy y V; son matrices unitarias y se tiene

« |1 Olfor O O o O}[1 O
Uimhi = [0 U} {0 z] [0 f/*] - {0 02} [0 V*]
0 UXvr 0 A
y dado que A = U*AV, tomando U = UU, y V = V'V; obtenemos A = ULV .
Por lo tanto A puede factorizarse de la forma deseada. B
Los valores de la matriz > son llamados los valores singulares de A. Es-

tos valores estan relacionados con la matriz A*A. Dada la descomposicion
en sus valores singulares de A = UXV™, se tiene A*A = VX*U*UXV* =

VE*SV*, donde £*Y = diag [0F o3 --- o2]. Por lo tanto A(A*A) =
{0%,02,...,02}. De donde obtenemos, por el Corolario 3.42 y el Corolario 3.44,
que ||A|| = o1y ||[A7Y| = o,7!. Como se mencioné anteriormente esta descom-

posicion también nos permite calcular el angulo entre dos subespacios dados
de igual dimension.

3.6.1. Angulos Principales

Dados z,y € R" el angulo entre ellos esta dado por

f = arc cos ( 2, y) > )
Iz ([llyll

Consideremos U y V' dos subespacios de C" de dimensién uno. Sean v € U
y v € V, luego se tiene (u,v) = re?, tomando © = ev € V tenemos
(u,v) = r > 0, por lo tanto siempre es posible tomar elementos en cada
subespacio tal que el producto interno entre ellos sea no negativo. Asi pode-
mos definir el angulo U y V como el dngulo entre dos vectores, u € U y
v € V tales que (u,v) > 0. Consideremos ahora subespacios vectoriales U,
V tales que dim(U) = dim(V') = k. Como hemos visto podemos restringir
nuestra atencién a vectores tales que (u,v) > 0 y aun méas a vectores unita-
rios solamente dado que la magnitud de los vectores, mientras sea no nula, no
modifica el angulo entre ellos. Notese que asi el angulo siempre es agudo. El
angulo mas pequeno entre U y V' es aquel mas pequeno que se puede tomar
entre vectores de U y V, es decir, aquel entre los vectores uy € U y vy € V
tales que

(ur,v1) = méx{(u,v) ru € U, v €V, [lul| = |lv]| = 1, {u,v) = 0},
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estos vectores siempre se pueden tomar, ver [8]. Asi el dngulo mds pequeno
entre U y V es
0, = arccos(uq, vy).

Llamaremos a 6; el primer &ngulo principal entre U y V. Si k > 1 el
segundo angulo principal esta definido como el &ngulo méas pequeno entre un
vector unitario en U ortogonal a u; y un vector unitario en V' ortogonal a vy,
es decir,

0y = arc cos(usg, v3),

donde

(ug, v) = max{(u,v) : u € UNgen({u })*, v € VNgen({v})*,
Jul = vl =1, (u,v) > 0}

y en general el i-ésimo angulo principal 0; es aquel entre los vectores u; y v;
tales que

(ug,v;) = max{(u,v) : u € U N gen({uy,us, ..., ui_1})",
veVngen({v,va,...,via )b lull = |lv]| =1, (u,v) >0}

Notese que 0 < #; < 0y < --- < 0, < 27. Los vectores ortonormales
U, U,y ... U € Uy v1,09,...,v, son llamados vectores principales de los
subespacios U y V. Los vectores principales no estan determinados tunica-
mente sin embargo los dngulos principales si lo estdn. Una forma de calcular
los angulos principales entre dos subespacios es utilizando la descomposion
de una matriz en sus valores singulares. Antes veamos el siguiente teorema

Teorema 3.46 Sean {ui,us,...,ux}t y {v1,v2,..., 05} bases ortonormales
de U y V', respectivamente y sean

U= [ul Ug - - uk} y V= [vl Vg - vk].
Si U*V = C es una matriz diagonal con entradas no negativas, donde C' =
diag [cl Cy - ck} yc, > cg > - > ¢, > 0, entonces uy,usg, ..., U
Y U1, Ve, ...,V Son los vectores principales de los subespacios U y V. Los

dngulos principales son 0; = arccosc;, 1 <1 < k.

Demostracion
Sean u € U y v € V' vectores unitario tales que (u,v) > 0. Luego existen
vectores unicos z,y € CF tales que u = Uz y v = Vy. Extendiento U a
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una matriz unitaria en € C"*" podemos ver que ||z| = |ju|| y andlogamente
|lv]] = |ly||- Por otro lado,

0<(u,v) = Uz, Vy)=yV'Uz=yUVz=yCx
(Cr,y) <|[|Cx[l[lyll < IC]l = e,

y dado que (@1,7;) = ¢; obtenemos que el primer angulo principal es 6, =
arccos ¢y, y que u; y v son vectores principales. Analogamente se tiene que
0; = arccos ¢; con vectores principales asociados u; v v;. B

Sean {p1,p2,...,0k} ¥ {q1,q2,--.,qc} bases ortonormales de U y V res-

pectivamente. Sean P; = [pl Py - pk] y Q= [ql Qo - qk}.
Consideremos la descomposicion en valores singulares de P;Qy = M;X Ny,
donde ¥ = diag [01 oy - ak] y oy > 09> >0, >0.Sea Uy = P M,

y Vi = Q1 N;. Notese que las columnas de U; y Vi forman una base ortonormal
de U y V respectivamente. Por otro lado, U;V; = M{P;Q1 N, = ¥, asi por
el teorema anterior se tiene que 6; = arc cos g;, los angulos principales entre
U y V, con vectores principales asociados u;, la i-ésima columna de Uy, y v;,
la i-ésima columna de V;.



Capitulo 4

Calculo de Valores y Vectores
Propios

En este capitulo se tratard con métodos iterativos para el cédlculo de
valores y vectores propios. Un método iterativo es aquel que produce una
secuencia de aproximaciones que convergen a la solucion del problema que
se esté tratando. El método para cuando se tiene una aproximacion lo sufi-
cientemente cerca de la solucion real.

43
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Dado un espacio vectorial con producto interno inmediatamente se puede
hablar de la norma (o magnitud) de cada vector la cual nos permite hablar
de la distancia o cercania entre dos vectores. La cercania entre dos vectores
nos permite saber si una sucesién de vectores se aproxima a un vector.

Dada una funcién F' : N — C", consideremos el conjunto {F(n) € C" :
n € N}. Dadon € N, sea x, = F'(n). El conjunto {z,, },en sera llamado suce-
sién en C" y lo denotaremos sélo como {z;}. Dada una sucesién podemos
definir cuando converge a un vector y € C".

Definicién 4.1 Sea {z;} una sucesion en C" y sea v € C". Diremos que la
sucesion {z;} converge a v si y solo si para cada € > 0 existe N € N tal
que st j > N entonces ||z; —y|| < e.

Si la sucesién {x;} converge a y sélo escribiremos x; — y. De la definicién
podemos ver que x; — y siy solo si x; —y — 0.

Teorema 4.2 Sea {a;} una sucesion en C y sea {x;} una sucesion en C".
Sean a € C y x € C" tales que o — « y x; — x, entonces:

1. Para cada B € C se tiene Bx; — Px.
2. Para cada y € C" se tiene oy — ay.

3. La sucesion {ajz;} converge a ax.

4. Siaj; #0 para cada j € N y a # 0 entonces (o)™t — a~t.

La demostracién de este teorema se puede encontrar en [4].

4.1. Meétodo de las Potencias

Supongamos que A € C™*" es diagonalizable, luego existen vectores pro-
pios vy, v9, ..., v, linealmente independientes asociados a los valores propios
A1, A2, ..., A, Tespectivamente. Supongamos que |[A| > |Ag| > -0 > |\,
Bajo estas condiciones es posible encontrar un vector propio dominante uti-
lizando el método de las potencias.

El valor propio \; es llamado el valor propio dominante, el cual es dis-
tinto de cero. Si v es un vector propio asociado a \; se dird que v es un vector
propio dominante.
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La idea es tomar un vector ¢ € C", generar la sucesién q, Aq, A%q,...y
a partir de esta sucesion crear una sucesion convergente a un vector propio
dominante. Dado g € C" existen escalares aq, as, . .., a, tales que ¢ = a1v; +
agVs + - -+ + a,v,. Supongamos a; # 0, luego aplicando la transformacién
A obtenemos Aq = a1\ + AoV + -+ + apAyv, y en general se tiene
Alg = a1 Nvy + aeXvy + - - - + a, M v, de donde obtenemos

qu = A{(alvl + (lg()\g/)\l)jl)g + -+ an()\n/)\l)jvn).

Nétese que si v es un vector propio de A entonces av es un vector propio de
A para cualquier o € C y asf la magnitud del vector awv pierde importancia.
Sea q; = Alqg/ N, luego se tiene

lgj — arvn]| = llaz(Aa/A )Y v2 + -+ - + an(An/ A1) vn
< aol|(A2/AD)P ozl + -+ + |an||(>\n//\1)|J||Un||
< (Jag|[Jvall + -+ + lan|[|[vnl]) [(A2/ A1)

y dado que [Aa/\ ) — 0, obtenemos que ¢; — ajv;. Por lo tanto para j
suficientemente grande se tiene que ¢; es una buena aproximacién del vec-
tor propio dominante a;v;. Notese que la multiplicidad de A\; no afecta a la
construccién anterior, si la multiplicidad de A; es mayor que uno analoga-
mente se puede construir la sucesién g;.

En la préctica la sucesion {g;} es inaccesible dado que en principio no
conocemos el valor propio A\;. Por otro lado no es conveniente utilizar la
sucesién (A7q) dado que si || < 1 entonces A7q — 0, y si |A;| > 1 entonces
Alg — 00, sin embargo es posible tomar una sucesién convergente a un vector
propio dominante, para esto utilizaremos la norma infinito. Sea ug € C" tal
que [luolloc =1y

Ug = a1V1 + agVe + - -+ + anvy

para ay, as, ..., a, € C, sin pérdida de generalidad supongamos que ||v;||oc =
1 para cada i € {1,2,...,n} y que la coordenada de mayor magnitud de v,
es igual a uno.

Supongamos a; # 0. Sea wy = Augy y sea u; = wp/c; donde |2}] =
max{|z?| : 1 < i < n}, la coordenada de mayor magnitud que en caso de
empate se toma la de menor indice, y ¢; = z9. De este modo se tiene

A An
wy = Aug = M (a1v1 + as =2 Vot dan | — |vn) Y
)\1 )\1
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() (ot (22 ) ot tan (20 ) 0)
Uy = o a1V T a2 N V2 an N Un),

donde ||u1]| = 1. En general se tiene

wj_y = Auj_1 = /\—]1 (a1v1+a &jv+ +a &jv)
-1 = j—1 = C1Ca €t 11 2 N 2 n N n) Y

u-—)\—{(av—l—a éjv—l— +a ﬁjv)
j 10y Ci1C; 1v1 2 )\1 2 n )\1 n/)

donde |lu;]jc = 1y ¢; = x5 ', la coordenada de w;_; de mayor magni-
tud. Asi la componente de mayor magnitud de u; es igual a 1. Sea z; =
as(Aa/ A1) va + -+ + an(An/A1) v, luego z; — 0y se tiene

, , M , May
lim u; = lim | ———— | (eqv1 + 2j) = lim | ————— | vy,
J—00 J—=0 \ C1Cg - - - Cj_1C4 J—=0o0 \ C1C2 - Cj—1C5

Dado que las coordenadas de mayor magnitud de u; y v; son iguales a 1
entonces se tiene
)\](Il
Iim | ——— | =1
J700 \ C1Cg -+ - Cj_1C4

lim u; = v;.
J—00

y asi

Por otro lado, dado que (Ma;)/cicy---¢; # 0 para cada j € N entonces

se tiene '

J
1 . Hm )\lal/clcz e Cj , /\1
= : .
j—00 )\1 al/CICQ Gy j—=o0 Cj

de donde obtenemos que lim;_, ¢; = A;.

4.1.1. Implementacién Computacional

A continuacion se presenta la implementacién en MATLAB del algoritmo
descrito en el método de las potencias.

Como datos de entrada se requiere:



4.1. METODO DE LAS POTENCIAS 47

A una matriz de orden n x n.

U un vector inicial de orden n x 1.

epsilon es la tolerancia.
» maxl es el ndmero maximo de iteraciones.

Como resultado devuelve:

= lambda, que es una aproximacién que dista epsilon del valor propio
dominande de A.

= V, que es un vector que dista epsilon de un vector propio dominante
de norma infinito uno.

Implementacion en MATLAB:

function [lambda,V]=powerl(A,U,epsilon,maxl)
% Inicializacién de los pardmetros
lambda=0;
cnt=0;
err=1;
state=1;
while ((cnt<=max1)&&(state==1))
W=A%U;
% Normalizacién de W
[m jl=max(abs(W)));
cl=m;
dc=abs (lambda-c1) ;
if (c1 =max(Y))
cl=-ci;
end
W=(1/cl1)*W;
% Actualizacién de U y de lambda y criterio de convergencia
dv=norm(U-W) ;
err=max(dc,dv) ;
U=W;
lambda=c1i;
state=0;



48 CAPITULO 4. CALCULO DE VALORES Y VECTORES PROPIOS

if (err>epsilon)
state=1;
end
cnt=cnt+1;
end
V=U;

La siguiente tabla presenta los resultados de la aplicacion del método de
las potencias a la matriz

0 11 -5
A=|-2 17 -7/,
—4 26 —10

donde A(A4) = {4,2,1}. El método comienza con el vector up = (1 1 l)t.

Ay, = Ck+1Uk+1

Aug = 12,0000 (0,5000 0,6666 1,0000)° = cpuy
Auy = 53333 (04375 0,6250 1,0000)° = cyuy
Aug = 4,5000 (0,4166 0,6111 1,0000)° = csuy
Aug = 4,2222 (04078 0,6052 1,0000)° = cyuy
Aug = 4,1052 (0,038 0,6025 1,0000)° = csus
Auz = 4,0512(0,4018 0,6012 1,0000)t = CcoUg
Aug = 4,0253(0,4009 0,6006 1,0000)t = crup
Aur = 4,0125(0,4004 0,6003 1,0000)" = cgus
Aug = 4,0062 (0,4002 0,6001 1,0000)° = coug
Aug = 4,0031 (0,4001 0,6000 1,0000)° = eyouig
Auig = 4,0015 (0,4000 0,6000 1,0000)" = ejqup

Se observa que la sucesion de escalares se aproxima al valor propio domi-
nwmA:4ybayﬂ&u@m&m%%ammmmdemmmmo®mmwm
v=(2/5 3/5 1).
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4.2. Meétodo de las Potencias Inversas con
Desplazamiento

Continuaremos suponiendo que la matriz A € C"*" es diagonalizable
con vectores propios vp,vs, ..., v, linealmente independientes asociados a
los valores propios Ay, Ag, ..., A\,, respectivamente, los cuales cumplen |\;| >
|[Ag| > -+ > |Au|. Si A es invertible, y por lo tanto sus valores propios son
distintos de cero, podemos aplicar el método de las potencias a la matriz
A1 esto es el método de las potencias inversas.

Dado que Aj, A, . . ., A, son valores propios de A se tiene que A, !, )\;il, cee
A;! son valores propios de A7L. Si [A7Y| > |\ 1| entonces podemos aplicar
el método de las potencias a A~! y calcular un vector propio de A asociado
al valor propio A,. Por otro lado, también existe la posibilidad de calcular
vectores propios asociados a los demas valores propios. Dado p € C se tiene
que si A es valor propio de A entonces A — p es valor propio de A — pI, luego
si tomamos p € C tal que [A\; — p| > |\; — p| > 0 para todo j # i entonces se
tiene |(N; — p) 7t > |(\; — p) | para todo j # i, luego A — pI es invertible
y podemos aplicar el método de las potencias a (A — pI)~! para calcular un
vector propio de A asociado a \;.

El desplazamiento de la matriz A se podria usar en el método de las
potencias para calcular cualquier otro vector propio asociado al valor propio
que deseemos sin embargo no siempre es posible. Si tomamos A € R3*3
diagonalizable tal que A(A) = {—1, 1,2}, entonces no nos seria posible tomar
un escalar que esté mas lejano de 1 que de todos los deméas valores propios,
sin embargo si nos es posible tomar un escalar que esté mas proximo a 1 que
a todos los demas valores propios.

Dado un valor propio A; de A y un escalar p € C tal que |\; —p| > |\ —p|
para cada i # j entonces podemos aplicar el método de las potencias a la
matriz (A — pI)~! para calcular un vector propio de A asociado al valor
propio Aj, esto es el método de las potencias inversas con desplazamiento.

La matriz (A—pI)~! no necesariamente necesita ser calculada, como alter-
nativa podemos resolver el sistema (A—pl)w; = u; utilizando la factorizacién
LU y posteriormente tomar u;_y = w;/c;+1 donde ¢j41 es la coordenada de
mayor magnitud de w;.

Una variante del método es tomar un desplazamiento diferente de la ma-
triz A en cada iteracion, para esto se toma el escalar p; tal que

[Aui = piuil| = min [| Au; — pus|].
peC



50 CAPITULO 4. CALCULO DE VALORES Y VECTORES PROPIOS

En el capitulo 4 se vio que el valor éptimo cumple la ecuacion
q'qp = q" Agq.
Dado que ¢*q € C entonces tenemos que el valor éptimo tiene la forma

_ A q'Aq
g all*

el cual es el cociente de Rayleigh de ¢ respecto a A.
Asi en el i-ésimo paso de la iteracion se toma el escalar

pi1 = (W1 Auy 1) /|l

se resuelve el sistema (A — p;)w; = u;_1 y se toma u; = w;/c; donde c¢; es
la coordenada de w; de mayor magnitud. Esta variante del método de las
potencias inversas con desplazamiento es la llamada iteracion del cociente
de Rayleigh. La convergencia al aplicar esta variante no estd garantizada
sin embargo cuando se da la convergencia entonces converge con un orden
cuadratico de convergencia, ver [1].

Cuando esta variante converge la sucesién de escalares (p;) converge el
valor propio desconocido. Asi el cociente de Rayleigh nos permite tomar una
sucesion de escalares que converge al valor propio que deseemos obtener.

Teorema 4.3 Sean A € C"" y v € C" un vector propio de A asociado al
valor propio A tal que ||v]| = 1. Sea ¢ € C™ tal que ||q|| =1 y sea p = ¢*Aq,
entonces

A —pl < 2[|A[llv = qll

Demostracién:
Dado que Av = Av y ||v|| = 1, entonces A = v*Av. Asi

A=—p = vAv— g Ag=v"Av —v"Ag+v"Aqg — ¢"Aq
= v'A(v —q)+ (v — q)*Aq

y obtenemos
(A —pl < J0"A(v — )| + (v — q)" Aq]. (4.1)

Luego, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

0" A(v = @) < [[v[[[[Av = g)|| = [[A(v = 9,
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y por la definicién de ||A|| se tiene
(0" A(v = @) < [|A(v = @)l < [[Aflllv = qll-

Andlogamente obtenemos que |(v — ¢)*Aq| < || A|||]v — ¢||, asi usando las
dos desigualdades anteriores en la ecuacion 4.1 obtenemos

A= pl <2[[All[[v = q]|-

El método de la potencias inversas genera una sucesion u; convergente a
un vector propio v donde se tiene que u; # 0 para cada j € N, asi por el
Teorema 4.2 tenemos que u;/||u;|| — v/[|v||. Por lo tanto si tomamos p; =

* 2 A . .
(ujAuy)/|lus]]* entonces la sucesion (p;) converge al valor propio asociado al
vector propio v.

4.2.1. Implementacién Computacional

Como datos de entrada se requiere:
= A una matriz de orden n x n invertible y diagonalizable.

X un vector inicial de orden n x n.

alfa es el desplazamiento.

epsilon es la tolerancia.

maxl es el nimero méximo de iteraciones.

Como resultado devuelve:
= lambda una aproximacion del valor propio mas cercano a alfa.

= V una aproximacién al vector propio asociado del valor propio maés
cercano a alfa.

Implementacion en MATLAB:

function [lamda,V]=invpow(A,X,alfa,epsilon,maxl)
% Valores iniciales de la matriz A - alfa I y de los parametros
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[n n]=size(A);
A=A-alfaxeye(n);
lambda=0;
cnt=0;
err=1;
state=1;
[L,U,P]=1u(A);
while ((cnt<=max1)&&(state==1))
% Resolucidén del sistema AY=X
Y=(P*X)/L);
Y=Y/U,;
% Normalizacién de Y
[m jl=max(abs(Y));
cl=m;
dc=abs(lambda-cl);
if (c1 =max(Y))
cl=-ci;
end
Y=(1/c1)*Y;
% Actualizacién de X y de lambda y criterio de convergencia
dv=norm(X-Y);
err=max(dc,dv) ;
X=Y;
lambda=c1i;
state=0;
if (err>epsilon)
state=1;
end
cnt=cnt+1;
end
lambda=alfa+(1/cl);
V=X;

A continuacion se presenta una tabla de los resultados de la aplicacién del
método de la potencias inversas con desplazamiento a la matriz A, definida
anteriormente, con desplazamiento @ = —2 comenzando con el vector uy =

0 1 1)"
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(A+20)" uy = Ch1Uk+1
(A+20)"'up= 0,6111(0,5455 0,4545 1,0000)t c1iy
(A+20)7'u; = 0,4091 (0,5185 0,4815 1,0000)t = Coly
(A+20) " uy = 0,3642 (0,5085 0,4915 1,0000)" = cyug
(A+20)'ug = 0,3475 (0,5041 0,4959 1,0000)" =  cquy
+ Uy = ) } } ) = C5Us
A420)7! 0,3401 (0,5020 0,4980 1,0000)"
(A+20)~us = 0,3367 (0,5010 0,4990 1,0000)" =  cqug
(A+20)ug = 0,3350 (0,5005 0,4995 1,0000)° =  cruz
(A+20)ur; = 0,3342 (0,5002 0,4998 1,0000)" = cgug
(A+20)'ug = 0,3337 (0,5001 0,4999 1,0000)" = coug
(A+20)"'ug = 0,3335(0,5001 0,4999 1,0000)t = 10U
(A+20)"ugg = 0,3334(0,5000 0,5000 1,0000)t = U

Se observa que la sucesién de escalares converge a 1/3 que es valor propio
de (A +2)7!, asi 3 es valor propio de A + 2I y en consecuencia 1 es valor
propio de Ay (1 /2 1/2 1)t es vector propio de A correspondiente al valor
propio 1.

4.3. Perturbaciones

En la practica cuando se nos presenta un problema que requiera encon-
trar los valores propios de una matriz usualmente la matriz con la cual se
esta tratando viene dada de una medicién que nos proporciona datos con
error. Ante esta situacion es necesario saber si tiene sentido tratar con una
matriz con errores y qué relacion tiene la informacién que nos dé la matriz
perturbada respecto de la matriz real.

Supongamos que hemos calculado una aproximacion al valor propio A y
un vector propio asociado v y queremos saber qué tan cerca estan de los
valores propios y los vectores propios de la matriz original, los siguientes
teoremas nos dan informacion acerca de ello.

Teorema 4.4 Sean A € C"*" yv € C" tal que ||v|| = 1. Dado \ € C ezxiste
una matriz A tal que v es vector propio de A+ A% asociado al valor propio
Ay A% = [[Av — .

Demostracién:
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Sea A° = (\v — Av)v*, luego
(A+ A% = Av+ (M — Av)v*v = A,
asi v es valor propio de A 4+ A°. Dado u € C" tal que |lu|| = 1 se tiene
[(Av — Av)v*ull = [(u, v)| [[}o — Av]| < [Jullfjo][| 30 — Av]| = [[Av — Av]].

Por otro lado ||(A\v — Av)v*v|| = ||Mv — Av||, asi ||A%]] = ||Av — Av|. B

Lema 4.5 Sea D € C™*" una matriz diagonal, entonces
D]l = mx | Dl

Demostracion:

Tomemos la matriz hermitiana D* D, luego D*D es diagonal y (D*D);; =
|D;i|%. Sea A el elemento de mayor magnitud de la matriz D* D, luego por el
Corolario del Teorema 3.41 obtenemos que

|D|| = VA = méx |Dy].
1<i<n
]

Teorema 4.6 Sean A, A% € C™". Supongamos que existen D,V & C™"
con V invertible y D diagonal tales que A = VDV ™1, es decir, A es diago-
nalizable. Si p es un valor propio de la matriz A + A° entonces A tiene un
valor propio X\ tal que

= AL < VANV

Demostracién:
Sea D% = V1A%V | luego

ID°l < Iv=HHA VL (4.2)

Por otro lado V=1 (A+A°)V = V=Y D+D°)V, asf u es valor propio de D+D°.
Si p es valor propio de A tenemos evidentemente el resultado. Supongamos
que p no es valor propio de A. Dado que los valores propios de A son los
elementos de la diagonal principal de la matriz D entonces la matriz ul — D
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es invertible y asi podemos reescribir la ecuacién (D + D%)x = puxr como
v = (uI — D)7 Dz, luego [lz|| < [[(uI — D)~ D°[|[|z]| y obtenemos

12 = D)7 I7H < |1 D°)]. (4.3)

La matriz (u — D)™! es una matriz diagonal con entradas (1 — A\;)™' en
la diagonal principal, donde Ay, Ao, ..., A\, son los valores propios de A. Por
el Lema anterior tenemos que |[(ul — D)7 '|| = |u — A|7!, donde A es valor
propio mas cercano a p, nétese que puede no ser tnico. Asi obtenemos de las
ecuaciénes 4.2 y 4.3

= A< VATV,

Estos y otros teoremas relacionados con la teoria de perturbacion se
pueden ver en [1] y [7].

4.4. Iteracion Simultanea

Antes de abordar la Iteracién Simultanea veamos algunos conceptos pre-
Vios.

Definicién 4.7 Dado un subespacio S de C" y dada A € C™*™ se dice que
S es A-invariante si As € S para cada s € S.

En particular dado A € A\(A) se tiene que E) es A-invariante.
Lema 4.8 Sea A € C™" y sea S un subespacio de C" con base {x1, s, ...
, T}, Sea X = [a:l Ty - xk], entonces S es A-invariante si y solo si

existe B € C*** tal que AX = XB.

Demostracién:
Supongamos que existe B € C¥** tal que AX = X B, luego

k
Al’j = Z[L’wa - gen({ﬂUl,x% s ,l’k}) = 5.
i=1

Dado que Az; € S, 1 < j <k, entonces se tiene Ax € S para cada =z € S.
Asi S es A-invariante.
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Supongamos que S es A-invariante. Para j € {1,2,...,k}, dado que
Az; € S, se tiene que existen escalares byj,0bqj, ..., by; tales que Az; =
bijz1 + bojxe + -+ + byjzi. Sea B € CF*k definida como B;j = b;j, luego
A [xl Lo - xk] = [xl Tog - xk} B y se tiene el resultado deseado.
[ |

Del teorema anterior podemos ver que A € A(B) entoces A € A\(A).

Teorema 4.9 Sea A € C"*" y sea S un subespacio de C". Sea {x1, s, ..., Tx}
base de S y sean xyy1, Tpya, - .., T, vectores tales que {x1,xa,...,T,} €s una
base de C". Sean X, = [xl Ty - xk], X, = [xkﬂ Tpag - mn} Y
X = [Xl Xg], entonces S es A-invariante si y sélo si B = X 1AX tiene
la forma
Bi1 By
B= { 0 ng} ’

donde By, € CH¥, y se tiene AX, = X By;.

Demostracion:

Supongamos que S es A-invariante. La ecuaciéon B = X ' AX es equiva-
lente a AX = X B, de donde obtenemos

n
A.Tj: E xibiju
i=1

y dado que S' es A-invariante se tiene bg41); = bry2); = -+ = by; = 0, para
cada j € {1,2,--- ,k}. Asi tomando (B11);; = b;j, 1 < 4,5 < k, obtenemos
que B tiene la forma establecida en el teorema y evidentemente se tiene
AX, = X By;.

Reciprocamente si AX; = X;By; utilizando el lema anterior obtenemos
que S es A-invariante.ll

El teorema anterior nos muestra que si obtenemos subespacios invari-
antes podemos tomar matrices similares para descomponer el problema de la
busqueda de valores propios en matrices mas pequenas. El teorema de Schur
nos muestra que particionar una matriz de esta forma siempre es posible. Si
la matriz Bijs = 0 entonces el problema de buscar los valores propios de A
se reduce a buscar los valores propios de las matrices By y Bas. El método
QR es una forma de particionar la matriz A de tal forma para simplificar
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la busqueda de los valores propios de una matriz. Antes veamos la iteracién
simultanea, la cual establece las bases para el método QR.

Dada A € C™" tal que tiene un valor propio dominante, retomando
el método de las potencias, tenemos que podemos generar una sucesion
de vectores que converja a algtin vector propio dominante v;. Los vectores
q, Aq, A%q, ... pueden verse como representates de los subespacios que gen-
eran, es decir, de gen({A’q}) respectivamente. La operacién de tomar un
multiplo de A7q en cada iteracién del método de las potencias puede verse
como tomar otro representante del mismo subespacio. Asi el método de las
potencias puede verse como el proceso de iteracion de subespacios, es decir,
comenzar con S = gen({q}) y generar AS, A%S, A3 .... Esta sucesién con-
verge a T' = gen({v1}) en el sentido de que el dngulo principal de mayor
magnitud entre A7S y T tiende a cero. Este proceso se puede generalizar a
subespacios de dimensiéon mayor que uno.

Sea A € C™"™ una matriz diagonalizable y sea {vq,vs,...,v,} una base
de € C™ que consiste de vectores propios de A asociados a los valores propios
A1, A2, ...y A, Tespectivamente. Supongamos que |[A| > [N > ... > |\
y que |Ax| > |Apy|- Diremos que Sea Vi = gen({vi,ve,...,vx}) y Up =
gen({vgs1, Vkra, - - -, vn}). Diremos que Vj es el subespacio dominante de A
de dimensién k. La condicién |Ag| > |Agy1] implica N(A™) C Uy, para cada
m € N. Por otro lado, si S es un subespacio de € C" de dimensién k tal
que U, NS = {0}, entonces N(A™) N S = {0} y asi dim(A™S) = dim(S).
La condicién Ux NS = {0} no es una condicién dificil de cumplir dado que
dim(Uy) + dim(S) = n, ver [8].

Dado ¢ € S distinto de cero se tiene que existen escalares ci,cs,...,c,
tales que

q = C1V1 + CoUg + - -+ + CpUk

FChp1Vk+1 + Chyp2Vkra + -+ - + CpUL.
Dado que U, NS = {0} se tiene que ¢; # 0 para algun i € {1,2,...,k}, luego
A"q/( M) = (A /)Mo 4 -+ e (M1 /M) "okt + crvg
1 (A1 /A) " V1 + -+ cu(An/Ak) " Un,
donde se tiene gen({A™q}) = gen({A™q/(A\)™). Asi gen({A™q} — G para

algin subespacio G de dimensién uno contenido en V.
La idea de la iteracién simultanea es tomar una base de S e iterar en
los vectores de la base simultaneamente. Supongamos U, NS = 0 y sea
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{q1 ,qéo), o ,q,(;))} una base de S. Dado que U, NS = 0 se tiene que {Amqg)),
Amq2 e Amqk } es una base de A™S, andlogamente se puede ver que A™S

converge a algin subespacio de Vj, pero dado que dim(A™S) = dim(S) =
dim(Vy) y se tiene que A™S — V.

Anélogamente al método de las potencias podemos ver que los vectores
Amqfo) pueden crecer en magnitud tal que ||Amqi(0)|| — 00, o disminuir su
magnitud de tal forma que HAmqi(O) || = 0. Por lo tanto en la practica en cada
paso de la iteracién es conveniente normalizar los vectores de tal forma que
generen al mismo subespacio. Esto se puede hacer a través del proceso de

ortonormalizacion de Gram-Scmidt. Asi podemos tomar vectores unitarios y
(m) _(m) (m)

ortogonales ¢, *,¢qs ,...,q, =~ tales que
m m (0 m (0 m m m
gen({A"q”, A" AmgY) = gen({e™ ¢, g™M).
Consideremos que ampliamos el conjunto ortonormal {q%m), qém), o q,im)}
a una base ortonormal de C", {¢;"" ,qém), o ,qf@m)}. Sea Q,, € C™" tal que
Qo = [ql qém) e qflm)}, luego Q,, es una matriz unitaria. Sea

Asi obtenemos que el generado de las primeras k£ columnas de Qm converge al
subespacio V}, el cual es A-invaritante. Por lo tanto, utilizando el Teorema4.9,
tenemos que

All A12
A, — { 0 Aﬂ]

Esto lo podemos hacer para cada k € {1,2,...,n—1} tal que |Ag| > [Ags1]-
Asi la matriz A, converge a una matriz triangular por bloques.

4.5. Meétodo QR

El Método QR calcula la matriz A,, directamente comenzando con los
vectores candnicos como vectores iniciales. En cada iteracion del método se
toman factorizaciones del tipo QR las cuales nos brindan la posibilidad de
calcular una base ortonormal del subespacio {A™ey, A™es, ..., A™e,}. Antes
de describir el método en general veamos las primeras dos iteraciones.

Supongamos ran(A) = n. Comenzamos con

QOZ[GI €y - 6n]»
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asi tomando la factorizaciéon QR de la matriz A, A = @)1 R;, obtenemos que
1
gen({Aey, Aes, ..., Ae,}) = gen({qg), oV Lg\Oy,

donde qfl) es la i-ésima columna de ;.

Sea A} = Q1AQq, luego A; es unitariamente equivalente a la matriz A
v A1 = R1Q;. Tomemos la factorizacién QR de AQq, AQ; = Q2Rs, luego
dado que la factorizacion QR de cualquier matriz es tnica obtenemos la
factorizacién QR de A;, donde A; = Q’{QQRQ = (o R-.

Sea As = Q5A41Q2 = Q5Q7AQ1Q2, asi Ay es unitariamente equivalente a
la matriz A y se tiene Ay = Ro(Qs.

Por otro lado A2 = Q1 RiQ1R; = Q1A Ry = Q1QsRoR; = Q2 Ry, donde
Qg =Q1Q2 y IA%Q = Ry R;. Notese que

gen({A2€1’ A2€2’ e ’AQe"}) = gen({qu), qu)a s 7q7(12)})a

2 C A
donde qg ) es la i-ésima columna de Q>.
Este proceso se puede hacer recursivamente para obtener las matrices

Qm=Q1QsQny R = RyRp_1--- Ry, tales que A™ = Q,, Ry
Cada iteracién del método se aplica de la siguiente forma:

» Factorizar A,,_1 = QR

- Qm = melQm

= R, =RnRnu
- Am = RQO = anAm—lQm

Teorema 4.10 Sean Q.,, R,, v A, las matrices descritas anteriormente,
entonces:

1. Ay = Q5 AQ,.
2. A™ = Q. R,

Demostracién:

La prueba se hara por inducciéon sobre m.

1) Para m =1 el teorema se cumple evidentemente. Supongamos que el
teorema se cumple para m — 1. Se tiene que A,, = @, An-1Q. y aplicando
la hipétesis de induccién obtenemos A,, = Q;an_lAQm,lQm = Q;AQm
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2) Trivialmente se verifica que el teorema se cumple para m = 1. Supong-
amos que el teorema se cumple para m—1. Aplicando la hipétesis de induccién
obtenemos

A" = AAmil = AQm—llfgm—l = Qm—l@jnflAQm—IRm—l
- Qm—lAm—lRm—l = Qm—lQmRmRm—l - QmRm

asi se tiene el resultado deseado. B
Del teorema anterior podemos ver que en general se tiene

gen({Amey, ATy, ..., ATe,}) = gen({qgm), qém), . ,qflm) ),

donde qi(m) es la i-ésima columna de la matriz Q,,.

Como criterio de convergencia podemos tomar las matrices Qm,l y Qm,
y calcular el angulo principal de mayor magnitud entre los subespacios que
generan.

Comenzar con los vectores candnicos no es una mayor desventaja ya que
si dim(Ug) < n entonces deben existir vectores candnicos tales el subespacio
generado por ellos se intersecte con Uy s6lo en el vector nulo, ver [8].



Conclusiones

El estudio de las transformaciones lineales entre espacios vectoriales de
dimensién finita se reduce al estudio de las matrices, buscar los valores pro-
pios de un operador lineal es equivalente a buscar los valores propios de
su representacion matricial. Si el espacio vectorial en qué se esta tratando
estd dotado de un producto interno 6 de una norma entonces podemos hablar
de la distancia entre vectores y se pueden plantear problemas de 6ptimizacion
dentro del célculo de valores y vectores propios, ademas de poder definir la
norma para los operadores matriciales. Tanto los problemas de optimizacion
como los problemas que necesitan del calculo de valores propios son de gran
importancia en muchas aplicaciones. Si bien tedricamente es posible encon-
trar los valores propios de una matriz a través de su polinomio caracteristico,
en la préactica, dado que los datos con que se trabaja usualmente se toman
con errores, se opta por trabajar con otras técnicas como los métodos i-
terativos. Por otro lado antes de abordar la bisqueda de valores y vectores
propios a través de métodos iterativos se mostraron distintas factorizaciones
matriciales, las cuales facilitan los computos necesarios en los métodos ite-
rativos. En este trabajo se estudié el Método de las Potencias y su variante,
el Método de las Potencias Inversas con desplazamiento. Estos métodos nos
proporcionan sucesiones de vectores y sucesiones de escalares que convergen
a un vector propio y un valor propio respectivamente. En el caso del Método
de las potencias inversas con desplazamiento este nos da la ventaja de poder
calcular cualquier valor propio asi como su vector propio asociado, lo cual en
el Método de las potencias no es posible. Por otro lado se presentaron teore-
mas propios de la Teoria de la Perturbacion de las matrices, los cuales dan
sentido al hecho de trabajar con datos con errores. Finalmente se abordo el
Método QR el cual es una generalizacién del Método de las potencias. Este
método lleva la busqueda de valores propios a matrices de menor tamano
donde los valores propios son de igual magnitud.
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