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Introduccion

Una de las causas de interés para algunos investigadores que buscan compren-
der la teoria de probabilidad es que frecuentemente se enfrentan con problemas
cuya solucién es incierta y desearian tener al menos un poco de certeza. Es aqui,
donde se empieza a implementar la teoria que si da certeza como herramienta
para enfrentar aquello que es incierto. Este proyecto de tesis es un claro ejemplo
de ello, pues se emplea la teoria del analisis y algebra para estudiar una parte de
la teoria de probabilidad que suele confundir a varios estudiantes, la convergencia

de variables aleatorias.

Durante los cursos de probabilidad y estadistica se estudian diferentes cri-
terios de convergencia para las variables aleatorias, los cuales pueden confundir
al estudiante que no ha llevado un buen curso de andlisis y no sabe de donde
se originan estos criterios. En un curso de andlisis se observa que en un espacio
vectorial se puede definir diferentes normas y, por lo tanto, diferentes criterios de
convergencia; estos criterios proporcionan informacion del comportamiento de los

vectores, algunos criterios pueden dar informacion més efectiva que otros.

Es asi como se pueden definir varias formas de convergencia en el espacio de
variables aleatorias y, por esta razon, surge la pregunta sobre la existencia de
algin espacio de variables aleatorias en el cual se pueda definir una forma de
convergencia que pueda mejorar la informaciéon que nos proporciona el criterio de

convergencia usual acerca de las variables aleatorias contenidas en éste.

De los estudios basicos de algebra lineal y probabilidad se logra percibir que
la covarianza es una forma bilineal para las variables aleatorias; ain mas, se ob-

serva que cumple con casi todas la propiedades del producto interno. Por esta
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razon, el objetivo general de la investigacion reside en encontrar un espacio de
variables aleatorias que sea normado y completo, partiendo de otro espacio tam-
bién normado, por un criterio de convergencia relacionado a una tipica medida
de dispersion, la covarianza. Para lograrlo, en esta tesis se estudia una parte de la
teoria de analisis y una parte de la teoria de probabilidad, luego se utilizan para
estudiar las variables aleatorias como un espacio métrico y revisar su forma de
convergencia. De esta manera, la investigacion que se realiza parece asemejarse
a la forma que se construyen los espacios £, de Lebesgue, sin embargo, no se
trabaja sobre estos en si.

Para tener una buen desarrollo del trabajo, en el primer capitulo se mencio-
nan una serie de conceptos preliminares que sirven de preparacién para lo que se
desarrolla en el segundo capitulo, el cual es una revision de la teoria de espacios
de funciones integrables partiendo de los conceptos de espacios medibles para su
mejor entendimiento, también se estudia de forma breve los espacios vectoriales
y sus propiedades. El capitulo dos contiene toda la informaciéon necesaria para
lograr el objetivo, por lo que se le pide al lector paciencia pues, de manera deduc-
tiva, del estudio de las funciones integrables como espacio vectorial surge el caso
particular de las funciones definidas en un espacio con medida de probabilidad
como estudio principal. En el tercer capitulo se revisan algunos conceptos basicos
de probabilidad y medidas de dispersion, luego se desarrolla el proceso para en-
contrar el espacio con las caracteristicas deseadas. A partir de esta informacion,
serd mas facil la construccién de un nuevo espacio que sirva como una propues-
ta alternativa para estudiar las variables aleatorias desde otro enfoque, donde la
covarianza brinda informacion como criterio de convergencia..

Finalmente, se presentan las conclusiones obtenidas de este trabajo.
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Capitulo 1

Preliminares

Antes de comenzar a revisar la teoria de espacios de funciones medibles, se pre-
senta una serie de conceptos preliminares de calculo y probabilidad, no de manera

detallada, para facilitar la comprensiéon de lo que se presenta mas adelante.

1.1. Calculo

Una herramienta bésica para estudiar el Célculo es la nocién de limite, asi
que la primera tarea en este texto serd presentar el concepto de una sucesion.
Una manera intuitiva de entender una sucesion es a través de una lista ordenada
e infinita de ntimeros reales en la cual existe una regla que permite generar un
elemento de la lista en un determinado lugar; al igual que una funcién, un niimero
real puede aparecer més de una vez en la lista pero un lugar en la lista no puede
tener mas de un valor. Se presenta la siguiente definiciéon entendiendo que una
funcion hace referencia a una regla de asociacion que relaciona a cada elemento

de un conjunto (dominio) con un tnico elemento de otro conjunto (recorrido).

Definicién 1.1.1. Sea = : N — R una funcién, entonces se dice que =z es una

sucesion de nimeros reales y se denota como (z,)ney 0 simplemente (z,,).
Si K es un subconjunto de N no finito y se define a z,, como la funcion

x restringida a los enteros en K, se dice que (Z,, )n.ex, 0 solo (x,, ), es una

subsucesion de (z,).



2 Preliminares

Atin mas, se pueden enunciar sucesiones de diferentes objetos dependiendo del
recorrido, como lo es el conjunto de funciones reales definidas en algin conjunto

no vacio. Esto es, si X es un conjunto no vacio y definimos al conjunto F' como
F={h:X — R|hes una funcion},

entonces si f : N — F es una funcion, se dice que (f,) es una sucesion de
funciones reales.

Recordando que dos funciones reales con dominio comtin pueden sumarse y
multiplicarse, en particular sucede para las sucesiones reales. Esto es, si (x,) y

(yn) son sucesiones reales entonces

(xn + yn)nEN = (xn)nGN + (yn)nEN y (xn : yn)nGN = (xn)nEN : (yn)nGN'

Las ideas de operaciones de sucesiones reales pueden extenderse a sucesiones de

funciones reales, donde si f y g son funciones reales con dominio X se tiene que

(f+9)(x) = f(x) +9(z) vy (f9)(z) = f(z)g(x)

para todo = € X. Asi, se genera la siguiente definicién sobre sucesiones de fun-

ciones reales que son propiedades similares a las que tienen las sucesiones reales.
Definicién 1.1.2. Sean (f,) y (gn) sucesiones de funciones reales. Entonces:

L. (fn) = (gn) siy sdlosi f, = g, para todo n € N.

2. Si ¢ € R es una constante, entonces (f,,) + (cgn) = (fu + cgn)-

3. (fn) ) (gn) = (fn ) gn)'

4. Se dice que (f,,) es una sucesion acotada superiormente de forma pun-
tual si existe una funcion real g tal que para todo n € N se tiene que

fn(z) < g(x) para todo x € X.

5. Se dice que (f,) es una sucesion acotada puntualmente si existe una
funcién real g tal que para todo n € N se tiene que |f,(z)| < g(z) para

todo z € X.
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6. Se dice que (f,,) es una sucesion acotada uniformemente si existe M € R

tal que para todo n € N se tiene que |f,(z)| < M.

7. Se dice que (f,) es una sucesion mondtona creciente (decreciente) si para

n < m se cumple que f, < f, (fm < fn) para todo z € X.

En algunas sucesiones se puede observar que a partir de cierto entero los
valores tienden a acercarse a un determinado elemento, esta es la nocién del
limite. Si (x,) es una sucesion de ntmeros reales, se dice que L € R es el limite
de (z,) si para todo € > 0 existe N € N tal que si n > N implica que |z, — L| < €
y se dice que (x,,) converge L. De igual forma, se enuncia la definicion del limite

de una sucesion de funciones reales.

Definicién 1.1.3. Sea (f,) una sucesion de funciones reales. Se dice que f, una
funcion real, es el limite de (f,) si para todo x € X la sucesion (f,(x)) converge
a f(x). En este caso, se dice que (f,,) converge puntualmente a f y se denota

como lim f,, = f.

Dado que una funcién real f,, puede ser la funcién constante x,,, las propieda-
des que se mencionen para una sucesion de funciones reales se cumplen también
para las sucesiones reales.

A continuacion, se presenta una serie de resultados importantes de sucesiones.

Proposicion 1.1.1. Sean (f,) y (g,) sucesiones de funciones reales convergentes.

Entonces se cumple lo siguiente:
1. El limite es unico.
2. La sucesion (|f,|) es convergente y lim |f,| = | lim f,|.

3. Silim f, =limg, = L y (hy,) es una sucesion de funciones reales tal que

para cadan € N, f, < h, < g, para todo x € X, entonces limh,, = L.

4. Sea c € R, entonces lim(f,, + cgn) = lim f,, + clim g,,.
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6. Sea p € N, entonces lim(f,,)? = (lim f,)P. Si para cada n € N, f, > 0 para

todo x € X, entonces h’m(fn)% = (lim fn)%

Como se observa, el limite de una sucesion de funciones es un poco diferente
al concepto del limite de una funciéon. Si f es una funcién real con dominio R,
se dice que A € R es el limite de f en xq si dado € > 0 existe . > 0 tal que
|f(z) — A| < e siempre que 0 < |z — 2| < ¢ y se denota como lim,_,,, f(x) = A.

Si f(xg) esta definido, con zg € R, y si lim,_,, f(z) = f(x¢), se dice que f es
continua en xy; si B es un subconjunto de R y si para cada x € B la funcion f
es continua, se dice que f es continua en B.

Ahora, se le da sentido a la suma de una sucesion a través de la siguiente

definicion.

Definicién 1.1.4. Sea ( f,) una sucesion de funciones reales convergente, entonces

para cada n € N se define la suma parcial de (f,) como S, = fi+ fo+ ... + fn,
o bien S, = Z fn- Si la sucesion (S,,) converge se dice que (f,,) es sumable y

i=1
se escribe como

> fo=1lim§,.

A este limite se le llama suma.

Notar que el limite de (S,,) puede ser una funcién con valores que divergen a
infinito, por lo que la funcioén limite tiene como recorrido a R = R U {—o00, co}.
Si zg es tal que el limite de la sucesion (f,,(z)) toma el valor co 0 —oo (en R),
se dice que dicha sucesion diverge a oo o —oo, segin sea el caso.

Las series y sumas parciales ayudan a formalizar el concepto de integral. En
este trabajo se define primero la integral de una funcion “escalonada” y luego la
de una funcién cualquiera, de esta manera se concluird esta seccion.

Si ¢ : [a,b] — R es una funcion con [a,b] C R, se dice que es una funcién
escalonada si existe una particion del intervalo P = {zy, x1, ..., x, } para la cual

o(x) = ay, si ¢ € (xr_1,x)) con ag una constante real para k = 1,2, ..., n.

Definicién 1.1.5. La integral de una funciéon escalonada ¢ sobre el intervalo
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la, b], denotada como fab wdz, se define como:

n

b
JRECIED )

k=1

Esta definicion exige que la funcién tenga como dominio un conjunto de ni-

meros reales, esto es porque se requiere que la diferencia de los elementos del
dominio exista y en un conjunto arbitrario no siempre esta definida.

Si una funcion real f es acotada puntualmente en el intervalo [a, b], entonces

existen funciones reales g y h tales que g(z) < f(x) < h(x) para todo = € [a,b].

Estas funciones pueden ser escalonadas, basta considerar las funciones constantes

con el valor més alto y mas bajo de f.

Definicion 1.1.6. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada puntualmente. Si
g v h denotan funciones escalonadas con dominio [a,b], se define los conjuntos
G = {f;g(x)dx lg < f}y H= {f;h(x)d:v | f < h}, de esta manera f es
acotada por funciones simples, g < f < h, se tiene que f; g(x)dx < fab h(z)dx y
por lo tanto

b b
/ g(x)dr <supG < inf H < / h(z)dz.

Si sup G = inf H se dice que f es integrable y se escribe como

b
/ f(z)dz =sup G = inf H.

1.2. Probabilidad

Los modelos matematicos tratan de describir los fendmenos que se obtienen a
través de la observacion, estos se pueden clasificar en modelos deterministas y mo-
delos no deterministas, también llamados probabilisticos o estocdsticos. El modelo
determinista estipula que el resultado de un experimento es el mismo siempre que
las condiciones en las que se verifica dicho experimento se mantengan iguales. Por
ejemplo: s = —16t% + vpt, donde s es la distancia recorrida verticalmente de un
objeto, t es el tiempo empleado y vy su velocidad inicial; lo que se quiere destacar
de esta expresion es el hecho de que hay una relacion definida entre ¢ y vg que

determinan univocamente a s.
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Sin embargo, hay veces en que una variable depende de factores que no se
puede controlar o predecir su comportamiento, los juegos de azar son ejemplos
tipicos como lo es la “mano de 5 cartas” sacadas al azar de un mazo con 52
cartas; para estos casos es apropiado usar los modelos probabilisticos y a estos
fendmenos se les conoce como experimento aleatorio. Un experimento aleatorio se
caracteriza por lo siguiente: porque es posible repetir indefinidamente (al menos
teoricamente) el experimento sin cambiar las condiciones escenciales, porque se
puede describir el conjunto de todos los posibles resultados del experimento y
porque va acompanado de una regularidad estadistica (a medida que se repite el
experimento los resultados individuales empiezan a ocurrir de forma regular) que
permite construir el modelo.

Al conjunto de todos los posibles resultados del experimento aleatorio se le
llama espacio muestral y usualmente se le denota como 2. A un subconjunto
A de Q2 se le llama evento, este concepto surge en vista de que so6lo algunos
resultados podrian ser del interés de investigacion; de esta forma, tanto el con-
junto 2 como los resultados individuales son eventos. Recurriendo a la teoria de
conjuntos, se dice que “ha ocurrido el evento A” si el resultado del experimento
es algiin w € A, se dice que “no ocurre A” si el resultado es algin w € A° = Q\ A;
de igual forma, si B es un evento entonces se dice que “ha ocurrido A y B” si el
resultado es algin w € AN B y que “ocurre A o B” si es algin w € AU B.

La nocion intuitiva del modelo probabilistico que se ajusta al experimento sur-
ge de la regularidad estadistica que permite relacionar a cada resultado individual
w con un numero real en [0, 1], de esta forma se veria reflejado el comportamiento
del experimento a través de este modelo. Por ejemplo, si después de repetir un
gran numero de veces el experimento resulta que el resultado wy ocurre n; por
cada 100 repeticiones, entonces se relaciona a w con py = % y decimos que py es
la probabilidad de que ocurra wy y suele denotarse como P({wy}). Bajo la misma
idea, la probabilidad de que ocurra el evento A se define como

PA)=P({weQlweA})=> P({w}).
weA

Dado que es un capitulo de conceptos preliminares, no se detallarda mas en el
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modelo probabilistico, solo destacar que estd definido para cada posible evento
del experimento por lo que es necesario decir que P es una funciéon que relaciona
a cada evento con un valor real entre cero y uno. Una o-algebra consiste en una
coleccion de conjuntos de eventos & con la caracteristica de que cada evento
contenido en la coleccion implica que su complemento también pertenezaca a
esta. Este concepto se detallarda en el siguiente capitulo, sin embargo con esto
se explica que si existe conocimiento de la probabilidad que un evento tiene de
ocurrir entonces se conoce que tan probable es que no ocurra, por loquesi A € 0
entonces A° € €2; atin mas, se puede explicar que la unién de eventos ocurre. Dicho
esto, se tiene que el limite superior e inferior de una sucesion de eventos también

es un evento.

Definicién 1.2.1. Para una sucesion de eventos (A,,) se define el limite superior
y el limite inferior como sigue:

» limsup(4,) = ﬂ U<Ak)

m=1k=m

« liminf(4,) = ] [) (A

Los limites inferior y superior son operaciones bien definidas; esto es, el resul-
tado siempre existe y es tinico.

En resumen, para cada experimento aleatorio el modelo probabilistico asocia
un espacio muestral €2, la coleccién de los eventos & y una funcion real P; a la
terna (§2, @, P) se le llama espacio de probabilidad y se explicara en el siguiente
capitulo.

Para fines practicos, es conveniente usar valores reales y aprovechar sus propie-
dades de campo para estudiar el fendémeno, por lo que se puede usar una funcion
real X definida en € que ademés sea medible. Una vez dicho esto, es momento de

cerrar este capitulo y comenzar a revisar la teoria de funciones medibles.
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Capitulo 2

Funciones medibles

Nota 2.0.1. Con la itencion de estudiar el espacio de variables aleatorias es ne-
cesario comprender los conceptos de la funciones integrables, para esto se parte
desde la idea de funciones y espacios medibles. Es asi como se empieza este proyec-
to, mencionando conceptos y resultados para establecer una base tedrica; algunas
referencias importantes que forman esta base son: “The Elements of Integracion
and Lebesgue Measure” (ver [1l/), “Convergence of Probability and Measures” (ver

[2]) y “Probability and Measure” (ver [3]).

Definiciéon 2.0.1. Una familia de subconjuntos 2~ de un conjunto X se dice que

es una o-dlgebra (o-campo) si cumple lo siguiente:
1. XeZ.
2. SiAe 2, entonces A°= (X \ 4) € 2.

3. Si {A, }nen es una sucesion numerable de elementos en 2", entonces

JA. ez

n=1
Definicién 2.0.2. La pareja ordenada de un conjunto no vacio X y una o-algebra
2 de X, (X, Z), se le llama espacio medible. A cualquier elemento en 2~ se
le llama conjunto 2 -medible, o cuando no existe problema de confusion se le

dice simplemente conjunto medible.
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Observacion 2.0.1. Recordando las leyes de De Morgan:

() = (o) -y

con \ perteneciente a un conjunto indexado, posiblemente infinito numerable. Se
tiene que la intersecciéon de una sucesion numerable de conjuntos 2 -medibles

también es 2 -medible.

Sea A C X no vacio, la interseccion de todas las o-algebras que contienen a
A, denotada como o(A), es la o-algebra mas pequena que contiene a A y se le
llama o-dlgebra generada por A.

La o-dlgebra de Borel, denotada como A, es la o-algebra generada por todas
las bolas abiertas (que en R son los intervalos abiertos (a, b)) y cualquier elemento
en él es llamado conjunto Boreliano, o simplemente boreliano. Si E € B y sean
Ey = EU{—o00}, By = EU{o0} v E3 = EU {—00,00}; la coleccion de todos
los conjuntos F, F,, Fy, E3, para cada FE € %, forman la o-dlgebra de Borel
extendida y se denota como 2.

La siguiente definiciéon servira para identificar el tipo de funciones que son

convenientes para iniciar el estudio de nuestro interés.
Definicién 2.0.3. Una funcién f: X — R se dice 2 -medible si
VaeR, {re X | f(zx)>a}le Z. (2.1)

Se puede demostrar que la condicion (2.1) es equivalente con las siguientes

condiciones:
(i) {re X[ f(z) 2a}l e 2.
(i) {r€ X | f(x) <a}e X
(iii) {r€ X | f(z) <a} € X

Ejemplo 2.0.1. A continuacion, se presenta unos pequenos ejemplos de funciones

medibles.
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a) Cualquier funcioén constante es 2 -medible. Esto es, si f(z) = ¢ para todo

xz € X donde ¢ es una constante real, entonces si & > ¢ se tiene {x € X |
flx)>a}=0e 2;sia<c setiene que {r € X | f(x) >a} =X € 2
por lo tanto, f es Z -medible.

b) La funcidn caracteristica es 2 -medible. Esto es, si E es 2 -medible,
la funcion xg es tal que xp(x) = 1siz € Ey xp(r) =0siz ¢ E, esta
funcion es 2 -medible; basta ver que {z € X | xg(z) > a} es X si a <0,

que es vaciosia > 1lyquees EFsi0<a<1.

¢) Si f: R — R es una funcion continua, como {x € R | f(z) > a} es un
conjunto abierto y, por lo tanto, es la unién arbitraria de intervalos abiertos

por lo que pertenece a %, entonces f es Borel medible.

d) Si f: R — R es monotona, como {z € R | f(x) > a} consiste en una

semirecta {x € R | x > a}, entonces f es Borel medible.

Lema 2.0.1. 57 f y g son funciones reales medibles y ¢ € R, entonces las si-

guientes funciones son medibles:
1. La funcion cf, donde (cf)(x) = cf(x) para todo x € X.
2. La funcion f?, donde f*(x) = (f(x))?* para todo x € X.
3. La funcion f + g, donde (f + g)(z) = f(x) + g(x) para todo z € X.
4. La funcion fg, donde (fg)(x) = f(x)g(x) para todo x € X.
5. La funcion |f|, donde |f|(x) = |f(x)| para todo x € X.

Demostracion. Por hipotesis, f y g cumplen con la condicion (2.1)); es decir, para
todo a € R

{reX|flz)>aeZ vy {reX]|glx)>a}le 2.
1. Sea ¢ > 0, entonces

{:cEX\cf(x)>a}:{xele(ﬂC)>%}
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es un conjunto 2 -medible. De manera similar se muestra para ¢ < 0 y el
caso ¢ = 0 es trivial. Por lo tanto, cf es medible.
. Si @ <0, se tiene que {z € X | (f(z))* > a} = X.
Si a > 0, entonces (f(x))? > a siysolosi f(z) > a6 f(z) < —/a, asi
pues
{reX|(f(x))?>a}={r € X | f(z) > Va}U{z € X | f(z) < —Va}
es un conjunto 2 -medible dado que es la union de conjuntos 2 -medibles.

Por lo tanto, f? es medible.

. Se tiene que los conjuntos {z € X | f(x) >n} y {z € X | g(x) > a — n}

son 4 -medibles para n € N; de aqui que
Ay={zeX|f(z)>n}n{ze X |gx)>a—n}e Z.
Asi pues,

{reX|(f+9))>at={zeX|fx)+g(x)>nt+a—n}=|]A,

neN

es un conjuto 2 -medible pues es la unién de conjuntos 2 -medibles. Por

lo tanto, f + g es funcién medible.
Como se vi6 antes, si ¢ = —1 entonces —g es medible y, por lo tanto, f — g

es medible.

. Ahora, se observa que
1 1
1 (U+9 = =9)) =3P+ +2/9= [ = g"+2/9) = [9g.
Por lo que se ha mostrado, (f +¢)? y (f — g)? son funciones medibles dado

que las funciones f + g y f — ¢ son medibles, de aqui que la resta de estas

dos funciones es una funcion medible. Por lo tanto, fg es medible.

. Sia <0, se tiene que {z € X | |f(z)| > a} = X.
Si o > 0, entonces |f(x)] > a siy solo f(z) > a 6 f(x) < —a; asi pues
{reX||f(x)|>a}={reX | flx)>a}U{zeX]| f(z)<—-a}eX.

Por lo tanto, |f| es medible.
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O

Se define la parte positiva de f como fT(x) = sup{f(z),0} vy la parte negativa de

f como f~(z) = sup{—f(x),0}, entonces se tiene que
f=1=f v Ufl=f+1 (2.2)
o de igual forma,

RS I e (1)) 2.3

De aqui se tiene que si f es medible, por tanto |f| también lo es, implica que f
vy f~ son medibles dado que son suma y resta de funciones medibles.
Por otro lado, si f* y f~ son medibles, entonces f es medible dado que es la

resta de funciones medibles. Asi pues, se ha probado el siguiente corolario.

Corolario 2.0.2. Una funcion f es 2 -medible si y solo si f+ y f~ son funciones

Z -medibles.

Definicién 2.0.4. Una funcién real-extendida f : X — R es una funciéon 2 -
medible si {z € X | f(z) > a} € 2 para todo nimero real a. La coleccion de

todas las funciones real-extendidas 2 -medibles se denota por M (X, Z").

Observacion 2.0.2. Si f € M (X, Z"), entonces los siguientes conjuntos pertenecen

A A

(i) {r€X|f(x) =00} =(weX]flz)>n}

(i0) weXlﬂw=—w%=OJweXWﬂ@>—M>-

n=1
Lema 2.0.3. Seca A={re X | f(zr) =0} yB={re X | f(z)=—oc0} . Una
funcion real-extendida f es medible si y sélo si los conjuntos A y B pertenecen a
2y la funcion

' AU B;
fi() = f(x), si x¢ AUB;
0, st e AUB.

es medible.
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Demostracion. (Ver referencia [I]). O

Por el lema anterior, se puede ver que si f € M(X; Z") entonces los conjuntos
Ay B pertenecen a 2 y la funcién f; es medible, con A, B y f; descritos
en dicho lema. Luego, por el Lema , las funciones cfy, f2,|f1l, fi, fi son
medibles, con ¢ una constante real; atin mas, si g es una de estas funciones entonces
los conjuntos {z € 2 | g(x) = o} vy {z € 2 | g(x) = —oo} se pueden
describir como la interseccion y/o la unién de los conjuntos A y B, por lo que
también pertenecen a 2 . De nuevo, por el lema anterior, se tiene que las funciones

cf f2\f, f*. f~ pertenccen a M(X; 2).

Observacion 2.0.3. La funciéon f + g no esta definida en los conjuntos:
Ar={zre X | f(z) =00 y g(z) = —o0},
Ay={reX|g(z) =00y f(x)=—o0};

por lo que se define f + g como

O’ si x € Al U AQ;
(f +9)(x) =
f(z) 4+ g(x), de otra forma (d.o.f.)

De esta manera, la funcion f + g es medible y pertenece a M (X, Z").

Lema 2.0.4. Sea (f,)nen una sucesion en M (X, Z"), entonces las siguientes

funciones también pertenecen a M (X, Z):
1. La funcion f(x) = inf,en (fo(x)).
2. La funcion F(z) = sup,cy (fo(2)).
3. La funcion f*(r) = lminf f,(x).
4. La funcion F*(x) = limsup f,(z).

Demostracion. Como f,, es medible para cada n € N, entonces dado o € R el

conjunto A, = {x € X | fu.(z) > a} € & para cada n € N; asi, se tiene que
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el conjunto de todos los elementos x € X tales que f,(x) es mayor que a para

algiin n € N, el cual es |J,~, A,,, también pertenece a 2. Esto es,

{r € X | F(x)=sup(fu(x)) >a} =] A e 2"

n=1
Por lo tanto, F'(x) es medible. De forma anéloga, se muestra que f(z) = inf(f,(z))
es medible.

Por otro lado, se observa que

F*(z) = limsup f,(z) = sup <1’nf fm(x)) ;
neN \'m2n
es decir, F™* es la funcion supremo de una sucesion de funciones medibles (inf(f,))
y, por lo tanto, F*(z) = limsup f,(z) es medible. De nuevo, bajo argumento

similar se muestra que f*(x) = liminf f,(x) es una funcion medible. O

Recuerde que si una sucesion (f,) € M(X,Z") converge a una funcion f,
entonces

lim f, = liminf f, = limsup f,;
n— o0 n n

asf que la funcién f es una funcién medible. Este argumento muestra el siguiente

resultado.

Corolario 2.0.5. Si (f,)nen €s una sucesion en M(X, Z") que converge a f en

X, entonces f € M(X,Z").

Lema 2.0.6. Si f es una funcion no negativa en M (X, Z"), entonces existe una

sucesion (¢,) en M(X, Z") tal que:

3. Cada @, tiene una cantidad finita de valores reales.

Demostracion. Para cada n € N se define el conjunto Ej,,,, parak = 0,...,n2" —1,
como

Ern={xe X |k27" < f(z) < (k+1)27"},
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y también

Ewponp={reX|n< f(x)}

Como f es Z -medible estos conjuntos pertenecen a 2 para cada n € N; ain
més, son conjuntos disjuntos y cuya unién es igual a X.

Para cada n € N se define ¢,, como la funcion tal que ¢, (z) = k27" siz € Ej .
Como para cada n € N la funcion ¢, es la suma de funciones caracteristicas xg, ,
multiplicadas por una constante, entonces es la suma de funciones medibles y
se tiene que ¢, es una funcion medible. Ademaés, esta funcién tiene a lo mas
2" 4+ 1 valores diferentes, por lo que tiene una cantidad finita de valores reales,
cumpliéndose asi el inciso (3) del Lema.

Ahora bien, se ve que para cualquier n € N, la funcién ¢, es no negativa
pues 0 < ¢, (x) para todo x € X. Luego, como X = |J Ey,, para dado z € X
se tiene que x € Ey, ,,, donde k, es el mayor entero k en {0,1,...,n2"} tal que
k27" < f(x); entonces se tiene que ¢, (z) = k,27".

Por otro lado, X = |J E 41, entonces © € Bl oy n+1, donde £, es el mayor
entero k en {0,1, ..., (n + 1)2""'}, tal que k2-("*Y) < f(x); entonces se tiene que

Oni1(T) = kpi12- D Por la definicion de k,, 2k, es un entero tal que
2k, 27 ) = £, 27" < f(a);

asi, 2k, < k, .1 pue por la definiciéon de k,,; es el mayor entero que cumple esta

condicion para n + 1 y se tiene que
Spn<x) = k27" = an2—(n+1) < kn+12_(n+1) = ¥n+1 (gj)

Por lo tanto, para cualquier n € N,

para todo x € X, mostrandose de esta forma el inciso (1) del Lema.
Por tltimo, se muestra el inciso (2) del Lema. Si z € X es tal que f(z) = oo,
entonces f(z) >ny x € Epon, para cada n € N; asi pues,

on(z) = n2”2in =n< f(x).
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Aplicando el limite sobre n se tiene que

lim ¢, (z) = lim n = f(x).

n—oo n—oo

Recordando la propiedad arquimediana de los reales, stz € X es tal que f(z) < oo,
entonces existe n € N tal que n2"2™" > f(z); es decir, existe n tal que x € Ej, ,
donde k,, es el mayor entero k en {0, 1,...,n2" — 1} que cumple que k27" < f(z).

De esta forma, se tiene que

2—§§f(ar)<

aplicando el limite sobre n se obtiene que

ky, k, +1 k. 1
11m2—<hmf()<h’m B T U

n—oo 2T n—00 n—00 omn n—oo 2M n—oo 2™
y esto sucede si y solo si

k k
lim = < f(z) < lim —=;

n—oo 2T n—oo 21

o bien,
lim ¢, (z) < f(z) < lim @, (x).
n—oo n—oo
Por lo tanto, f(x)= lim ¢,(z) para todo =z € X. O
n— oo

2.1. Medidas

Definiciéon 2.1.1. Una medida es una funcién real extendida p definida en una

o-algebra 2  de un conjunto X tal que cumple lo siguiente:
L p(0)=0.
2. w(E) >0, para todo E € 2.

3. Es aditiva contable; esto es, si (E,) es una sucesion disjunta en 2" (si

n # m se tiene que E, N E,, = 0), entonces

1 (G En) = iu(En)-
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Si una medida no toma el valor oo se dice que es finita. Si X es la unién contable
de conjuntos medibles y cada uno de estos tiene medida finita, entonces se dice

que u es o-finita.
Ejemplo 2.1.1. A continuacién se presentan unos ejemplos de medida.

a) La medida unitaria concentrada en p: sea p € X y el espacio medible

(X, Z), entonces p: 2 — R es una medida si

1, si pe E;
u(E) =
0,si pé¢FE.

b) La medida contadora en N: Si p es la funcion que da el valor cardinal
(la cantidad de elementos que contiene el conjunto) para £ C N, es una

medida o-finita pero no finita.

c) La medida de Lebesgue (Borel): Sea (R,%) y A\ : # — R donde
Aa,b) = b — a, entonces A genera una medida que es o-finita pero no

finita.

Lema 2.1.1. Sea 2" una o-dlgebra de un conjunto X y sea i una medida definida

en 2, entonces se cumplen las siguientes proposiciones:

1. SiECFeXZ, setiene que u(E) < u(F); ademds, si u(E) < oo, entonces
p(F\ E) = p(F) — p(E).

2. Si (E,) es sucesion creciente en 2, se tiene que
1 (L_Jl En> = nh_{{.lo w(Ey).

3. Si (F,) es sucesion decreciente en 2y si u(Fy) < 0o, se tiene que
1 <q Fn> = nh_g)lo w(Ey).

Demostracion. Se observa que para probar los incisos (2) y (8) de este lema se

puede apoyar del inciso (1).
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1. Como E C F se observa que F = FU(F \ E), ademas EN(F\ E) =0. Ya

que p es medida, entonces es aditiva contable, y asi

W(F) = p(E) + u(F \ B).

Dado que u(F \ E) > 0, entonces pu(F) > u(E). Luego, si u(E) < oo

permite sumar por su inverso aditivo en la igualdad anterior, por lo que
u(F) = p(E) = p(F\ E).

2. Sea (E,) una sucesion creciente. Si para algin entero positivo m se tiene
que u(E,,) = oo, entonces para todo n > m se tiene que u(E,) = oo pues,
por el inciso (1), si E,, C E, implica que u(F,) < u(E,); de igual forma
sucede que p (|J E,) = oo, por lo que

i <U En> = oo = lim u(E,).

n=1
Si p(E,) < oo para todo n € N, se crea una sucesion disjunta (A,) donde

Ay =E y A,=E,\ E,_; para todo n > 1. Se observa que E, = U?Zl Aj,

entonces
o0 o0 n o0
Je-UUa-Us
n=1 n=1j =1 n=1

p <U En) = ZM(An) = lim <Z M(Aj)> :

n=1

por el inciso (1), u(A,) = w(E,) — u(E,—1), asi que

n

Z AG) = (p(Ey) = p(Es 1)) + p(Br) = p(En).

Jj=2

Por lo tanto,

n=1

i (G En> = lim (i u(Aj)> = lim u(E,).

3. Sea (F,) una sucesion decreciente con p(Fy) < oo ( asi p(F,) < oo para

todo n debido al inciso (1)). Se crea una sucesion creciente (E,,) donde para
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cada n € N se define E,, = F; \ F,, por el inciso (2) de este lema se tiene

que

(UE>—ﬁmuE%JMWGU—MﬂD=MH%%mME%

observar que la tltima igualdad es valida dado que para todo n, u(F,) < oo.

Por otro lado, |J,—, E,, = F1 \ [,—, Fn, entonces

(7))

De las dos igualdades anteriores, se tiene

MEVJMMMM:N@U—M<HFO§

n=1
dado que p(F)) < oo, sumando por su inverso aditivo en la tltima igualdad

y multiplicando por —1 se tiene que
lim p(F, <ﬂ F )

Definicion 2.1.2. Un espacio de medida (o con medida) es una terna (X, 2, i)

O

con un conjunto X # (), 2 una o-algebra de X y p una medida definida en 2 .

Nota 2.1.1. Se dice que una proposicion se cumple p-c.s. (lease “mu
casi donde sea” o “mu casi donde quiera”) si existe N € 2 tal que p(N) =0
y dicha proposicion se cumple en el complemento de N, N® = X \ N.

Por ejemplo: si f(N) =0y f(x) = g(x) para todo x ¢ N, entonces se dice que
f y g son igulaes p-c.s.; o bien, si f(x) =lim f,(x) para todo x ¢ N, entonces se
dice que f es el limite de (f,) p-c.s.

2.1.1. Medida de probabilidad

Sea (1 el conjunto que denota todos los posibles resultados de algiin experimen-
to aleatorio. En probabilidad, a cualquier subconjunto de €2 se le llama evento

y a un elemento w € () se le llama punto muestral.
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De esta forma, (€2, ©) es un espacio medible donde & es la o-dlgebra de Q2 que

contiene a todos los eventos (todos los subconjuntos de €2).

Definicion 2.1.3. Una funcién real P definida en & se dice que es una medida

de probabilidad si satisface lo siguiente:
1. Para todo A € O, se tiene que 0 < P(A) < 1.
2. P(Q) =1.

3. Es aditiva contable; es decir, si (A4,) es una sucesion de eventos disjunta

dos a dos en O, entonces

() - S

Observacion 2.1.1. Hay que destacar que una medida de probablidad es finita.

Ademés, P(0) = 0 pues

P(0) = P (G @) - fjp(@),

y si P()) > 0 la ecuacion anterior tiende a infinito contradiciendo la propiedad 2.

Definicién 2.1.4. Un espacio de medida de probabilidad (o solo espacio de
probabilidad) es una terna (€2, &, P) con £ un conjunto no vacio llamado espacio
muestral, & la o-algebra que contiene todos los eventos de 2 y P una medida de
probabilidad definida en .

Se le llama soporte de P a cualquier elemento A de & tal que P(A) = 1.

Ejemplo 2.1.2. Sea O la o-algebra de todos los eventos de un espacio contable
Q0 y sea f una funcién no negativa real definida en Q tal que > _, f(w) = 1.
Entonces, si se define a P para A € € como
P(A) = f(w),
weA
entonces P(A) > 0 pues es la suma de elementos no negativos. Ya que P(Q) = 1,
solo falta ver que P es aditiva contable y, asi, se tiene que es una medida de

probabilidad.
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o0
Supongamos que A = U A; donde A; son disjuntos dos a dos y para cada A;
i=1
se denotan sus puntos como w;i, wjs,...; asi,

P(A) = Zf(wz‘j) = ZZf(Wz‘j) = ZP(Ai)'

En general, esta igualdad no es cierta pues no siempre se puede separar la suma
de esta manera; en este caso, como cada A; es subconjunto de () se tiene que
P(A;) < P(Q2) =1, por lo que fijando cada i o cada j las sumas son finitas y se
permite esta igualdad. Por lo tanto, P es aditiva contable. Al espacio (€2, O, P)

se le conoce como espacio de probabilidad discreto.

Una funcion real X definida en un espacio de probabilidad y que ademas sea
O-medible es llamada wvariable aleatoria. Esta definicion se puede generalizar si
la funcion parte de €2 a un espacio métrico S (mas adelante se hablara sobre los

espacios métricos).

Definicion 2.1.5 (Elemento Aleatorio). Sea (€2, &, P) un espacio de probabili-
dad y sea X una funcién &-medible definida sobre un espacio métrico S, entonces
se dice que X es un elemento aleatorio de S. Si S = R" se le llama vector
aleatorio a X, si S = R se le llama sucesion aleatoria a X, si S = C(a,b) o
algtin otro espacio de funciones se le llama funcién aleatoria a X; ysi S = R se
le llama a X simplemente como variable aleatoria; esto es, X es una variable

aleatoria si

X' H) ={weQ|X(w)eH} €O,
para todo conjunto boreliano H € 4.

La intencion de tener la definicion de esta manera es que la preimagen de
cada conjunto boreliano H, {w € Q| X(w) € H}, se le pueda asignar una medida
de probabilidad; de esta manera, PX ! define una medida de probabilidad para
(R, %) o, en general, para cualquier espacio medible (S,.) con S un espacio

métrico.

Definicién 2.1.6. Sea (2, &, P) un espacio de probabilidad y sea X una variable

aleatoria, se le llama distribucion de X ala medida de probabilidad Py = PX !
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definida en el espacio medible (R, ) por
Px(H)=P(X '(H))=PlweQ|X(w)ec H,

para todo H € 4.

También, se define a F'x como la funcion de distribucion de X en R como
Fx(z) = Px(—o0,z] = Plw € Q| X(w) < x].

Notar que P es la medida de probabilidad de (€2, &, P) y Px esté definida sobre
la o-&lgebra de Borel de R. La distribucion Px contiene informaciéon escencial
sobre el comportamiento de la variable aleatoria, como se observara en la integral

de una variable aleatoria.

2.2. La integral

Nota 2.2.1. Se entenderd a (X, 2", u) como el espacio de medida constituido por
un conjunto no vacio X, Z como una o-dlgebra de X y pu una medida definida
en Z'. Se denota a M = M (X, Z") como la coleccion de todas las funciones Z -
medibles de X aR y a M* = M+ (X, Z") como la coleccion de todas las funciones

A -medibles no negativas.

Definicién 2.2.1. Una funcion real f se dice que es stmple si tiene valuacion
finita (tiene una cantidad finita de valores reales). Una funcion simple 2 -medible

¢ se puede expresar como
n
Y= Z AjXE;>
j=1
donde a; € Ry xg; la funcion caracteristica de E; € 2. Esta es una represen-

tacion estdndar de ¢ bajo el hecho de que los a; son distintos para cada j y

que X =JE;.

Definicién 2.2.2. Si ¢ es una funcion simple en M, se define la integral de

¢ respecto a i, denotada por [ fdu, como el valor en R resultado de

/sodu = a;u(E)),
j=1
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donde los valores a; y los conjuntos E; definen una representacion estandar, con

a; € R para cada j.
Observacion 2.2.1. /Od,u =0€c€Rdonde 0 € M.

Lema 2.2.1. Sean p,v € M funciones simples y sea ¢ € R, entonces

(/w+@wwui/wm+c/¢mh

Ademds, si
NE) = [ oxedn

para B € 2, entonces A es una medida en 2.

Demostracion. Se escribe a las funciones en su representacion estandar como

Y= ZanEj y ¢ = ijXFj7
j=1 j=1

donde
X:U@:UQ

7j=1 7=1
m
Asi pues, cada E; se puede representar como E; = U E; N F;, por lo que
i=1

n

(90 + C¢) = Z anEj + CZ bZXFz = Z Z anEjﬁFi + Z Z CbiXFiﬁEj

Jj=1 =1 7=1 =1 i=1 j=1
n m n m n m

- z : 2 :anEiji + E § CbiXEjﬂFi = E E (Clj + Cbi)XEjﬂFi-
Jj=1i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

Sea G, = |J E; N F; para los indices i y j tales que ¢;, = a; + cb;, se tiene que G,
es una coleccién disjunta dos a dos para la cual p(Gr) = >, p(E; N Fj). Hay
que notar que se tiene que introducir ¢, para tener una representacion estandar
de ¢ + ¢y ya que no necesariamente los a; + cb; son diferentes entre si. Luego,

usando el hecho de que p es aditiva contable, se tiene
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/(@ + cp)dp = Z cnit(Gh) = Z Z (B N E)

h=1 h=1 {(i.j)la;+bi=cn}

=3 (a;+ cbi)u(E; N F)

j—l i=1

_ZZWE NF;) +ZZcquE NF)

jl’Ll ]17,—

:ZajZM(Eij)JcmbiZu(Ejﬂﬂ)
_Zajlu —i—CZbZ/J

:/gpdu—l—c/wdu.

Ahora, se observa que xgXr = XEnr para cualesquiera F, F' € 2, entonces
n n
PXA = ZanEjXA = Z A XE;NA-
j=1 J=1

Asi, como u(f) = 0, se tiene que

A0) = [ oxodi =Y anlE;00) = 3 asu(0) =

=1
Dado que ¢ € M7, los a; son no negativos y, como también la funciéon p es no

negativa, se tiene que a;u(A) > 0 para cualquier A € 2, luego

/soxAdu = au(ANE;) > 0;

j=1
asi que, A(A) > 0 para cualquier A € 2.

Finalmente, sea (A,,) una sucesion disjunta dos a dos en 2", entonces

A(QAJ :/ngUfolAdu Za]u (E mHA)

:Z(W (UEijZ) :]ZI iu (E; N A;)

o0 n

—ZZGJMEQA Z/SOXA—Z)\

=1 j=1

Por lo tanto, A es una medida definida en 2. O]
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Observacion 2.2.2. Se ha definido la integral en base a una medida arbitraria; es
decir, sin importar si la medida es finita, medida no finita o medida de proba-

bilidad, por lo que estos resultados prevalecen, en particular, en un espacio de

probabilidad.

Definicién 2.2.3. Sea f € M™, se define la integral de f respecto a ;i como

el valor en R resultado de

/ fdp = sup ( / wdu),
peMm+ funcion simple

donde 0 < p(x) < f(z) para todo z € X. Si E € 2, entonces fxp € MT y se

define la integral de f sobre E respecto a |1 como

/E fin = [ Fred

Lema 2.2.2. Sea f,g € M™ tal que f < g, entonces

[ fdn< [ gdu

ademds, si E C F € X, se tiene que

[E fdu < /F fd.

Demostracion. Si ¢ es una funcion simple tal que 0 < ¢ < f, entonces 0 < p < g

por lo que

sup / @dp < sup / ed;
0<p<f 0<¢p<g

[ fan< [ gd

Luego, dado que E C F se observa que xg < xr vy, como f € M™, se tiene que

o bien,

Ixe < fxr, por lo que

/E fin = [ fredn < [ fredn - /F Fdu.
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Teorema 2.2.3 (convergencia monétona). Si (f,,) es sucesion mondtona cre-

ciente en M™ que converge a f, entonces

/ fdy = lim / fm

Demostracion. Anteriormente, se obtuvoé el resultado que f es medible ya que es
el limite de una sucesion de funciones medibles (Corolario (2.0.5)). Por el lema

anterior, como para todo n € N se tiene que f, < f,11 < f, entonces

[t [ st < [ san

Por lo que se obtiene una nueva sucesion creciente cuya cota superior es [ fdu 'y

donde cada elemento es el valor de una integral; asi,
i [ fudn < [ i
n—oo

Ahora se mostrara la desigualdad inversa. Para ello, se toma a una funcion simple
medible ¢ tal que 0 < ¢ < fysea A, = {x € X | fu(z) > ¢(x)}. De esta
manera, A, es medible y (A,,) es una sucesion creciente que converge a X; esto

es, X =J,2; A,. Por el lema (2.2.1)), X es una medida en 2~ si
A(An) = / pdp
Ap
y, de nuevo, por el lema anterior se observa que

/ pdp < / fadp < fndp,
An An UAn

por lo que al aplicar el limite sobre n se tiene

lim wdp < lim
n n—oo

n—o0 A

Por el lema (2.1.1)),

/ pdp =X | J A | = lim MA,) = lm [ @dp,
UAn et n—oo n—oo A,

fudp < lim / fudp.
n—oo X

A n

sutituyendo en la desigualdad anterior se obtiene

/ oy < / Fudp < 1im / Fudp
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o bien,

/ edp < lim / fndt.
X n—oo

Como se habla de una funcion simple arbitraria ¢ tal que ¢ < f, por la definicién

de la integral de f respecto a u y de la tltima desigualdad se tiene que

/fdu:sup/godu < lim /fnd/L.
%) n—oo

De esta manera, se muestra la desigualdad deseada. Por lo tanto,

1fm / Fudp = / fdy.

En este ultimo teorema, no se restringié a la integral a tener valor finito pues

]

la sucesion [ f,du es una sucesion de valores reales extendidos que tiene limite
en R pero podria no tenerlo en R.

Por otro lado, si f € MT(X,Z2") siempre existe una sucesion creciente de
funciones medibles de valuacion finita (funciones simples) menores o iguales a f
y que converge a f; esto por el Lema . Asi pues, anadiendo el teorema
de convergencia monoétona, la integral de una funcién f € M* es el limite
de una sucesiéon creciente de integrales de funciones simples, el cual
siempre existe.

Por ejemplo, si¢ > 0y f,g € M, entonces (¢f +g) € M™. Si (¢,) es una
sucesion creciente de funciones simples en M T que converge a f, entonces (cp,,)
es una sucesion creciente de funciones simples en M ™ que converge a cf. Luego,
existe una sucesion creciente de funciones simples (¢,) € M que converge a g,
entonces (cp, + 1,) € M™T y es una sucesion creciente de funciones simples que
converge a cf +g. Por el Lema , la integral de la suma de funciones simples
es la suma de las integrales de estas funciones y ademas [ cpdu = ¢ [ pdu; de

aqui que,

/ (¢f + g)dp = lim / (con +1p)dp = lim <c / Pndp + / %du)
= clim/<pndu+lim/wndu: c/fdu+/gdu.

Con esto, se ha probado el siguiente resultado.
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Corolario 2.2.4. Si f,ge M™, ¢ >0, entonces (cf +g) € MT y

/(Cf+9)dﬂzc/fdﬂ+/gdﬂ-

St A es una funcion definida en 2 como

AE) = / fdp,
E
para E € 2, entonces X es una medida.

Lema 2.2.5 (de Fatou). Si (f,,) es una sucesion en M™, entonces

/h'm inf(f,)du < liminf (/ fnd,u) .

Demostracion. Para probar el Lema de Fatou conviene apoyarse del Teorema

(2.2.3), por lo que se construye una subsucesion (g,,) de (f,) tal que g, < f,

siempre que m < n, para esto se define a g,, como g,, = Inf{f,,, finr1, frns2, - }-

Asi, para todo n > m se tiene que [ gndu < [ fndu, entonces

/gmd,u §liminf/fnd,u.

Por otro lado, se observa que (g,,) es una sucesion monotona creciente que con-

verge a liminf(f,,), por lo que el Teorema ([2.2.3)) implica que

lim </gmd,u> = /h’m(gm)du = /h’minf(fn)du.
/h’m inf(f,)dp = lim (/ gmdu) < lim inf/fnd,u.

En resumen,

Proposicion 2.2.6. Sea f € MT. Entonces f(x) =0 p-c.s. en X siy sdlo si

/fduz 0.

Demostracion. Se muestra primero la condicién necesaria. Sea E tal que

E={zeX|fx)>0}
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como f(x) = 0 casi donde quiera entonces pu(E) = 0; entonces todo subconjunto
E; de E también tiene medida cero. Como f(z) =0 en X \ E se puede expresar
a f como el producto 0- f, integrando f y suponiendo que ¢ denota una funcion

simple tal que 0 < ¢ < f se tiene que

[ tan= [ san- [ fin= [ reedn+ [0 o

= sup (/ godu) + O/fXX\Edu = sup (Z aju(Ej)> +0
j=1
= sup (iaj *O) = sup (i()) =0.
=1 j=1

Ahora, suponiendo que la integral de f respecto a u es cero y sea E, el conjunto
tal que
E,={zeX|f(x)>n"}.

De esta manera f > n~'xg , por lo que al integrar se tiene
1 —1
0<—p(E,) = [n xpdu< [ fdu=0;
n

asi que p(E,) = 0 para cualquier n € N. Luego, el conjunto
{reX|f(z)>0}=|]JE,
n=1
también tiene medida cero. Por lo tanto, f(z) = 0 p-c.s. O

Observacion 2.2.3. Si f y g son funciones medibles no negativas y suponiendo
que f < g casi donde quiera, entonces el Lema (2.2.2)) igual se cumple. Atin maés,
si (f,) es una sucesion mondétona creciente en M™ que converge a f casi donde

quiera, el Teorema ((2.2.3) también se cumple.

2.3. Funciones integrables

Definicién 2.3.1. La coleccion de las funciones integrables (o sumables),
denotada por L = L(X, 2", u), consiste en las funciones reales 2 -medibles defi-
nidas en X tales que su parte positiva y negativa, f* y f~, tienen integral finita

respecto a p.
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La integral de f respecto a u, con f € L, se define como

[ tan= [ rran- [ i
/E Fdu = /E Frdp - [E fdp

En otras palabras, f € L(X, 2", u) si y sélosi f*y f~ son medibles y tienen

Si E € 2, entonces

integral finita respecto a p. AGn mas, |f| tiene integral finita pues

[isn= [t ryau= [ raus [ dp< oo

asi que |f| € L(X, 2 ,u) siysolosi fe L(X, 2, u).

De esta manera, algunos resultados adicionales se apoyaran de estos hechos,
ya que se ha definido la integral so6lo para funciones medibles no negativas; asi
que la integral de una funcién medible cualquiera y sus resultados se realiza a

través de fT y f~ que son funciones positivas evitando asi complicaciones.

Lema 2.3.1. La integral indefinida en L es aditiva contable. Esto es, si f € L y

(E,) es sucesion disjunta en 2 cuya union es E, entonces

Demostracion. Como Ay y Ay son medidas si para todo conjunto A € 2~

M) = [ iy

Az(A)Z/Af_du,

ya que fT, f~ € M™, entonces

nm=x (Us) =S aEm = [ rran

de igual forma se tiene que

\o(B) = i [ 5
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Por definicioén,

/Efd/i:/Eﬁdu—/Efdu:Al(E)—/\Q(E);

o bien,

/E Fdu = i [E - i [ ran

Z;([Enﬁdu—/&fdu)

= dpu.
)
]

Teorema 2.3.2 (Propiedad de integrabilidad absoluta). Sea f una funcion

‘/fdu < [ 11idn

Demostracion. Como f* y f~ son funciones no negativas, se tiene que

integrable, entonces

fr=r <+
por el Lema se cumple que
Jut =< [0+ 5
in mis,
[t = <[ fur s ] = [ s

Se observa que |f|t = (fT+ f7) y |f|” =0, por lo que

[ifla= [+ = [odu= [+ 1 an

Por otro lado,
[ sl =| [ rran= [ rad =| [ = s,

donde la altima igualdad se debe al Corolario (2.2.4). Finalmente, sustituyendo

estas integrales en la desigualdad anterior se tiene que

‘ [ san] < [ 1510
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Corolario 2.3.3. Si f es una funcion medible, g una funcidon integrable y | f| < |g|

(o bien, si |f| < |g| casi donde quiera). Entonces f es integrable y

[ 151 < [ 1ala

Demostracion. Si N € 2 es tal que p(N) = 0, entonces

/MWZ/MW+/ MWZ/ lg|dp < oo,
N X\N X\N

por el Lema ([2.2.2])

/ Fldp = / fldp < / gldp = / gl < oc.
X\N X\N

O

Teorema 2.3.4 (Operador lineal). Si f,g € L y a € R, entonces (af+g) € L

Jtar+adu=a [ fan+ [ gin

Demostracion. Como f,g € L(X, 2", i) entonces |f],|g| € L(X; 2", p); es decir,

Y

sus integrales son finitas. Luego

[1ar +gidn < [(ari+lshau= ol [ 1fidu+ [ lgld < oc,

por lo que (af + g) es funcion integrable y pertenece a L(X; 2", ).

/mf+wmwi/wu+/mw=/ﬁwn

Ahora, si a # 0, entonces

Sia=0,

(aff —af7)+(g"—g7), sia>0,
(af +g)=
(—aft+af )+ (g7 —g), sia<O.

Se tomara el caso en que o > 0, el otro caso se maneja de forma similar. Ahora,

se reescribe la funcién como

(af +g9)=(afT+g")—(af " +97),
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donde (af™ + ¢g") v (af~ 4 g7) son funciones positivas. Con estas expresiones,

se puede aplicar la integral respecto a p y se obtiene
Jtar+gau= [are+57- [ar+9).

Luego, por el Corolario (2.2.4), se tiene

/@f+%%=a/fﬂm—a/fdu+/gwu—/9du
:a/fdu+/gdu.

]

Observacion 2.3.1. Si f € L, g € M tal que f(x) = g(z) p-a.e en X, entonces

/ﬂw:/ﬁw.

Para la siguiente definiciéon, se retoma los conceptos de la Definicion (2.1.5))

geLy

(de “Elemento aleatorio”).

Definicién 2.3.2. Sea X una variable aleatoria en M (2, 0, P), con (£, 0, P) un
espacio de probabilidad. Se dice que X es una variable aleatoria simple si la

funcion X es simple.

Sin embargo, el interés es que la funciéon también sea integrable y al resultado
de esta integral lo llamarémos de una manera especifica, por lo que se retoma la

Definicion (2.1.6)).

Definicién 2.3.3 (Esperanza de una variable aleatoria). Sea (2, 0, P) un
espacio de probabilidad y sea X una variable aleatoria, se le llama wvalor espe-
rado o esperanza de X (o de X(w)) a la integral de la funcion X respecto a

P (o de Px), y se denota por E(X). Es decir,

ﬂmzﬁxwzéxwﬂy:mmmy

Debido a esta dltima definicion, el espacio de funciones reales integrables de
un espacio de probabilidad, L(Q2, &, P), es el espacio de variables aleatorias con

esperanza finita.
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2.4. Espacios vectoriales y nociones de convergen-
cia

Un espacio abstracto se define mediante un conjunto de axiomas que enuncian
las propiedades basicas de los elementos pertenecientes al espacio. Los elementos
pueden ser puntos, vectores, funciones, variables o funciones estocasticas, entre
otros. Los espacios vectoriales estan asociados a un campo y estan conformados
por dos operaciones, la suma y producto por un escalar. La suma relaciona dos
elementos del espacio, que llamamos vectores, por lo que hablar de suma puede
causar confusion con la suma de elementos del campo, que llamamos escalares,
por lo que a veces es mejor tener una notaciéon especifica para esta suma. De igual
forma, se debe evitar confusiéon con el producto de un vector por un escalar y el
producto definido en el campo, por lo que también se puede denotar de forma es-
pecifica este producto. Ninguna notacién diferente es necesaria siempre que exista
claridad de que operacién se este realizando. Las referencias que principalmen-
te se consideraron para la elaboracion de esta seccion son: “Apuntes de Algebra
Lineal” (ver [4]), “Topics In Algebra” (ver [6]) y “The Elements of Integration
and Lebesgue Measure” (ver [I]). Asi pues, se reconoce un espacio vectorial de la

siguiente manera.

Definicién 2.4.1. Sea V un conjunto no vacio y sea I un campo, se dice que V
es un espacio vectorial sobre el campo I, y lo denotamos como V), si estan
definidas dos operaciones de asociacion: suma (o adicion) y producto por un

escalar; tales que para u,v,w € Vg v a, f € F se cumple que:
1. La suma de 4 y ¢ asigna a un solo elmento (¢ + ) € V().
2. El producto de o por 4 asigna a un solo elemento at € V().
3. Existe un elemento 0 € Vir tal que 0+d=d.
4. Para cada vector 4 existe un elemento —u € V() tal que —i + 1 = 0.

5. La suma es asociativa, @ + (0 + @) = (4 + ¥) + .
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6. La suma es abeliana, « + v = ¥ + 1.

7. El producto distribuye escalar sobre la suma de vectores, a(i+7) = ati+ad.
8. El producto distribuye vector sobre la suma de escalares, (a+ )i = «ii+ 4.
9. El producto por escalar asocia a los valores escalares, a(fu) = (af)u.

10. Si 1 € F es la unidad del campo, entonces 14 = .

Ejemplo 2.4.1. Se aborda el espacio de funciones integrables de un espacio con
medida L(X, 2", 1) como ejemplo.

Primero, se observa que los vectores son funciones y los escalares son niimeros
reales aunque el dominio de las funciones pueda no ser un conjunto relaciona-
do con los reales. Las operaciones definidas en L(X, 2", ) son las operaciones

comunes para cualquier funcion; estas son, si f,g € L(X, 2", u) y o es un escalar:
(i) La suma de vectores (f + g)(z) = f(z) + g(x) para todo = € X.

(74) Producto por un escalar (af)(x) = af(z) para todo x € X.

Por el Lema la suma de funciones integrables y el producto escalar por
una funcion también son funciones integrables, por lo que se cumplen las propie-
dades (1) y (2) de espacio vectorial. Luego, para probar las deméas propiedades
se supondra que o, 8 € Ry f,g,h € L(X, Z ).

El elemento 0 es la funcion 0(z) = 0 € R para todo x € X, pues

(f +0)(z) = f(z) + 0= f(x),
por lo que f+0 = f. El elemento —f = —1(f) es tal que —f 4+ f = 0, pues
(=f+ @) =—f(z)+ f(z) =0

para todo x € X. También se tiene que para z € X,

(f+(g+h)(x) = f(x)+(g+h)(z) = f(x) +g(x) + h(x)
= (f+9)(@) + h(x) = ((f + g) + h)(z),
(f +9)(@) = f(x) +g(x) = g(x) + f(z) = (9 + f)(x);
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lo cudl implica que (f+g)+h = f+(9+h)y f+9= g+ f. Asi, se han mostrado
las propiedades (3), (4), (5) y (6) de espacio vectorial.

Se observa que las propiedades de campo que tienen los reales son quienes
permiten la comprobacion de las propiedades del espacio vectorial. De la mis-
ma forma, es la propiedad abeliana y distributiva de los reales que verifican las
propiedades (7), (8) vy (9) de espacio vectorial.

Por altimo, notar que f(z) = 1. f(z) para todo z € X por lo que f = 1f,
mostrando asi la propiedad (10). Por lo tanto, L(X, 2", 1) es un espacio vectorial
sobre R.

Observacion 2.4.1. Bajo una combinaciéon de las propiedades de espacio vectorial
se puede ver que el elemento 0 y —1 para @ en V() son elementos tinicos en el

espacio. También que a0 =0 y que 0u = 0 para cualquier vector @ y escalar a.

Como estas propiedades se cumplen para cualquier vector del espacio y para
cualquier escalar del campo, en particular se deben cumplir en cualquier subcon-
junto del espacio. Si el producto escalar es cerrado en este subconjunto, digamos
S, entonces contiene al elemento 0 y, dado @ € S, contiene también al elemento
—@,pues 0i =0y —li=—-w € S.

Asi que, si en un subconjuto sucede que las operaciones son cerradas, se tiene
que este subconjunto también es un espacio vectorial; es decir, si S C V' y para
todo 0,7 € Sy a € F sucede que (¢ + v), (o) € S entonces Sy es también un

espacio vectorial y lo llamamos subespacio de V(.

Ejemplo 2.4.2. Se denota como L, = L,(X, 2", u) a la coleccion de las fun-
ciones integrables de orden p respecto a i definidas en (X, Z"), con p un
entero mayor o igual que 1; estas son las funciones f € M tales que [ |f|Pdu < oo.
Se tiene que para cada p € N, L, es un espacio vectorial

Si v es una medida finita, es facil ver que L, es un subconjunto de L,, donde
1 <r<p,puessi f €L, entonces |f|" <1+ |f|” se cample parar =1,...,py al

integrar respecto a i se tiene

/IfITdMS /(1+|f!p)d/~6=/du+/|f|pdu=u(X)+/]f|pdu< 00.
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Tampoco son vacios pues cada funcion constante es integrable de orden p (si
w es finita), para verificar que es un subespacio de L, hay que revisar que las
operaciones son cerradas en L,. Sea f,g € L,(X, 2, n), entonces [ |f|Pdu < oo

v [lgPdp < oo; luego, dado a € R se tiene que

[lasPdn= [ laPisfan= 1o [ 1fPdp < o

Por otro lado, se observa que |f + g[P < (2sup{|f|, |9|})" < 2/ (|f]P + |g|P), y en

virtud del Corolario (2.3.3) se tiene

/|f+9|pdlt§2p/(!f|p+|g|p)du:2p/|f|pd,u+2p/|g|pd,u<oo;

por lo que las funciones af y (f + g) pertencen a L,(X, 2", u) vy, asi, ambas
operaciones son cerradas en este subconjunto. Por lo tanto, L,(X, 2, ;) es un

subespacio de L,(X, 2", u) parar =1,...,p.

Adn més, si (2, 0, P) es un espacio de probabilidad, entonces es de medida
finita por lo que el espacio de variables aleatorias con esperanza finita de
orden p, L,(Q2, 0, P), es un subespacio de L(€2, &, P). De esta forma, se tiene
que X € L,(Q2, 0, P) siy solosi E(|X|P) < oo.

Nota 2.4.1. Se ha usado L, para denotar el espacio de las funciones integrables
de orden p, no se deben confundir con los espacios normados de Lebesque que
usualmente se denotan como £, o L, (donde la "L” es escrita con un estilo

curveado).

Ya que se ha introducido los espacios de funciones integrables de orden p, L,, se

muestran algunos resultados que servirdn de apoyo para estudiar la convergencia.

Proposicién 2.4.1. Sea f € L, y sea g € Ly, dondep > 1y é —I—é =1, entonces

Demostracion. Si f € L,y g € Ly, entonces [ |f[Pdu < ooy [|g|%du < ooy por
hipotesis % =1- %. Se mostrara que [ |fgldu < oco.

Sea ¢ una funcion real definida como ¢(t) = at — t* para 0 < t, donde
a € (0,1); derivando ¢, se tiene que ¢'(t) = a — at®~!. Luego, se muestra que ¢

alcanza su valor minimo en ¢ = 1, primero se observa que para t > 0 se tiene:
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s JH) >0 = a—at" >0 = 1>t >0 = "> 1 =

t>1

» ) <0 = a—at" <0 = 1<t <= <t <1 <

t <1
» J(l)=a—al*'=a—a=0.

Comparando con ¢t = 0, que es el otro punto critico aunque la derivada de la

funciéon en 0 no esta definida, se tiene que
p(0) =0>a—1=¢p(1);

por lo tanto, ¢(1) < ¢(t) para t > 0. Es decir, dado a € (0,1) y para todo ¢t > 0
se tiene que

a—1<at—1t°.

Sia= % y escribiendo a t como el cociente de dos reales positivos A? y B9,
AP

t = Ba > 0, se tiene que

g p T pb?
Ahora, multiplicando la desigualdad por B9, se tiene

BT AP ABY
<

q _p_Bq/p.

L1 1A AanNs_Ar 1 A
Bi) =B B

Por otro lado,

Bq 1 1
— Rt — pel=/») — Ba/4 —
B B B B B,
por lo que la desigualdad se puede ver como
AP BY
AB < — 4+ —. (2.4)
p q

Como t es el cociente de dos reales positivos, se puede ver que si A = |f(z)| ¥y

B =|g(x)| entonces

para todo z € X. Por lo tanto,

1 1
[J1solan< [1span o [ lgpan <o

Por lo que fg € L. m
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Atn maés, retomando la expresion (2.4) de la demostracion anterior y supo-
niendo que f y g son diferentes de la funcion cero casi donde quiera (asi las

integrales de |f|? y |g|? son mayores que cero), se tiene que si

am U@Ly )l
(f 1 fldp) "™ (f lgledp) "
entonces
|f(z)g(2)] < @) |g(z)|

(f1fIPd) " ([ |glody) "~ p (J | fIPdp) i a ([ lgledp)’

para todo = € X. Luego, por el Teorema (2.3.4)), al integrar respecto a u se

obtiene

p q
J | fgldu < _JIfPdu [loldp 1 1_ .

(f 1f1rdu) " ([ \gladu) "~ p ([ |f|Pdp) i q([lgledy) p ¢

pues por hipotesis %+% = 1. Ahora, multiplicando la desigualdad por los cocientes

de A y B se obtiene

[irslan= (| rf|pdu)'1’ (/ |g|qdu)é. (25)

A la expresion (2.5)) se le conoce como la desigualdad de Hoélder y sera de
utilidad mas adelante. Notar que si las funciones son cero o iguales a la funcion

cero casi donde quiera la desigualdad se sigue cumpliendo.

Observacion 2.4.2. La proposicion anterior implica que el producto de una funcion
en L, con otra funcién en L, es integrable si p > 1y p 4+ g = pq. Estos indices
se llaman #ndices conjugados siendo p = 2 el tnico conjugado propio y, por lo

tanto, el producto de dos funciones en L, es integrable.
Corolario 2.4.2. Sean f,g € Lo, entonces fg es integrable (fg € L).

Demostracion. Este es un caso particular de la Proposicion (2.4.1]), basta ver que
2>1yque %+% = 1, por lo que si dos funciones f y g pertenecen a Lo, entonces

fg pertenece a L. O

En consecuencia de este corolario, si (€2, @, P) es un espacio de probabilidad,

entonces si dos variables aleatorias tienen esperanza finita de orden 2 implica
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que su producto tiene esperanza finita. Esto es, si E(]X|*) < ooy E(|]Y[?) < o0
entonces X, Y € Ly(Q, 0, P), por lo que XY € L(Q,0,P)y E(|XY]) < oc.
La idea de magnitud (o tamano) de un vector se introduce formalmente en un

espacio vectorial a través del concepto de norma.

Definicién 2.4.2 (Norma). Sea V(g) un espacio lineal (vectorial), a una funcién
N se le dice norma sobre V() si es una funcion real no negativa tal que cumple

lo siguiente:
1. N(#) =0siy solosi@=0.
2. N(av) = |a|N () para todo ¢ € V(g) y cualquier a € R.
3. N(u+v) < N(t) + N (V) para todo @,v € V(g).

Al espacio (V, N) se le llama espacio vectorial normado.
Si la funcion N no satisface la propiedad (1) pero si las demas propiedades se

dice que es una seminorma o pseudonorma.
Ejemplo 2.4.3. A continuacion, se presenta tres ejemplos de normas.

a) Sea V=R"y @ = (ug,...,u,) €V, se pueden definir estas tres normas:
n
() Ni(ur, ooy un) = > fuil.
i=1

(i1) Np(u,...,up,) = Z |u;[P con p > 1.
i=1
(791)  Noo(uq, ...y upn) = sup{|ual, ..., |un|}-

b) Sea B(X) la coleccion de funciones reales acotadas en X, es un espacio

vectorial normado bajo la funcion
N(f) = sup{[f(2)] |z € X}.

c) Sea (X, 2, ) un espacio de medida, si f € L entonces N, es una seminorma

para el espacio L(X, 2", u) si

No(f) = / \Fldn



42 Funciones medibles

La siguiente definiciéon presenta el concepto de producto interno que surge
como una generalizacion a un espacio vectorial cualquiera del producto escalar en

R"™. Por esta razon, se contempla el campo complejo C o un subcampo de este.

Definiciéon 2.4.3 (Producto interno). Sea V(¢ un espacio vectorial, se define el
producto interno en V(c) como una funcién que asigna a cada pareja ordenada
de vectores un valor escalar del campo, (- |-) : Vicy x Vi¢y = C, y que, para

u,v,W € V(cy vy a € C, satisface lo siguiente:

1. (@) = (3] D).

4. (W|ud)y >0sid#0y (ud|u)=0siy solosiu=0.

Nota 2.4.2. Cuando el espacio se restringe al campo R, la propiedad (1) se
resume a una abelianidad: (U | ¥) = (V| @). En lo que sigue, se limitard el espacio

al campo R aunque los resultados obtenidos puedan extenderse al campo C.

Cuando un espacio vectorial cuenta con producto interno, se puede inducir
un espacio normado donde la norma es inferida por el producto interno. Para

verificar esto, primero se requiere revisar el siguiente resultado.

Teorema 2.4.3 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea Vigy un espacio vec-

torial con producto interno definido, entonces para todo i,V € V(g) se tiene que

o bien,

Demostracion. Si alguno de los vectores es el vector cero se obtendria la igualdad.

Por otro lado, si @ = ot/ con a € R se tiene que

(@ 9) " =[{a¥ | ) | = |a (@ | 0) [ = |olla] |7 5)| [{7] 7|
=[(av[at) | | (@] 0) | = (@[ a)| | (] V)]

= (@] @) (| v).
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En este caso, también se cumple la igualdad. Ahora, si ninguno de los vectores es

cero y U # —at para cualquier o € R, entonces u + av # 0 y por la propiedad

(4) de la Definicion (2.4.3) se tiene
(U + at | 4+ at) > 0.
Luego, desarrollando el producto interno bajo uso de sus propiedades, se obtiene

(U+al | U+ al) = (T+al | d) + (U+ av | at)

= (U | U) + (o | @) + (U | av) + (av | al)

:<ﬁ\ﬁ>+2a<ﬁ\ﬁ)+a2(5]ﬁ>;
en resumen, se tiene

—

(@ | @) + 20 (i | ¥) + o* (T | ¥) > 0.

Como esto sucede para cualquier escalar, en particular sucede para o = — g ; gi,
que sustituyendo en la desigualdad anterior se obtiene
a2
@l -0
o bien
(@] @) (5| ) > (@|7)°
De esta manera, la demostracion queda completa. O

Ahora, se define la norma a través del producto interno de la siguiente manera:

N |—=

|7]] = (7| 7)* . (2.6)

Se verifica que efectivamente es una norma. Por la propiedad (4) de la Defini-
cion de producto interno (2.4.3), el producto es mayor o igual que 0, por lo que

1
(0| ¥)2 > 0; es decir, la funcion definida es nonegativa. Luego,

18] = (@ | )7 =0 <= (7]0) =0 < v=0.

1 N | L oL
||| = (av [ av)? = (o) (T ] 6)? = |a| (7| )2 = |a] []v]],
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por lo que la propiedad (2) también se cumple. Por altimo, se muestra la tercera

propiedad de la norma. Se observa que

—\

|G+ 7] = @+ 7| 0+ 7) = (@+ 7| @) + (@ + 7| D)

= (@] @)+ (@] o) + (7] d) + (+V] V)

—\ — |

= (@|a)+2(@|v)+{@|v),
aplicando el Teorema (2.4.3)), se obtiene

(0 | @) + 2 | 0) + (0| 8) < (@) @) +2(@ | @)2 (7| 9)2 + (7] 0)

Asi pues,

si y solo si
11 . .
@+l < (@] @)+ (@] )2) = ||l + |17
Por lo tanto, la funcién definida en la ecuacion (2.6 es una norma sobre un espacio

vectorial con producto interno; por lo que se ha probado el siguiente corolario.

Corolario 2.4.4. Sea V(r) un espacio vectorial con producto interno, entonces la

funcidn ||U]| = (V| 17)% define una norma en este espacio.

Empleando el concepto de norma, se puede introducir la idea de métrica (dis-

tancia) entre vectores.

Definicion 2.4.4. Sea V(g) un espacio vectorial, se le llama funcidon distancia
o métrica a la funcion real d : Vigy X Vigy — [0,00) tal que si @, v, € V(g se

cumple lo siguiente:
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A los espacios con esta caracteristica se les llama espacios métricos y suele

denotarse por (V,d).

Observacion 2.4.3. Si Vig) es un espacio vectorial normado, la distancia en este

puede definirse de manera inducida por la norma como
d(a,v) = [|v — d]]. (2.7)

La distancia definida de esta manera sera utilizada cuando se hable de conver-

gencia.

En los espacios con producto interno real, tambien es posible definir el con-

cepto de dngulo entre dos vectores de la siguiente manera.

Definicién 2.4.5. Sea V() un espacio vectorial con producto interno real y sean
@y ¥ dos vectores no nulos (diferentes de 0). Se llama angulo entre @ y ¥ al

numero real 6 tal que 0 < 0 < 7y que

cosf = M
Iedinial
Este dngulo esta bien definido pues, a partir de la desigualdad de Cauchy-

Schwarz (2.4.3), si @ y U son no nulos, entonces

por lo que existe un Gnico numero real # en el intervalo [0, 7] para el cual el

coseno es igual a dicho cociente.

Nota 2.4.3. Los conceptos de norma, distancia y dngulo que se han definido en
esta seccion constituyen una generalizacion a espacios vectoriales de sus ideas

geometricas que estas representan.

Lema 2.4.5 (Espacio cociente). Sea Vir) un espacio vectorial sobre el campo
F y sea Wpy un subespacio de Viw). Entonces V/w es un espacio vectorial sobre el
campo F, donde las operaciones para (i+W),(T+W) € V/w y a € F se definen

a continuacion.

1. Suma: (G+ W)+ (T+W) = (d+7)+W.



46 Funciones medibles

2. Producto por un escalar: o (i+ W) =au+ W.
El espacio V/w es llamado el espacio cociente de V sobre WW.
Demostracion. (Ver referencia [6]). O

Observacion 2.4.4. El espacio cociente es interpretado como el espacio de las
clases de vectores equivalentes respecto a W;estoes,siu € Vig), i+W =W
si existe W € Wr) para el cual @ — O=wyaside Wry. Por otro lado, si 7 € V()

se tiene que
U4+W=0+W = 0-0+W=W < (4—-0)=u e Wpg.

Los elementos en V/y suelen denotarse de forma distinta para enfatizar que per-
tenecen a un espacio de clases que es distinto del espacio de origen V(g), como

ejemplo se tiene:

—

u+W, [u o w

Ejemplo 2.4.4. Se ha mencionado que N, es una seminorma para el espacio

L(X, 2, p) si
No(f) = / Fldu

para f € L. En efecto, pues:

= Para todo f € L, se tiene
N.(5) = [ Ifldu=0.
« SiacR,
Nu(af) = [lafla= [lallfldn = o] [ 1fldn = lalN.(0)

m Sige L,

J1s+aldu< [ Qs+l du= [ 1500+ [ loian

por lo que N,(f +g) < N,(f) + N.(9).
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Asi, N, es una seminorma. De hecho, por la Proposicion (2.2.6), N,(f) =0siy
s6lo si f es equivalente a la funcién cero p-casi donde quiera. Adn mas, f = g
p-c.s. siy solo si f —g = 0 p-c.s; es decir, f — g es una funcién equivalente a
la funcién cero p-c.s. Estos argumentos insintian que si consideramos las clases
de funciones p-equivalentes se puede obtener un espacio vectorial normado. Para

esto, se considera el conjunto K como
K={feL|f=0, u-— casidonde quiera},

se mostrara que K es subespacio de L. Primero, es evidente que 0e K. Luego,
sean [ y g funciones en K, entonces f(x) = g(xz) = 0 para todo x € X \ M
donde M € 2 tiene medida cero; entonces, (f + ¢g)(z) = f(x) + g(x) = 0 para
todo z € X \ M, por lo que (f + g) € K. Por tltimo, si @ € R se tiene que
(af)(z) = af(x) = a-0=0 para todo z € X \ M, por lo que af € K.

Por lo tanto, K es un subespacio de L y asi, por el Lema ([2.4.5), /x es el
espacio vectorial de las clases de funciones integrables ji-equivalentes

(o iguales p-casi donde quiera); ademés, como [0] es el elemento neutro y por

la Proposicion (2.2.6), se tiene que N, define una norma en este /.

Nota 2.4.4 (Sobre la notacion de las clases de funciones u-equivalentes).
Cada elemento del espacio U/ i es un conjunto y la integral de un conjunto [f]
no estd definida; sin embargo, dado que para cada funcion g € [f] el valor de la

integral es iqual a ffd/,a, bastard con definir la integral de una clase como

/[f]duz /fdu-

Se ha wvisto que en wvarios resultados basta que la hipotesis se cumpla | casi
donde quiera. Asi, para fines prdcticos, en lo que sigue se considera al espacio
L(X, Z ", 1) como el espacio de las clases de funciones integrables u-equivalentes
sin olvidar que L denotard %/ y que un elemento f denotard la clase de las
funciones p-equivalentes a f. En general, los espacios L, que ahora denotardn el
espacio de las funciones integrables de orden p ji-equivalentes con p > 1

y donde la funcion que describe la norma en forma general es

i1 = ([ ivan)” 29
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Observacion 2.4.5. Se puede expresar la desigualdad de Holder (2.5)) en ter-
minos de la norma. Estoes, si f € L,y g € L,, con p y ¢ indices conjugados,

entonces

gl < 11 f1lpllgllq- (2.9)

Si (2, 0, P) es un espacio de probabilidad y f € L,, entonces |f|" € L» para

r=1,...,p y usando esta desigualdad se obtiene que

p—

£l < [1Fllp - (P27 =11f]],.

Antes de seguir, es adecuado mostrar que la funcion definida en (2.8)) es una
norma para L,. Es evidente que es una funcion no negativa y que es cero si y sélo

si f = [0], luego

1

lofll, = ( / \Oéf|”du)p _ (\a\f’ / If!”du)p — ol A1l

cumpliendo asi la segunda propiedad de la Definicion (2.4.2)). Lo que no es evidente
es que cumpla la tercera propiedad de la misma definicion, para mostrar esto se
introduce la desigualdad de Minkowski, la cual dice que si f,g € L, (p > 1)

entonces

1+ gllp < [[£1lp + llgllp- (2.10)

De esta forma, la funcién || - ||, es una norma para L.

Para mostrar que esta desigualdad se cumple, primero se observa que

FHglP =1f+gllf+gP T <IfIIf + 9l +|gllf + g,

como |f + g| es integrable de orden p, la funcion |f + g|P~! es integrable de orden

z% (que es mayor que 1); es decir, |f + g[P~! € L,,’%l‘ Se destaca que py ]% son

indices conjugados pues

1 1

~1 1+4p-1
Lpol _14p-1 p

1
- = =1,
P P D p P P

por lo que se puede aplicar la desigualdad de Holder (2.9) a |f| v |f + gP!
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obteniendo

1+ 9 :/If!|f+glp‘1du

S(/UVWQ;</ﬂf+mpU%4¢0W:1

=1/l (1f + gl

De forma anéloga, se aplica la desigualdad de Holder (2.9) a |g| v |f + g[P~!

obteniendo
g(f + 9" < llagllp (1f + glln)? "

Asi que, integrando |f + g|P respecto a u se tiene

/ 1+ glPdu < / O+ g+ / 9(F + g dp

o dicho de otra forma,

(£ + gll)” < 1 (1F + gllp)” ™ + Hally (11f + gl1,)""

Suponiendo que ||f + g||, # 0, se divide la desigualdad por (||f + !J||;o)pi1 y se

obtiene
11f =+ ally < [fllp + gy

mostrando de esta forma que la desigualdad de Minkowski se cumple. Se
nota que si ||f + g/, = 0, la expresion se cumple trivialmente.

Ahora, se involucra el concepto de convergencia, el cual existen varios crite-
rios (0 modos) caracterizados por la funcion distancia, por lo cual se hablara de

sucesiones de vectores en espacios métricos.

Definicién 2.4.6. Sea V(r) un espacio vectorial con funcién distancia definida
y sea (v,) una sucesion de vectores en este espacio. La sucesion se dice ser una
sucesion de Cauchy si para todo ¢ > 0 existe N, € N tal que si m,n > N,
implica que |v,, — U,| < €.

La sucesion es convergente a U en V(p) si para todo € > 0 existe N, € N tal

que si n > N, implica que |/ — ;| < €. Este hecho se escribe como

limwv, = 7.
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Definicién 2.4.7. Un espacio vectorial con funciéon distancia definida se dice

completo si toda sucesion de Cauchy converge a un elemento en el espacio.

Observacion 2.4.6. Como se menciond anteriormente, existen varias formas de
convergencia por lo que en la Definicion (2.4.6)) se uso6 la notacion del valor ab-
soluto real, | - |, aunque son vectores en el espacio; esto fue para indicar que se

trata de la distancia entre los elementos.

Se construyen bases tedricas que dependen de la forma en que este definida
la funcién distancia, tal es el caso en el que la distancia es inducida por la norma
como se hizo en (2.7). Para este caso, se puede reformular la condiciéon de una
sucesion de Cauchy como sigue: una sucesion (vy,) es de Cauchy si para todo € > 0

existe N, € N tal que si m,n > N, implica que
d(Um, Up) = ||Un — Um]| < €

donde la distancia es inducida por la norma. De igual forma, se puede reformular
la condicién de una sucesion que converge a un elemento.

En algunos espacios, existen sucesiones que pueden converger a un elemento
que no esté en el espacio, pero cuando si pertenece a él se encuentran resultados

importantes como la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4.6. Una sucesion convergente en un espacio métrico es una

sucesion de Cauchy.

Demostracion. Sea V() un espacio vectorial con métrica d y sea (v,) una sucesion
de vectores que converge a v € V(r); es decir, lim v;, = 7. Sea € > 0, entonces existe
N, € N tal que si n > N, implica que
- = €
d(vp, ) < Y
por otro lado, si m > N, se tiene que
d(Upm, V) < =.
Luego, por el punto (iv) de la Definicion (2.4.4)), se observa que para dado € > 0

existe N, € N tal que si n,m > N, implica que

AV, ) < d(v3,,T) + d(T, vy,) < % +o=c
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Por lo tanto, una sucesién convergente en un espacio métrico es una sucesion de

Cauchy. n

Definicion 2.4.8 (Espacio de Banach). Un espacio vectorial normado y com-

pleto bajo la distancia definida por su norma es llamado espacio de Banach.

Ejemplo 2.4.5. En esta ocasion, se mostrara que el espacio L, es un espacio de

Banach para p > 1. Ya se ha visto que L, es un espacio vectorial normado bajo

171l = ( / Iflpdu>p |

por lo que falta ver que cada sucesion de Cauchy en L, es una sucesion que
converge a un elemento en L,. Para verificar esta parte, supéngase que (f,) es
una sucesion de Cauchy en L, y sea € > 0, entonces existe N, € N tal que si

n,m > N, implica que

1
o £ = ([ 182 5ulin) " =l = ol <
Se construye una subsucesion (h,) de (f,) de la siguiente manera: para cada

k € N existe un entero ny tal que

ankJrl - fnk“ < Q_k

y se toma hy = f, , esto es posible bajo el argumento de que (f,) es una sucesion

de Cauchy. De esta forma, se tiene que para cada k € N
[lhngr = hal] < 27%.
Ahora, se considera las funciones g,, definidas como

gn(@) = [Pa(@)] + D e (2) = ha(2)),

por lo que para cada entero n, g, € M™. Luego, se halla el limite inferior de la

sucesion (g,), esto es

liminf(g,(x)) = Sup (mﬁ1 <|h1 )|+ Z |hrr1 () — hi(z )|>>
= sup <|h1 )|+ Z P () — he(z )|>
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Se denota a este limite como g € M7 vy, elevando a la potencia p, se tiene que

(9(x))" = lm inf (g, (2))" = (\hl(fﬁ)l + 3 () - hk(l’)l) :
k=1

Ahora, por el Lema de Fatou (2.2.5)), se obtiene

/h’m inf(g, ) dp < liminf (/(gn)pdu) ;
m p
/\g\f’du < liminf (/ <|h1\ + Z |1 — hk|> du) :
k=1

Se eleva esta tltima desigualdad a la potencia 110 y se obtiene

1 n P >
</ |g|pd,u> < liminf / <|h1| + Z |hk+1 — hk|> d,u)
k=1

< liminf [ ||hy]| + Z || Ag1 — hk”) ;
k=1

es decir,

= lim inf

[P+ [kr —

k=1

esta ultima desigualdad es debido a que la propiedad (3) de la Definicion ([2.4.2]).
Luego, como para cada entero k se cumple que ||hp 1 — he|| < 27F entonces

o0 [ee] 1

D s — | < Zﬁ’

k=1 k=1

donde la suma del lado derecho converge a 1 (suma geométrica). Asi, se tiene que

lim inf (thll + 3 Mhiar = th|> =[Pl + D 1sr = bl | < [[Pa]| + 1.
k=1 k=1

Finalmente, se concluye que

1
P
(fistan) <limll+1<
por lo que g € L.

Sea M = {z € X | g(z) < oo}, asi que pu(X \ M) = 0. Luego, se define a f
como

ha(z) + 3202, (hea () — hi(2)), st 2 € M;

0, si x ¢ M.

fz) =
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Es evidente que |f| < g por lo que

[1svan < [toran< o,

entonces f € L,. Por otro lado, se observa que f es el limite de (hy) pues para

cada k£ > 2 se puede expresar a hj como
k—1

hie =hy + Y (hj = hy);
j=1

de aqui que |hy, — f|P converge a cero casi donde quiera. Aplicando de nuevo el

Lema de Fatou ({2.2.5)), al integrar se obtiene

/Odu < liminf (/ |y — f]pdu)
y también

/Odu > —liminf </|hk - f|pd,u) = lim sup (/|hk - f]pdu) .
Es decir,
0 = lim (/ By — f|”du>

y elevando a la potencia % se tiene que 0 = lim || f —hg|| < €, por lo que la sucesion
hi converge a f con respecto a la norma en L.

Luego, por hipotesis, para m,n; > N, se tiene que

d(fm;fnk) = d(fmahk) = (/ |fm - hk|pdﬂ)p < €

se observa que, fijando el entero m, la sucesion |f,, — hg| converge a |f,, — f|,

por lo que al aplicar una vez mas el Lema de Fatou (2.2.5) sobre la variable & se

( 15— flpdu> " <limint ( 15— hk|pdu) "<e

En resumen, dado ¢ > 0 existe N, tal que si m > N, implica que

obtiene

A(fo f) — ( [ 15~ fl”du>p <é

con f en L, definida anteriormente. De esta manera, se mostré que una sucesiéon
de Cauchy es una sucesion convergente en L,; por lo tanto, L, es un espacio

de Banach.
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Desde luego, existe interés de estudio cuando la norma del espacio esta definida

por el producto escalar.

Definicién 2.4.9 (Espacio de Hilbert). Se llama espacio de Hilbert a un
conjunto H si es un espacio vectorial con producto interno sobre R o C, que

ademaés es completo por la norma definida por su producto interno.

Ejemplo 2.4.6. (i) Espacio Euclideano n-dimensional: Sea H,, el espacio
constituido por las n-tuplas sobre C (o R), es un espacio de Hilbert bajo el

producto interno definido como
n
i=1

(7i) Espacio de funcionales de cuadrado-sumables L,: consiste en las fun-
ciones tales que fab |f(z)?|dF(z) < oo, donde F(z) es no decreciente y el

producto interno es
b —
(9) = [ Ha)g@aFa)

(i7i) Espacios estocasticos de Hilbert: es el espacio de variables aleatorias

de un espacio de probabilidad con segundo momento finito, es decir,

EWWZAUWWWw<w

en donde la variable aleatoria tiene medida m(dw) y * = f(-). En este
espacio, dos variables aleatorias se dicen iguales si E[|lz — y|?] = 0. El

producto interno se define como

(z,y) = Elzy).

Se puede consultar detalles de este espacio en la referencia [10].



Capitulo 3

Construccion de un nuevo espacio a

través de una medida de dispersion

A lo largo del capitulo, se tratara a {2 como el conjunto no vacio de los po-
sibles resultados de un experimento aleatorio (espacio muestral), a ¢ como la
o-algebra que contiene a todos los subconjuntos de 2 y a P como una medida de
probabilidad definida en &; por lo que (€2, &, P) denotara un espacio de probabi-
lidad. Se entendera que las funciones &-medibles pertenecen a M (), &, P), por
lo que se limitara a escribir que la funcion pertenece a M, o a M™ si la funcion
es no negativa. De igual forma, se abreviarad como L, (con p un entero positivo)
al espacio L,(S2, 0, P) que, por lo visto en el capitulo anterior, es el espacio de
las clases de variables aleatorias P-equivalentes con esperanza finita de orden p.

El objetivo de este capitulo es construir un espacio de variables aleatorias que
tenga las caracteristicas especificas para ser estudiado a través de una medida de

dispersion, por lo que se recurre a la teoria de probabilidad.

3.1. Conceptos basicos de la teoria de probabili-

dad

Se retoma las definiciones (2.1.5), (2.1.6), (2.3.2)) y (2.3.3)) escritas en el capi-

tulo anterior. Con la intencién de agilizar la escritura y lectura, cuando se escriba

%)
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dPx se entendera que la integral se realiza sobre R respecto a la medida de pro-
babilidad Px en (R, %), denotada por F(X(w)), y en caso de que se escriba dP
se entenderd que la integral se realiza sobre €) respecto a la medida de probabili-
dad P en (9, 0), denotada por E(X); recordando que ambas integrales tienen el
mismo valor.

Como se puede observar, una variable aleatoria es integrable si y so6lo si
E[|X]|] < oo, no es diferente a la nociéon de esperanza en cualquier libro de pro-
babilidad. De esta manera, X € L, siy solo si E[| X ] < co; ademaés, es evidente
que si X € L, entonces X 4 ¢ € L, con ¢ una constante real. De hecho, como
la definicién estd en base al concepto de la integral, la esperanza cumple con las

propiedades de operador lineal (Teorema ([2.3.4))).

Proposicion 3.1.1. Si C € M es la funcion constante tal que C(w) = ¢ para
w € ) donde ¢ es un numero real, entonces tiene esperanza definida y es igual al
valor de la constante; esto es,

E(C)=c.

Demostracion. Sea ¢ ntimero real y sea C(w) = ¢ para todo w € §2. Dado que P

es medida de probabilidad, P(£2) = 1, entonces

E(C)—/CdP—/ch—ZcP(Q)—c-l—c.
O

En la teoria de probabilidad, se tienen también los conceptos de varianza y
covarianza, que son medidas de dispersion para las variables aleatorias y se definen

de la siguiente forma.

Definicién 3.1.1. Sean X y Y dos variables aleatorias en Lo, se define:
1. Covarianza de X y Y como Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])].
2. Varianza de X como Var[X]=E [(X — E[X])Q}

3. Desvtacion estdndar de X como DE[X| = /Var[X].
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Hay que aclarar que, en términos de las medidas de probabilidad en (R, %),
la esperanza del producto de dos variables aleatorias X y Y es igual a la integral

sobre R respecto a la distribucion Pxy; esto es,
E[(XY)(w)] = F[X(w)Y(w)] = / X(w)Y (w)dPxy = / XYdP = E[XY].
R Q

Se observa que la covarianza y la varianza exigen que la integral de un producto
de funciones sea finita, esto se argumenta por la Propocision . Es decir,
estas medidas de dispersion estdn definidas en L, x L, donde p y ¢ son indices
conjugados. Nuestro caso de interés es Lo, por lo que en particular se pide en
este trabajo que las variables aleatorias pertenezcan a Ly y asi asegurar que el

producto de elementos en el espacio sea integrable; de esta forma, se tiene
Cov(+,+) :Ly X Ly - R
(X,Y)— /(X — E(X))(Y — E(Y))dP.
De forma similar se puede expresar la varianza como una funciéon de Ly X Lo a R.
Estos conceptos se definen a través de la esperanza, asi que usando propiedades

de la esperanza se puede obtener una forma equivalente para estos que resulta

mas facil de manipular en situaciones practicas.
E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY — E[Y]X — E[X]Y + E[X]E[Y]
— E[XY] - E|E[X]Y] — E|E]Y|X] + E [E[X]E[Y]]
— E[XY] — E[X]|E|Y] — E[Y]E [X] + E|X|E[Y]
— E[XY] — E[X]E[Y].
Por lo que
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y].
Cabe mencionar que Var[X] = Cov(X, X) por lo que
Var[X] = E[X? — E*[X].

Aun maés, se puede mostrar que la varianza de una variable aleatoria es 0 si
y sélo si es una variable aleatoria constante, la cual es el valor esperado de esta.
Una variable aleatoria con estas caracteristicas se le llama variable aleatoria

degenerada. Para mostrar esto, se hace uso del siguiente resultado.
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Teorema 3.1.2 (Desigualdad de Chebyshev). Sea X una variable aleatoria
con esperanza finita y sea ¢ € R. Entonces, si E(X — ¢)? es finito y dado € > 0
se tiene que

1
P[w€Q||X(w)—c|ze]§€—2E(X—c)2;

o de forma equivalente,
PloeQ||X(w)—c <d> 1_éE(X_c)2.
Demostracion. (Ver referencia [§]). O
En particular, si p = E(X), de la desigualdad de chebyshev se encuentra que

Ploc||X(w) —pl2d < 5B - p? = Y0,

(3.1)

Por lo que si Var(X) = 0, se tiene que para cualquier € > 0

Var(X 0
Ploe Q] |Xw) —u>d< E)_0_
€ €
o equivalentemente,
Var(X)

PlweQ||X(w)—pul<e¢g>1- = 1.

2
Por lo que X (w) = p para todo w € Q respecto a la medida P y es una variable

aleatoria degenerada. Ahora bien, si X es variable aleatoria constante c,
Var(X) = E(c)® — E*(c) = & — (¢)* = 0;

por lo que su varianza es cero y c es el valor esperado de X. De esta forma, se ha

probado el siguiente resultado.

Teorema 3.1.3. Sea X una variable aleatoria, entonces X es una variable alea-

toria degenerada con X (w) = E(X) siy sdlo si Var(X) = 0.

3.2. Construccion de un espacio normado a través
de una medida de dispersion

Ahora, se construye un nuevo espacio a partir del espacio L, y usando la

covarianza como producto interno, por lo que se recurrird al Lema ([2.4.5]).
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Proposicion 3.2.1. El espacio de variables aleatorias degeneradas (constantes)
es un subespacio vectorial de L,. A este espacio se le denotard como Lp(2, O, P)

o simplemente Lp.

Demostracion. Sea A € Lp y sea p € N, entonces AP(w) = a? para todo w € €,
con a € R, por lo que AP es una funcion constante. Por la Proposicion (3.1.1)), se
tiene que

/|AP|dP — |o?| < oo

por lo que Lp es un subconjunto de L, para cualquier entero positivo p.
Sea B € Lp, entonces B(w) = b para todo w € €. Sea a € R, entonces aB es

constante pues

(aB)(w) = aB(w) = ab
para todo w € Q. Luego A(w) = a para todo w € €, entonces
(A+aB)(w) = A(w) +aB(w) =a+ ab

para todo w € €; por lo que (A+aB) € Lp. Es decir, la suma y producto escalar
son operaciones cerradas en este conjunto.
Luego, es claro que no es vacio pues 0 € Lp donde 6(w) = 0 para todo w € (Q;

por lo tanto, Lp es un subespacio vectorial de L, para cualquier p € N. O

Existen propiedades de interés en las medidas de dispersion y, siendo la va-
rianza definida a través de la covarianza, se concentrara en la funciéon covarianza

bajo el conocimiento de que las propiedades se heredarén a la varianza.
Proposicion 3.2.2. Sean X, Y y Z variables aleatorias en Ly y o € R. Entonces:
1. Cov(X,Y)=Cov(Y,X).
2. Couv(X,)Y +7)=Cov(X,Y)+ Cov(X, Z).
3. Cov(aX,Y) =aCov(X,Y).
4. Cov(X,C) =0 con C € Lp.

5. Cov(X,X)>0si X ¢ LpyCouv(X,X)=0siysdlosi X € Lp.
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Demostracion. Se mostrara cada uno de los postulados apoyandose de la segunda

forma presentada de la covarianza.

1. Usando la propiedad abeliana de las funciones reales:

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]|E[Y] = E[Y X] — E[Y]E[X] = Cov(Y, X).

2. Usando la propiedad distributiva de las funciones reales y la linealidad de

la esperanza (integral):

Cov(X,Y+Z)=FEX(Y +2)] - EX|E]Y + Z]
= E[XY + XZ] — E[X](E[Y] + E[Z))
— E[XY] + E[XZ] — E[X|E|Y] — E[X]E|Z]
= E[XY] - E[X]E[Y] + E[X Z] — E[X]E|Z]
= Cov(X,Y) + Cov(X, Z).

3. Usando de nuevo la linealidad de la esperanza:

Cov(aX,Y) = E[aXY] - E[aX]E[Y] = aE[XY] — aE[X]E[Y]
= a(E[XY] - E[X]E[Y]) = aCov(X,Y).

4. Cov(X,C) = E[XC] — E[X]E[C] = ¢E[X] — cE[X] = 0.

5. Se ha visto que Cov(X,X) = 0 si y solo si X es degenerada. Luego, la

covarianza es una funcion positiva para X ¢ Lp,

Cov(X,X) =Var[X] = /(X — E[X])?dP > 0.

]

Comparando con la definicion de producto interno (2.4.3), se nota que la cova-
rianza es casi un producto interno en Lo, la complicacién es la ultima propiedad
en que el producto interno es cero si y solo si la variable aleatoria es degenerada.

Asi, la covarianza es propuesta para ser producto interno en un espacio donde

las variables aleatorias degeneradas sean el elemento neutro.
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Definicién 3.2.1. Se nombrara el espactio de clases de variables aleatorias
integrables de orden 2 P-equivalentes salvo constante al espacio vectorial
cociente LQ/LD y se denotard como D,. Un elemento en Dy se denota como X
y representa la clase de todas las variables aleatorias en L, iguales P-c.s. a la

variable aleatoria X salvo constante, esto es
X ={Y €Ly|Y =X +c¢, con cuna constante}.

Esta definicion se logra gracias al Lema ([2.4.5)), lo que implica que los ele-
mentos en D, son iguales a excepcion de una constante. Esto es, si X,Y € Do,
entonces X =Y (o bien X +Lp =Y + Lp) siy sélosi X —Y € Lp. Asi que,
X — Y = C para alguna variable aleatoria degenerada C'. Luego,

X+Y={fely|f=X+Y+(a+Db), con ay bconstantes}
={fitfhel|fi=X+ay fo=Y+0b}
={fiel|fi=X+a}+{fp€le| fo=Y +0b}
=X+Y.

De igual forma

aX ={f € Ly| f=aX+c, con cuna constante}

={fel|f=a (X+ E) , con ¢ una constante}
a

={ag € Ly | g = X + ¢ con ¢ una constante}
=afg € Ly | g =X + ¢ con ¢ una constante}

= aX.

A continuacion, se presentan algunas observaciones inmediatas que surgen de este

espacio.

1. Si dos clases X y Y son iguales implica que para toda funcion X y Y en
estas clases, su diferencia X — Y pertenece a Lp; es decir, X —Y = ¢ con

¢ alguna constante real.

2. Para cada clase en D, existe una tnica funcién tal que su integral es cero.

En efecto, pues si X € X es tal que E(X) = a € R, entonces (X —a) € X
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es tal que E(X — a) = 0. Luego, si E(X;) = E(X,) para X, X, € X

entonces X; — Xy = ¢ y se tiene que
C = E(X1 — X2> = E(Xl) - E(XQ) == 0,
por lo que ¢ =0y asi X; = Xo.

3. El elemento cero en el espacio D, que se denotard como 0, es la clase de

variables aleatorias degeneradas (Lp).

4. Como se menciond anteriormente, C'ov(X, X) = 0 si y solo si X es una va-
riable aleatoria degenerada, por lo que la funcion covarianza es un producto

interno en Ds.

5. Para cualesquiera clases X y Y, la covarianza de sus elementos son iguales.
En efecto, pues si consideramos como “representantes” de clase a Xy y a Yj
respectivamente, entonces para Xo+c=X € X yYy+d=Y €Y, con ¢

y d constantes reales, se tiene que

Cov(X,Y) = Cov(Xy+ ¢, Yy + d) = Cov(Xy, Yy + d) + Cov(c, Yo + d)
= Cov(Xo, Yp) + Cov(Xp,d) +0 = Cov(Xo, Yp) + 0
= Cov(Xy, Yp).

Como una clase tienen varios elementos, la clase no tiene notacién tnica pues si
X,Y € X entonces X =Y, por lo que es conveniente tener una forma tnica de
denotar la clase cuando sea posible para evitar confusiones.

Existen varias formas de definir un representante de clase para poder
describir cualquier elemento en términos del representante, como puede ser aque-
lla funcion cuya integral es cero. Por esta razon, es adecuado hacer la primera

definicion en el espacio Ds.

Definicién 3.2.2. Sea una clase X € D,, se define el representante de clase

de X como la variable aleatoria X, € X tal que

Asi, la forma adecuada de escribir la clase sera Xj.
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Nota 3.2.1. En adelante, para agilizar la lectura y escritura, cuando se hable de
una clase X € Dy se entenderd que el representante de la clase es X € Ly y

que su integral es cero.

Como para cualesquiera elementos de dos clases en Dy la covarianza es el

mismo valor, se da la siguiente definicion.

Definicién 3.2.3. Sean X,Y € D, (sus representantes son X y Y), se define la

covarianza de las clases X y Y como
Cov(X,Y) = Cov(X,Y).

De igual forma, se define la varianza de la clase X como

Var(X) = Var(X).

Se observa que Cov(X,X) = 0 si y solo si X = Lp. De esta manera, la
covarianza no es producto interno en Ly pero si lo es para Ds y, apoyandose de la
ecuacion (2.6, se aprovechara para inducir una norma y, por consecuencia, una

distancia entre clases. Es decir, dado X € D, se expresa la norma de X como
I1X]| = Cov(X,X)? = Cov(X, X)?;

o bien,

o bien,

De esta manera, se enuncia la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.3. FEl espacio de las clases de variables aleatorias con esperanza
finita de orden 2 P-equivalentes salvo constantes, Do, es un espacio vectorial
normado por

1X]] = Cov(X, X)z,

[SIE

donde Cov(-,-) es el producto interno definido.
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En consecuencia, si una sucesion X,, en D, converge a una clase X, entonces
para un entero n suficientemente grande se tiene que X, - X converge a la clase
Lp. Dicho en términos del espacio Ls, para un entero n suficientemente grande
las diferencias de los elementos de X,, y los elementos de X se asemejan a una
variable aleatoria degenerada.

Una vez dicho esto, se menciona los primeros resultados importantes encon-

trados sobre este nuevo espacio.

Proposicion 3.2.4. Sea una sucesion de variables aleatorias (X,,) en Lo. Si (X))
es una sucesion de Cauchy, entonces la sucesion (Vn) en Dy es una sucecion de
Cauchy, donde Y, es la clase de variables aleatorias en Ly P—equivalentes de X,

salvo constante.

Demostracion. Sea ¢ > 0, como (X,) es sucesion de Cauchy, entonces existe

N, € N tal que para todo n,m > N, se tiene que

1

</ (X, — Xm)QdP)2 <€

/(Xn — X)) dP < é. (3.2)

o bien,

Por otro lado, la varianza es una funcion no negativa pues (X — E[X])* > 0, por
lo que

0< /(X — E[X])?dP = Var(X);

o mejor dicho,
2
0<Var(X)=E[X? - F*(X) = /XQdP - (/ XdP) .
De esta forma, se tiene que
0< / (Xp — Xpn — BE(Xp, — X)) dP = Var(X, — Xn); (3.3)
o bien,

0< /(Xn — X,,)2dP — (/(Xn - Xm)dP) _ Var(X, — Xm). (3.4)
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Luego, de las expresiones (3.2) y (3.4) se obtiene

0< /(Xn — X,,)%dP — (/(Xn = Xm)dP)2 <€ — (/(Xn - Xm)dP)2 <

(3.5)

es decir, de forma resumida, se obtiene
0 < Var(X, — X,) < €. (3.6)

Ahora, considerando la clase de variables aleatorias P-equivalentes salvo cons-
tante para cada X, se obtiene la sucesion (?n) en D>, donde cada Y, es el

representante de clase para cada X,,. Asi, se tiene que

Var(Y, —Y,) =Var(Y, — Y,) = Var(X, — X,).

Sustituyendo en (3.6) y como Var(X) = Cov(X, X), asi Var(X) = Cov(X, X),

se tiene que
0<Var(Y, —Y,)=Cov(Y, — Y, Y, — Yn) < €. (3.7)

Finalmente, elevando a la potencia % la expresion (3.7)), se concluye que si e > 0

entonces existe N, € N tal que para todo n,m > N, se cumple que

0<||Yy = Youl| = Cov(Y, — Y, Yy = V)2 < e (3.8)
Por lo tanto, (Y},) es una sucesion de Cauchy en Ds. O

Proposicion 3.2.5. Sea una sucesion de variables aleatorias (X,) en Lo. Si
(X,,) converge a un elemento X de Lo, entonces la sucesion (Y,,) en Dy converge
aY en Dy, donde Y, es la clase de variables aleatorias P-equivalentes de X,
salvo constante y Y es la clase de variables aleatorias P-equivalentes de X salvo

constante.

Demostracion. La demostracion es similar a la demostracion de la Proposicion
(3.2.4), por lo que se omitiran algunos detalles.

Sea € > 0, como (X,,) converge a X, entonces existe N, € N tal que para todo

(/(Xn—X)2dP)é <

n > N, se tiene que
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o bien,

/(Xn — X)?dP < é. (3.9)

Por otro lado, como X y X, son integrables de orden 2, entonces X,, — X también

es integrable de orden 2, por lo que su varianza existe y asi
0< /(Xn ~ X - EB(X, — X))?dP =Var(X, — X);
o bien,
2
0< /(Xn — X)%dP — (/(Xn — X)dP) =Var(X, — X). (3.10)
Luego, de la expresion (3.9) y (3.10) se obtiene
2
0<Var(X, - X) = /(Xn — X)?dP — (/(Xn - X)dP) < é. (3.11)

Ahora, considerando la clase de variables aleatorias P-equivalentes salvo cons-
tante para cada X, se obtiene la sucesion (7n) en D>, donde cada Y, es el
representante de clase para cada X,,; de igual forma Y es la clase de X en Dy y

Y es el representante. De esta manera, se tiene que
Var(Y, = Y)=Var(Y, - Y) = Var(X, — X).
Dicho lo anterior y de la expresion , se tiene que
0<Var(Y, —Y)=Cov(Y, -Y,Y,-Y) <. (3.12)

Finalmente, elevando a la potencia % la expresion (3.12)), se concluye que si e > 0

entonces existe N, € N tal que para todo n > N, se cumple que

N

0<|Y, =Y =Cou(Y, -Y,Y,-Y)z <e (3.13)

Por lo tanto, (Y,) converge a Y en Ds. O

En el capitulo anterior, se mostré que el espacio L, es un espacio de Banach;
en particular, sucede que Lo es un espacio normado completo. Esto implica que,
en base a la Proposicion (3.2.4) y la Proposicion (3.2.5), si X,, es una sucesiéon

de Cauchy en L, entonces converge a algin elemento X en L,, por lo
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tanto Y, es una suceciéon de Cauchy en D, que converge a Y en Do,
donde Y,, y Y son las clases de X,, y X en D, respectivamente.

Esto no significa, de ninguna manera, que el espacio D, sea completo. Lo
que se probado hasta el momento es una muestra de como los resultados que
se conocen de Ly tienen influencia en el nuevo espacio D, y se pueden generar
resultados similares, por lo que se puede aplicar la teoria obtenida acerca de Lo y
generar conocimientos sobre Ds. Sin embargo, existe el interés sobre la completes
del espacio D, por lo que existe la alternativa de estudiar directamente el espacio

y a partir de ahi verificar su influencia sobre L.

Proposicion 3.2.6. Sea (X,) una sucesion en Dy. Si (X,,) es una sucesion
de Cauchy, entonces la sucesion de sus representantes (X,,) es una sucesion de

Cauchy en Ls.

Demostracion. Sea € > 0, como (X,,) es una sucesion de Cauchy, entonces existe

N, € N tal que para todo n, m > N, se tiene que

dicho de otra forma

Var(X, — Xn) < €. (3.14)
Luego, como Var(X, — X,,) = Var(X, — X,,) se tiene que
0< Var(X, — Xm) = /(Xn — Xy — E(X,, — Xpn))2dP < €. (3.15)

Por la Defincion (3.2.2), el representante es tal que su valor esperado es cero por
lo que

E(X, — X)) = E(X,) — E(X,) =0 — 0 = 0;
por lo que la expresion (3.15]) se resume a
0< /(Xn — X,,)?dP < €. (3.16)

Finalmente, elevando a la potencia % la expresion (3.16]), se concluye que si e > 0

entonces existe N, € N tal que para todo n,m > N, se cumple que

1
0 < (| X0 — Xonllp, = (/(Xn - Xm)zdP) <e (3.17)
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Por lo tanto, la sucesion de los representantes de clase (X,,) en Ly es una sucesion

de Cauchy. n

Esta proposicién muestra que toda sucesion de Cauchy (X,,) en D, implica
que la sucesion de los representantes (X,,) es una sucesion de Cauchy en Ly vy,
como el espacio Ly es completo, esta sucesion converge a un elemento X de L.
Por la Proposicién , como la sucesion de los representantes en Lo converge
a un elemento en Lo, la sucesion de las clases de estos representantes de clase,
(X,), converge a la clase X en Ds.

Esto implica que Dy es un espacio completo pues toda sucesion de Cauchy
en Dy converge a un elemento del mismo espacio. Atin mas, como la norma en Dy
esta definida a través de la covarianza que es un producto interno, se tiene que
D, es un espacto métrico normado por su producto interno; esto es, Dy
es un espacio de Hilbert. De esta manera, se ha probado el siguiente resultado

el cual servird para culminar el presente capitulo.

Teorema 3.2.7. El espacio de clases de variables aleatorias integrables de orden

2 P-equivalentes salvo constantes, Do, es un espacio de Hilbert.



Conclusi6n

La covarianza result6 ser un buen candidato para crear un espacio normado
pues, ademés de que D, resulto ser normado y completo, vista como funcion
es menor o igual que la norma definida en Lo, por lo que podria resultar que
es un criterio mas potente de convergencia en el sentido de que si una sucesion
de variables aleatorias converge en base la covarianza implica que converge bajo
la norma de Ls; por esta razon, se seguird explorando el alcanze de la funcion

covarianza vista como criterio de convergencia.

Usualmente, se estudia el espacio de variables aleatorias como funciones me-
dibles y con la norma definida se obtiene informaciéon de la distribucion que tiene
y asi, como consecuencia, generar informacion de sus medidas de dispersion. Con
el nuevo espacio obtenido, se puede estudiar las variables aleatorias relacionadas
a un espacio muestral como las clases de variables aleatorias equivalentes salvo
constantes a través de las medidas de dispersion y, como consecuencia, generar
informacion de las variables aleatorias como funcién medible. Es decir, como la
varianza es menor o igual que la norma definida en L,, todos los conocimientos
que se desarrollen en D, pueden tener implicaciones en Loy v asi es posible estudiar
las variables aleatorias desde otro enfoque distinto al usual en donde los conoci-

mientos desarrollados en Ly tienen implicaciones en las medidas de dispersion.

El Teorema muestra que dada una sucesiéon de Cauchy en D, implica
que la sucesion de representantes es de Cauchy en Ls; sin embargo, implica la
existencia de una gran cantidad de sucesiones de Cauchy en L,, basta fijar una
constante real y construir la sucesién de variables aleatorias cuya esperanza es

igual a esta constante y que sean pertenecientes a las clases de la sucesion original
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en D,. Esto es una muestra de como los resultados en D, pueden extenderse y
desarrollar conocimientos en Ls.

Aun mas, el presente trabajo muestra poca informacion del nuevo espacio por
lo que queda abierto a seguir desarrollando conocimientos a través de la teoria
conocida, incluyendo la teoria que no fue mencionada aqui, y ver sus implica-
ciones sobre Lo. De esta forma, se concluye el proyecto de tesis proponiendo el
espacio de las clases de variables aleatorias con esperanza finita de orden 2 P-

equivalentes salvo constante como un enfoque alternativo de estudio de la teoria

de probabilidad.
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