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Introduccion

La teoria de relaciones lineales empez6 a cobrar gran interés en los
dltimos anos gracias a su relaciéon con la teoria de operadores lineales. El
desarrollo de dicha teoria se centra en develar las propiedades mas impor-
tantes de esos objetos mateméticos y el potencial de sus aplicaciones en
otras dreas de las Matematicas, en Fisica, Biologia, Quimica e ingenieria.
Es asi que se han desarrollado resultados de teoria espectral de relaciones
lineales similares a la de operadores lineales ([1], [2], [4], [5]) y se ha encon-
trado un vinculo entre las relaciones lineales cerradas y una clase especial
de operadores cerrados.

El concepto de relacién lineal tiene dos grandes interpretaciones, para Ro-
nald Cross en [4] una relacién lineal es un mapeo entre dos espacios vecto-
riales que satisface la definiciéon de operador lineal pero no es una funcién.
Para Baskakov [2] una relacién lineal es cualquier subespacio lineal del pro-
ducto cartesiano de dos espacios vectoriales.

En este trabajo de tesis, se considerard el concepto de relacién lineal co-
mo en [2]. El objetivo es estudiar a profundidad los resultados bésicos de
la teoria de las relaciones lineales, haciendo énfasis en la conexioén con los
operadores lineales, y asi poder finalizar con algunos resultados relevantes
de la teoria espectral para relaciones lineales.

En el Capitulo 1 se exponen los conceptos preeliminares que se usaran a lo
largo del andlisis. Se empieza por definir, desde una perspectiva conjuntista,
lo que es una relacién y una funcién. En seguida se abordan los conceptos
mas esenciales de la teoria de operadores lineales, empezando por espacios
vectoriales y culminando con espacios de Banach ([6],[8]).

En el Capitulo 2 se define formalmente el concepto de relacién lineal y el
concepto de relacién lineal cerrada, y se desarrollan sus propiedades maés
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bésicas. En seguida se define la familia de operadores cociente y a partir de
sus propiedades se desarrollan resultados que inducen una conexioén entre
operadores y relaciones lineales [7].

En el Capitulo 3 se define formalmente el concepto de espectro de una
relacién lineal y una generalizacion de éste, el espectro extendido de una
relacion lineal, con los que mas adelante se desarrollan los resultados y
propiedades mas importantes de la teoria espectral para relaciones linea-
les. También se define el concepto de espectro Arens que, en conjunto con
los resultados obtenidos en el Capitulo 2, dan pauta para desarrollar resul-
tados importantes para el cdlculo funcional para relaciones lineales.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Relaciones y funciones

Definiciéon 1.1.1. Sean X e Y conjuntos. Para cada elemento z € X y
cada elemento y € Y se considera un objeto nuevo llamado par ordenado,
denotado por (z,y). El par ordenado (z,y) es el conjunto {{z},{z,y}}.

Definicién 1.1.2. Al conjunto de todos los pares ordenados (z,y) con
xz € Xyy €Y selellama producto cartesiano de los conjuntos X e Y, y
se denota por X x Y.

Definicion 1.1.3. Sean X, Y conjuntos. Una relaciéon R de X en Y es un
subconjunto del producto cartesiano de X e Y.

La expresion (z,y) € R indica que “z estd relacionado con y por medio de
R” y es denotado por zRy. Si X =Y, se dice que R es una relacion en X.

Definicion 1.1.4. Si R es una relacién entre los conjuntos X e Y, entonces
R ={(z,y9): (y,x) € R}

es llamada relacion inversa de R.

Definicion 1.1.5. Sean X, Y conjuntos y sea R una relacién de X en 'Y

(1) El dominio de R se define como el conjunto
Dom(R)={x€X:3yeY,(z,y) € R}.
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2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

(2) La imagen o rango de R se define como el conjunto

Im(R) = Ran(R) ={y €Y : 3z € X,(z,y) € R}.

Definicién 1.1.6. Sean X e Y conjuntos, con Y no vacio. Una funcién f
de X en Y es una relacién de X en Y que cumple con

(1) Para cada z en X existe y en Y tal que (z,y) € f.
(2) Si(z,y) € fy (2,y) € f, entonces y = y/'.

Si (x,y) € f, entonces a y se le llama imagen de x bajo f y se denotard

por f(z).

En lo sucesivo y por simplicidad, si X e Y son conjuntos y f es una
funcion de X en Y. Entonces para referirse a la funcién f se usara la
notacion f: X — Y.

1.2. Espacios Vectoriales

Definiciéon 1.2.1. Sea G es un conjunto no vacio. Una operacion binaria
o ley de composicién interna de V es una funcion * : G x G — @G, donde
usualmente x(a,b) = ¢ se escribe como a * b= c.

Ejemplo 1.2.1. La suma y el producto usuales en R son operaciones
binarias.

Definicion 1.2.2. Considérese la operacion binaria * : G x G — G.
(1) = es asociativa si para cualesquiera a,b,c en G, (a*b)xc=ax* (b*c).

(2) Se dice que * tiene asociado un elemento neutro si existe e € G tal que
para cada a € G, exa =ax*xe = a.

(3) Sea e, el elemento neutro asociado con *. Si para cada a € G existe
a € G tal que a*a’ = a’ x a = e, entonces se dice que todo elemento
de G tiene inverso respecto a la operacién binaria .

(4) * es conmutativa si para cualesquiera a,b € G, a*b = bx* a.
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Observacién 1.2.1. Si *x tiene asociado un elemento neutro e, éste es

inico, ya que si € es otro elemento neutro asociado con *, entonces €/ =
/

exe =e.

Definicion 1.2.3. Sean G un conjunto y % una operacién binaria en G que
satisface las propiedades (1), (2) y (3) de la definicién anterior, entonces
a la pareja (G, *) se le llama grupo. Si ademds * también satisface (4),
entonces (G, *) es un grupo abeliano o grupo conmutativo.

Observacion 1.2.2. Para un grupo abeliano G asociado con una operacion
binaria +, el elemento neutro se denota por 0 (o por 0, segin convenga) y
para cada a € G, el inverso de a se denota por —a. Andlogamente, cuando
la operacion binaria es o, el elemento neutro se denota por 1 y el inverso

de a se denota por a™ .

Definicion 1.2.4. Sea G un conjunto y sean -+ y e operaciones binarias
sobre G. A la terna (G, +, o) se le llama anillo si satisface lo siguiente:

(1) (G,+) es un grupo abeliano,

(2) G tiene un elemento neutro asociado a la operacién binaria e y ésta es
asociativa,

3) Para cualesquiera a, b, c € G se tiene que

(3) q b, q
ae(b+c)=aeb+aec;
(b+c)ea=bea+cea.

Definicion 1.2.5. Sea K un conjunto y sean + y e operaciones binarias
sobre K. A la terna (K, +, e) se le llama cuerpo o campo si (K,+) es un
grupo abeliano, (K — {0}, ®) es un grupo abeliano y la operacién binaria e
es distributiva respecto a la operacion binaria +.

Ejemplo 1.2.2.

(1) (R,+,e)y (C,+,e) son campos, donde + y e son la suma y producto
usuales para niimeros reales y complejos.

(2) (Zp,+,e) es un campo, donde + y e son la suma y producto usuales
de clases de equivalencia, ésto siempre que p sea primo.
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Definicién 1.2.6. Consideremos (K,+,:) un campo y V un conjunto,
la aplicacién e : K x V — V es llamada ley externa y se denota por
o(\,x) = A ez, para cualquier A € K y cualquier x € V.

Definicién 1.2.7. Sean (K, +,+) un campo, sea V un conjunto no vacio,
sea @ una operacion binaria sobre V y sea e una ley externa sobre Ky V.
A (V,K,®,e) se le llamard K—espacio vectorial si se cumple lo siguiente:

(1) (V,®) es un grupo abeliano.

(2) Para cualesquiera v,w € V y cada «, 5 € K la operacién binaria @ y
la ley externa e satisfacen:

A los elementos de V se les llamaran vectores, a los elementos de K se
les llamard escalares y a la ley externa e se le llamard producto escalar.

Ejemplo 1.2.3.

(1) Sea (K, +,-) un campo. Entonces (K, K, +, -) es un K-espacio vectorial,
es decir, (K, +,-) es un espacio vectorial sobre si mismo.

(2) Considérese a (R, +, -) con las operaciones usuales de suma y producto.
Se define para un n natural

R":=RxRx---xR={(z1,...,zp) : Vi=1,...,n,2; € R}

(producto cartesiano de R n veces), entonces (R, R, +, -) es un R—espacio
vectorial, donde la suma y el producto escalar en R™ se definen com-
ponente a componente.

En general, si (K, +,-) es un campo, entonces (K", K, +,-) es un es-
pacio vectorial con la suma componente a componente y la ley externa
actuando también de componente a componente.
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3)

Sea (K, +, -) un campo, sea M,,,»,(K) el conjunto de todas las matrices
de tamano m x n con coeficientes en el campo (K, +, ) y consideremos
las siguientes operaciones binarias:

+: men(K) X men(K) — men(K)7

definida para cualesquiera A;;, B;;j € Mpyxn(K) por +(4;;,Bi;) =
(A + B)iyj = Az’,j + Bi,j-

. K >< Man(K) % men(K)7
definida para todo A € K y todo A;; € My, xn(K) por -(A, 4;;) =
(A-A)ij =X Aij.
Entonces (M,,xn(K), K, 4+, ") es un espacio vectorial.

Sea C([a, b]) el conjunto de las funciones continuas definidas sobre el in-
tervalo [a, b] con valores en R y consideremos las siguientes operaciones
binarias:

+: C([a,b]) x C([a,b]) = C([a,b]),

definida para cualesquiera z,y € C([a, b]) y todo t € [a, b] por +(z,y) =
(z+y)(t) :==(t) +y(t); ¥

2R x C([a,b]) = C([a,b]),

definida para cada a € R, cada z € C([a,b]) y cada t € R por -(a, ) =
(a-2)(t) == a-x(t).
Entonces (C([a,b]),R,+,-) es un espacio vectorial.

Considérese un numero real fijo p > 1, se define [P como el conjunto
de las sucesiones de nimeros reales z = (&) = (§1,&2,...) tales que
o2 &P < co. y considérese las siguientes operaciones binarias:

Fi P X P

definida para cualesquiera z = (&1,&9,...),y = (u1, p2,...) € [P, por
+@,y) = (+y) = (§1,8, ) + (n1, p2, ) = (E1 4+ p1, 62 + po, )5 y

R PP
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definida para cada a € R, cada x = (&1,&2,...) € IP por -(a,z) = a-x =

a-(§1,82,...) = (a1, as, ...).

Entonces (IP,R,+,+) es un espacio vectorial.

Definicién 1.2.8. Sea (V,K,+,:) un espacio vectorial, y sea S un sub-
conjunto de V. Se dice que S es un subespacio vectorial de V si (S, K, +, )
es un espacio vectorial.

Observacién 1.2.3. Las operaciones binarias que hacen de V un K-
espacio vectorial se restringen al subespacio S en la forma

+:S%xS—>8,
K xS —>8,

Observacién 1.2.4. Si S es subespacio de V, entonces el vector nulo de
V también es el vector nulo de S, es decir, 0 € S. En efecto, supdngase
que 0" es el elemento nulo de S, entonces para cada v € S se satisface que
v+0 =v=v+0, luego sumando en ambos extremos de la igualdad se
tiene que 0/ = 0.

De esto se puede concluir que si 0 es el elemento nulo de V y 0 ¢ S,
entonces S no es un subespacio vectorial de V.

Proposicién 1.2.1. Sean (V,K,+,-) un espacio vectorial y sea S C V.
Entonces S es un subespacio vectorial de V si y sélo si se cumple lo si-
guiente:

(1) 0 eV,
(2) vyweS=v+weS,
B) A eK,veS=X\-veS.

Demostracién. (=) Si se supone que S es un subespacio vectorial de V, es
claro que se satisfacen las proposiciones (1), (2) y (3).

(<) Supdngase que en S se satisfacen las proposiciones (1), (2) y (3).

Se puede observar que la propiedad asociativa y la propiedad conmutativa
en S respecto a la operaciéon + se siguen directamente de la validez de las
mismas en V; de la misma manera, se sigue la validez de las propiedades
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para la operacién -, pues S C V. La existencia de 0 se deduce de (1), asf
mismo la existencia de inversos viene dada por (3), pues (—1)-v € S, para
cadav € S con (—1)-v=—wv.

Se concluye que S es subespacio vectorial. O

Ejemplo 1.2.4.

(1)

Si (V,K, +, ) un espacio vectorial, entonces ({0} , K, +,-) y (V, K, +, )
son subespacios vectoriales de (V,K,+,-), donde {0} es el conjunto
unitario que contiene al elemento neutro aditivo de V. A estos subes-
pacios se les llama subespacios triviales de (V, K, +,-).

Sea (V,K, +,-) un espacio vectorial y sean U, W subespacios de V,
entonces U N'W es un subespacio de V.

En efecto, basta verificar que se satisface la proposicion anterior. Puesto
que U y W son subespacios vectoriales, se sigue que 0 e Uy 0 € W
y por tanto, 0 € UN'W.

Ahora, sean a,b € UN'W, entonces a,b € Uy a,b € W, lo que implica
quea+beUya+be W, delo que se sigue que a+b € UN'W. Asi
mismo, siu € UNW yae€ K, entoncesu e Uyue WyacekK,
esto implica que au € U y au € W y por tanto, au € UN'W.

Se concluye que U N'W es un subespacio vectorial.

Sea (V,K, +,-) un espacio vectorial y sean U, W subespacios de V,
entonces U + W es un subespacio de V.

En efecto, primero nétese que U + W C V, pues si ¢ € U+ W,
entonces existe u € U y existe w € W tales que £ = u+ w, como V es
un espacio vectorial, entonces u© + w € V, lo que implica que = € V.
Por otro lado, como U y W son subespacios vectoriales, entonces 0 € U
y0€ W, luego 0 =0+0 € U+ W, lo que implica que U + W # &.
De la propiedad conmutativa y asociativa en U y W, se sigue que si
AeKyrz=a+by=u+weU+W,entoncesz+yec U+Wy
A-x € U4+ W. De la proposciéon anterior se puede concluir que U +W
es un subespacio vectorial.

Sea (V,K,+,:) un espacio vectorial y sean vi,...,v, € V, enton-
ces W = {ajv; + ague + -+ - + anvy, | aq, ..., ap, € K} es un subespacio
vectorial.
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En efecto, obsérvese que 0 = Ovy; + Ovg + - - - + Ov,, donde el segundo
miembro de la igualdad es un elemento de W, esto por la forma de los
elementos de W.

Por otro lado, si u,v € W, entonces existen oy, ...,a, € K y existen
B1,...0n € K tales que

U= o1 +ov2 + -+ apty

v = v + Bovg + - - + Bnuy,

de donde se tiene que
U+ v =aiu1 + agvy + - + apvy + Brur + Pove + - + Bnvy, =

= (a1 + Br)v1 + (ag + Ba)va + - - + (o + B )Un,

donde «o; 4+ B; € K, para cada ¢ = 1,...n, y por tanto, (o + [51)v1 +
(g + Ba)va + -+ - + (ay, + Bn)vn, € W, es decir u+v € W.

Asi mismo, si w € W y A € K, entonces existen aq,...,a, € K tales
que w = a1v1 + e+ - -+ apvy,, de donde AMw = A(aqvy +agva+- - -+
anvy,) = (Aag)vr + (Aag)va + -+ + (Aay)v, € W. Por la proposicion
anterior, se concluye que W es un subespacio vectorial.

A W se le llama subespacio vectorial generado por los vectores vy, ..., vy
y se denota por gen {vy,...,v2} o por spin {vy,...,v2} .

Sea (V,K, +, ) un espacio vectorial y sea W un subespacio de V. Sea
~ la relacién definida sobre V por:

Vu,v e Viu~vv s u—veW.

Se tiene que ~ es una relacién de equivalencia sobre V. En efecto, se
tiene que ~ es reflexiva pues u —u = 0 € W, es decir u ~ u.

Ahora, si se tiene que u ~ v, entonces u—v € W; como W es subespacio
vectorial, se sigue que —(u —v) € W, donde —(u —v) = v — u, lo que
significa que v — u € W, lo que implica que v ~ u y por tanto, ~ es
simétrica.

Por otro lado, si w ~ v y v ~ w, entonces u — v, v — w € W, de donde
u—w=(u—v)+(v—w) € W, yaque W es un subespacio vectorial,
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asi que u ~ w, lo que implica que ~ es transitiva. Y por tanto, ~ es
una relacién de equivalencia en V.

Para v € V| la clase de equivalencia determinada por v es [v] := v+ W
y se define el conjunto cociente por V/W :=V/ ~= {[u] |[u € V} =
{u+ W | u € V} y considérese las siguientes operaciones binarias:

+:V/WxV/W = V/W,

definida para u+ W, v+W € V/W y u,v € V, por +(u+W,v+W) =
(ut+ W)+ (v+W):=(u+v)+W;y

- KXxV/W = V/W,
definida para cada « € Ky para v+ W € V/W, por -(a,v + W) =
a-(v+W):=(a-v)+W.
Por como se definieron, éstas operaciones binarias satisfacen todas las

propiedades de un espacio vectorial sobre K. Por tanto (V/W, K, +,-)
es un espacio vectorial.

Para referirse al espacio vectorial (V, K, +, ), sélo se dird que V es un

espacio vectorial sobre el campo K, salvo que se quiera hacer una distincién
en las operaciones binarias.

1.3. Operadores lineales

Definiciéon 1.3.1. Sean X e Y espacios vectoriales sobre el campo K, se
le llamara operador lineal a toda aplicacién

T:X-—>Y,
que satisface las siguientes condiciones:
(1) Para cualesquiera z,y € X, T'(z +y) = T'(z) + T(y).

(2) Paracada A€e Kycadaxz € X, T(A\-z) =\ -T(x).
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Observaciéon 1.3.1. Sea T : X — Y un operador lineal. Entonces el
niucleo o Kernel de T definido por

N(T)={z e X :T(x) =0},

y el rango o imagen de T, denotado por Im(T), son subespacios vectoriales
de X e Y, respectivamente.

Proposicién 1.3.1. Dado un operador lineal T : X — Y, si 0 es el vector
cero de X, entonces T'(0) = 0 es el elemento neutro de Y.

Demostracion. Sea 0 el escalar cero. Por la linealidad del operador A, se
tiene T'(0-0) =0-7(0) = 0. O

La proposiciéon anterior, de forma concreta, nos dice que todo operador
lineal le asigna el vector cero de su dominio al vector cero de su contrado-
minio.

Proposicién 1.3.2. SiT : X — Y es un operador lineal, entonces T es
inyectivo si y solo si N(T') = {0}.

Demostracion. (=) Se supone que T es un operador inyectivo. Puesto
que N(T') es un subespacio vectorial, 0 € N(T'), entonces es claro que
{0} C N(T).

Sea x € N(T), entonces T'(z) = 0, donde 0 = T'(x — z), entonces por la
inyectividad de T, se cumple que x = x—z = 0, y por lo tanto, N(T") C {0}.

(<) Asumiendo que N(T) = {0}, se demostrarda que 7" es un operador
inyectivo.

Sean z,y € X tales que T'(x) = T'(y), entonces T'(z) —T(y) = T'(z—y) = 0,
lo que implica que x —y = 0, y se sigue que = = y. Por lo tanto, T" es un
operador inyectivo. O

Es claro que para cualesquiera dos operadores lineales T'y J de X en
Y, T + J es también un operador lineal de X en Y.

Definicion 1.3.2. Sea T : X — Y, un operador lineal . Entonces :
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(1) Se dice que T es un monomorfismo de K-espacios vectoriales, si 1" es
una aplicacién inyectiva.

(2) Se dice que T es un epimorfismo de K-espacios vectoriales, si T es una
aplicacién suprayectiva.

(3) Se dice que T es un isomorfismo de K-espacios vectoriales, si 1" es una
aplicacién biyectiva.

Si X e Y son espacios vectoriales, se dice que X es isomorfo a Y, si
existe un isomorfismo de X a Y, y se denotard como X =Y.

1.4. Espacios Normados y de Banach

Las demostraciones de los resultados expuestos en la presente seccién
se omiten, el lector interesado puede abordar los temas tratados con mayor
detalle y profundidad en [I], [6] y [9].

1.4.1. Resultados auxiliares sobre espacios métricos

Cuando se habla de mateméaticas usualmente, y a veces de forma intuiti-
va, se llega al concepto de proximidad o cercania entre objetos matematicos.
En los espacios métricos se encuentra con mas claridad la idea de cercania,
haciendo uso de una funcién distancia que permite formar colecciones de
conjuntos con propiedades particulares que son muy usados en el andlisis
matematico moderno.

Definicion 1.4.1. Dado un conjunto X no vacio, una métrica o distancia
es una funcién d : X x X — Rt U {0} tal que para cualesquiera x,y,z € X
se satisfacen las siguientes propiedades:

(1) d(z,y) =0z =y,
(2) d(z,y) = d(y, z),
(3) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Donde R es el conjunto de todos los ntimeros reales positivos.
Si X es un conjunto y d es una métrica, entonces a la pareja (X, d) se le
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llamard espacio métrico. Si se esta seguro de la métrica en uso, simplemente
se dird que X es un espacio métrico.

En un espacio métrico (X,d) para cada x € X y cada ntmero real
positivo r se define el conjunto B(z,r) = {y € X :d(z,y) < r} llamado
bola abierta con centro en x y radio r. Partiendo de este conjunto se definen
conceptos fundamentales dentro de los espacios métricos.

Definicién 1.4.2. Un subconjunto A de un espacio métrico (X, d) se dira
que es abierto si para cada x € A existe r > 0 tal que B(z,r) C A.
Se dird que A es cerrado si X\ A es abierto.

Definicién 1.4.3. Sea (X, d) un espacio métrico, se define lo siguiente:

(1) Una sucesién de puntos en X es una funciéon de N en X. La sucesién
n — T, se representard por {Tn}, oy -

(2) {zn},en s una sucesion de Cauchy si para cada € > 0 existe k € N tal
que para cualesquiera m >k y n > k se cumple d(z,,,dy,) < €.

(3) Una sucesién {x,},y converge a un punto z € X si para cada € > 0
existe ng € N tal que d(x,,2) < €, para cada n > ny.

Definicién 1.4.4. Sea (X, d) un espacio métrico y Xy C X.

(1) La cerradura de Xy en X se define como

cd(Xp) = ﬂ {F Cc X :Fescerrado en X, Xy C F}.

(2) El interior de X en X se define como

int(Xp) = U {G C X : G es abierto en X, G C Xy}.

Proposicién 1.4.1. Si (X,d) es un espacio métrico y X9 C X, entonces
cl(Xo) es un subcongunto cerrado de X e int(Xg) es un subconjunto abierto
de X.

De la definicién anterior, no es dificil probar que X C cl(Xp) y que
int(Xo) C Xop, para cualquier Xy subconjunto de un espacio métrico X.
También, se caracteriza a los conjuntos cerrados y a los conjuntos abiertos
como muestra la siguiente proposicion:



1.4. ESPACIOS NORMADOS 'Y DE BANACH 13

Proposicién 1.4.2. Si (X,d) es un espacio métrico y Xo C X, entonces:
(1) Xy es cerrado si y sdlo si Xg = cl(Xp).
(2) Xq es abierto siy sdlo si Xog = int(Xp).

Definiciéon 1.4.5. Dada una funciéon f : X — Y, donde X e Y son
espacios métricos, se dice que f es una funcién continua en xy € X si para
cada € > 0 existe 6 > 0 tal que para cada = € X si d(z,xg) < 0, entonces

d(f(x), f(zo)) < e

Si f es continua en cada elemento de X, se dice que f es continua en X.

Definicién 1.4.6. Un espacio métrico (X, d) se dice que es completo si
cada sucecién de Cauchy en X es convergente en X.

Anteriormente se mencioné que una métrica ofrece un concepto de cer-
cania de objetos en un conjunto X. El concepto de topologia también per-
mite medir de cierta manera la cercania entre objetos dotados de alguna
caracteristica de un conjunto X.

Definicion 1.4.7. Una topologia en un conjunto X es una familia 7 de
subconjuntos de X que satisface las siguientes condiciones:

(1) el conjunto vacio @ y X pertenecen a T,
(2) si C,D € 7, entonces CND € 7,
(3) si G C 7, entonces | JG € 7.

Si 7 es una topologia en X, a la pareja (X, 7) se le llamara espacio topoldgi-
co y los elementos que pertenecen a 7 reciben el nombre de subconjuntos
abiertos de X.

Ahora, si (X, d) es un espacio métrico, la familia

T:{ACX:A:UB(z,r)},

donde B(z,r) son bolas abiertas con centro en x y radio r > 0, satisface (1),
(2) v (3) de la definicién anterior, lo que implica que toda métrica induce
una topologia. Entonces el concepto de topologia ofrece una generalizacién
de la cercania entre objetos en un conjunto dado.
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1.4.2. Espacios de Banach

En esta subseccién se presentan resultados cldsicos de Andlisis Fun-
cional, se omiten las demostraciones. El lector interesado puede encontrar
dichas demostraciones en [1], [6], [7], [8], [9].

Definicién 1.4.8. Sea X un espacio vectorial sobre el campo X. A la
funcién || - || : X — R se le llama norma en X si para cualesquiera x,y € X
y todo t € K se satisfacen las siguientes propiedades:

1
(2

0 < [l

||lz|]| =0< 2 =0,
(3
(4

Si || - || es una norma en X, entonces el par (X,|| - ||) se llama espacio
normado 6 espacio vectorial normado y para cada x € X, ||z|| se llama
norma de 1.

[[t]| = [¢] - [J]],

)
)
)
) Mz +yll < el + [yl

Asi como el concepto de métrica y el de topologia ofrecen una idea

de cercania entre objetos, el concepto de norma también ofrece una idea
intuitiva de cercania entre vectores.

Miés atin, todo espacio normado (X, || - ||) es también un espacio métrico.
Si se define la métrica d(z,y) := ||z — y||, entonces d satisface (1), (2), (3)
y (4) de la Definicién 1.4.1. Entonces se dice que la norma || - || induce

una métrica sobre el espacio vectorial X. Y como toda métrica induce una
topologia, entonces toda norma también induce una topologia.

Proposicion 1.4.3. Sean X e Y espacios normados y sea T : X — Y un

operador lineal. Entonces son equivalentes
(1) T es continuo en X,

(2) T es continuo en 0,

(3) Existe r > 0 tal que ||T'(z)| < r|z|, para cada z € X,
4) T

4 [B(0,1)] = {T(z)|z € B(0,1)} = {T(x)] ||z <1} es acotado.
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De la Proposicién anterior se puede observar que un T : X — Y es
un operador lineal acotado equivale a que T' es un operador continuo. Asi
mismo, si T es uniformemente continuo en X, entonces 1" es continuo en
X, es decir, en espacios normados la continuidad y la continuidad uniforme
son equivalentes.

Definicién 1.4.9. Se denota por B(X,Y) a la familia de todos los opera-
dores lineales continuos de X en Y ([0]).

Proposicién 1.4.4. La funcién || - || : B(X,Y) — RT U {0} definida por
T = sup{||T(@)|| - ||| < 1}
es una norma en B(X,Y).

Definicion 1.4.10. Un espacio de Banach es un espacio normado que es
un espacio métrico completo con respecto a la métrica inducida por su
norma.

Proposicion 1.4.5. Sean X e Y espacios normados. Si Y es un espacio
de Banach, entonces (B(X,Y),||-||) es un espacio de Banach.

Definicion 1.4.11. Sean X e Y espacios normados y sea T : X — Y un
operador lineal. Se dice que T' es un operador cerradado si la grafica de T,
definida por

Gr(T) ={(z,T(z)) : « € Dom(T)}

es un subconjunto cerrado de X x Y.

Las siguientes proposiciones son de suma importancia para el Anélisis
Funcional, pues tienen aplicaciones practicas en la demostracién de otros
resultados. Y en particular, seran de suma importancia para la demostra-
cion de importantes resultados que se presentardn en éste escrito.

Proposicién 1.4.6 (Teorema del mapeo abierto). Sean X e Y espacios
de Banach y sea T € B(X,Y), entonces

(1) SiT es sobreyectivo, entonces T es abierto.

(2) Si T es biyectivo, entonces T~' es continuo.
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Proposicién 1.4.7 (Teorema de la grafica cerrada). Sean X e Y espacios
de Banach y sea T : X = Y un operador lineal. Son equivalentes:

(1) T es continuo.

(2) T es cerrado.



Capitulo 2

Relaciones Lineales

En este capitulo se analiza el concepto de relacién lineal y el concepto
de operador de rango cociente, para asi poder establecer una conexién entre
ambos objetos.

A través de X, Y, Z, ... se denotardn los espacios de Banach sobre el campo
de los nimeros complejos C.

El espacio producto X x Y es también un espacio de Banach equipado con
la siguiente norma:

(2, Yl = maz {|z]|x, [lylly -z € X, y € Y}

2.1. Relaciones lineales cerradas

La presente seccion tiene como objetivo primordial desarrollar el con-
cepto de relacién lineal y el de relacién lineal cerrada, con los que se desa-
rrollardn resultados similares a los de la Teoria de Operadores Lineales.

Definicion 2.1.1. Sean X, Y espacios de Banach. A cualquier subespacio
lineal A del producto cartesiano X x Y se le llamard relacién lineal entre
XeY.
Si A es cerrado en X x Y, entonces se dice que A es una relacién lineal
cerrada.

17
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En la terminologia de [4], el autor se refiere a las relaciones lineales
como operadores lineales multivaluados, ya que él define una relacién lineal
A como un mapeo entre los espacios X, Y que satisface las condiciones de
la Definicién pero no es una funcién.

Para facilitar el trabajo posterior, se definiran las familias de relaciones
lineles y relaciones lineales cerradas como sigue:

Definicién 2.1.2. Sean X, Y espacios de Banach. Se define a LI(X,Y)
como la familia de relaciones lineales entre X e Y y a LR(X,Y) ([2]) como
el conjunto de todas las relaciones cerradas entre X e Y.

En lo sucesivo, si X = Y, entonces se escribird LR(X) en lugar de
LR(X, X).

Ejemplo 2.1.1. Sean X =Y = R? y considérese el operador matricial
10
A= <0 0) |
, I . . T . .,

Asi que para <$ > € X arbitrario, Ax = <O> , Y aplicando la relacion

2

0 0
C:{<O) ZCCQEX}.
T2

Entonces la relacion inversa A~1, se define de la siguiente forma:

e (RSB

y2) \x2))  \v2 0

Asi que A~ es una relacion lineal.

inversa, se tiene A" (m1> = <x1> + C, donde C' es definido como

En el ejemplo anterior, se observa que el operador matricial A no es
invertible, pues det(A) = 0. En general, dado un operador lineal no inver-
tible, se puede obtener una relacién lineal encontrando la relacién inversa
del operador.

Por ejemplo, para un operador lineal A : X — X tal que N(A) # {0}, esto
es, A no es un operador inyectivo, la relacién inversa del operador A~! es
una relacién lineal. El siguiente ejemplo ilustra mejor la idea anterior.
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Ejemplo 2.1.2. Sea Cfa,b] el espacio de Banach de todas la funciones
complejas continuas y acotadas sobre el intervalo [a,b] y sea C™[a,b] el
subespacio de todas las funciones complejas continuas, acotadas y n veces
diferenciables sobre el intervalo [a, b].

Considere el operador diferencial A : C™[a,b] — C|a, b] definido por

Az = (Az)(t) = 2 () + a1 ()2 () + - + ap(t)z(t),

donde para cada k = 1,...,n, a; € C[a,b]. Es claro que la funcién cons-
tante cero es elemento de N(A) y también todas las funciones constantes,
entonces 1 < dimN (A), lo que implica que N(A) # {0}, y por tanto, A~!
es una relacién lineal.

En particular, si Ax = 2/, con = € C|a, b], se tiene que

Ay = /x(t)dt.

Para referirse al rango o imagen de alguna relacion lineal A, se usara la
notacién Im(A) y para referirse a su dominio se usard la notacion Dom(A);
dichos conjuntos se han ilustrado con claridad en la Definicién [I.1.5

Anaélogo al caso de operadores lineales, es posible definir propiedades carac-
teristicas de las relaciones lineales tales como la inyectividad. Asi mismo, es
posible hablar del nicleo o Kernel de una relacién lineal, como se muestra
a continuacién.

Definiciéon 2.1.3. Sea A una relacion lineal entre los espacios X e Y. Se
dice que A es suprayectiva si Im(A4) =Y.

Definicion 2.1.4. Sea A una relacién lineal entre X e Y, se define lo
siguiente:

(1) Az ={y €Y : (z,y) € A}, para cada x € Dom(A).
(2) N(A) ={z € Dom(A) : (z,0) € A}, llamado el nicleo de A.
(3) M(A)={yeIm(A):(0,y) € A}, llamado el multivalor de A.

Definiciéon 2.1.5. Sea A una relacién lineal entre los espacios X e Y.
Se dice que A es inyectiva si para cualesquiera x,y € Dom(A) tales que
Az = Ay, implica que x = y.
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Observacién 2.1.1. En (1) de la Definicién Ax cumple con la si-
guiente propiedad:
Alax +y) = aAx + Ay,

para cualesquiera z,y € X y cada a € K. Dicha propiedad es llamada
linealidad de la relacion A.

Dadas las definiciones anteriores, es natural pensar en algun tipo de
algebra de relaciones lineales. Las siguientes definiciones proveen la suma
y el producto de relaciones lineales

Definiciéon 2.1.6. Sean A y B relaciones lineales entre X e Y. La suma
de las relaciones A + B es una relacion lineal definida por

A+ B={(z,y) e XxY :x € Dom(A) N Dom(B),y € Az + Bz} .

Proposicion 2.1.1. Si A y B son relaciones lineales entre X e Y, entonces
Dom(A + B) = Dom(A) N Dom(B).

Demostracion. Si x € Dom(A+ B), entonces existe y € Y tal que (z,y) €
A+ B, por la Definicién [2.1.6, z € Dom(A) N Dom(B) y y € Az + Bz, lo
que implica que Dom(A + B) C Dom(A) N Dom(B).

Ahora, si x € Dom(A) N Dom(B), entonces x € Dom(A) y x € Dom(B).
Puesto que x € Dom(A), entonces existe y; € Y tal que (x,y1) € A; y como
x € Dom(B), entonces existe y2 € Y tal que (z,y2) € B. De esto se obtiene
que y1 € Ax y yo € Bux; si se define y := y; + yo, entonces y € Ax + Bx
y nuevamente de la Definicién se sigue que (z,y) € A + B, luego
x € Dom(A + B) y por tanto, Dom(A) N Dom(B) C Dom(A + B).

Asi se ha demostrado que Dom(A + B) = Dom(A) N Dom(B). O

Definicion 2.1.7. Sean X, Y y Z espacios de Banach y sean A una relacién
lineal entre X, Y y B una relacién lineal entre Y y Z. El producto de las
relaciones A y B es la relacion entre X y Z definida por

BA ={(x,z) e X xZ:3y € Dom(B) tal que (z,y) € A, (y,2) € B}.

Definicién 2.1.8. Una relacién A € LR(X,Y) se dice que es continua-
mente invertible, si es inyectiva, suprayectiva y A~ € B(X,Y).
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Proposicién 2.1.2. Para una relacion lineal A de X en' Y, M(A) es un
subespacio vectorial de Y.

Demostracion. Por la Definicion se sabe que A es un subespacio vec-
torial de X x Y, entonces se tiene que (0x,0y) € A, entonces Oy € M(A),
y de esto se concluye que M (A) no es vacio.

Ahora, sean y1,y2 € M(A), entonces (0,y1),(0,y2) € A y por la lineali-
dad de A también se tiene que (0,y1) + (0,y2) = (0,y1 + y2) € A, donde
y1 + y2 € Im(A), luego y1 + y2 € M(A).

Ahora, sea A € K entonces y € M(A), con (0,y) € A; nuevamente por la
linealidad de A, A(0,y) = (0, \y) € A, lo que implica que \y € M(A). O

Proposicién 2.1.3. Si A es una relacion lineal, entonces M(A) = A(0).

Demostracion. Sea y € M(A), entonces (0,y) € A, entonces y € A(0),
entonces M (A) C A(0).

Asf mismo, si b € A(0), entonces (0,b) € A y por definicién se tiene que
b e M(A), entonces A(0) C M(A).

Por lo tanto, M (A) = A(0). O

Proposicién 2.1.4. Si A es una relacion lineal entre X ¢ Y y A~ la
relacion inversa de A, entonces M(A™1) = A=1(0) = N(A).

Demostracion. Sea x € A~1(0), entonces z € Im(A™1) y es tal que (0,7) €
A~ entonces (x,0) € Ay como Im(A~!) = Dom(A), entonces x € N(A).
Siy € N(A), entoncesy € Dom(A) y es tal que (y,0) € A, de donde se tiene
que Dom(A) = Im(A~Y) y (0,y) € A~1, lo que implica que y € A~1(0).

Por lo tanto,M(A) = A71(0) = N(A). O

La Proposicién [2.1.3] permite usar de forma indistinta la notacién AQ y
M(A), para cualquier relacién lineal A. Y la Proposicién caracteriza
el multivalor de la relacion inversa de la relacion lineal A.

Proposicion 2.1.5. Sea A una relacion lineal entre X e Y.
(1) Para x € Dom(A),

y € Az & Az =y + A(0).
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(2) Para x1,x2 € Dom(A),

Axi N Axg 75 & < Ary = Axo.

Demostracion. (1)(=) Supdéngase que y € Az. Entonces por la linealidad
de la relacién A se verifica que y + A(0) C Az + A(0) = Ax.

Por otro lado, si a € Az, entonces (x, ) € Ay « se puede reescribir como
a=y+(a—y) € y+Ax— Az = y+ A(0), lo que implica que Az C y+ A(0).
Se concluye que Az =y + A(0).

(<) Supéngase que Ax = y+ A(0). Asi que para cada t € y+ A(0) t € Az,
en particular y + 0 € y + A(0), entonces y + 0 = y € Ax.

(2) (=) Se supone Az1NAxs # &. Entonces existe y € Ax1 N Axa, es decir,
y € Ax1y y € Axg, por (1), se tiene que Ax; = y+ A(0) y Azxy = y+ A(0),
entonces Ar; = Axs.

(<) Ahora, supéngase que Axr; = Axs. Entonces inmediatamente se si-
gue que Azxy N Azxo # &. O

Corolario 2.1.6. A es una funcion si y sdlo si M(A) = {0}.

Demostracion. (=) Supdéngase que A es funcién. Entonces para cada x €
Dom(A) se satisface que Az = {y}, para algin y € Y; en particular, existe
yo € Y tal que A(0) = {yo}. Es claro que yo € A(0) y por (1) de la Pro-
posicién se sigue que A(0) = yo + A(0), entonces yo = 0. Por tanto,

A(0) = {0}

(<) Ahora, se asume que A(0) = {0}. Considérese x € Dom(A). Por
(1) de la Proposicién [2.1.5| para y € Az se tiene Az =y + A(0) = {y}. Y
por tanto, A es funcién. O

Corolario 2.1.7. A es inyectiva si y solo si N(A) = {0} .

Demostracion. (=) Supdéngase que A es inyectiva. Puesto que N(A) es un
subespacio vectorial de X, se tiene que {0} C N(A), lo que implica que
0 € A(0). Por la inyectividad de A, para cada = € Dom(A) tal que = # 0,
A(0) # Az, lo que implica que para cada © € Dom(A) con x # 0, (x,0) no
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estd en A. Por lo tanto, N(A) = {0} .

(<) Ahora se asume que N(A) = {0} . Se verd que A es inyectiva.

Sean x1,z2 € Dom(A) tales que Ax; = Az, por (2) de la Proposicién
existe y € Axy N Az, esto es, y € Axy y y € Axg, con (x1,y) € Ay
(z2,y) € A, luego (w1,y) — (w2,y) € A, con (z1,y) — (x2,y) = (21 — 22,0),
lo que implica que z1 — z9 € N(A), de esto y de la hipétesis se sigue que
x1 — x9 = 0, entonces x1 = x3. Se concluye que A es inyectiva. ]

De forma similar a los operadores lineales, se observa que el Corolario
caracteriza la inyectividad de una relacion lineal mediante su nicleo.
Mientras que el Corolario permite identificar cuando una relacién es
una funcién mediante su conjunto multivalor.

El siguiente resultado proporciona una forma 1til de interpretar el conjunto
imagén de una relacién lineal.

Proposicion 2.1.8. Sea A una relacion lineal entre X e Y. Entonces para
x € Dom(A), Az = Im(A).

Demostracion. Sea o € Im(A), entonces y € Y y existe x € Dom(A)
tal que (z,y) € A, ésto implica que y € Az, luego y € |J Az, ésto es,
Im(A) C |JAx.

Asi mismo, sea t € |J Az, entonces exite x € Dom(A) tal que t € Ax; asi
que t € Y y (z,t) € A, lo que significa que t € Im(A), luego |J Az C
Im(A). O

La siguiente porposicién sera de suma importancia en la siguiente sec-
cién, pues es un resultado clave para caracterizar a la familia de relaciones
cerradas LR(XY).

Proposicion 2.1.9. Sea A una relacion lineal entre X e Y. Si A es una
relacion cerrada, entonces M(A) es un conjunto cerrado.

Demostracion. Sea v un elemento de cl(M(A)), entonces existe una suce-
sién {un}, ey en M(A), tal que limu, = v. Por definicién, para cada n
n

natural (0, u,) € A, de modo que {(0,uy)}, .y €s una sucesién en A tal que
lim(0, u,) = (0,v) y como A es cerrado, entonces (0,v) € A, de lo que se
n

sigue que v es un elemento de M (A) y por tanto, c/(M(A)) es subconjunto
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de M(A).
Se concluye que M (A) es cerrado. O

2.2. Operadores de rango cociente

En el Ejemplo del Capitulo 1 se defini6 el espacio vectorial V/W
llamado espacio cociente, donde W es un subespacio de V. Al dotarle
a V de una estructura de espacio de Banach y si W es un subespacio
cerrado, entonces V/W es también un espacio de Banach, con la norma
l|-]| : V/W — R definida por

2]l = inf {llz + w|| : w € W}

Tomando la estructura anterior, se definen y se analizan algunas de las
propiedades mas importantes de los operadores de rango cociente.

Definicion 2.2.1. Sean X e Y espacios complejos de Banach y sean X,
Y subespacios cerrados de X e Y, respectivamente. Un operador de la
forma T : X/Xy — Y /Yy, es llamado operador cociente.

Definicion 2.2.2. Sean X, Y espacios complejos de Banach y sea Y un
subespacio cerrado de Y. A los operadores de la forma 7' : Dom(T) C X —
Y /Yo, se les llamara operadores de rango cociente.

Definicion 2.2.3. Se define la familia de operadores cocientes como
QX,Y)={T:X/Xo—=Y/Yo| T es lineal} .
También se define la familia de operadores de rango cociente como
QRX,Y)={TeQX,Y)|T:Dom(T)c X —=>Y/Yy}.
Y se denotard por QC(X,Y) a la familia de operadores cerrados de rango
cociente.

Obsérvese que un operador de rango cociente es un caso particular de un
operador cociente (tomando Xy = {0}), es decir, la familia de operadores
de rango cociente es una subfamilia de los operadores cociente.

Un ejemplo inmediato y ampliamente conocido de un oeprador de rango
cociente es la proyeccion candnica, que se tratard en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 2.2.1. Considérese el espacio de Banach X y sea X un subes-
pacio cerrado de X. Se define la proyeccién canénica de X a X/Xg como
el operador Jp : X — X /Xy definido por Jy(z) := [z] = x + Xp, para cada
z € X.

Entre sus propiedades més destacables se encuentra la continuidad:
Por definicién, para cada x € X ||Jo(z)|| = inf {||lz — y|| : v € Xo}, enton-
ces se tiene que para cualquier y € X ||Jo(z)|| < ||z — y||, en particular

[|Jo(z)|| < ||z||. Entonces para cada x € X tal que ||z|| = 1, se tiene que
[|Jo]| = sup{||Jo(x)|| : ||z|| =1} < 1, luego Jy es un operador acotado y
por tanto, es un operador continuo.

Si A es una relacién lineal entre los espacios de Banach X e Y, se
denotara la proyeccién canodnica de Y en Y /cl(M(A)) como J(?l{( M(a)) ©
simplemente por .J4 cuando se tiene clara la relacién lineal y no hay riesgo
de confusién.

Sin pérdida de generalidad, si T es un operador lineal, éste se podra

considerar como una relacién lineal siendo identificado con su gréfica, segin
convenga.
Las siguientes proposiciones muestran que la composiciéon de cualquier re-
lacién lineal y la proyeccién candnica resulta ser un operador lineal, atin
mas, si la relacion es cerrada, dicha composiciéon es un operador lineal ce-
rrado. De esta manera se caracterizaran a las relaciones lineales cerradas
en términos de estos nuevos operadores lineales.

Proposiciéon 2.2.1. Si A es una relacion lineal entre los espacios X e Y,
entonces JaA, definido por JaAzx = y+ cl(M(A)), siempre que (z,y) € A,
es un operador lineal.

Demostracion. Sea x un elemento de Dom(A) y sean yi, y2 elementos de
JaAz. Entonces por la linealidad de la relacion A y la linealidad de la
proyeccién canénica se tiene y; — yo € JaAx — JaAx = J4A(0).

Ademads, JyAx C Jacl(Ax), para cada x en Dom(A), entonces J4 A0 C
Jacl(A0), donde Jcl(A0) = {0}, y éste tltimo es el cero de Y /cl(M(A)).
Lo que implica que y; — y2 € {0}, esto es, y; —y2 = 0, y entonces y; = ya.
Por lo tanto, J4A es una funcién.

La linealidad se sigue inmediatamente de la linealidad de la relacién A y
de la linealidad de la proyeccién candnica J 4. O
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Proposicion 2.2.2. Sea A una relacion lineal cerrada entre X e Y. En-
tonces J4A es un operador lineal cerrado.

Demostracion. Se demostrard que la grafica de J4A es un subconjunto ce-
rrado de X x Y.

Sin pérdida de generalidad, considérese a (z,Jay) € cl(Gr(JaA)), con
y € Y. Entonces existe una sucesién {(zn, JaAzy,)}, cy en Gr(JaA) que
converge a (x, Jay), esto es, im(x,, JaAx,) = (x, Jay).

Se observa que h’ran JpaAx, = JZy, entonces por la continuidad de Jy4, existe

una sucesion {yn }, ey en Az, y existe una sucesion {t,}, . en M(A) tales
que limy,, + t, = y. Nétese que {(zn,yn +tn)}, oy €5 una sucesion en A
n

que converge a (z,y). Por hipdtesis A es una relacién cerrada, entonces
(z,y) es también un elemento de A, de esto se sigue que y € Az, entonces
Jay € JaAx y por la proposicién anterior se sabe que J4 A es un operador
lineal, entonces J4Ax = Jay, entonces (z, Jay) es un elemento de Gr(J4A)
y por tanto, cl(Gr(JaA)) C Gr(J4A).

Se concluye que Gr(J4A) es un subconjunto cerrado de X x Y. O]

De ésta tltima proposicion se desprende un resultado mas practico. La
idea central de la demostracién es el hecho de que J4A en esencia es una
relacién lineal.

Corolario 2.2.3. Jacl(A) = cl(J4A).

Demostracion. Puesto que cl(A) es es cerrado, entonces por la proposicién
anterior Jcl(A) es un operador lineal cerrado, en particular, Jacl(A) es
una relacion lineal cerrada, entonces, cl(J4A) C J4A C Jacl(A).

Por otro lado, sea (x, Jay) un elemento de J4cl(A). Entonces existe (x,t)
en cl(A) tal que Jay = Jat, de modo que existe una sucesion {(2n, Yn) },en
en A tal que 11’7£n(xn, Yn) = (2,t). Ademds, {(zn, Jayn)},cn € Una sucesion

en J4A, entonces para cada n natural (x,, Jayn) = (2, JaAzy,) v es tal
que h’Tan(a:n, JaAzy) = (xz, Jat) = (z, Jay).

Puesto que {(zn, JaAz,)},cy €8 una sucesion en J4A, también es una
susecion en cl(J4A) que converge a (z,JJay) y como cl(J4A) es cerrado,
(x, Jay) es un elemento de cl(J4 A). Lo que implica que Jacl(A) C cl(J4A).
Se concluye que Jacl(A) = cl(J4A). O
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Con ayuda de la Proposicién y de la Proposicién es posible
caracterizar a las relaciones lineales cerradas como muestra la siguiente
proposicion:

Proposicion 2.2.4. Sea A una relacion lineal entre los espacios de Banach
X e Y. La relacion A es cerrada si y solo si J4A es un operador cerrado
y M(A) es un conjunto cerrado.

Demostracion. (=) Supéngase que A es una relacién lineal cerrada. De la
Proposicién y la Proposicion se sigue que J4A es un operador

lineal cerrado y que M(A) es un conjunto cerrado.

(<) Supdngase ahora que J4A es un operador lineal cerrado y que M (A)
es un conjunto cerrado. Se verd que A es una relacion lineal cerrada.
Puesto que J4 A es cerrado y Dom(A) = Dom(J4A), también se tiene que
Dom(JyA) = Dom(cl(A)), lo que implica que Dom(A) = Dom(cl(A)).
Asi mismo, como J4A es cerrado, entonces cl(J4A) = J4A y por el Coro-
lario JaA = Jacl(A), entonces para cada x € Dom(A), Jacl(A)x =
JaAz, es decir, para cada x en Dom(A), cl(A)x = cl(A)z+A0 = Az+ A0 =
Az, ésto tltimo por la linealidad de A. Asi, por la Proposicién [2.2.2]se tiene
que Im(A) = Im(cl(A)).

Como Dom(A) = Dom(cl(A)) e Im(A) = Im(cl(A)) se sigue que cl(A) =
Ay por tanto, A es una relacién cerrada. O

Definicién 2.2.4. Sea T : Dom(T) C X — Y /Y, un operador de rango
cociente. Se define:

(1) Go(T) = {(z,y) e X xY :2 € Dom(T), Jo(y) =T (x)}, llamado la
grafica elevada de T.

(2) El rango elevado del operador T se define como el conjunto Ry tal que

Proposicién 2.2.5. Go(T') es un subespacio de X x Y.

Demostracion. Sean (a,b), (x,y) € Go(T) y sea A € K, entonces a, = €
Dom(T) y se verifica que Jo(b) = T(a), Jo(y) = x. Entonces para la
suma (a,b) + (z,y) = (a + z,b + y), se tiene que a + = € Dom(T) y
Jo(b+y) = Jo(b) + Jo(y) = a + z, lo que implica que Jo(b+y) =a+xy
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por tanto, (a,b) + (z,y) € Go(T).

Por otro lado, para A(a,b) = (Aa,\b), con Aa € Dom(T) y Jo(Ab) =
AJo(b) = AT'(a) = T(Aa), lo que implica que A(a,b) € Go(T). De esto se
concluye que Go(T') es subespacio de X x Y. O

Proposicién 2.2.6. Si T : Dom(T) C X — Y /Y es un operador cerrado
de rango cociente, entonces Go(T') es un subespacio cerrado de X x Y.

Demostracion. Sea (o, yo) un elemento de cl(Go(7T)). Entonces existe una
sucesion {(zn, yn)},eny €0 Go(T) tal que hm (Tn,Yn) = (x0,y0). Ademsds,
para cada n natural z,, € Dom(T) y Jg(yn) =T (zp).
Como hmyn = yo v Jo es continuo, Jo(hm yn) = lim Jo(yn) = Jo(yo), en-
tonces hm T(xn) = Jo(vo)- !

Por hipéTEesis, T es un operador cerrado, entonces por el teorema de la grafi-
ca cerrada, T' es un operador continuo, de lo que se sigue que limT'(x,) =
T(h’yrln xn) = T'(z0) = Jo(yo). Por tanto, (xo,yo) es también un e?emento de

Go(T).

Se concluye que Go(T") es un conjunto cerrado. O

El Corolario [2.1.6] provee una manera de determinar cuando una rela-
cién lineal es también un operador lineal y la Proposicién indica que
la grafica elevada de un operador cerrado de rango cociente es una relacién
lineal cerrada; asi se puede establecer un vinculo entre operadores de rango
cociente y relaciones lineales.

2.2.1. LI(X,Y) no es un espacio normado

Anteriormente se han definido la suma y producto de relaciones lineales,
a continuacién se definen la operacién de producto por un escalar y algunas
otras propiedades de adicion.

Definicién 2.2.5. Sean A, B,C € LI(X,Y) y sea «, 8 € K, entonces:
(1) aA={(z,ay) e X xY : (x,y) € A}

(2) Dom(aA) = Dom(A)
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(3) a(BA) = (aB)A
(1) A+B=B+A
(5) A+ (B+C)=(A+B)+C

Hasta éste punto se podria pensar que la clase de relaciones lineales
LI(X,Y) forman un espacio vectorial y que presentan un buen compor-
tamiento en el sentido algebraico, como es el caso del espacio vectorial de
funciones o el espacio vectorial de operadores lineales, sin embargo no es
asi, pues en general las relaciones lineales no siempre satisfacen la ley de
distribucién izquierda y derecha de la suma respecto al producto.

En el siguiente ejemplo se muestran tres relaciones lineales que no satisfacen
la ley de distribucién derecha.

Ejemplo 2.2.2. Sean R,S,T € LI(R?) definidos por R = I, T = I|m,

u={(3) »ex)
s={(()-(2)) 2 ex}.

Primero se demostrard que

Dom(S) = {(g) Lx € R} . (2.1)

En efecto, p € Dom(S) si y sdlo si existe ¢ € R? tal que (p,q) € S si y
g) . Esto demuestra la igualdad (2.1).
Ahora, se demostrarda que

wes={((2).(2))me ). )

En efecto, si (p,q) € R+ S, entonces p € Dom(R) N Dom(S), ¢ € Rx+ Sx.

solo si para x € R, p =

Como p € Dom(R)NDom(S) = Dom/(S), entonces p = (33) ,econx € Ry y

0
como q € Rx+Sx, entonces existen q1 € Rx y qo € Sx tales que ¢ = q1+qo.
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T
>,conx€R

Ademds, (x,q1) € R y (z,q2) € S, lo que implica que ¢ = <0

Yq2 = (Zj), con w € R. Entonces q = <;>7d0ndex€Ryz::w—l—z.

oo, 15 {((2).(2)) e m).
o 5 (). (2)) < {((2)(2)) o= <3} et s o

3) € Dom(R) N Dom(S) y (;) se puede reescribir como <;) =

w x , w x .
<x) + <O> , para algin w € R, con <x> € Sz y <0> € Rz, es decir,

(;) € Rx + Sz y por tanto, <;> € R+ S. Ast, se tiene la contencion

que

{ <<g> , <i)> 1T,z € R} C R+ S y por tanto, se tiene la igualdad (2.2).

Por otro lado, es claro que Dom(TR) = Dom(T) y Dom(T'S) = Dom/(S)
y ast, de la Proposicion se obtiene que Dom(TR+TS) = Dom(TR)N
Dom(T'S) = Dom(T) N Dom(S) = {0} .

Finalmente se demostrard que Dom(T(R + S)) = { <3(I):) tx € ]R} .

En efecto, p € Dom(T(R + S)) si y sélo si existe ¢ € R? tal que (p,q) €
T(R+S), si y sélo si existe t € Dom(T) tal que (p,t) € R+ S y (t,q) € T}

obsérvese que lo anterior se satisface si y solo sit = . Por lo tanto,

Dom(T(R + 8)) = {(g) ‘z€ ]R} .

De lo anterior se obtiene que Dom(TR+TS) = {0} # Dom(T(R+Y5)),
y de ésto se sigue que TR+T'S # T(R+S), es decir T, R y S son relaciones
lineales que no satisfacen la ley de distribucién derecha de la suma respecto
al producto.

x
0

Puesto que las relaciones lineales tienen semejanzas con los operado-
res lineales, es preciso inducir una nocién de cercania entre los objetos de
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LI(X,Y), y de ésta manera tener mas claridad en la relacién entre ésta
familia y la familia de operadores cociente.

Definicion 2.2.6. Sea X un espacio vectorial sobre K. Se dice que p :
X — R es una seminorma en X si para cada z,y € X y cada o € K se
cumplen:

(1) plax) = |alp(z).

(2) p(x+y) < p(x) +p(y).

La Proposicién asegura que dada una relacién lineal A, J4A es
un operador lineal. Puesto que para cada elemento A € LI(X,Y) se le
puede asociar un operador de rango cociente J4 A, es posible definir una
seminorma como sigue:

Definicion 2.2.7. Si A es una relacion lineal entre los espacios de Banach
X e Y, se define
|[Az]] := |[JaAx]] (2.3)

A[] == [[JaAll, (2.4)
llamada la norma de Az y la norma de A, respectivamente

Las siguientes proposiciones demostraran que la funcién ||-|| establecida
en la definicién anterior cumple con las condiciones de la Definicién [2.2.6

Proposicién 2.2.7. Si A es una relacion lineal entre X e Y, entonces
(1) ||Az|| = d(y, M(A)), para algin y € Az,
(2) ||Az|| = d(Ax, A0) = d(Ax,0), para x € Dom(A).

Demostracion. (1) Para algin y € Ax, se tiene que Az = y + A0 y por
tanto, ||Az|| = [ly + A0|| = inf{||ly +al| : a € A0} = d(y, AO) y se sabe
que A0 = M(A), entonces ||Az|| = d(y, M (A)).

(2 )Para un z € Ax fijo se tiene que d(Az,0) = inf{|[0+y| :y € Az} =
inf{llyll :y € Az} =inf{||z — (z —y)|| : y € Az}, ademas se observa que
z —y € A(0), entonces si se define a k := z — y, se tiene que

inf{llz = (z=y)ll : y € Az} = inf{|[z — k[| : k € A0} = d(z, A0) = ||Az|],
esto tltimo por (1). O
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Proposicion 2.2.8. Sean A y B relaciones lineales entre X e Y y sea
acK

(1) ||Az + Bz|| < ||Az|| + ||Bz||, para cada x € Dom(A + B).
(2) ||laAz|| = |a|||Az||, para cada x € Dom(A).

Demostracion. (1) Sean a € Ax y b € Bz, entonces a+b € Ax+ Bz, enton-
ces por (2) de la Proposicién [2.2.7se tiene ||Az+ Bz|| = d(a+b, (A+B)0) =
d(a+0b, A0+ B0) < d(a, A0+ B0) + d(b, A0+ B0) < d(a, A0) + d(b, B0O) =
|| Az|[ + || Bz|].

(2) Puesto que M(A) = M(«aA), entonces ||aAz|| = ||Ja(ad)(x)|] =
laaA(z)]| = o[ JaA(2)]] = |of || Az]] O

Proposicién 2.2.9. ||A|| = sup{||Az|| : z € B(0,1)}

Demostracion. Por definicién
|A[| = [[JaAl| = sup{||JaA(z)|| : € B(0,1)} = sup{||[Az|| : z € B(0,1)}
O

Proposicién 2.2.10. Sean A,B € LI(X,Y) y a € K, entonces
(1) 1A+ B| < Al + 1Bl
(2) |laAll = |af [[A]l.

Demostracion. (1) De la Proposicién y la Proposicién [2.2.9] se tiene
que

|A+ B|| = sup {||Ax + Bz|| : x € B(0,1) N Dom(A) N Dom(B)} <

< sup{||Az|| + ||Bz|| : x € B(0,1) N Dom(A) N Dom(B)} <
< sup{||Az|| : x € B(0,1) N Dom(A) N Dom(B)} +
+sup {||Bz|| : z € B(0,1) N Dom(A) N Dom(B)} <
< sup{||Az|| : x € B(0,1) N Dom(A)} +
+sup{||Be]| : @ € B(0,1) N Dom(B)} = ||| + |B].
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(2) Por la Proposicién y la Proposicién [2.2.9]
Al = sup {[[(ed)z|| : x € B(0,1)} =

= sup{|a|||Az|| : z € B(0,1)} =
= |afsup {||Az|| : € B(0,1)} = |af | A]|.
O

La Proposicién demuestra que la funcién || - || dada en la Defini-
cién es una seminorma en LI(X,Y).
Dicha funcién || - || no puede ser una norma, ya que si ||A|| = 0, esto no
siempre implica que A sea la relacién idénticamente cero.

2.2.2. Relaciones lineales como operadores cociente

En lo sucesivo y por simplicidad, el operador J4 A serd denotado como
Q 4, cuidando de tener claridad sobre la relacion lineal y que ésta sea una
relacion lineal cerrada.

Ahora se considera la aplicacién
¢:LR(X,Y) - Q(X,Y),
definida por ¢(A) = Q4, para cada A € LR(X,Y).
Observacion 2.2.1. La aplicacion ¢ estd bien definida.

Demostracion. En efecto, sean A, B € LR(X,Y) tales que A = B. Es claro
que Dom(A) = Dom(B), Im(A) = Im(B), y M(A) = M(B); asi, para
o(A) = Qa v @(B) = Qp se tiene que Qa(x) = y + M(A) = y + M(B) =
Q@p(x), siempre que (x,y) € A = B, lo que implica que ¢p(A) = ¢(B).

Esto demuestra la buena definicién de . O

Proposicion 2.2.11. ¢ es una aplicacion inyectiva.

Demostracion. Sean A, B € LR(X,Y) tales que ¢(A) = ¢(B), entonces
Q4 = @Qp, de donde se obtiene que Dom(A) = Dom(B), Im(A) = Im(B)
y M(A) = M(B). Sea (z,y1) € A, entonces Qa(z) = Qp(x), esto es, existe
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y2 € Im(B) tal que (x,y2) € By se tiene y; + M(A) = y2 + M(B), lo que
implica que y2 —y1 € M(B), esto es, (0,y2—y1) € B, luego por la linealidad
de B, se sigue que (x,y2)—(0,y2—y1) € B, con (z,y1) = (z,y2)—(0,y2—y1),
entonces (z,y1) € B y por tanto A C B.

De forma andloga, sea («, 1) € B, entonces Qp(a) = Qa(a), entonces
existe f2 € A tal que (a,p2) € Ay b1+ M(B) = 2 + M(A), luego
Po — 1 € M(A), entonces (0,82 — 1) € A, por la linealidad de A, se sigue
que (a, B2) — (0,82 — 1) € A, con (a, B1) = (v, B2) — (0, B2 — 1), entonces
(o, B1) € A, de lo que se sigue B C A.

Por tanto, A = B y se concluye que @ es inyectiva. O

El siguiente corolario propone una relaciéon biyectiva entre operadores
de rango cociente y relaciones lineales.

Corolario 2.2.12. Existe una aplicacion biyectiva entre la familia LR(X,Y)
y la familia de operadores de rango cociente QC(X,Y).

Demostracién. De la Proposicién la, aplicacién
v: LR(X,Y)— Q(X,Y)

es inyectiva. Basta verificar que
¢: LR(X,Y) = QC(X,Y)

es sobreyectiva.
Sea T' € QC(X,Y). Entonces su grafica elevada Go(T') es un subespacio
vectorial de X x Y, es decir, Go(T") es una relacién lineal.
Se va a demostrar la siguiente igualdad: M(Go(T')) = Yo.
En efecto, se tiene que o € M(Go(T)) si y sélo si a € Im(T) tal que
(0,a) € Go(T) si y s6lo si J(a) = T(0), donde T'(0) = Yy, si y sélo si
J(a) =Yg siy solo si a € Y.
Asi,

Qao(r) : Dom(T) — Y /Yo

y por tanto, Qg,(ry) = T, lo que implica que p(Go(T)) =T.
De ésta manera se ha demostrado la sobreyectividad de . O
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En la Subseccién 2.2.1 se mostré que LI(X,Y) no es un espacio norma-
do y que sélo se le puede equipar con una semi norma, es decir, LR(X,Y)
tampoco es un espacio normado.

Sin embargo, los elementos de la clase LR(X,Y) tienen asociado un elemen-
to de la clase QC(X,Y) y viceversa, segun la demostracién del Corolario
lo que permite tratar a los elementos de ambas clases de forma indis-
tinta y de ésta manera poder abordar los resultados posteriores alternando
entre relaciones lineales cerradas y operadores cerrados de rango cociente.






Capitulo 3

Propiedades Espectrales

En el capitulo anterior se vio que existe una aplicacion biyectiva entre la
familia de operadores cerrados de rango cociente y la familia de relaciones
lineales cerradas.

El propésito de este capitulo es explicar algunas de las propiedades espec-
trales mas importantes de las relaciones lineales, teniendo como apoyo a
los operadores de rango cociente.

Co = CU {00} denotara al plano complejo extendido. Co, estd equipado
con la siguiente topologia: U es abierto en C, si y s6lo si U es abierto en
C6siU=VU{0}, donde C\ V es un conjunto compacto en C.

Si T es un operador lineal, entonces el conjunto o(7") denota al Espectro
de T, y es definido por:

o(T)={A € C: T — M no es invertible} .
Asi mismo, p(T) = C\ o(T') denota al conjunto resolvente de T' ([1],[5]).

3.1. Relaciones lineales y espectro

En la presente seccién se introduce formalmente el concepto de Espectro
de una relacién lineal cerrada.

Definicién 3.1.1. El conjunto resolvente de una relacion A € LR(X) es
el conjunto denotado por p(A) y definido por

p(A)={ eC:(A-A)"'eBX)}.

37
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El espectro de una relacién A € LR(X) es el conjunto definido por o(A) =

C\ p(A).

Definicién 3.1.2. Sea larelacion A € LR(X) y sea A € p(A). El resolvente
de la relacién A es la funcién

definida para cada A € p(A) por R(\, A) = (A — \I)~1.

Proposicién 3.1.1. Si A es una relacion en LR(X) y Ao € p(A), entonces
Ker(R(M\o, A)) = AO0.

Demostracion. Sea o € Ker(R(\, A)), entonces (A — M)~ (a) =0, de lo
que se obtiene que @ = (A4 — AI)(0), lo que implica que o = A(0), entonces
(0,a) € A, ésto es, a € AD y por tanto, Ker(R(\o, A)) C AO0.

Por otro lado, si 3 € A0, entonces 8 € X y (0,8) € A, lo que implica
que A(0) = B, luego para Ay € C se tiene que (A — \gI)(0) = S, de lo
que se obtiene 0 = (A — \gI)~(B), luego B € Ker(R(\y, A)) y por tanto,
A0 C Ker(R(X\, A)). O

Proposicién 3.1.2. Para una relacion A € LR(X) y Ao € p(A), se cumple
Im(R(Xo, A)) = Dom(A).

Demostracion. Siy € Im(R(Ao, A)), entonces existe x € X tal que (4 —
MoI)~Y(x) =y, lo que implica que z = (A— oI )(y) = A(y) — Aoy, entonces
A(y) = = + Aoy. Asi que existe zp := x + Aoy € X tal que A(y) = zo, es
decir, existe o € X tal que (y,x0) € A(y), lo que implica que y € Dom(A
y por tanto Im(R(Ng, A)) C Dom(A).

Si 2 € Dom(A), entonces existe y € X tal que (x,y) € A, ésto se puede
escribir como A(x) = y, luego para cada \g € C se obtiene y — Aoz =
A(z) — Moz = (A — XoI)(z), entonces (A — \oI)"'(y — Mox) = z. Se define
Yo := ¥ — Moz y es tal que (A — X\oI) " 1(yo) = =, es decir, existe yp € X
tal que (A — XoI) " (yo) = z, luego = € Im(R),) y por tanto, Dom(A) C
Im(R(ho, A)). O

Una resultado muy usado en el Célculo Funcional para operadores li-
neales es la ecuacion resolvente o también llamada Identidad de Hilbert.
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Para relaciones lineales existe un resultado andlogo como muestra la si-
guiente proposicion [2],[3].

Proposicién 3.1.3. Sea A € LR(X) cuyo resolvente es R(-, A), entonces
para cualesquiera A1, A2 € p(A)

R(A1, A) = R(A2, A) = (M — A2) R(A1, A)R(A2, A).
Demostracion. Sean A1, Ay € p(T'), entonces
R\, A) — R(M\g, A) = (A= NI — (A= D)t =
= (A-MDHT = (A= MD(A= D)) =
=(A=XMD A= XD)(A= D) — (A= MD)(A- D)1 =
(A=MD A= XoD) ™t = (A= XNID)7JA = XI) 7L =
= (A=MD Y =)A= D)=
=M =)A= XD A- 2D = (A — AR\, AR\, A).
O

Definicién 3.1.3. Sea A una relacién lineal en LR(X). Se dird que Ay €
LR(X) es la restricciéon de A en el subespacio Xy, si su operador resol-
vente Ry : p(A) — B(Xp) es la restriccién de R(-, A), es decir, Ro(\) =
R(A, A)|Xo, para cada A en p(A). La restriccién Ag se denotard por Ay =
AlXp.

Definicién 3.1.4. El espectro extendido de una relaciéon A € LR(X) es el
subconjunto g(A) de C que es igual a o(A) si se satisfacen las siguientes
condiciones:

(1) A0 = {0}, es decir, A es un operador cerrado de rango cociente;
(2) El resolvente R(-, A) de A es analiticamente continuo en oo;

(3) lim R\ A) = 0.

[A| =00

En otro caso, 6(A) = o(A) U {oco}. El conjunto p(A) = C \ 0(A) es
llamado conjunto resolvente extendido de la relacién A.
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Proposicién 3.1.4. Si A € LR(X), entonces p(A) es subconjunto abierto
de C y la funcion R(-, A) es holomorfa sobre p(A).

Observacién 3.1.1. La demostracion de la Proposicion[3.1.4) serd omiti-
da pues se basa en resultados de pequenas pertubaciones y otros temas que
van mds alld del propdsito del trabajo de tesis.

El lector puede encontrar en [])], pdgina 221, VI.1.3 Proposition, una de-
mostracion de que p(A) es abierto.

Asi mismo, una demostracion de que R(-, A) es holomorfa en p(A) se en-
cuentra en [§)], pdgina 223, VI.1.8 Corollary.

Recordando que una relacién A es un operador lineal si y s6lo si M (A) =
{0} ; asi que, si 1 < dimM (A), entonces A no satisface todas las condiciones
de la Definicién y se concluye que 0o € g(A).

Dicho de otra manera, para cada A € LR(X) tal que A no es funcién, se
cumple que oo € g(A).

Nota 3.1.1. Teorema de Louville: Si f es entera y existe una constante
M > 0 tal que |f(z)] < M, para cada z € C, entonces f es constante.

El Teorema de Louville serd de suma importancia para la demostracién
de la siguiente proposicién.

Proposicién 3.1.5. Si X # {0}, entonces d(A) # @, para cada relacion
A e LR(X).

Demostracion. Por contradiccién. Supéngase que X # {0} y que existe
una relaciéon A € LR(X) tal que d(A) = @. Esto implica que p(A) = Cx
y que el resolvente R(-, A) es una funcién entera.

Como para cada A € p(A) el operador (A — M)~! es acotado, entonces
existe M > 0 tal que para cada A € p(A), la funcién R(\, A) es acotada,
es decir, |R()\, A)| < M, entonces por el Teorema de Louville R(\, A) = 0.
Luego X = Im(R(X, A)) = {0}, lo que es una contradiccién.

Por lo tanto, o(A) # @. O

Definicion 3.1.5. Un subespacio cerrado Xg de X se dice que es invariante
con respecto a larelaciéon A € LR(X), con p(A) no vacio, si X es invariante
con respecto a R(A, A), para cada A € p(A).
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Definicion 3.1.6. Sea
X:XO@Xl, (31)

donde X y X; son subespacios invariantes con respecto a A € LR(X), y
sean Ay = A|Xy, 41 = A|X;. Entonces se dird que la relacién A es la suma
directa de las relaciones Ay y A1, y se escribe como

A= A() ) Al. (32)

Observacién 3.1.2. De (1) de la Definicién se sigue que si se cum-
plen (3.1) y (3.2) de la Definicién entonces A0 = A0 © A,0. Y por
tanto, para cada z € Dom(A)

Az = Agzg + A121, 2 =20 + 271,
donde z; € Dom(A;), para cada i = 0,1.

Proposicién 3.1.6. Si una relacion A en LR(X) satisface las ecuaciones
(8.1) y (3.2), entonces 0(A) = d(Ag) U (A1), donde la relacion A; es la
restriccion de A en X;, para i =1,2.

Demostracion. Basta demostrar que la funcién resolvente de A es la suma
directa de las funciones resolventes de Ay y As.

Se observa que Dom(R(-, A)) = p(A) = Dom(R(-, Ag) ® R(-, A1)).
Ademas, por la Proposicién 3.1.2, se tiene que Im(R(A, A)) = X, y también
Im(R()\, Ay @ Al)) =X=Xy6 X = I’I?’L(R()\, A(])) SP) I’I?’L(R()\, Al)), asi
que, para cada A € p(A) se verifica la siguiente igualdad

R(A, A) = R(A, Ag) @ R(A, A1).
Por lo tanto, se cumple o(A) = g(A4g) U (41). O

El Corolario permite saber cudndo una relacién lineal es un opera-
dor lineal simplemente observando el conjunto multivalor de dicha relacién.
Los siguientes resultados permiten saber cuando una relacion lineal es un
operador lineal acotado, mediante el espectro y el espectro extendido.

Proposicién 3.1.7. Sea A € LR(X). 0¢ o(A™!) si y sélo si A € B(X).
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Demostracion. (<) Por contradiccién. Supéngase que A € B(X) y que
0 € o(A™Y). Entonces (A~' — 0I)~! ¢ B(X), donde (A~! —0I)~! =
(A~H=1 = A es decir, A ¢ B(X), lo que es falso.
Por lo tanto, si A € B(X), entonces 0 ¢ o(A™1).

(=) Ahora se supone que 0 ¢ o(A~!). De ésto se sigue que 0 € p(A~1),
entonces (A™! —0I)7! € B(X), donde (A1 —=0I)7t = (A7) = A, es
decir, A € B(X). O

Proposicién 3.1.8. Sea A € LR(X). co ¢ 5(A) si y sélo si 0 ¢ o(A™1).

Demostracion. (<) Si 0 ¢ o(A™1), entonces A € B(X), luego A satisface
las condiciones (1), (2) y (3) de la Definicién 3.1.4, entonces o(A) = o(A),
es decir, oo ¢ 7(A).

(=) Por contradiccién. Supéngase que oo ¢ 5(A) y que 0 € o(A~1). Enton-
ces por la Proposicién A ¢ B(X), entonces, en general, A no satisface
(1), (2) y (3) de la Definicién [3.1.4] lo que implica que o(A4) = o(A4)U{oco},
lo que es falso.

Por lo tanto, si oo ¢ 5(A), entonces 0 ¢ o(A™1). O

Proposicién 3.1.9. Si A € LR(X), entonces el espectro extendido (A1),
donde A=' € LR(X) es la relacion inversa de A, puede ser representado
de la siguiente forma:

A ={A":xeq(A)}

Demostracion. Considérese el caso cuando A # 0. Las siguientes relaciones
A— Xy A= = X\7'], son definidas por A —\ = {(x,y — A\z) : (z,9) € A}
y A7t =X = {(y,z — A 'y) : (z,y) € A} . Primero se demostrard que
A — M es inyectiva si y sélo si A=Y — A\7'T es inyectiva.

Se supone que A — AI es inyectiva. Sea p € N(A™! — A71I), entonces
(p,0) € A= — A~'I, entonces existe x tal que z — A™'p = 0, entonces
x = A"!p de lo que se obtiene que p — Az = 0, luego (x,p — Az) = (z,0) €
A — M, entonces x € N(A — A\I). Puesto que se supuso que A — A\I es
inyectiva, entonces N(A — AI) = {0}, entonces z = 0 y por tanto, p = 0.
Ast, N(A™1 — A711) = {0}, se concluye que A~! — A\~1T es inyectiva.

De forma andloga, supéngase que A~' — A7 es inyectiva. Se toma t €
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N(A — XI), entonces (t,0) € A — A\, entonces existe y tal que y — A\t = 0,
de lo que se obtiene que t — A1y = 0 luego y € N(A — \I) = {0}, lo que
implica que y = 0 y por tanto, t = 0. Por lo tanto, N(A — A\I) = {0}, lo
que significa que A — A\I es inyectiva.

Ahora, por como se han definido las relaciones A=! — AT y A — \I, se
cumple que Im(A~! — A7) = Im(A — MI). Asi, se tiene que A — I es
invertible si y sélo si A=! — A7 es invertible.

Por lo anterior, el mapeo f : o(A) \ {0} — o(A~1)\ {0}, definido por
f(X\) = A~ es biyectivo y continuo, entonces

a(A7H\ {0} = flo(A)\ {0}] = {AT" s X € o(4) \ {0}}.

Ahora se considera A = 0. Si se asume que 0 ¢ o(A), entonces por la
Proposicién equivale a que A~1 € B(X) si y s6lo si co ¢ (A1) De
la Definicién se tiene que (A~Y) = o(A7Y) y o(A) C 5(A).
Anélogamente, 0 ¢ o(A™1) si y s6lo si A € B(X) siy sélo si oo ¢ 5(A), de
lo que también se obtiene que 6(A) =o(A) yo(A™H) Cca(A™Y).

Por lo tanto, 5(A™") = {A ' : A e 5(A)}.

3.2. Espectro Arens

En esta seccién se introducird el concepto de espectro Arens ([5]) como

un caso particular del espectro de un operador de rango cociente T' y se
analizaran los resultados més importantes que puedan derivarse.
En dicha seccién se considera a o(T') como el espectro extendido del opera-
dor T, es decir, o(T) es subconjunto de Co, y sélo se dice que o(T) es un
conjunto compacto para hacer la distincién entre el espectro extendido y
el que es subconjunto de C.

Usualmente cuando se estudia a un operador 7' continuo sobre un es-
pacio de Banach X, se llega a que su espectro o(7) es un subconjunto
acotado ([7]), sin embargo, para operadores cerrados de rango cociente,
ésta aseveracion no es siempre cierta como muestra el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 3.2.1. Sea X el espacio de Hilbert de todas las sucesiones
complejas que son sumables al cuadrado, sea

Xo = {(.7}1,1‘2,0,0, ) 1 T1,X2 € (C}

un subespacio de X y sea A € B(X) el operador desplazamiento definido
por A((x1,x2,x3,...)) = (0,21, 22, 3, ...).
Considérese el operador T definido para cada x € X por

T(z) = A(z) + Xo.

Entonces T es un operador de rango cociente continuo y o(T') no es aco-
tado.

Demostracion. Primero se demostrard que Xy es en efecto un conjunto
cerrado, para ello, se demostrard que cl(Xp) C Xp.

Sea t € cl(Xp), entonces B(t,e) N Xy # &, para cada ¢ > 0, es decir,
para cada € > 0 existe p € B(t,e) y p € Xy, entonces para cada € > 0
p=(p1,02,0,0,0,...) y ||t — p|| < €lo que implica t = (p1, p2,0,0,...) y por
tanto, t € Xp.

Por otro lado, la continuidad del operador A implica la continuidad de T, y
por el Teorema de la Gréfica Cerrada se tiene que 1" es un operador cerrado
de rango cociente.

Ahora, para A € C, se tiene

2 € N(T = A\Jy) & (T — Ao)(z) =0

S dye Xg,\e—Ar+y=0
< dy € X, ()\331,)\.%'2, ) — (0,(131,.732, ) = (yl,yg,0,0,0, )
S AT = Y1, ATy — T1 = Yo, )\xk_H —x, =0, 2< k.

De esta manera se sabe cémo son los elementos del nicleo del operador
(T — M\Jp).
Si se considera 1 < |A| y z3 = 578 — %2, entonces (5,23, %, ..., §#,...) es
elemento de N((T — AJy)), lo que implica que N((T' — A\Jp)) # &, para
1 < |Al, lo que implica que B(1,0) C o(T).
Por lo tanto, (7T") no es un conjunto acotado.
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Definicion 3.2.1. Sea X un subespacio cerrado de X y considérese el ope-
rador cerrado T': Dom(T) C X — X/Xj. Se define el conjunto resolvente
Arens de T como

pa(T) ={XeC: (T —AJp)~' € B(X/X0,X)}.
Y se define el cojunto espectro Arens de T como c4(T') = C\ pa(T).

Definicién 3.2.2. Sean X un espacio de Banach y T en QR(X) un ope-
rador lineal cerrado.

(1) Supdngase que o4(T) es acotado y sea m un entero no negativo. Se
dice que el punto co es m—regular para 71" si el conjunto

{NTT = No) Mo s [N >}
es acotado en B(X) para algin r > sup {|\| : A € 04(T)}.
(2) Si oo no es O-regular, se escribe o(T") = 04(T) U {o0} .

(3) Asumiendo que oo es O-regular y Xo # {0}. Si T" = Ty &, 11, donde
Ty : {0} — X/Xp = {0}, entonces o(T') = 04(T) U {0} ; de otro
modo, o(T) = o4(T).

(4) Si oo es O-regular y Xo = {0}, entonces o(T") = g4(T).

Una de las principales motivaciones del concepto espectro Arens es que
el espectro de un operador cerrado de rango cociente no siempre es acotado,
lo cual fue mostrado en el Ejemplo Asi mismo, las condiciones de la
Definicién principalmente la primera, suponen que el espectro Arens
es un conjunto acotado, con el fin de evitar el problema antes mencionado.

Definicion 3.2.3. Sean X un espacio espacio de Banach, X un subespacio
cerrado de X y sea un operador cerrado T : D(T) ¢ X — X/X, tal
que pa(T) # @. La funcién Ry : pa(T) — B(X) definida por Rr(\) =
(T — A\Jo)~LJy es llamdo la funcién resolvente del operador 7.

La siguiente proposicién muestra que la funcién resolvente Arens satis-

face la Identidad de Hilbert ([5]).



46 CAPITULO 3. PROPIEDADES ESPECTRALES

Proposicién 3.2.1. Sea T : D(T) ¢ X — X /Xy un operador de rango
cociente, donde Xqg es un subespacio cerrado del espacio de Banach X. Si

A, p € pa(T), entonces Rp(p) — Rp(N) = (0 — ARy () Rr(N).

Demostracion. Sean p, A € pa(T), entonces
Ry(p) — Rp(A) = (T — pJo) "o — (T — Ao) ™' Jo =

= (T = pJo) " [Jo — (T — pJo)(T — AJo) ™' Jo] =
= (T — puJo) (T — MNJ)T — NJo) Yy — (T — pJo)(T — MJo) L] =
= (T = pJo) (T = AJo) — (T = pJo))(T = Ao) ' Jo =
= (T — pJo) (o — X)) (T — X\Jo) 1 =
= (T — pJo) " (= N Jo(T = Mo) o =
= (= AT = pJo) " Jo(T = XJo) " Jo = (1 — MR () Rr(X).
O

Proposicion 3.2.2. Sea T' un operador de rango cociente como en la pro-
posicion anterior. pa(T) y p(T') son subconjuntos abiertos de C y C, res-
pectivamente. La funcion resolvente Ry es holomorfa sobre pa(T'), con va-
lores en B(X), tomando una extension analitica a p(T) cuando oo € p(T).
Ademds, siempre que Xo # X 0 X = Xg # {0}, o(T') es no vacio.

Demostracion. Se demostrard que p(T) es un conjunto abierto en Cy; de
forma similar se prueba que p4(7') es abierto.

Sea A un elemento de p(T"). Se contemplan los siguientes situaciones:
Primero, A\ # oco. Se define r := H(T — )\I)*lel , entonces r > 0.

Se toma un elemento u en la bola abierta con centro en A y radio r, B(\, ),
entonces cumple que | — A| < 7. Y se observa lo siguiente:

[ =T =27 < = AT =27

<@ =N =T =1,

entonces el operador I — (1 — A)(T — A)~! es invertible, y éste se puede
escribir de la siguiente manenra:
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I (= N(T =N = (T =N =N = (= AT = A"
— (T =N = (=T =N =T -p)T-N" (33

Entonces de la ecuacién (3.3) se concluye que (T — p)(T — A\~ !y
(T — X\)~Y(T — ) son operadores invertibles, lo que implica que (T — ) es
invertible y por tanto, u € p(T'), es decir, B(\,r) C p(T).

Segundo, A = co. Como A no es elemento de o(7T'), entonces por (2) de la
Definicién A es O-regular, es decir, existe r > 0 tal que

r > sup{|\: A€ oa(T)}

y {MT — AJo) ' Jo : |A| > r} es un conjunto acotado en B(X). De aqui se
obtiene que {|A| > r} C p(T'). Lo que demuestra que p(T") es un conjunto
abierto.

Ahora se demostrarda que Ry es holomorfa sobre pa(T).

Sea A\g € pa(T) y se asume que Rp(Ag) # 0. Entonces si |A — Xg| <
[|R7(Xo)|| 7%, entonces por los mismos argumentos de la demostracién de
que p(T) es abierto, se sigue que A € p(T'), que existe (I—(A—Xg)(T'—Xg))
y con la ayuda de la ecuacion resolvente se obtiene lo siguiente

Rr(No) = Rr(A\) + Rr(Xo) — Rr(N) =
= Rp(A\) + (A= Xo)Rr(No)Rr(A) = (I — (A — Xo)Rr(Xo))Rr(N)
= RT(A) = RT()\())(I — ()\ — )\Q)RT()\()))_I.
De lo anterior también se obtiene la siguiente igualdad

Rr(Xo) — Rr(X)

TSR CACOLEACY
. Rp(Xo) — Rr(A) _
=l Ty i, RO Rr()

. Rp(Xo) — Rp(N)
2 _
= Br(Q)” = lim ==

Lo que demuestra que Ry (\) es holomorfa en B(\g, || R7(Xo)||~1).
Si Rr(Aog) = 0, entonces (T — Ao Jo) " *Jo = 0, lo que implica que Jy = 0,
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luego Xy = X y asi, Rp(\) = 0, para cada A € C. Por lo tanto, Ry es
holomorfa sobre o 4(7T).

Si X = Xy = {0}, entonces Jo = 0y T : {0} — {0}, entonces para
cada \ € C el operador (T — \Jy)~! es acotado, lo que implica que p4 = C.
Ademas, oo es 0—regular, pues el conjunto {)\()\Jg —T) Yo |A > r} es
acotado en B(X), ya que para cada A € C, [|[A\(AJo —T)~1Joy|| = 0. Enton-
ces por (4) de la Definicién o(T)=04(T) = 2.

Si X = X # {0}, nuevamente Jo = 0y T : Dom(T') — {0} ; nueva-
mente se observa que para cada A € C, el operador (T'— AJy)~! es acotado
y por tanto, pao(T) = C y 04(T) = @. También se puede observar que
T =Ty ®q T, pues T es el operador nulo y por argumentos similares a los

dados en el parrafo anterior, se consigue que co es O—regular; asi que por
(3) de la Definicién se tiene o(T) = 04(T) U {0} = {0} .

Finalmente, si se supone que X # Xy o(7T') = &, entonces 04(T) = @
y pa(T) = C. Como Rp(\) es holomorfa sobre p4(T'), entonces Ry (A) es
holomorfa sobre C y por tanto es analitica sobre C y tiene una extensién
analitica y continua en el punto oo, entonces cumple |Rp(c0)| > |Rp(N)],
para cada A € Cy, por el teorema de Louville Rp(\) = Cp, para cada
A € C, donde Cj es una constante.
Puesto que co ¢ o(T), entonces oo es 0—regular, es decir, el conjunto
{ACyJy : |\| > r} es acotado en B(X), esto si y sélo si Cp = 0, lo que
implica que Jy = 0 y entonces X = Xj, lo que es falso.
Por lo tanto, o(T') # @. O

Definicién 3.2.4. Para cada relacién A € LR(X), se define 0(Q4) =
c(A) y p(4) = p(Qa).

De acuerdo a la Definicién la demostraciion de la Proposicién
es similar a la demostracién de la Proposicién [3.2.2

Definicién 3.2.5. Sea T': D(T') ¢ X — X /X un operador cerrado de
rango cociente, con p(7") diferente del vacio.

(1) Se define a O(T") como el conjunto de todas las funciones f de variable
compleja, donde cada una de ellas es analitica y definida sobre un
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conjunto contenido en ¢(7"). Dicho conjunto O(T') serd considerado
como un algebra de Banach.

(2) Sea F' C Cy un conjunto cerrado y sea U una vecindad abierta de
F. Un contorno admisible que rodea a F' en U es un sistema finito
I" de curvas rectificables de Jordan con orientacién positiva, que es la
frontera de un conjunto abierto A C A C U y tal que F' C A.

(3) Se define el cdlculo funcional analitico para el operador de rango co-
ciente T como sigue: Considerese f € O(T), entonces se tiene que

(2mi)~! / FN)Rr(N)dA, sioo ¢ o(T)
r
F(1) =
f(oo)I + (2m‘)‘1/f()\)RT()\)d)\, si oo € o(T),
r

donde T' es un contorno admisible que rodea a o(7T') en el dominio de
definicién de f.

Proposicién 3.2.3. Para cualquier operador de rango cociente T con p(T)
no vacio, el mapeo v : O(T) — B(X) definido por ¥ (f) = f(T), para cada
f € O(T), es un morfismo entre dlgebras. Si oo € o(T), entonces este
morfismo es unitario.

Demostracion. Se probard la linealidad de la aplicacién .

Sean f,g € O(T), sea U un conjunto abierto en el dominio de definicién
de fy g tal que o(T) C U. Sean A y A; conjuntos abiertos tales que I' y
I'y son su frontera, respectivamente, son contornos admisibles que rodean
aoc(T)enUyseaaecC

Primero se considera el caso cuando oo ¢ o(T'). De la Proposicién se
sabe que la funcién resolvente es holomorfa y por tanto continua, lo que
implica que f y g no depende de la trayectoria, entonces pra demostrar la
linealidad de la aplicacién ¢ basta fijarnos en I'.

B(f +9) = (f +9)(T) = (2mi)~" / (f + )N Rp(\)dA =

r

— (2mi)”! /F (FN)+9())Rr(N)dA = (2mi) ! /F (FOVRr(\)+9(0) Rr(3))dA
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— (2mi) ! [/F f()\)RT()\)d)\+/Fg()\)RT()\)d)\] =

— (2ri)! /F FOVRE(\)dA + (2mi) ! /F JOVRr(\)d) =
= f(T)+9(T) =(f) +¢(9).

Asi mismo,

baf) = (af)(T) = (2ri)~! /F ()N Rr(\)dA =

(2mi) ! / af ()R (W)dA = a(2mi) ™! / SR\ = af(T) = a(f)

De forma andloga, si oo € o(T), entonces

B(f +9) = (F +9)(T) = (f + g)(00)] + (2mi)~" /F (f + )N Rp(\)dA =

— F(00)] + g(o0)T + (i)~ / (FV) + gV Rr(\)dA =

— F(oo)] + (2mi)" /F FOVRr (N dA + g(00)T + (27i) /F gV Rr(\)d\ =

= f(T) +g(T) =¢(f) + ¥(9),

y
Plaf) = (@f)(T) = (af ) (o) I + (27Ti)_1/r(af)()\)RT(/\)d>\ =

= af(co)] + a(2mi) /F FNRr(N)d\ =

—a |floar + (2mi) ! [ FOVRIND] = af (1) = v,

Ahora se verd que 1t preseva productos, se mostrara el caso cuando
oo € 0(T'), ya que el caso en el que co ¢ o(T) es similar.
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[f<oo>f +em) [ f(A)RdeA] [g<oo>f +em) [ | g(u)RTm)du]

— F(00)g(00)T + f(00)I(2mi) ! / o(0) R () du+

I

+g(o0)I(2mi) ! /F FOVRr(\)dA+

4 [(M)l /F f(/\)RT(A)d)\] [(27”')1 /F 1 g(u)RT(M)dﬂ] _
= f(OO)g(OO)I+f(oo)I(2m)—1/ 9() Ry (p)dpu+

I

+g(00)I(2mi) " / FO) R (M) dA+

T (2ri) / Fx (2m / (u)RTM)RT(u)du) i\ =

Ahora, por de la ecuacién resolvente

— F(00)g(00)T + f(00)I(2mi)~! / 9() R () dyut

Iy

+g(o0)mi) ™ [ FO)RrO)iN+
wlzmi) [0 (i) [ o= 27 (R O) = Ree) i =

— (fg)(00)T + (2mi)~! / (f9) N Rr(\)dA = (fg) = (fa)(T)

= f(c0)g(co)I + (2mi)~ /f

Ahora, sea pg el polinomio constante 1 y se considera a I' como la
frontera de un disco cerrado en p(T'), orientado en sentido negativo. Por la
Proposicién se tiene que Rr(\) es andlitico en p(7T'), entonces

po(T) = po(00)I + (2mi) ™" /Fpo()\)RT()\)d)\ —
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= (2wi)‘1/FRT(A)d>\ =0,

Por lo tanto, po(T") = I, de lo que se concluye que si co € o(T'), entonces
1) es un morfismo unitario. O

Proposicién 3.2.4. Sea T : Dom(T) C X — X /X un operador cerrado.
El espectro o(T) es un conjunto acotado de C si y sdlo si Xog = {0} y
T € B(X).

Demostracion. (<) Si se supone que Xog = {0} y T € B(X), siempre se
cumple que o(7T) es un subconjunto acotado de C.

(=) Ahora se asume que o(7") es un subconjunto acotado de C. El operador
T se puede considerar como una relacién lineal cerrada, esto en virtud del

Corolario 2.2.12 y de la Definicién entonces se tiene que oo ¢ o(T),
por la Proposicién y la Proposicién se tiene que T' € B(X) y
por tanto, Xo = {0} .

U

Definicién 3.2.6. Sea A € LR(X) tal que 6(A) # @. Se define el célculo
funcional para la relaciéon A como el calculo funcional para el operador ) 4,
es decir, se define el operador f(A) := f(Qa), para toda funcién analitica

en O(A) :=0(Qa).
Gracias al Corolario [2.2.12] la Definicién y la Definicién se

puede hacer el calculo funcional de una relacién lineal cerrada de la misma
manera que se hace para operadores cerrados de rango cociente.

El siguiente teorema muestra la utilidad de la identificacién entre operado-
res cerrados de rango ciente y relaciones lineales cerradas.

Proposicién 3.2.5. Sea A € LR(X) una relacion con espectro extendido
(A) que puede ser representado en la forma o(A) = o9 U o1, donde op
es un subconjunto compacto de C, o1 es un subconjunto cerrado de Co y
ooNoy = . Entonces existen descomposiciones (3.1) y (3.2), Proposicion
3.1.6, en las que los subespcios Xg y X1 son invariantes bajo A, y las
restricciones Ay = A|Xo, A1 = A|Xy de la relacion A tienen las siguientes
propiedades:
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(1) A() S B(Xo), 5(140) = O'(Ao) = 00;
(2) A0 = A0 = N(R(-, A)) = N(R(-, A)) € X1, 5(A1) = o1.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, sea I una curva de Jordan en
p(A) tal que I' rodea a o y 01 se encuentra afuera. El Corolario nos
garantiza que para la relacién lineal cerrada A le corresponde un operador
cerrado de rango cociente (Q4 y por tanto se puede aplicar la funcién f,
dada en la Proposicion [3.2.3] a la relacion A. Considérese la Proyeccion de
Riesz Py dada por

Py = (2mi)~! /F R(\, A)d) € B(X).

Puesto que P, esta definido sobre todo X, entonces permite la siguiente
descomposicién: X = X @ Xy, donde Xo = Im(FP) y X;1 = N(F).
Ademas, para cada u € p(A) satisface que R(u, A)Py = PyR(u, A), lo que
implica que R(u, A)[X;] C X;, para cadai = 0,1y cada pu € p(A), es decir,
Xy y X4 son invariantes bajo A.

De la Proposici(’)n se sigue que para x € N(R(-, A)), Po(x) =0, lo que
implica que N(R(-,A)) C N(Fy) = Xy, por la Proposicién se tiene
A0 C X;.

Sean Ry y R; son las restricciones del resolvente R(-, A) en Xy y X,
respectivamente; de tal manera que Ry es la funcién resolvente de Ag y R
es la funcidén resolvente de A;, donde Ry : p(A) — B(Xo) y Ri1 : p(A) —
B(X4).

Ahora, se vera que Ry es analitico en oo y que | 1|1'm R(u, Ag) = 0. Para
p|—o0

zo € Xp se tiene que
Ro(p)zo = R(p, Ag)xo = R(p, A)Pyxg = (2mi) " / R(u, A)R(\, A)zod) =
r

= (2mi) ™ [ (0= 2)7 (R A) = RO A =

= i)™ | [ =0 Rl A)odr— [ (0= 07RO Aot
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Por la formula integral de Cauchy y si u se encuentra fuera de la curva T,
entonces

[ =2 R Ayodr = R 4) [ (5= 0 andr =0,
I I

y entonces se tiene que

Ro(p)zo = —(2mi) ™" / (11— N) "R\, A)zod.
r
Se observa que si la distancia de p al origen es cada vez més grande,
entonces

—(2mi) ™1 /r(” —A)'R(\, A)zod) = 0,

es decir, ‘ llim R(p, Ap) = 0; y también se observa que Ry es analiticamen-
w|—o0

te continua en oo, pues recordando que P, es el polinomio constante 1,
entonces Ry se puede escribir de la siguiente manera

Ro(p)xo = Po(o0) — (2mi) ™" /r Po(A) (= A) T R(X, A)modA.
De la Definicién se sigue que g(Ag) es compacto, lo que implica que
oo ¢ a(Ap), luego Ag € B(Xp).
De la Observacién se tiene que A0 = Ap0 ® A,0 = {0} & A,0 = A;0;
por la Proposicién [3.1.1]se sigue que N(R(A, A)) = N(R(), A1), para cada
A € p(A). Entonces 7(Ap) es subconjunto de Cq.
Para demostrar que la funcién resolvente R; de la relacién A; tiene una
extensién analitica y continua en oo, se procede de forma similar.
Asique 5(A) = 5(Ap)Ud (A1) = ogUo, es decir, 6(Ap) = o0y (A1) = o1.
Donde o es cerrado, pues si no lo fuera, p(A;) no seria abierto, lo que es

falso. O



Conclusiones

Puesto que el trabajo de tesis fue puramente tedrico, se buscd que el
escrito fuera lo més entendible y secuencial, pensando que a futuro habra
mas interesados en el tema.

El Capitulo 1 se dedicé tnicamente a exponer toda la teoria necesa-
ria para abordar los resultados de los siguientes capitulos. Se presentaron
resultados basicos de espacios vectoriales, espacios de Banach y teoria de
operadores lineales

En el Capitulo 2 se introdujo la definicién formal de relacion lineal
y el de relacién lineal cerrada. Mediante el andlisis posterior de algunas
de las propiedades méas importantes y resultados que caracterizan a las
relaciones lineales cerradas, la principal observacién que se hizo es que
muchos de dichos resultados son paralelos a los encontrados en la Teoria
de Operadores Lineales. Y de ésto se concluye que cualquier problema que
involucre el uso de operadores lineales, también puede ser abordado usando
relaciones lineales.
También se habl6 sobre la clase de operadores lineales de rango cerrado;
donde hubo dos resultados fundamentales:

(1) Considerando la proyeccién canémnica J4 : Y :(— Y/M(A) y alguna
relacién lineal cerrada A, J4 A es un operador lineal cerrado.

(2) La existencia de un mapeo biyectivo entre la familia LR(X,Y) y la
familia QC(X,Y).

De (1) se concluye que si una relacion lineal A no es suficiente y se requiere
un operador lineal, basta considerar la proyeccién canénica sobre el multi-
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valor de A y componerla con la relacion A para obtener un operador lineal.
En (2), a pesar de que LR(X,Y) no sea un espacio normado, segtin lo que
se demuestra en la Subseccién 2.2.1, es posible asociar a una relacién lineal
cerrada un operador cerrado de rango cociente y viceversa, segiin la Sub-
seccion 2.2.2. Entonces se concluye que es indistinto trabajar con relaciones
lineales cerras y operadores cerrados de rango cociente.

El Capitulo 3 inici6 definiendo el espectro de una relaciéon lineal cerra-

da, el conjunto resolvente, la funcién resolvente y el espectro extendido,
todo como una generalizaciéon del espectro de un operador. Se obtuvieron
dos resultados de suma importancia: la Proposicion asegura que el es-
pectro extendido de una relacién lineal cerrada no es vacio y la Proposicién
B.1.7] caracteriza cudndo una relacién lineal es un operador lineal mediante
el espectro de su relacion inversa. En ambos resultados se sigue observan-
do un fuerte vinculo entre relaciones lineales y operadores lineales, lo que
refuerza las conclusiones anteriores.
Posteriormente, en el mismo capitulo se introdujo el concepto de espectro
Arens de un operador cerrado de rango cociente, como un caso particular
del espectro extendido de un operador. Tomando como base éste concepto,
se definié el Cdlculo Funcional Analitico para un operador cerrado de rango
cociente. Y se observo que si oo ¢ o(T'), entonces el Cdlculo Funcional se
reduce al caso de los operadores acotados en X, es decir, para elementos
de B(X); y debido a la biyeccién del Corolario esto mismo sucede
para las relaciones lineales cerradas.

Dadas las diversas propiedades analizadas a través de este trabajo de inves-
tigacién, la teoria de relaciones lineales presenta un buen comportamiento
para ser empleada en la resolucién de problemas que requieran el uso de
propiedades esenciales de operadores lineales. En conclusién, dicha teoria
es una buena alternativa a la teoria de operadores lineales.
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