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Introducción

A finales del siglo XIX, William Burnside sentó las bases de lo que actualmente se conocecomo anillo de Burnside. Fue hasta 1967 cuando Louis Solomon, en The Burnside algebra
of a finite group, [Sol67], le dio estructura de anillo.El anillo de Burnside B(G) para un grupo finito G es uno de los anillos de representaciónfundamentales de G. Es, en muchos sentidos, el objeto universal a considerar cuando seestudia la categoría de G–conjuntos finitos y puede verse como el análogo del anillo de losenteros Z para esta categoría.El anillo de Burnside, además, es el objeto fundamental para estudiar los invariantes aso-ciados a G–conjuntos con estructura, tales como los G–copos o, más generalmente, los
G–conjuntos simpliciales. Estos invariantes son generalizaciones de nociones clásicas parala categoría de los G–conjuntos, tales como la función de Möbius para un copo. Tiene pro-piedades de proyectividad, lo que lleva a congruencias en los valores de la característicade Euler–Poincaré de algunos conjuntos de subgrupos de G.Por otra parte, alrededor de 1978, Daniel G. Quillen en su artículo Homotopy properties
of the poset of nontrivial p-subgroups of a group, [Qui78], conjeturó que si Sp(G) denota alcopo de p-subgrupos no triviales de un grupo finito G y |Sp(G)| a su realización geométricaasociada, entonces existe un p-subgrupo de G normal no trivial si y sólo si |Sp(G)| escontraíble topológicamente.Es fácil ver ([Ben91], p. 225) que la existencia de un p-subgrupo de G normal no trivialimplica que |Sp(G)| es contraíble. El recíproco es una conjetura. En esta tesis, con ayuda dela teoría de los anillos de Burnside, demostraremos que existe un p-subgrupo de G normalno trivial si y sólo si Sp(G) es G-contraíble, una afirmación completamente algebraica ymás débil que la conjetura de Quillen.El trabajo está basado en la sección 4 del capítulo Burnside Rings, [Bou00], de SergeBouc, publicado en 2000. Es importante señalar que, además de cumplir con el objetivoantes mencionado, se aprovecha la oportunidad para desarrollar teoría sobre los anillos deBurnside a lo largo del capítulo 2.Esta tesis se divide en cuatro capítulos. A lo largo del primer capítulo se desarrollan lasherramientas necesarias para el resto del trabajo: se estudian los G–conjuntos y sus propie-dades, algunas especialmente para el caso finito; posteriormente se dan aspectos generalessobre R–módulos izquierdos y algunos resultados importantes sobre R–módulos libres y
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grupos abelianos finitamente generados; de igual forma se definen conceptos esencialespara el trabajo, como lo son los conceptos de copo y G–copo.En el segundo capítulo se da una construcción del anillo de Burnside B(G), la cual coincidecon el anillo de Grothendieck de la categoría de G–conjuntos finitos; además, se presentanalgunas de sus propiedades más importantes. De igual manera se define el concepto demarca y se enuncian y demuestran las propiedades principales de este morfismo.El tercer capítulo trata sobre copos finitos. Se usan conceptos obtenidos de la teoría denúmeros, tales como la característica de Euler–Poincaré y la función de Möbius, en estaocasión definidos para copos. Estos conceptos nos ayudarán para dar una caracterizaciónde los idempotentes del anillo de Burnside BQ(G) mediante la fórmula que dio D. Glucken [Glu81] y a la cual T. Yoshida llegó de manera independiente en [Yos83]. Igualmentese desarrolla teoría sobre la homología de copos finitos, como los conceptos de complejode cadena, morfismos y copos homotópicos y se estudian algunas consecuencias de todosestos conceptos con el objetivo de explicar la contractibilidad de un copo.Finalmente, en el cuarto capítulo se estudian los G–copos finitos. Se define el invariantede Lefschetz de un G–copo, el cual se ve como un elemento especial del anillo de Burnsidede G y se estudian algunas de sus propiedades básicas. Se hace uso de los conceptosdesarrollados en la segunda parte del capítulo 3 para dar otra caracterización de la carac-terística de Euler–Poincaré que nos ayudará a decir cuándo los invariantes de Lefschetz dedos G–copos relacionados de cierta forma son iguales. Por último, se estudia el G–copo delos p-subgrupos de G con lo que, finalmente, se enuncia y demuestra el resultado principalde esta tesis.Cabe mencionar que para una mayor comprensión de este trabajo de tesis, se le recomiendaal lector tener conocimientos básicos de la teoría de grupos.
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Capítulo 1

Preliminares

1.1. G-conjuntos

Para más detalles sobre G-conjuntos se sugiere revisar el capítulo 3 de [Rot99] y la sección1 de [CRV16].
Definición 1.1.1 (G-conjunto). Sean X un conjunto y G un grupo. A X lo llamaremos
G-conjunto si existe una función

∗ : G × X −→ X

tal que (g, x) 7−→ g ∗ x , llamada acción, que cumple las siguientes propiedades:
1. e ∗ x = x para todo x ∈ X , donde e es la identidad en G,
2. (gh) ∗ x = g ∗ (h ∗ x) para todo g, h ∈ G y x ∈ X .

Ejemplo 1.1.1. 1. Sea G un grupo y X un conjunto. X es un G-conjunto bajo la acción
∗ : G × X −→ X tal que (g, x) 7−→ g ∗ x = x . A esta acción se le conoce como acción
trivial.

2. Sea (G, ·) un grupo. G actúa sobre sí mismo mediante ∗ = ·, es decir, ∗ : G×G −→ Gdefinida como g ∗ x = g · x . En otras palabras, G actúa en sí mismo mediante suoperación binaria.
3. Sea G un grupo yH ≤ G. Entonces G/H (el conjunto de clases laterales izquierdas) esun G-conjunto bajo la acción ∗ : G×G/H −→ G/H tal que (g1, g2H) 7−→ g1 ∗g2H =(g1g2)H .
4. Sea G un grupo. G actúa sobre sí mismo mediante conjugación, es decir,
∗ : G × G −→ G tal que (g, h) 7−→ g ∗ h = ghg−1.

1



2 Preliminares

Definición 1.1.2. Sean X, Y conjuntos. Sean X ′ = X × {1} y Y ′ = Y × {2}. Definimos la
unión ajena de X y Y como X t Y := X ′ ∪ Y ′.
Notemos que X ′ ∩ Y ′ = ∅.
De manera más general, dada {Xi}i∈I una familia de conjuntos, la unión ajena de dichafamilia es ⊔

i∈I

Xi =⋃
i∈I

X ′i , con X ′i = Xi × {i}.
Ejemplo 1.1.2. 1. Sea {Xi}i∈I una familia de G-conjuntos. Entonces ⊔

i∈I

Xi es un
G-conjunto mediante la acción ∗ : G ×⊔

i∈I

Xi −→
⊔
i∈I

Xi definida como g ∗ (x, i) =
(g ∗i x, i), donde ∗i es la acción del G-conjunto Xi, x ∈ Xi, i ∈ I .

2. Sea {Xi}i∈I una familia de G-conjuntos. Entonces ∏
i∈I

Xi es un G-conjunto mediante
∗ : G×∏

i∈I

Xi −→
∏
i∈I

Xi definida por g ∗ (xi)i∈I = (g ∗i xi)i∈I , donde ∗i es la acción del
G-conjunto Xi, i ∈ I .

Observación 1.1.1. Sea X un G-conjunto. Entonces la siguiente es una relación de equi-
valencia en X :

x ∼ y si y sólo si existe g ∈ G tal que y = g ∗ x,

con x, y ∈ X .

Demostración. (Reflexividad) x ∼ x pues para e ∈ G, se tiene que x = e ∗ x .
(Simetría) Supongamos que x ∼ y. Entonces existe g ∈ G tal que y = g ∗ x . Luego,
g−1 ∗ y = g−1 ∗ (g ∗ x) = (g−1g) ∗ x = e ∗ x = x , es decir, g−1 ∗ y = x . Por lo tanto,
y ∼ x .
(Transitividad) Supongamos que x ∼ y y y ∼ z. Entonces existen g, h ∈ G tales que
y = g ∗ x y z = h ∗ y. Luego, z = h ∗ y = h ∗ (g ∗ x) = (hg) ∗ x . Por lo tanto, x ∼ z.

Definición 1.1.3. De acuerdo a la relación ∼ de la Observación 1.1.1, denotaremos a laclase de equivalencia de x ∈ X por OG(x) y la llamaremos órbita de x en G.
Observemos que OG(x) = {y ∈ X | y = g ∗ x para algún g ∈ G} ⊆ X .
Observación 1.1.2. Las órbitas son ajenas y X = ⋃

x∈X

OG(x).
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Definición 1.1.4. Sean (X, ∗X ), (Y , ∗Y ) dos G-conjuntos y f : X −→ Y una función. Diremosque f es un morfismo de G-conjuntos si para todo g ∈ G y para todo x ∈ X se cumple que
f (g ∗X x) = g ∗Y f (x)

Denotaremos al conjunto de morfismos de G-conjuntos de X a Y como HomG(X, Y ).Además, diremos que X y Y son isomorfos como G-conjuntos, lo cual denotaremos como
X ∼=G Y , si existe f morfismo biyectivo de G-conjuntos. De esta manera, si f es un morfismobiyectivo de G-conjuntos, entonces diremos que f es un isomorfismo de G-conjuntos.
Ejemplo 1.1.3. 1. Sean H ≤ K ≤ G, con G un grupo. Entonces π : G/H −→ G/Kdefinida por π(aH) = aK es un morfismo suprayectivo de G-conjuntos.2. Sea X un G-conjunto. Entonces IdX : X −→ X es un morfismo de G-conjuntos.
Proposición 1.1.3. 1. La composición de morfismos de G-conjuntos es un morfismo de

G-conjuntos.

2. El inverso de un isomorfismo de G-conjuntos es un isomorfismo de G-conjuntos.

3. Un morfismo de G-conjuntos manda órbitas en órbitas.

Demostración. 1. Sean X, Y , Z G-conjuntos con sus correspondientes acciones ∗X , ∗Y , ∗Z ;
f : X −→ Y y h : Y −→ Z morfismos de G-conjuntos. Sean g ∈ G y x ∈ X .Entonces (h ◦ f )(g ∗X x) = h(f (g ∗X x)) = h(g ∗Y f (x)) = g ∗Z h(f (x)) = g ∗Z (h ◦ f )(x).Por lo tanto, h ◦ f es morfismo de G-conjuntos.2. Sea f : (X, ∗X ) −→ (Y , ∗Y ) un morfismo biyectivo de G-conjuntos.Como f es biyectivo, entonces existe f−1 : Y −→ X . Notemos que f−1 está biendefinido y es biyectivo. Veamos que es morfismo de G-conjuntos.Sean y ∈ Y , g ∈ G. Como f es suprayectivo, entonces existe x ∈ X tal que f (x) = y,por lo que f−1(g∗Y y) = f−1(g∗Y f (x)) = f−1(f (g∗X x)) = (f−1◦f )(g∗X x) = IdX (g∗X x) =
g ∗X IdX (x) = g ∗X f−1(f (x)) = g ∗X f−1(y).Por lo tanto, f−1 es isomorfismo de G-conjuntos.3. Sean f : X −→ Y un morfismo de G-conjuntos, x ∈ X y OG(x) la órbita de x en G.P. D. f (OG(x)) = OG(f (x)).
⊆) Sea z ∈ OG(x). Entonces z = g ∗X x , con ∗X la acción de G sobre X .Luego, f (z) = f (g ∗X x) = g ∗Y f (x) ∈ OG(f (x)). Así, f (OG(x)) ⊆ OG(f (x)).
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⊇) Por otro lado, si y ∈ OG(f (x)), entonces y = g ∗Y f (x) = f (g ∗X x) ∈ f (OG(x)).De ahí que OG(f (x)) ⊆ f (OG(x)).
Por lo tanto, f (OG(x)) = OG(f (x)).

Definición 1.1.5. Un G-conjunto es llamado transitivo si tiene una única órbita, es decir,para cada x, y ∈ X existe g ∈ G tal que y = g ∗ x .
Definición 1.1.6. Sea G un grupo y H ≤ G. Definimos el normalizador de H en G como

NG(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H
}

NG(H) es el mayor subgrupo de G en el cual H es normal.
Definición 1.1.7. Sea G un grupo, X un G-conjunto y x ∈ X . Definimos el estabilizadorde x en G como

stabG(x) = {g ∈ G | g ∗ x = x}con ∗ la acción de G sobre X .
Proposición 1.1.4. stabG(x) es un subgrupo de G.

Demostración. 1. Sea e ∈ G. Entonces para todo x ∈ X se cumple que e ∗ x = x . Deahí que e ∈ stabG(x).2. Sean g1, g2 ∈ stabG(x). Entonces (g1g2) ∗ x = g1 ∗ (g2 ∗ x) = g1 ∗ x = x . De ahí que
g1g2 ∈ stabG(x).3. Sea g ∈ stabG(x). Entonces x = e ∗ x = (g−1g) ∗ x = g−1 ∗ (g ∗ x) = g−1 ∗ x , es decir,
g−1 ∗ x = x . Por lo tanto, g−1 ∈ stabG(x).Así, stabG(x) ≤ G.

Nota. De aquí en adelante denotaremos como gx := g ∗ x para todo x ∈ X , g ∈ G y X un
G-conjunto.
Teorema 1.1.5 (cf. [CRV16], Teorema 1.19). Sean G un grupo, X un G-conjunto y x0 ∈ X .
Entonces se cumplen:

1. Si g ∈ G, entonces stabG(gx0) = g (stabG(x0))g−1.
2. OG(x0) ∼=G G/stabG(x0).
3. Si H ≤ G, entonces G/H es transitivo.

4. Si X es transitivo, entonces X ∼=G G/H para algún H ≤ G.
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Demostración. 1. Sea a ∈ stabG(gx0). Entonces se cumple que a(gx0) = (ag)x0 = gx0.Luego, g−1agx0 = x0, es decir, g−1ag ∈ stabG(x0). De ahí que a ∈ g (stabG(x0))g−1.
Ahora, sea b ∈ g (stabG(x0))g−1. Entonces g−1bg ∈ stabG(x0), es decir, (g−1bg)x0 =
x0. Luego, b(gx0) = gx0, es decir, b ∈ stabG(gx0).Por lo tanto, stabG(gx0) = g (stabG(x0))g−1.

2. Denotemos como H = stabG(x0) y definamos φ : OG(x0) −→ G/H tal que
gx0 7−→ gH .
Veamos que φ está bien definida.
Sean g1x0, g2x0 ∈ OG(x0) tales que g1x0 = g2x0. Entonces g−12 g1x0 = x0, es decir,
g−12 g1 ∈ H , por lo que g1H = g2H . Por lo tanto, φ está bien definida.
Ahora, si g1H,g2H ∈ G/H son tales que g1H = g2H , entonces g−12 g1 ∈ H , es decir,(
g−12 g1) x0 = x0. De ahí que g1x0 = g2x0. Por lo tanto, φ es inyectiva.

Veamos que φ es un morfismo de G-conjuntos.
Sean g1, g2 ∈ G. Entonces φ(g1(g2x0)) = φ((g1g2)x0) = (g1g2)H = g1(g2H) =
g1φ(g2x0).Por lo tanto, φ es morfismo de G-conjuntos.
Por último, sea gH ∈ G/H . Notemos que gx0 ∈ OG(x0) implica que φ(gx0) = gH .Por lo tanto, φ es suprayectiva.
Así, φ es morfismo biyectivo de G-conjuntos, i.e., φ es isomorfismo de G-conjuntos.
Por lo tanto, OG(x0) ∼=G G/stabG(x0).3. Sea H ≤ G un subgrupo. Sabemos que H = eH ∈ G/H .
Si gH ∈ G/H , entonces gH = (ge)H = g(eH) ∈ OG(eH) = OG(H), es decir,
G/H ⊆ OG(H). Pero también sabemos que OG(H) ⊆ G/H .
Por lo tanto, G/H = OG(H). Así, G/H es transitivo.

4. Como X es transitivo, entonces X = OG(x) para algún x ∈ X . Por 2. de este Teorema,
OG(x) ∼=G G/H , con H = stabG(x).
Así, X ∼=G G/H .
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Teorema 1.1.6 (cf. [Bou00], Lema 2.3.1). Si X es un G-conjunto finito, entonces

X ∼=G
⊔
i∈I

G/stabG(xi)
donde I es un conjunto de índices.

Demostración. Sean X un G-conjunto finito e I un conjunto de índices.Por la Observación 1.1.2, se tiene que X =⋃
i∈I

OG(xi).
Luego, por 2. del Teorema 1.1.5, sabemos que OG(xi) ∼=G G/stabG(xi) para cada i ∈ I , esdecir, existen morfismos biyectivos de G-conjuntos φi : OG(xi) −→ G/stabG(xi) para cada
i ∈ I .Así, establecemos el siguiente morfismo de G-conjuntos:

φ :⋃
i∈I

OG(xi) −→⊔
i∈I

G/stabG(xi) tal que y 7−→ (φi(y), i)
con y ∈ OG(xi).Puesto que φi es morfismo biyectivo de G-conjuntos para cada i ∈ I , se tiene que φ esmorfismo biyectivo de G-conjuntos.Por lo tanto,

X ∼=G
⊔
i∈I

G/stabG(xi)
Definición 1.1.8. Sea H ≤ G. Definimos al conjugado de H por g ∈ G como el siguientesubgrupo:

gHg−1 = {ghg−1 : h ∈ H}
Observación 1.1.7. Sea X = {H ⊆ G | H es subgrupo de G}. Entonces X es un
G-conjunto bajo la siguiente acción: ∗ : G × X −→ X tal que (g,H) 7−→ gHg−1.
Demostración. Veamos que ∗ está bien definida.Sean (g1, H1) , (g2, H2) ∈ G×X tales que (g1, H1) = (g2, H2). Entonces g1 = g2 y H1 = H2.De ahí que g−11 = g−12 .Luego, g1 ∗H1 = g1H1g−11 = g1H2g−11 = g2H2g−12 = g2 ∗H2.Así, ∗ está bien definida.Ahora veamos que es acción.
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Para e ∈ G, tenemos que e ∗H = eHe−1 = H .Sean g1, g2 ∈ G. Entonces (g1g2) ∗H = (g1g2)H(g1g2)−1 = g1 (g2Hg−12 )g−11 =
g1 ∗ (g2 ∗H).Por lo tanto, ∗ es acción.

Observación 1.1.8. Por la Observación 1.1.1, tenemos que la acción anterior define una
relación de equivalencia, a saber, dados H,K ∈ X se tiene que H ∼ K si y sólo si existe
g ∈ G tal que gHg−1 = K .

Notación 1.1.1. Denotaremos por [SG ] a un conjunto de representantes de las clases deconjugación de subgrupos de G, es decir, a un conjunto de representantes de las órbitasbajo la acción definida en la Observación 1.1.7.
Lema 1.1.9 (cf. [Bou00], Lema 2.3.1). Sean H,K ≤ G. Entonces G/H ∼=G G/K si y sólo si
H y K son conjugados.

Demostración. =⇒) Supongamos que G/H ∼=G G/K , es decir, existe φ : G/H −→ G/Kisomorfismo de G-conjuntos tal que eH 7−→ g0K , con g0 ∈ G.Como φ es de G-conjuntos, se cumple que φ(aH) = φ(aeH) = aφ(eH) = ag0K .Entonces para cada h ∈ H tenemos que g0K = φ(eH) = φ(hH) = hφ(eH) = hg0K ,es decir, g0K = hg0K . Esto ocurre si y sólo si g−10 hg0 ∈ K para cada h ∈ H .De ahí que g−10 Hg0 ⊆ K .Ahora, tomemos φ−1 : G/K −→ G/H dada por φ−1(g0K ) = eH = H , el cual tambiénes morfismo de G-conjuntos. Entonces H = φ−1(g0K ) = φ−1(g0eK ) = g0φ−1(eK ),i.e., φ−1(eK ) = g−10 H .Luego, para cada k ∈ K se tiene que g−10 H = φ−1(eK ) = φ−1(kK ) = kφ−1(eK ) =
kg−10 H , es decir, g−10 H = kg−10 H . Esto pasa si y sólo si g0kg−10 ∈ H .De ahí que g0Kg−10 ⊆ H . Luego, K ⊆ g−10 Hg0.Por lo tanto, H y K son conjugados.

⇐=) Supongamos que H y K son conjugados. Entonces existe g ∈ G tal que gHg−1 = K .Proponemos φ : G/H −→ G/K tal que aH 7−→ a(g−1K ).Veamos que φ está bien definida.Sean a1H,a2H ∈ G/H tales que a1H = a2H . Entonces a1Hg−1 = a2Hg−1.Como gHg−1 = K , entonces Hg−1 = g−1K . De ahí que a1g−1K = a2g−1K , es decir,
φ(a1H) = φ(a2H).
Veamos que φ es biyectiva.
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• (Inyectividad) Sean a1H,a2H ∈ G/H tales que φ(a1H) = φ(a2H). Entonces
a1g−1K = a2g−1K . Como K = gHg−1, entonces g−1K = Hg−1. De ahí que
a1Hg−1 = a2Hg−1. Así, a1H = a2H .
• (Suprayectividad) Sea aK ∈ G/K . Notemos que, si tomamos agH ∈ G/H , sesigue que φ(agH) = (ag)(g−1K ) = a(gg−1)K = aK .

Por último, veamos que φ es morfismo de G-conjuntos. Sean x ∈ G y a1H ∈ G/H .
Entonces φ(x(aH)) = φ((xa)H) = xag−1K = x(ag−1K ) = xφ(aH).
Por lo tanto, φ es morfismo biyectivo de G-conjuntos. Así, G/H ∼=G G/K .

Definición 1.1.9. Sean H y K subgrupos de G. Si existe g ∈ G tal que gHg−1 ⊆ Kdiremos que H es subconjugado de K .
Teorema 1.1.10 (cf. [CRV16], Teorema 1.26). Si H y K son subgrupos de G, entonces
HomG(G/H,G/K ) 6= ∅ si y sólo si H es subconjugado de K .

Demostración. =⇒ ) Sea f ∈ HomG(G/H,G/K ). Entonces f (eH) = aK para algún
a ∈ G.
Para cada h ∈ H se tiene que hH = H = eH , de ahí que f (hH) = f (eH) = aK . Loanterior implica que aK = f (hH) = hf (eH) = haK . Entonces a−1ha ∈ K , es decir,
a−1Ha ⊆ K .

⇐= ) Como H es subconjugado de K , entonces existe g ∈ G tal que gHg−1 ⊆ K . Así, porel Ejemplo 1.1.3, podemos definir el morfismo suprayectivo π : G/gHg−1 −→ G/K talque π (a(gHg−1)) = aK .
Por el Lema 1.1.9, sabemos que G/H ∼=G G/gHg−1, entonces existe
α : G/H −→ G/gHg−1 isomorfismo de G-conjuntos.
Por lo tanto, π ◦ α : G/H −→ G/K ∈ HomG(G/H,G/K ).

Observación 1.1.11. 1. Si H es subconjugado de K , entonces todo conjugado de H es
subconjugado de cualquier conjugado de K .

2. En [SG ] hay una relación de orden parcial. Dados H,K ∈ [SG ], tenemos que H � K
si y sólo si H es subconjugado de K .
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1.2. R-módulos

En lo sucesivo, R denotará un anillo asociativo con 1. Para más detalles sobre R-módulosse sugiere revisar los capítulos 2, 3 y 4 de [Kas82] y el capítulo 9 de [Rot02].
Definición 1.2.1 (R-módulo, cf. [Kas82], 2.1.1). Sea R un anillo. Decimos que M es un
R-módulo izquierdo si y sólo si se cumple lo siguiente:

1. (M,+, 0) es un grupo abeliano;2. (Ley de composición externa) Se define una función · : R ×M −→ M tal que(r, m) 7−→ r ·m, llamada multiplicación, que cumple:
a) (Ley asociativa) ∀r1, r2 ∈ R , ∀m ∈ M se cumple que (r1r2)m = r1(r2m);
b) (Leyes distributivas) ∀r ∈ R , ∀m1, m2 ∈ M se cumple que r(m1+m2) = rm1+rm2y ∀r1, r2 ∈ R , ∀m ∈ M se cumple que (r1 + r2)m = r1m+ r2m;
c) ∀m ∈ M se cumple que 1 ·m = m.

Ejemplo 1.2.1. 1. Si R es un campo o semicampo, entonces un R-módulo es llamado
R-espacio vectorial.2. Los módulos sobre Z son los grupos abelianos.Sea M un Z-módulo. Ya tenemos que (M,+) es un grupo abeliano. Ahora, sean z ∈ Zy m ∈ M . Entonces definimos z ·m de la siguiente forma: si z ∈ Z+, entonces
z ·m = m+ · · ·+m︸ ︷︷ ︸

z veces ; si z ∈ Z−, entonces z ·m = (−m) + · · ·+ (−m)︸ ︷︷ ︸
z veces

; si z = 0, z ·m = 0.
Observación 1.2.1. 1. Cuando M es un R-módulo izquierdo, escribimos RM;

2. Si M0 ∈ M y R0 ∈ R , entonces r· M0 = M0 y R0 ·m = M0, para todo r ∈ R y m ∈ M .
Usualmente se escribe 0 para M0 y R0;

3. Para todo m ∈ M y toda r ∈ R se cumple que −(rm) = (−r)m = r(−m).
Definición 1.2.2. Sea M un R-módulo izquierdo. Un subconjunto A de M es llamado
submódulo de M , lo que se denota por A ≤ M , si A es un R-módulo izquierdo con respectoa las operaciones suma y producto de M en A.Cuando A ⊆ M es un submódulo propio, lo denotamos por A < M o A � M . Si A no essubmódulo de M , lo denotamos por A � M .
Lema 1.2.2 (cf. [Kas82], 2.2.2). Sea M un R-módulo izquierdo. Si A ⊆ M y A 6= ∅, entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

1. A ≤ M;
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2. Para toda a1, a2 ∈ A, a1 + a2 ∈ A y para toda r ∈ R y toda a ∈ A, ra ∈ A.

Definición 1.2.3. 1. Sea m0 ∈ M . Denotamos por Rm0 = {rm0 | r ∈ R} al submódulo
cíclico generado por m0 .2. Un R-módulo izquierdo M es llamado cíclico si existe m0 ∈ M tal que Rm0 = M .3. Un R-módulo izquierdo M es llamado simple si M 6= 0 y sus únicos submódulos son
M y 0.4. Un submódulo N ≤ M es llamado mínimo si 0 � N y para todo B ≤ M tal que
B � N , entonces B = 0.5. Un submódulo N ≤ M es llamado máximo si N � M y para todo B ≤ M tal que
N � B, entonces B = M .

Lema 1.2.3 (cf. [Kas82], 2.3.2). Sean M un R-módulo izquierdo y X ⊆ M . Consideremos

A =

{ n∑

i=1 rixi
∣∣∣ ri ∈ R, xi ∈ X, n ∈ N} si X 6= ∅

0 si X = ∅
Entonces A ≤ M .

Definición 1.2.4. El módulo izquierdo definido en el Lema 1.2.3 es llamado el submódulo
de M generado por X y se denota por (X ].
Definición 1.2.5. Sea M un R-módulo izquierdo.1. X ⊆ M es llamado conjunto generador de M si (X ] = M .2. M es llamado finitamente generado si existe X ⊆ M subconjunto finito que genera a

M .3. Sea X ⊆ M . Se dice que X es libre si para todo subconjunto finito {x1, . . . , xn} ⊆ X ,con xi 6= xj si i 6= j , se cumple que si ∑n
i=1 rixi = 0 con ri ∈ R ∀ i ∈ {1, . . . , n},entonces ri = 0 para toda i ∈ {1, . . . , n}.4. Un subconjunto X de M es llamado base de M si X genera a M y es libre.

Observación 1.2.4. 1. Si R es un anillo, entonces RR tiene al conjunto {1} como base.

2. Si m ∈ (X ] = M , entonces existen r1, . . . , rn ∈ R y x1, . . . , xn ∈ X tales que
m = r1x1 + · · ·+ rnxn, pero los ri no son necesariamente únicos y n no está fijo.

Teorema 1.2.5 (cf. [Kas82], 2.3.6). Sean M un R-módulo izquierdo y ∅ 6= X ⊆ M tal que
genera a M . Entonces X es base de M si y sólo si para todo m ∈ M , la representación∑n

i=1 rixi es única en el siguiente sentido: si m =∑n
i=1 rixi =∑n

i=1 r′ixi con xi 6= xj si i 6= j ,
entonces ri = r′i .
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Definición 1.2.6. Sean M,M ′ R-módulos izquierdos y α : M −→ M ′ una función. Diremosque α es un morfismo de R-módulos izquierdos si:
1. Para cualesquiera m1, m2 ∈ M se tiene que α(m1 +m2) = α(m1) + α(m2);2. ∀m ∈ M,∀ r ∈ R : α(rm) = rα(m).

Ejemplo 1.2.2. 1. 0 : M −→ M ′ tal que ∀m ∈ M : 0(m) = M ′0 es llamado el morfismocero.
2. Si N ≤ M , entonces la función inclusión ι : N ↪→ M , definida por ι(n) = n es unmorfismo de módulos
3. La función identidad 1M : M −→ M es un morfismo de módulos.
4. Si N ≤ M , entonces ν : M −→ M/N definido por ν(m) = m+N es un morfismo demódulos.

Observación 1.2.6. 1. Si α : A −→ B y β : B −→ C son morfismos de módulos, entonces
β ◦ α es un morfismo de módulos.

2. Si α : A −→ B es un morfismo de módulos biyectivo, entonces α−1 es un morfismo de
módulos.

Definición 1.2.7. Sea α : A −→ B un morfismo de R-módulos.
1. Diremos que α es un monomorfismo si para cualesquiera β1, β2 : C −→ A morfismosde R-módulos tales que α ◦ β1 = α ◦ β2, implica que β1 = β2. Lo denotaremos por

α : A B .
2. Diremos que α es un epimorfismo si para cualesquiera γ1, γ2 : B −→ C morfismosde R-módulos tales que γ1 ◦ α = γ2 ◦ α , implica que γ1 = γ2. Lo denotaremos por

α : A B .
3. α es llamado bimorfismo si y sólo si α es monomorfismo y epimorfismo. Lo denotaremospor α : A B .

Teorema 1.2.7 (cf. [Kas82], 3.1.5). Sea α : A −→ B un morfismo de R-módulos. Entonces
se cumplen las siguientes proposiciones:

1. α es inyectivo si y sólo si α es monomorfismo.

2. α es suprayectivo si y sólo si α es epimorfismo.

3. α es biyectivo si y sólo si α es bimorfismo si y sólo si α es isomorfismo.
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Definición 1.2.8. Sea R un anillo y sea
A = · · · Ai−1 Ai Ai+1 · · ·αi−2 αi−1 αi αi+1

una sucesión de morfismos de R-módulos izquierdos.
1. Una sucesión A es llamada exacta si y sólo si para toda subsucesión

Ai−1 Ai Ai+1αi−1 αi

se cumple que Im αi−1 = Ker αi.2. Una sucesión exacta A se escinde si y sólo si para toda subsucesión
Ai−1 Ai Ai+1αi−1 αi

se cumple que Im αi−1 = Ker αi es un sumando directo de Ai.3. Una sucesión exacta de la forma
0 A B C 0f g

es llamada exacta corta.
Observación 1.2.8. 1. Una sucesión 0 A Bf es exacta si y sólo si f es

monomorfismo.

2. Una sucesión B C 0g es exacta si y sólo si g es epimorfismo.

3. Si A′ ≤ A, entonces 0 A′ A A/A′ 0ι ν es exacta corta.

4. Si 0 A B C 0f g es una sucesión exacta corta, entonces

C ∼= BIm f = BKer g .

Lema 1.2.9 (cf. [Kas82], 4.4.1). Sea F un R-módulo izquierdo. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. F tiene una base;

2. F =⊕
i∈I

Ai y para toda i ∈ I , Ai ∼= R .
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Definición 1.2.9. Un módulo F que satisface las condiciones del Lema 1.2.9 es llamado
módulo libre.
Lema 1.2.10 (cf. [Kas82], 4.4.3). Sea I un conjunto. Entonces R (I) es un R-módulo izquierdo
libre con base X tal que |X | = |I|.
Corolario 1.2.11 (cf. [Kas82], 4.4.4). Todo R-módulo M es cociente de un R-módulo libre
F . Si M es finitamente generado, entonces es cociente de un libre con base finita.

Definición 1.2.10. Si A es un Z-módulo izquierdo, entonces su parte de torsión o submódulo
de torsión, denotado por t(A), se define como

t(A) = {a ∈ A | existe n ∈ N tal que na = 0}Decimos que A es libre de torsión si t(A) = 0. Si t(A) = A, entonces decimos que A es un
Z-módulo de torsión.
Observación 1.2.12. Si A es un Z-módulo izquierdo, entonces t(A) es un submódulo de A.

Lema 1.2.13 (cf. [Rot02], Proposición 9.2). Sea A un Z-módulo. Entonces A/t(A) es libre de
torsión.

Demostración. Sea a + t(A) ∈ A/t(A) tal que existe n ∈ N tal que n(a + t(A)) = t(A), esdecir, na+ t(A) = t(A). Esto pasa si y sólo si na ∈ t(A), por lo que existe m ∈ N tal que
m(na) = (mn)a = 0. Luego, a ∈ t(A), por lo que a+ t(A) = 0 + t(A). Así, A/t(A) = 0.Por lo tanto, A/t(A) es libre de torsión.
Lema 1.2.14 (cf. [Rot02], Teorema 9.3). Si R es un dominio de ideales principales, entonces
todo R-módulo finitamente generado libre de torsión es libre.

Corolario 1.2.15 (cf. [Rot02], Corolario 9.4). Todo Z-módulo finitamente generado libre de
torsión es libre.

Teorema 1.2.16 (cf. [Rot02], Corolario 9.5). Si A es un Z-módulo finitamente generado,
entonces A = t(A)⊕ F , con F ∼= Zn (es decir, F es libre).

Demostración. Sea A un Z-módulo finitamente generado. Entonces A/t(A) es libre de torsión(por el Lema 1.2.13) y finitamente generado (pues está generado por el mismo número deelementos que A).
Entonces A/t(A) = F ∼= n⊕

i=1 Zai, con Zai ∼= Z.
Consideremos la siguiente sucesión exacta corta:

0 t(A) A A/t(A) 0ι ν
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Sea l : A/t(A) −→ A tal que l(ai) = ai y es tal que ν ◦ l = 1A/t(A).Notemos lo siguiente: sea ai ∈ Ker l. Entonces l (ai) = 0, es decir, ai = 0. De ahí que
ai = 0̄, por lo que Ker l = 0. Entonces l es inyectivo.De igual forma, se puede notar que A/t(A) ∼= l (A/t(A)).Veamos que A = t(A)⊕ l (A/t(A)).

Sea a ∈ A. Entonces a = a− l (ν(a)) + l (ν(a)). Observemos que l (ν(a)) ∈ l (A/t(A)).Veamos que a− l (ν(a)) ∈ t(A):Notemos que ν (a− l (ν(a))) = ν(a) − ν (l (ν(a))) = ν(a) − ν(a) = 0. Se sigue que
a− l (ν(a)) ∈ Ker ν = t(A).Así, A = t(A) + l (A/t(A)).Sea x ∈ t(A) ∩ l (A/t(A)). Entonces existe n ∈ N tal que nx = 0 y x = l(ā), con
ā ∈ A/t(A).Como x ∈ t(A) = Ker ν, entonces ν(x) = 0 y ν(x) = ν (l(ā)) = 1A/t(A)(ā) = ā. De ahíque ā = 0̄.Luego, x = l(ā) = l(0̄) = 0. Por lo tanto, t(A) ∩ l (A/t(A)) = 0.

Así,
A = t(A)⊕ l (A/t(A))

Definición 1.2.11 (cf. [Rot99], p. 331). El rango de un Z-módulo libre de torsión G, denotadopor rank (G), es el número de elementos en un subconjunto independiente máximo. De igualforma, definimos el rango rank (G) de un Z-módulo arbitrario G como rank (G/t(G)).
Teorema 1.2.17 (cf. [Rot99], p. 335). Sea 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 una sucesión exacta
de grupos abelianos. Entonces rank (B) = rank (A) + rank (C ).
1.3. Copos y G-copos

Para más detalles sobre conjuntos parcialmente ordenados se sugiere revisar el capítulo 1de [Rom08].
Definición 1.3.1. Un orden parcial sobre un conjunto no vacío L es una relación binaria ≤en L que satisface para toda a, b, c ∈ L las siguientes condiciones:1. (Reflexividad) a ≤ a,



1.3 Copos y G-copos 15

2. (Antisimetría) Si a ≤ b y b ≤ a, entonces a = b,3. (Transitividad) Si a ≤ b y b ≤ c, entonces a ≤ c.El par (L,≤) es llamado conjunto parcialmente ordenado o copo.Si a ≤ b o b ≤ a, entonces a y b son comparables. En otro caso, a y b son incomparables.
Ejemplo 1.3.1. 1. Sea N el conjunto de números naturales. Entonces (N,≤) es un copocon el orden usual.2. Si X es un conjunto no vacío, el conjunto potencia P(X ) de X es el conjunto de todoslos subconjuntos de X , el cual es un copo con la inclusión.3. Si G es un grupo finito, el conjunto de los subgrupos de G, denotado por S(G), es uncopo con la inclusión, es decir, (S(G),⊆) es un copo.
Definición 1.3.2 (cf. [Rom08], pp. 6–7). Sea (L,≤) un copo y P un subconjunto de L.

1. Diremos que x ∈ L es cota superior de P si para todo y ∈ P , y ≤ x .2. x ∈ L es cota inferior de P si para todo y ∈ P , x ≤ y.3. Un elemento y0 ∈ P es elemento mayor de P si y ≤ y0 para todo y ∈ P .4. Diremos que y0 ∈ P es elemento menor de P si y0 ≤ y para todo y ∈ P .5. Diremos que y1 ∈ P es elemento máximo en P si no existe y ∈ P tal que y1 ≤ y y
y 6= y1.6. Diremos que y1 ∈ P es elemento mínimo en P si no existe y ∈ P tal que y ≤ y1 y
y 6= y1.7. Diremos que s ∈ L es el supremo de P si s es el elemento menor del conjunto de lascotas superiores de P .8. Diremos que i ∈ L es el ínfimo de P si i es el elemento mayor del conjunto de lascotas inferiores de P .

Observación 1.3.1. Cuando a y b son elementos de un copo L, el supremo del conjunto
{a, b} se denotará por a ∧ b y al ínfimo de este conjunto se le denotará por a ∨ b.

Definición 1.3.3. Sea (L,≤) un copo. Diremos que L es una retícula si para todo a, b ∈ Lexisten a ∧ b y a ∨ b.
Definición 1.3.4. Sea (L,≤) un copo. Una cadena C en L es un subconjunto totalmenteordenado de L, es decir, si a, b ∈ C se tiene que a ≤ b o b ≤ a.
Definición 1.3.5. Sea (L,≤L) un copo. Se dice que (Q,≤Q) es un subcopo inducido de(L,≤L) si Q ⊆ L y para cualesquiera x, y ∈ Q se cumple que x ≤Q y ⇐⇒ x ≤L y.
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Nota. Cuando hablemos de un subcopo, nos referiremos a un subcopo inducido.
Definición 1.3.6. Sean (A,≤), (B,≤′) copos. Sea f : A −→ B una función. Diremos que f es
morfismo de orden si para toda a1, a2 ∈ A tales que a1 ≤ a2 se cumple que f (a1) ≤′ f (a2).
Definición 1.3.7. Sea f un morfismo de orden. Diremos que f es un isomorfismo de ordensi f es biyectiva y f−1 es morfismo de orden.
Ejemplo 1.3.2. Sean X = {x1, x2, x3}, A = {a1, a2, a3} dos copos dados de la siguienteforma:

x1 x2

x3

a1

a2

a3

Sea f : X −→ A una función tal que f (x1) = a1, f (x2) = a2, f (x3) = a3.Notemos que f es morfismo de orden. Además, es claro que f es biyectiva. Pero f−1 no esmorfismo de orden, pues a1 ≤ a2 pero f−1(a1) � f−1(a2) (x1 y x2 no son comparables).
Definición 1.3.8 (G-copo, cf. [Thé87]). Sea G un grupo finito. Sea X un copo finito queademás es un G-conjunto. X es un G-copo si para todo g ∈ G y para todo x, y ∈ X secumple que x ≤ y =⇒ gx ≤ gy.
Definición 1.3.9. Sean X , Y dos G-copos. Sea f : X −→ Y una función. Diremos que f esun morfismo de G-copos si f es morfismo de orden y morfismo de G-conjuntos.De igual forma, diremos que f es un isomorfismo de G-copos si f es isomorfismo de ordene isomorfismo de G-conjuntos.



Capítulo 2

El anillo de Burnside

2.1. La marca

Para más detalles sobre la marca, se sugiere revisar la sección 2 de [CRV16].
Definición 2.1.1. 1. Sea G un grupo, H ≤ G un subgrupo y X un G-conjunto finito.Definimos y denotamos al conjunto de puntos fijos de X bajo la acción de H como

XH = {x ∈ X | hx = x ∀h ∈ H}.

2. Definimos la marca de H en X como la cardinalidad de XH y la denotamos por
φH(X ) = |XH |.

Ejemplo 2.1.1. En el Ejemplo 1.1.1, vimos que si K ≤ G, entonces G/K es un G-conjunto.Sea H ≤ G. Entonces (G/K )H = {aK | haK = aK ∀h ∈ H}= {aK | a−1ha ∈ K ∀h ∈ H}= {aK | a−1Ha ⊆ K}= {aK | H ⊆ aKa−1}
Luego, φH(G/K ) = |{aK | H ⊆ aKa−1}|.
Teorema 2.1.1 (cf. [CRV16], Teorema 2.2). Sean G un grupo, H,K ≤ G y X, Y G-conjuntos
finitos. Entonces se cumplen:

1. φH (X t Y ) = φH(X ) + φH(Y ),
2. φH (X × Y ) = φH(X )φH(Y ),
3. Si H y K son conjugados, entonces para todo G-conjunto finito X se satisface que
φH(X ) = φK (X ).

Demostración. Sean X, Y G-conjuntos finitos y H,K ≤ G subgrupos.
17
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1. Notemos que
(X t Y )H = {z ∈ X t Y | hz = z ∀ h ∈ H}= {z | (z ∈ X × {1} y hz = z) o (z ∈ Y × {2} y hz = z) ∀ h ∈ H}= XH t Y H

De ahí que |(X t Y )H | = |XH t Y H | = |XH |+ |Y H |.2. Observemos que
(X × Y )H = {(x, y) ∈ X × Y | h(x, y) = (x, y) ∀ h ∈ H}= {(x, y) ∈ X × Y | (hx, hy) = (x, y) ∀ h ∈ H}= {(x, y) ∈ X × Y | hx = x y hy = y ∀ h ∈ H}= {(x, y) ∈ X × Y | x ∈ XH y y ∈ Y H}= XH × Y H

De ahí que |(X × Y )H | = |XH × Y H | = |XH ||Y H |.3. Supongamos que H y K son conjugados. Entonces existe g ∈ G tal que gKg−1 = H .Entonces
XH = {x ∈ X | hx = x ∀ h ∈ H}= {

x ∈ X | (gkg−1)x = x ∀ k ∈ K
}= {

x ∈ X | kg−1x = g−1x ∀ k ∈ K}= {
x ∈ X | g−1x ∈ XK}= {
x ∈ X | x ∈ gXK}= gXK

De aquí que |XH | = |gXK |.Ahora, definimos α : XK −→ gXK tal que x 7−→ gx . Se puede ver que α está biendefinida y es una biyección, por lo que |XK | = |gXK |. Así, |XH | = |XK |.Por lo tanto, para todo G-conjunto X se cumple que φH(X ) = φK (X ).
Lema 2.1.2 (cf. [CRV16], Lema 2.3). Sean H,K subgrupos de G. Entonces existe una bi-
yección entre (G/K )H y HomG(G/H,G/K ).
Demostración. Sabemos que HomG(G/H,G/K ) 6= ∅ si y sólo si H es subconjugadode K , por el Teorema 1.1.10.Supongamos que H no es subconjugado de K . Entonces, por el Teorema 1.1.10,

HomG(G/H,G/K ) = ∅.



2.1 La marca 19

Por otro lado, tenemos que
(G/K )H = {gK ∈ G/K | hgK = gK ∀h ∈ H}= {

gK ∈ G/K | g−1hgK = K ∀h ∈ H
}= {

gK ∈ G/K | g−1Hg ⊆ K}= ∅

Así, f : (G/K )H −→ HomG(G/H,G/K ) es la función vacía, la cual es biyectiva.Ahora supongamos que H es subconjugado de K .Definimos γ : (G/K )H −→ HomG(G/H,G/K ) tal que aK 7−→ γa, donde
γa : G/H −→ G/K con γa(gH) = gaK .Veamos que γa está bien definida.Sean g1H,g2H ∈ G/H con g1H = g2H . Esto pasa si y sólo si existe h ∈ H talque g1 = g2h. Luego, γa(g1H) = g1aK = g2(h(aK )) = g2(aK ) = γa(g2H) pues
aK ∈ (G/K )H .Ahora veamos que γa es morfismo de G-conjuntos.Sean g′ ∈ G y gH ∈ G/H . Entonces γa(g′(gH)) = γa((g′g)H) = (g′g)aK =
g′(ga)K = g′γa(gK ).Veamos que γ está bien definida.Sean aK, bK ∈ (G/K )H tales que aK = bK . Entonces b = ak para algún k ∈ K .Luego, γb(gH) = gbK = gakK = gaK = γa(gH). Esto pasa para todo gH ∈ G/H .Por lo tanto, γa = γb.Sea γ ′ : HomG(G/H,G/K ) −→ (G/K )H tal que γ ′(α) = α(H).
γ ′ está bien definida, pues si h ∈ H , entonces hα(H) = α(hH) = α(H), por lo que
α(H) ∈ (G/K )H .Ahora veamos que γ ◦ γ ′ = IdHomG (G/H,G/K ).(γ ◦ γ ′)(α) = γ(γ ′(α)) = γ(α(H)) = γ(gK ) = γg, donde α(H) = gK .Por otro lado, ((γ ◦ γ ′)(α))(xH) = γg(xH) = xgK = xα(H) = α(xH) para todo
xH ∈ G/H .De ahí que (γ ◦ γ ′)(α) = α . Así, γ ◦ γ ′ = IdHomG (G/H,G/K ).Ahora, sea aK ∈ (G/K )H . Entonces (γ ′ ◦γ)(aK ) = γ ′(γ(aK )) = γ ′(γa) = γa(H) = aK .Por lo tanto, γ ′ ◦ γ = Id(G/K )H . Así, γ es biyección.
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Corolario 2.1.3. Sean H,K ≤ G subgrupos. Entonces φH(G/K ) 6= 0 si y sólo si H es
subconjugado de K .

Teorema 2.1.4 (cf. [CRV16], Lema 2.6). Sean H,K ≤ G subgrupos. Entonces

φH(G/K ) = |NG(K )|
|K | α(H,K ) = |NG(H)|

|K | β(H,K )
donde

α(H,K ) = |{E ≤ G | E y K son conjugados y H ⊆ E}|

y
β(H,K ) = |{E ≤ G | E y H son conjugados y E ⊆ K}|

Demostración. Sea A = {
E ≤ G

∣∣ E y K son conjugados y H ⊆ E}. Notemos que, por elEjemplo 2.1.1, (G/K )H = {aK | H ⊆ aKa−1}.Sea f : {aK | H ⊆ aKa−1} −→ A tal que aK 7−→ aKa−1. Veamos que está bien definida:Sean aK, bK ∈ {aK | H ⊆ aKa−1} tales que aK = bK . Entonces existe k ∈ K tal que
a = bk .Ahora, aKa−1 = (bk)K (bk)−1 = (bk)K (k−1b−1) = b(kKk−1)b−1 = bKb−1. Por lo tanto, festá bien definida.Notemos que, por construcción, f es suprayectiva.
Luego, {aK | H ⊆ aKa−1} = ⋃

E∈A

f−1(E), con f−1(E) la fibra de E .
Veamos que f−1(E) = {abK | bK ∈ NG(K )/K}:
⊆) Sea cK ∈

{
aK | H ⊆ aKa−1} tal que f (cK ) = E , donde E = aKa−1. Entonces

cKc−1 = aKa−1, por lo que a−1cKc−1a = K . De ahí que a−1c ∈ NG(K ). Así, existe
b ∈ NG(K ) tal que b = a−1c. Esto implica que c = ab, con bK ∈ NG(K )/K .

⊇) Sea abK tal que bK ∈ NG(K )/K . Entonces f (abK ) = abKb−1a−1 = aKa−1 = E .De ahí que abK ∈ f−1(E).
Por último, notemos que si bK, b′K ∈ NG(K )/K , entonces bK = b′K si y sólo si abK =
ab′K . De ahí que |{abK | bK ∈ NG(K )/K}| = |NG(K )| / |K |.
Luego, ∣∣f−1(E)∣∣ = |NG(K )|

|K | . Por lo tanto,
φH(G/K ) = |NG(K )|

|K | α(H,K )
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Por otro lado, llamemos B = {a ∈ G | a−1Ha ⊆ K} y tomemos la función
f1 : B −→ {

aK | a−1Ha ⊆ K} tal que a 7−→ aK .
Es fácil ver que f1 está bien definida y es suprayectiva. Luego, la preimagen de aK bajo f1es

f−11 (aK ) = {g ∈ G | f1(g) = aK}= {g ∈ G | gK = aK}= {
g ∈ G | a−1gK = K

}= {g ∈ G | g = ak p. a. k ∈ K}= {ak | k ∈ K}= aKAsí, ∣∣f−11 (aK )∣∣ = |aK | = |K |. De aquí que |B | = |K | φH(G/K ).
Ahora, llamemos B = {E ≤ G | E y H son conjugados y E ⊆ K}. Veamos que
|B | = |NG(H)| β(H,K ).
Tomemos f2 : B −→ B tal que a 7−→ a−1Ha. Se puede notar que f2 está bien definida.
Sea E ∈ B. Así, E y H son conjugados, es decir, existe a ∈ G tal que E = a−1Ha ⊆ K .Luego, E ∈ B . Por lo tanto, f2 es suprayectiva.
Por otra parte, la preimagen de E bajo f2 es

f−12 (E) = {
g ∈ G | f2(g) = a−1Ha}= {
g ∈ G | g−1Hg = a−1Ha}= {
g ∈ G | ga−1 ∈ NG(H)}= {g ∈ G | g = xa p. a. x ∈ NG(H)}= {xa | x ∈ NG(H)}= NG(H)a

Luego, ∣∣f−12 (E)∣∣ = |NG(H)a| = |NG(H)|.
Por lo tanto, |B | = |NG(H)| β(H,K ) = |K |φH(G/K ).
Así,

φH(G/K ) = |NG(H)|
|K | β(H,K )

Definición 2.1.2. Dados G un grupo y H ≤ G un subgrupo, definimos el grupo de Weyl de
H en G como

W (H) = NG(H)
H
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2.2. El anillo de Burnside

Para más detalles sobre el anillo de Burnside y su construcción, se sugiere revisar [Bou00]y la sección 3 de [CRV16].
Definición 2.2.1. Dado G un grupo finito, sea A la clase de todos los G-conjuntos finitos,es decir,

A = {X | X es un G-conjunto finito} .
Observación 2.2.1. En A hay una relación de equivalencia ∼, a saber, dados X, Y ∈ A se
tiene que X ∼ Y si y sólo si X ∼=G Y .

Demostración. 1. (Reflexividad) Sea X ∈ A. Notemos que por el Ejemplo 1.1.3, inciso2, IdX : X −→ X es morfismo de G-conjuntos. Además es claro que es biyectiva, porlo que IdX es isomorfismo de G-conjuntos. Así, X ∼ X .2. (Simetría) Sean X, Y ∈ A tales que X ∼ Y . Entonces existe f : X −→ Y isomorfismode G-conjuntos. Por la Proposición 1.1.3, inciso 2, tenemos que f−1 : Y −→ X esisomorfismo de G-conjuntos, por lo que Y ∼ X .3. (Transitividad) Sean X, Y , Z ∈ A tales que X ∼ Y y Y ∼ Z . Entonces existen
f1 : X −→ Y y f2 : Y −→ Z isomorfismos de G-conjuntos. Por la Proposición 1.1.3,inciso 1, la composición f2 ◦ f1 : X −→ Z es morfismo de G-conjuntos. Además, es fácilver que, como f1 y f2 son biyecciones, también lo es f2 ◦ f1. Así, f2 ◦ f1 es isomorfismode G-conjuntos. Por lo tanto, X ∼ Z .Por lo tanto, ∼ es de equivalencia.

Definición 2.2.2. Denotaremos por [X ] a la clase de equivalencia de X ∈ A y la llamaremosla clase de G-isomorfismo de X . Así, definimos
B+(G) = {[X ] | X ∈ A}

Teorema 2.2.2 (cf. [CRV16], Teorema 3.3). Sea G un grupo finito. Entonces (B+(G),+, ·) es
un semianillo conmutativo con unidad, con las operaciones de suma y producto definidas
de la siguiente forma:

(Suma) [X ] + [Y ] = [X t Y ]
(Producto) [X ] [Y ] = [X × Y ]

Demostración. Veamos primero que tanto la suma como el producto están bien definidos.Sean [X1], [X2], [Y1], [Y2] ∈ B+(G) tales que [X1] = [X2] y [Y1] = [Y2]. Entonces existen
f1 : X1 −→ X2 y f2 : Y1 −→ Y2 isomorfismos de G-conjuntos.
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Notemos que f1 y f2 inducen el siguiente isomorfismo de G-conjuntos:
f3 : (X1 × {1}) ∪ (Y1 × {2}) −→ (X2 × {1}) ∪ (Y2 × {2})(z, i) 7−→ (fi(z), i), i = 1, 2

Así, [X1 t Y1] = [X2 t Y2], con lo que la suma está bien definida.Ahora, veamos que f1 y f2 también inducen el siguiente isomorfismo de G-conjuntos:
f4 : X1 × Y1 −→ X2 × Y2(x, y) 7−→ (f1(x), f2(y))

De ahí que [X1 × Y1] = [X2 × Y2], con lo que el producto también está bien definido.Sin pérdida de generalidad, en lo sucesivo podemos considerar que para elementos[X ], [Y ] ∈ B+(G) se tiene que X ∩ Y = ∅; esto debido a la definición de [X ] y [Y ] y a quelas operaciones están bien definidas.Veamos que B+(G) cumple con los axiomas de semianillo conmutativo con unidad. Paraesto, sean [X ], [Y ], [Z ] ∈ B+(G), con X, Y , Z ajenos dos a dos.Respecto de la suma:
1. Asociatividad.

[X ] + ([Y ] + [Z ]) = [X ] + [Y ∪ Z ]= [X ∪ (Y ∪ Z )]= [(X ∪ Y ) ∪ Z ]= [X ∪ Y ] + [Z ]= ([X ] + [Y ]) + [Z ]
2. Conmutatividad. [X ] + [Y ] = [X ∪ Y ] = [Y ∪ X ] = [Y ] + [X ]3. El neutro aditivo es [∅]. Notemos que [∅] ∈ B+(G), pues existe · : G × ∅ −→ ∅ laacción vacía. Así, [X ] + [∅] = [∅] + [X ] = [∅ ∪ X ] = [X ].

Respecto del producto:
4. Asociatividad. [X ]([Y ][Z ]) = [X ][Y ×Z ] = [X × (Y ×Z )] = [(X ×Y )×Z ] = [X ×Y ][Z ] =([X ][Y ])[Z ].5. Conmutatividad. Sea f : X × Y −→ Y × X tal que (x, y) 7−→ (y, x). Notemos que festá bien definida y es biyectiva. Veamos que es de G-conjuntos.Sea g ∈ G. Entonces gf (x, y) = g(y, x) = (gy, gx) = f (gx, gy) = f (g(x, y)).Por lo tanto, f es morfismo de G-conjuntos. Así, [X ][Y ] = [Y ][X ].
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6. La identidad es [G/G]. Notemos que [G/G] ∈ B+(G) pues existe · : G×G/G −→ G/Gtal que (g,G) 7−→ g · G = G, la cual es una acción.Sea f : X × G/G −→ X tal que (x, G) 7−→ x . Sean (x, G), (y,G) ∈ X × G/G talesque (x, G) = (y,G). Esto pasa si y sólo si x = y. Por lo tanto, f está bien definida yes inyectiva. Notemos que, como X y G/G son finitos, f es suprayectiva.Así, como f es isomorfismo de G-conjuntos, [X ][G/G] = [X ].7. Distributividad. [X ] ([Y ] + [Z ]) = [X ][Y ∪ Z ] = [X × (Y ∪ Z )] = [(X × Y ) ∪ (X × Z )] =[X × Y ] + [X × Z ] = [X ][Y ] + [X ][Z ].
Por lo tanto, (B+(G),+, ·) es un semianillo conmutativo con unidad.
Observación 2.2.3. Notemos que, si G = {e} y X es un conjunto, entonces X es un
{e}-conjunto con la acción trivial (véase Ejemplo 1.1.1, inciso 1.).

Además, dos G-conjuntos con la acción trivial son isomorfos si y sólo si existe una biyección
entre ellos. Luego, ψ : B+({e}) −→ N tal que [X ] 7−→ |X | es un isomorfismo de semianillos.

Así, N ∼= B+({e}) como semianillos.

Teorema 2.2.4 (Ley de cancelación, cf. [CRV16], Teorema 3.5). Sean [X ], [Y ], [Z ] ∈ B+(G)
tales que [X ] + [Y ] = [Z ] + [Y ]. Entonces [X ] = [Z ].
Demostración. Sean [X ], [Y ], [Z ] ∈ B+(G) tales que [X ] + [Y ] = [Z ] + [Y ]. Podemos asumir,sin pérdida de generalidad, que X , Y y Z son ajenos dos a dos.
Sean X = m⋃

i=1OG(xi), Y = l⋃
j=1OG(yj ) y Z = n⋃

k=1OG(zk ).
Como [X ] + [Y ] = [X ∪ Y ] = [Z ∪ Y ] = [Z ] + [Y ], entonces existe una función biyectiva entrelas órbitas de X ∪ Y y Z ∪ Y . Luego, tenemos que m+ l = n+ l, por lo que m = n. De ahíque Z = m⋃

i=1OG(zi).
Veamos por inducción sobre l ≥ 1 que hay cancelación:

i) Para l = 1, existe un isomorfismo de G-conjuntos f : X ∪ OG(y1) −→ Z ∪ OG(y1).Si f (OG(y1)) = OG(y1), entonces f|X : X −→ Z es un isomorfismo de G-conjuntos, porlo que [X ] = [Z ].En caso contrario, sin pérdida de generalidad supongamos que f (OG(y1)) = OG(zm).Entonces [OG(y1)] = [OG(zm)], por lo que existe
f1 = f|OG (y1) : OG(y1) −→ OG(zm)
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isomorfismo de G-conjuntos.Por otro lado, sin pérdida de generalidad supongamos que f (OG(xm)) = OG(y1). En-tonces [OG(xm)] = [OG(y1)], por lo que existe
f2 = f|OG (xm) : OG(xm) −→ OG(y1)

isomorfismo de G-conjuntos.Sea f3 : OG(xm) −→ OG(zm) isomorfismo de G-conjuntos dado por f3 = f−11 ◦ f2.Por otra parte, sea
f4 = f| ⋃m−1

i=1 OG (xi) : m−1⋃
i=1 OG(xi) −→ m−1⋃

i=1 OG(zi)
isomorfismo de G-conjuntos.Así, definimos

h : m⋃
i=1OG(xi) −→ m⋃

i=1OG(zi)
tal que h(x) =


f3(x) si x ∈ OG(xm)
f4(x) si x ∈ m−1⋃

i=1 OG(xi) , el cual es isomorfismo de G-conjuntos.
Por lo tanto, [X ] = [Z ].ii) Para l > 1 tenemos que [X ] + [Y ] = [Z ] + [Y ]. Entonces[X ] + l−1⋃

j=1OG(yj )
+ [OG(yl)] =

[Z ] + l−1⋃
j=1OG(yj )

+ [OG(yl)]
Por base de inducción, podemos cancelar una órbita; en este caso, OG(yl).Por hipótesis de inducción, podemos cancelar l− 1 órbitas. Así, [X ] = [Z ].

Observación 2.2.5. El Teorema 2.2.4 nos permite definir una relación de equivalencia
en B+(G) × B+(G), a saber, dados ([X1], [Y1]), ([X2], [Y2]) ∈ B+(G) × B+(G), tenemos que([X1], [Y1]) ∼ ([X2], [Y2]) si y sólo si [X1] + [Y2] = [X2] + [Y1].
Denotaremos a la clase de equivalencia de ([X ], [Y ]) ∈ B+(G)× B+(G) como [X ]− [Y ].
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Definición 2.2.3 (Anillo de Burnside). Definimos el anillo de Burnside B(G) de un grupofinito G como
B(G) = B+(G)× B+(G)

∼ = {[X ]− [Y ] | ([X ], [Y ]) ∈ B+(G)× B+(G)}
con las siguientes operaciones binarias de suma y producto:

(Suma) ([X1]− [Y1]) + ([X2]− [Y2]) = ([X1] + [X2])− ([Y1] + [Y2]),(Producto) ([X1]− [Y1])([X2]− [Y2]) = ([X1][X2] + [Y1][Y2])− ([X1][Y2] + [X2][Y1]).
Observación 2.2.6 (cf. [Bou00], Definición 3.1.1). El anillo de Burnside B(G) es el anillo
de Grothendieck de B+(G).
El siguiente resultado es consecuencia del Teorema de Burnside (cf. [Bou00], Teorema2.3.2):
Teorema 2.2.7 (cf. [Bou00], p. 746). Dado un grupo finito G, se tiene que B(G) es libre
como grupo abeliano, generado por los elementos de la forma G/H , donde H recorre los
elementos de [SG ].
Demostración. Sea G un grupo finito y X un G–conjunto finito. Por 4. del Teorema 1.1.5,
X ∼=G

⊔
i∈I

G/Hi, donde Hi ≤ G para cada i ∈ I .
Así, [X ] = [⊔

i∈I

G/Hi

] =∑
i∈I

(G/Hi) ∈ B+(G).
Ahora, por el Lema 1.1.9 podemos tener repeticiones de algunos G/Hi, por lo que denota-remos con aHi ∈ N el número de veces que se repite el elemento G/Hi.Así, si [X ] ∈ B+(G), entonces [X ] = ∑

H∈[SG ]aH(G/H)
con aH ∈ N.De ahí que si [X ] ∈ B(G), entonces [X ] = ∑

H∈[SG ]aH(G/H), con aH ∈ Z.
Veamos que {G/H | H ∈ [SG ]} es base.
Supongamos que ∑

H∈[SG ]aH(G/H) = 0 y que no todos los aH ∈ Z son cero. Así, tenemos la
siguiente igualdad:



2.2 El anillo de Burnside 27

∑
aK>0aK (G/K ) = ∑

aL<0(−aL)(G/L)
Sean [Y ] = ∑

aK>0aK (G/K ) y [Z ] = ∑
aL<0(−aL)(G/L).Si [Y ] = [∅], entonces alguno de los coeficientes, digamos aK0 sería distinto de cero, lo quesignificaría que la órbita G/K0 de [∅] es no vacía, lo cual no es posible. Así, sin pérdida degeneralidad, supongamos que [Y ] 6= [∅] 6= [Z ].Si K0 ∈ [SG ] tal que aK0 > 0, entonces existe OG(y0) ⊆ Y que cumple que OG(y0) ∼=G G/K0.Por otro lado, [Y ] = [Z ], por lo que OG(y0) ∼=G OG(z0) para algún z0 ∈ Z , que a su vez

OG(z0) ∼=G G/L0, para algún L0 ∈ [SG ] tal que aL0 < 0.De ahí que G/K0 ∼=G G/L0. Así, K0 y L0 son conjugados, lo cual es una contradicción, pues
K0 6= L0 en [SG ].Así, aH = 0 para todo H ∈ [SG ].Por lo tanto,

B(G) = ⊕
H∈[SG ]Z (G/H)

Observación 2.2.8. Existe una inclusión ι : B+(G) −→ B(G) tal que [X ] 7−→ [X ]− [∅].
Observación 2.2.9 (cf. [CRV16], Observación 3.11). Dados G un grupo finito, R un anillo
conmutativo y f : B+(G) −→ R un morfismo de semianillos, tenemos que f se extiende de
manera única a B(G), esto es, existe F : B(G) −→ R morfismo de anillos tal que F|B+(G) = f .
Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

B+(G) B(G)
R

f

ι

∃! F de anillos

Además, F está dada por F ([X ]− [Y ]) = f ([X ])− f ([Y ]).
Demostración. Veamos que F es morfismo de anillos:Notemos que F ([∅]− [∅]) = f ([∅])−f ([∅]) = 0−0 = 0 y que F ([G/G]− [∅]) = f ([G/G])−f ([∅]) =1− 0 = 1.
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Sean [X1]− [Y1], [X2]− [Y2] ∈ B(G).Para la suma:
F (([X1]− [Y1]) + ([X2]− [Y2])) = F (([X1] + [X2])− ([Y1] + [Y2]))= f ([X1] + [X2])− f ([Y1] + [Y2])= f ([X1]) + f ([X2])− f ([Y1])− f ([Y2])= F ([X1]− [Y1]) + F ([X2]− [Y2])Para el producto:

F (([X1]− [Y1])([X2]− [Y2])) = F (([X1][X2] + [Y1][Y2])− ([X1][Y2] + [X2][Y1]))= f ([X1][X2] + [Y1][Y2])− f ([X1][Y2] + [X2][Y1])= f ([X1])f ([X2]) + f ([Y1])f ([Y2])− f ([X1])f ([Y2])− f ([X2])f ([Y1])= (f ([X1])− f ([Y1]))(f ([X2])− f ([Y2]))= F ([X1]− [Y1])F ([X2]− [Y2])Por lo tanto, F es morfismo de anillos.Ahora, si [X ] ∈ B+(G), entonces (F ◦ ι)([X ]) = F (ι([X ])) = F ([X ] − [∅]) = f ([X ]) − f ([∅]) =
f ([X ])− 0 = f ([X ]). Esto pasa para todo [X ] ∈ B+(G). Así, el triángulo conmuta, por lo que
F|B+(G) = f .Por último, veamos que F es único.Sea ψ : B(G) −→ R morfismo de anillos tal que ψ|B+(G) = f . Entonces

ψ([X ]− [Y ]) = ψ([X ]− [∅] + [∅]− [Y ])= ψ([X ]− [∅]) + ψ(−([Y ]− [∅]))= ψ([X ]− [∅])− ψ([Y ]− [∅])= f ([X ])− f ([Y ])= F ([X ]− [Y ])
Así, ψ = F .
A partir de aquí, abusando de la notación usaremos

X ∈ B+(G) = ⊕
H∈[SG ]N(G/H) y [X ] ∈ B(G) = ⊕

H∈[SG ]Z(G/H)
Lema 2.2.10. Sea φ : B+(G) −→ ∏

H∈[SG ]Z dado por φ(X ) = (φH(X ))H∈[SG ]. Entonces φ es

un morfismo de semianillos, el cual se extiende de manera única a un morfismo inyectivo
de anillos φ̃ : B(G) −→ ∏

H∈[SG ]Z (véase [Bou00], p. 747) teniendo que el siguiente diagrama

conmuta:
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B+(G) B(G)
∏

H∈[SG ]Z
φ

ι

∃! φ̃ de anillos

Demostración. Notemos que ∏
H∈[SG ]Z = Z|[SG ]| es un anillo conmutativo con unidad, con la

suma y el producto usuales.Sea X ∈ B+(G). Por propiedades de la marca, (φH(X ))H∈[SG ] no depende del representantede H .Sea Y ∈ B+(G) tal que X = Y . Entonces existe f : X −→ Y isomorfismo de G-conjuntos.Sea H ∈ [SG ] y x ∈ XH . Entonces h · x = x para todo h ∈ H . Luego, hf (x) = f (hx) = f (x),es decir, hf (x) = f (x) para toda h ∈ H . Esto pasa si y sólo si f (x) ∈ Y H . Luego, f (XH) ⊆ Y H .Ahora, como f es isomorfismo de G-conjuntos, f−1 también lo es. Sea H ∈ [SG ] y y ∈ Y H .Entonces h · y = y para todo h ∈ H . Luego, hf−1(y) = f−1(hy) = f (y), y esto pasa si ysólo si f−1(y) ∈ XH . De ahí que f−1(Y H) ⊆ XH . Así, f (XH) = Y H .Entonces f|XH : XH −→ Y H es biyección, así que φH(X ) = φH(Y ). Esto se cumple para cada
H ∈ [SG ], de modo que φ(X ) = (φH(X ))H∈[SG ] = (φH(Y ))H∈[SG ] = φ(Y ).Por lo tanto, φ está bien definida.Recordemos que 1B+(G) = G/G y 1Z|[SG ]| = (1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸

|[SG ]| veces
.

Ahora, para cada H ≤ G subgrupo, tenemos que H � G, con lo que φH(G/G) 6= 0, de modoque φH(G/G) = 1. Por tanto, φ(G/G) = (φH(G/G))H∈[SG ] = (1, . . . , 1)︸ ︷︷ ︸
|[SG ]| veces

.
Por propiedades de la marca, se puede ver que φ preserva sumas y productos. Por lo tanto,
φ es morfismo de semianillos.Por la Observación 2.2.9, podemos extender φ de manera única a un morfismo de anillos
φ̃ : B(G) −→ ∏

H∈[SG ]Z tal que φ̃|B+(G) = φ y tal que φ̃([X ]) = φ(X ).
Veamos que φ̃ es inyectivo.
Sea a ∈ B(G) \ {[∅]}. Entonces a = ∑

H∈[SG ]aH(G/H) con aH ∈ Z.
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Como G es finito, se cumple la Condición de Cadena Ascendente, por lo que elegimos
K ′ ∈ [SG ] máximo respecto a este orden parcial tal que aK ′ 6= 0.
Entonces a = ∑

H∈[SG ]bH(G/H) − ∑
H∈[SG ] cH(G/H), donde bH = aH si aH > 0 y cH = −aH si

aH < 0.Ahora, como φ̃ extiende a φ, tenemos que
φ̃(a) = φ̃

 ∑
H∈[SG ]aH(G/H)

= φ̃

 ∑
H∈[SG ]bH(G/H)− ∑

H∈[SG ] cH(G/H)
= ∑

H∈[SG ]bHφ̃(G/H)− ∑
H∈[SG ] cHφ̃(G/H)

= ∑
H∈[SG ]bHφ(G/H)− ∑

H∈[SG ] cHφ(G/H)
= ∑

H∈[SG ]bH(φK (G/H))K∈[SG ] − ∑
H∈[SG ] cH(φK (G/H))K∈[SG ]

= ∑
H∈[SG ]aH(φK (G/H))K∈[SG ]

Para que φ̃ sea inyectiva basta ver que una de las entradas de φ̃(a) no es cero. Paraesto, sabemos que φK ′(G/H) 6= 0 si y sólo si K ′ � H . Como elegimos K ′ máximo conrespecto a este orden parcial tal que aK ′ 6= 0, entonces la K ′-ésima entrada de φ̃(a) es∑
H∈[SG ]aHφK ′(G/H) = aK ′ |W (K ′)| 6= 0.
Así, φ̃(a) 6= 0. Por lo tanto, φ̃ es morfismo inyectivo de anillos.Ahora, como φ̃|B+(G) = φ y φ̃ es inyectivo, entonces φ también lo es. Así, φ es morfismoinyectivo de semianillos.
Corolario 2.2.11 (Teorema de Burnside, cf. [Bou00], Teorema 2.3.2). Sean G un grupo finito
y [X ], [Y ] ∈ B(G). Entonces [X ] = [Y ] si y sólo si φH(X ) = φH(Y ) para todo H ∈ [SG ]. 1

Demostración. Se sigue de la buena definición y la inyectividad de φ del Lema 2.2.10.
1En las notas de S. Bouc, [Bou00], se le da un mayor valor al Teorema de Burnside, por lo que en estesentido el Teorema 2.2.7 y en el Lema 2.2.10 son consecuencia de este resultado.
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Observación 2.2.12. 1. A
∏

H∈[SG ]Z se le denota como B̃(G) y se le llama anillo fantasma

de G.

2. El conúcleo de φ̃ es isomorfo a
∏

H∈[SG ]Z|W (H)|.
Lema 2.2.13 (cf. [Yos83]). Sea eD = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ B̃(G) el elemento donde el 1
aparece en la D-ésima coordenada, D ∈ [SG ]. Entonces

G/H = ∑
D≤H

|NG(D)|
|D| eD.

Demostración. Notemos que G/H = ∑
D∈[SG ]φD(G/H) eD .

Por otro lado, por el Teorema 2.1.4 tenemos que φD(G/H) = |NG(D)|
|H| β(D,H).

Entonces
G/H = ∑

D∈[SG ]
|NG(D)|
|H| β(D,H) eD.

Ahora, sean D1, D2 ≤ H tales que D1 y D2 son conjugados. Entonces |NG(D1)| = |NG(D2)|,por lo que |NG(D1)|
|H| = |NG(D2)|

|H| .
Así, |NG(D)|

|H| se repite β(D,H) veces para cada D ∈ [SG ] tal que D ≤ H . Por lo tanto,
G/H = ∑

D≤H

|NG(D)|
|D| eD.





Capítulo 3

Copos finitos

Para más detalles sobre aspectos de copos finitos se puede consultar la sección 8 de[MH90].
3.1. Álgebras de incidencia

Definición 3.1.1. 1. Sea (Y ,≤) un copo finito. Definimos el conjunto de cadenas deelementos de Y de longitud n+ 1 de la siguiente forma:
Sn(Y ) = {{y0, . . . , yn} ∣∣∣ yi ∈ Y , y0 � y1 � · · · � yn

}
2. (Característica de Euler) De igual forma, definimos la característica de Euler–Poincaréde Y , denotada por χ (Y ), como

χ (Y ) = ∞∑
n=0(−1)n |Sn(Y )|

Ejemplo 3.1.1. 1. Si Y = {•}, entonces χ (Y ) = 1.2. Si Y es el siguiente copo:

entonces χ (Y ) = ∞∑
n=0(−1)n|Sn(Y )| = 2− 1 = 1.

3. Si Y es el siguiente copo:

33
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entonces χ (Y ) = 2.En general, si X y Y son dos copos disjuntos, entonces χ (X ∪ Y ) = χ (X ) + χ (Y ).4. Si Y es el siguiente copo:

entonces χ (Y ) = 5− 6 = −1.
Definición 3.1.2. Sea (P,≤) un copo. Decimos que P es localmente finito si todos susintervalos son finitos, es decir, ∀a, b ∈ P tales que a < b se cumple que

|{x ∈ P | a ≤ x y x ≤ b}| <∞
Notación 3.1.1. [x, y] = {z ∈ P | x ≤ z ≤ y},(x, y] = {z ∈ P | x � z ≤ y},[x, y) = {z ∈ P | x ≤ z � y},(x, y) = {z ∈ P | x � z � y}.
Definición 3.1.3. Sean (P,≤) un copo localmente finito y R un anillo conmutativo conunidad. Definimos el conjunto

aR (P) = {f : P × P −→ R
∣∣∣ f (x, y) = 0 si x � y

}
.

Observación 3.1.1. aR (P) es un anillo con unidad con las siguientes operaciones:

Suma: (f + g)(x, y) = f (x, y) + g(x, y);
Producto (convolución): (f ∗ g)(x, y) =∑

z∈P

f (x, z)g(z, y) = ∑
z∈[x,y] f (x, z)g(z, y);

El neutro aditivo está dado por 0̂;

La unidad es δ(x, y) = { 1 si x = y0 si x 6= y , es decir, la delta de Kronecker.

Teorema 3.1.2. Sean P y R como en la definición anterior. Las unidades de aR (P) son

U(aR (P)) = {f ∈ aR (P) ∣∣∣ f (x, x) ∈ U(R ) ∀ x ∈ P}
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Demostración. ⊆) Sea f ∈ U(aR (P)). Como f es una unidad, entonces existe g ∈ aR (P)tal que f ∗ g = g ∗ f = δ .
Para cada x ∈ P , (f ∗ g)(x, x) = f (x, x)g(x, x), pues z ∈ [x, x ] = {x}. Por otro lado,(f ∗g)(x, x) = δ(x, x) = 1. Así, f (x, x)g(x, x) = 1. Como R es conmutativo, se tiene que
f (x, x) ∈ U(R ).

⊇) Sea f ∈ aR (P) tal que f (x, x) ∈ U(R ) para toda x ∈ P . Entonces (f (x, x))−1 ∈ R .
Construiremos el inverso de f por recursión y lo denotaremos por g.
Notemos que, como (f ∗ g)(x, x) = f (x, x)g(x, x) = 1, podemos definir

g(x, x) := (f (x, x))−1
Luego, como f ∈ aR (P), se cumple que f (x, y) = 0 si x � y con x, y ∈ P . Así, si
x, y ∈ P son tales que x � y, podemos definir g(x, y) = 0.
Sean x, y ∈ P tales que x � y. Supongamos que para toda z ∈ [x, y) hemos cons-truido g(x, z). Tratemos de calcular g(x, y):

(g ∗ f )(x, y) = ∑
z∈[x,y]g(x, z)f (z, y) = ∑

z∈[x,y)g(x, z)f (z, y) + g(x, y)f (y, y).
Por otra parte, como x � y, se cumple que (g ∗ f )(x, y) = δ(x, y) = 0. Por lo que elinverso izquierdo de f es

g(x, y) = −g(y, y) ∑
z∈[x,y)g(x, z)f (z, y).

Análogamente, el inverso derecho de f es
g(x, y) = −g(x, x) ∑

z∈(x,y] f (x, z)g(z, y).
Por lo tanto, f ∈ U(aR (P)).

Teorema 3.1.3 (Inversión de Möbius, cf. [GCR64]). Sean (P,≤) un copo localmente finito,
R un anillo conmutativo con unidad, a, b : P −→ R funciones y f ∈ aR (P) unidad con
inverso g. Entonces a(x) =∑

y∈P

f (y, x)b(y) si y sólo si b(x) =∑
y∈P

g(y, x)a(y).
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Demostración. =⇒) Notemos que
∑
y∈P

g(y, x)a(y) = ∑
y∈P

g(y, x)(∑
z∈P

f (z, y)b(z))

= ∑
z∈P

∑
y∈P

f (z, y)g(y, x)b(z)
= ∑

z∈P

((f ∗ g)(z, x))b(z)
= ∑

z∈P

δ(z, x) b(z)
= b(x)

⇐=) La demostración es simétrica.
Un elemento particular de aR (P) es el siguiente:
Definición 3.1.4. Consideremos la función ζ ∈ aR (P) definida como sigue:

ζ(x, y) = { 1 si x ≤ y0 si x � y

Llamamos a ζ la función Zeta. Observemos que, por el Teorema 3.1.2, ζ ∈ U(aR (P)).
Así, definimos y denotamos a la función de Möbius como µ := ζ−1.
Lema 3.1.4 (cf. [GCR64]). Sea (P,≤) un copo localmente finito.

1. Para toda a ∈ P se cumple que µ(a, a) = 1;

2. Si a, b ∈ P son tales que a 6= b, se tiene que
∑
z∈[a,b] µ(a, z) = 0.

Demostración. 1. Sea a ∈ P . Notemos que (µ ∗ ζ) (a, a) = δ(a, a) = 1.
Por otro lado, (µ ∗ ζ) (a, a) = ∑

z∈[a,a] µ(a, z)ζ(z, a) = µ(a, a)ζ(a, a) = µ(a, a), pues
como a ≤ a, entonces ζ(a, a) = 1.
Así, µ(a, a) = 1.
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2. Sean a, b ∈ P tales que a 6= b. Entonces (µ ∗ ζ) (a, b) = δ(a, b) = 0.Por otro lado, (µ ∗ ζ) (a, b) = ∑
z∈[a,b] µ(a, z)ζ(z, b) = ∑

z∈[a,b] µ(a, z), pues como z ≤ b,
entonces ζ(z, b) = 1.

Ejemplo 3.1.2. 1. Sea P el siguiente copo:

x

y

Calculemos µ(x, y).Notemos que, por un lado, (µ ∗ ζ) (x, y) = δ(x, y) = 0.Por otro lado, (µ ∗ ζ) (x, y) = ∑
z∈[x,y] µ(x, z)ζ(z, y) = µ(x, x)ζ(x, y) + µ(x, y)ζ(y, y) =

1 · 1 + µ(x, y) · 1 = 1 + µ(x, y).De ahí que µ(x, y) = −1.2. Sea P el siguiente copo:

x

y

z

Calculemos µ(x, z).Notemos que, por un lado, (µ ∗ ζ) (x, z) = δ(x, z) = 0.Por otro lado, (µ ∗ ζ) (x, z) = ∑
t∈[x,z] µ(x, t)ζ(t, z) = µ(x, x) + µ(x, y) + µ(x, z).

Luego, µ(x, z) = −µ(x, x)− µ(x, y) = −1− (−1) por 1. de este ejemplo.Así, µ(x, z) = 0.
Teorema 3.1.5 (cf. [Yos83]). Sea (P,≤) un copo finito. Entonces

χ (P) = ∑
x,y∈P

µ(x, y).
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Demostración. (Por inducción sobre |P|)
i) Si |P| = 1, es decir, si P = {x}, entonces χ (P) = 1 = µ(x, x) = ∑

x,y∈P

µ(x, y), por 1.
del Lema 3.1.4.

ii) Supongamos que se cumple para |P| > 1.
Definimos Px = {y ∈ P | x < y} ⊂ P un subcopo de P . Entonces∑

x,y∈P

µ(x, y) = ∑
x,y∈P
x=y

µ(x, y) + ∑
x,y∈P
x<y

µ(x, y)
= |S0(P)|+ ∑

x,y∈P
x<y

µ(x, y)
= |S0(P)|+ ∑

x∈Pmínimo

∑
y∈(x,z] µ(x, y)

= |S0(P)|+ ∑
x∈Pmínimo

χ (Px)
= |S0(P)|+ ∑

x∈Pmínimo
∞∑
m=0(−1)m |Sm(Px)|

= |S0(P)|+ ∞∑
n=1(−1)n |Sn(P)|

= χ (P) .

Lema 3.1.6 (Fórmula de Gluck, cf. [Glu81], [Yos83]). Sea BQ(G) = ⊕
H∈[SG ]Q (G/H). Entonces

{eH | H ∈ [SG ]} es el conjunto de idempotentes de BQ(G), donde

eH = 1
|NG(H)|∑

D≤H

|D| µ(D,H) G/D.
Demostración. Sea (S(G),⊆) el copo de todos los subgrupos de G.
Sean f , g ∈ aBQ(G) (S(G)) tales que ∀H ∈ S(G), f (H) = |H|G/H y g(H) = |NG(H)| eH .
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Entonces f (H) = |H|G/H= ∑
D≤H

|NG(D)| eD
= ∑

D≤H

g(D)
= ∑

D≤H

ζ(D,H) g(D)
= ∑

D∈S(G) ζ(D,H) g(D).
Por el Teorema de Inversión de Möbius (Teorema 3.1.3), g(H) = ∑

D∈S(G) µ(D,H) f (D).
Luego,

|NG(H)| eH = ∑
D≤H

µ(D,H) |D| G/D
Así,

eH = 1
|NG(H)|∑

D≤H

µ(D,H) |D| G/D

3.2. Homología de copos

En esta sección se considerarán únicamente copos finitos. Para más detalles sobre homo-logía se puede consultar la sección 10.4 de [Rot02].
Notación 3.2.1. Sean (X,≤X ), (Y ,≤Y ) dos copos y sean f , g : (X,≤X ) −→ (Y ,≤Y ) morfis-mos de orden. Denotamos por f ≤ g si f (x) ≤Y g(x) para todo x ∈ X .
Definición 3.2.1. Si f , g : X −→ Y son morfismos de orden, decimos que f y g son
comparables si f ≤ g o g ≤ f .
Definición 3.2.2 (cf. [Rot02], p. 815). Sea R un anillo. Un complejo de cadena (C∗, ∂∗) esuna sucesión de la forma

C∗ = · · · Cn+1 Cn Cn−1 · · ·∂n+1 ∂n

donde cada Cn es un R-módulo izquierdo; los ∂n : Cn −→ Cn−1 son morfismos de R-módulos,llamados diferenciales y son tales que Im ∂n+1 ⊆ Ker ∂n para cada n ∈ Z.
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En lo sucesivo consideraremos X un copo y R = Z. Entonces
Cn(X ) = ⊕

{x0,...,xn}∈Sn(X )Z (x0, . . . , xn)
es el Z-módulo libre con base los elementos de Sn(X ).El morfismo dn : Cn(X ) −→ Cn−1(X ) está dado por

dn(x0, . . . , xn) = n∑
i=0 (−1)i (x0, . . . , x̂i, . . . , xn)

donde (x0, . . . , x̂i, . . . , xn) denota la cadena (x0, . . . , xn) \ {xi}.
Observación 3.2.1. 1. Para n < 0, Cn(X ) = 0, pues Cn(X ) estará generado por el vacío.

2. Para n ≤ 0, dn = 0, pues la imagen de dn será Cn(X ) = 0 (por el inciso anterior).

Ejemplo 3.2.1. Consideremos X un copo y la siguiente sucesión:
· · · C1(X ) C0(X ) C−1(X ) · · ·d1 d0

Sea (x0, x1) ∈ C1(X ) un elemento generador. Entonces
d1 (x0, x1) = (−1)0 (x̂0, x1) + (−1) (x0, x̂1) = x1 − x0

Lema 3.2.2. Sea (X,≤) un copo. Entonces dn ◦ dn+1 = 0 para todo n ∈ Z.

Demostración. Sean (X,≤) un copo y n ∈ Z. Si n ≤ 0 tenemos que dn ◦ dn+1 = 0 pues almenos dn = 0 (por 2. de la Observación 3.2.1).Supongamos que n ≥ 1. Sea (x0, . . . , xn+1) ∈ Cn+1(X ) un elemento generador. Entonces
(dn ◦ dn+1) (x0, . . . , xn+1) = dn

(
n+1∑
i=0 (−1)i (x0, . . . , x̂i, . . . , xn+1))

= n+1∑
i=1 (−1)i i−1∑

j=0 (−1)j (x0, . . . , x̂j , . . . , x̂i, . . . , xn+1)
+ n∑

i=0 (−1)i n+1∑
j=i+1(−1)j−1 (x0, . . . , x̂i, . . . , x̂j , . . . , xn+1)

= n+1∑
i=1

i−1∑
j=0 (−1)i+j (x0, . . . , x̂j , . . . , x̂i, . . . , xn+1)+ n∑

i=0
n+1∑
j=i+1(−1)i+j−1 (x0, . . . , x̂i, . . . , x̂j , . . . , xn+1)
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Veamos que para cada término de la primera suma doble hay un correspondiente términoen la segunda suma doble con signo contrario.Sea (−1)i+j (x0, . . . , x̂j , . . . , x̂i, . . . , xn+1) un término de la primera suma doble y sea(−1)k+l−1 (x0, . . . , x̂k , . . . , x̂l, . . . , xn+1) un término de la segunda suma doble.Sean j = k e i = l. Notemos que los signos de cada término son (−1)l+k y (−1)l+k−1respectivamente, por lo que tienen signos distintos. Por lo tanto, los términos se eliminan.Así, dn ◦ dn+1 = 0.
Observación 3.2.3. Sea (X,≤) un copo y sea

· · · Cn+1(X ) Cn(X ) Cn−1(X ) · · ·dn+1 dn

una sucesión. Del Lema 3.2.2 podemos notar que ∀n ∈ Z, dn ◦ dn+1 = 0 si y sólo siIm dn+1 ⊆ Ker dn.
De esta observación se desprende la siguiente definición:
Definición 3.2.3 (cf. [Rot02], p. 818). Sea (X,≤) un copo. Definimos y denotamos para toda
n ∈ Z la n-ésima homología de X como

Hn(X ) = Ker ∂nIm ∂n+1
Ejemplo 3.2.2. Sea X = {•}. Consideremos el siguiente complejo para X :

· · · C1(X ) = 0 C0(X ) = Z C−1(X ) = 0 · · ·d1=0 d0=0

Entonces
Hn(X ) = { Z si n = 00 si n 6= 0

Definición 3.2.4 (cf. [Rot02], p. 817). Sea R un anillo. Una aplicación de cadenas de R-módulos izquierdos del complejo de cadenas (C∗, ∂∗) en el complejo de cadenas (C ′∗, ∂′∗) esuna sucesión de morfismos de R-módulos izquierdos fn : Cn −→ C ′n tal que para toda n ∈ Zel siguiente diagrama conmuta:
· · · Cn+1 Cn Cn−1 · · ·

· · · C ′n+1 C ′n C ′n−1 · · ·

fn+1
∂n+1

fn

∂n

fn−1
∂′n+1 ∂′n
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En lo sucesivo, consideraremos X y Y dos copos, f : X −→ Y un morfismo de orden y
R = Z. Entonces fn = Cn(f ) : Cn(X ) −→ Cn(Y ) está definida como sigue:

Cn(f )(x0, . . . , xn) = { (f (x0), . . . , f (xn)) si f (xi−1) < f (xi) ∀ i ∈ {1, . . . , n}0 si ∃ i ∈ {1, . . . , n} tal que f (xi−1) = f (xi)
Lema 3.2.4. Sean X, Y , Z copos. Entonces:

1. El siguiente diagrama conmuta:

Cn(X ) Cn−1(X )
Cn(Y ) Cn−1(Y )Cn(f )

dn

Cn−1(f )
d′n

es decir, d′n ◦ Cn(f ) = Cn−1(f ) ◦ dn, donde d′n es el diferencial correspondiente al
complejo de cadena relativo al copo Y .

2. Sean f : X −→ Y y l : Y −→ Z morfismos de orden. Para toda n ∈ Z, Cn(l ◦ f ) =
Cn(l) ◦ Cn(f ).

3. Sea 1X : X −→ X el morfismo de orden identidad. Para toda n ∈ Z, Cn(1X ) = 1Cn(X ).
4. Sea f : X −→ Y un morfismo de orden. Entonces existe

Hn(f ) : Hn(X ) −→ Hn(Y )
tal que ∀ n ∈ Z se tiene que Hn(f )(a+ Im dn+1) = Cn(f )(a) + Im d′n+1.

Demostración. 1. Sea (x0, . . . , xn) ∈ Cn(X ) un elemento generador. Entonces
(Cn−1(f ) ◦ dn) (x0, . . . , xn) = Cn−1(f )( n∑

i=0 (−1)i(x0, . . . , x̂i, . . . , xn))
= n∑

i=0 (−1)iCn−1(f )(x0, . . . , x̂i, . . . , xn)
=


n∑
i=0 (−1)i (f (x0), . . . , f̂ (xi), . . . , f (xn)) si f (xi−1) < f (xi) ∀ i0 si f (xi−1) = f (xi) p. a. i

Por otra parte,(
d′n ◦ Cn(f )) (x0, . . . , xn) = { d′n (f (x0), . . . , f (xn)) si f (xi−1) < f (xi) ∀ i0 si f (xi−1) = f (xi) p. a. i
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=


n∑
i=0 (−1)i (f (x0), . . . , f̂ (xi), . . . , f (xn)) si f (xi−1) < f (xi) ∀ i0 si f (xi−1) = f (xi) p. a. i= (Cn−1(f ) ◦ dn) (x0, . . . , xn)

2. Sea (x0, . . . , xn) ∈ Cn(X ). Entonces
(Cn(l) ◦ Cn(f )) (x0, . . . , xn) = { Cn(l) (f (x0), . . . , f (xn)) si f (xi−1) < f (xi) ∀ i

Cn(l)(0) = 0 en otro caso
= { (l(f (x0)), . . . , l(f (xn))) si l(f (xi−1)) < l(f (xi)) ∀ i0 en otro caso

= { ((l ◦ f )(x0), . . . , (l ◦ f )(xn)) si (l ◦ f )(xi−1) < (l ◦ f )(xi) ∀ i0 en otro caso= Cn(l ◦ f ) (x0, . . . , xn)
Por lo tanto, Cn(l ◦ f ) = Cn(l) ◦ Cn(f ) para toda n ∈ Z.3. Sea (x0, . . . , xn) ∈ Cn(X ). Entonces

(Cn(1X )) (x0, . . . , xn) = { (1X (x0), . . . , 1X (xn)) si 1X (xi−1) < 1X (xi) ∀ i0 en otro caso= (x0, . . . , xn)= 1Cn(X ) (x0, . . . , xn)Por lo tanto, Cn(1X ) = 1Cn(X ) para toda n ∈ Z.4. Veamos que Hn(f ) está bien definido para cada n.Sean a+Im dn+1, a′+Im dn+1 ∈ Hn(X ) tales que a+Im dn+1 = a′+Im dn+1. Entonces
a− a′ ∈ Im dn+1, es decir, existe b ∈ Cn+1(X ) tal que a− a′ = dn+1(b).Luego, Cn(f )(a − a′) = Cn(f )(dn+1(b)) = d′n+1 (Cn+1(f )(b)) ∈ Im d′n+1. Por otro lado,
Cn(f )(a− a′) = Cn(f )(a)− Cn(f )(a′).Así, Cn(f )(a) + Im d′n+1 = Cn(f )(a′) + Im d′n+1.Es decir, Hn(f )(a+ Im dn+1) = Hn(f )(a′ + Im dn+1).

Observación 3.2.5. Sean X, Y , Z copos.

1. Sean f : X −→ Y y l : Y −→ Z morfismos de orden. Entonces Hn(l◦ f ) = Hn(l)◦Hn(f )
para toda n ∈ Z.
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2. Sea 1X : X −→ X el morfismo identidad. Entonces Hn(1X ) = 1Hn(X ) para toda n ∈ Z.

Demostración. 1. Sea a+ Im dn+1 ∈ Hn(X ). Entonces
Hn(l ◦ f )(a+ Im dn+1) = Cn(l ◦ f )(a) + Im d′′n+1= (Cn(l) ◦ Cn(f )) (a) + Im d′′n+1= Hn(l) (Cn(f )(a) + Im d′n+1)= Hn(l) (Hn(f )(a+ Im dn+1))= (Hn(l) ◦Hn(f )) (a+ Im dn+1)

Por lo tanto, Hn(l ◦ f ) = Hn(l) ◦Hn(f ).2. Sea a + Im dn+1 ∈ Hn(X ). Entonces Hn(1X )(a + Im dn+1) = Cn(1X )(a) + Im dn+1 =1Cn(X )(a) + Im dn+1 = a+ Im dn+1 = 1Hn(X ) (a+ Im dn+1).Por lo tanto, Hn(1X ) = 1Hn(X ).
Definición 3.2.5 (cf. [Rot02], p. 820). Sean X , Y dos copos y f , l : X −→ Y morfismos deorden. Decimos que f es homotópico a l si para cada n ∈ Z existe δn : Cn(X ) −→ Cn+1(Y )morfismo de Z-módulos tal que d′n+1 ◦ δn + δn−1 ◦ dn = Cn(f )− Cn(l).
Notación 3.2.2. Si f y l son homotópicos, lo denotamos por f ∼ l.
Observación 3.2.6. Ser homotópico es una relación de equivalencia.

Demostración. Sean X y Y copos y f , l, t : X −→ Y morfismos de orden.
(Reflexividad) f ∼ f pues para δn = 0 ∀ n ∈ Z se tiene que d′n+1 ◦ δn + δn−1 ◦ dn =0 = Cn(f )− Cn(f ).(Simetría) Supongamos que f ∼ l. Entonces existe δn : Cn(X ) −→ Cn+1(Y ) ∀ n ∈ Ztal que d′n+1 ◦ δn + δn−1 ◦ dn = Cn(f )− Cn(l).Luego, Cn(l)−Cn(f ) = − (Cn(f )− Cn(l)) = − (d′n+1 ◦ δn + δn−1 ◦ dn) = d′n+1 ◦ (−δn) +(−δn−1) ◦ dn, es decir, Cn(l)−Cn(f ) = d′n+1 ◦ (−δn) + (−δn−1) ◦ dn. Por lo tanto, l ∼ f .(Transitividad) Supongamos que f ∼ l y l ∼ t. Entonces existen
δn, δ ′n : Cn(X ) −→ Cn+1(Y ) tales que d′n+1 ◦ δn + δn−1 ◦ dn = Cn(f )− Cn(l) y
d′n+1 ◦ δ ′n + δ ′n−1 ◦ dn = Cn(l)− Cn(t).Luego, (d′n+1◦δn+δn−1◦dn)+(d′n+1◦δ ′n+δ ′n−1◦dn) = d′n+1◦(δn+δ ′n)+(δn−1+δ ′n−1)◦dn =(Cn(f )− Cn(l)) + (Cn(l)− Cn(t)) = Cn(f )− Cn(t). Por lo tanto, f ∼ t.
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Proposición 3.2.7 (cf. [Rot02], Proposición 10.39). Sean f , l : X −→ Y morfismos de orden
tales que f ∼ l. Entonces Hn(f ) = Hn(l) : Hn(X ) −→ Hn(Y ).
Demostración. Sea a+ Im dn+1 ∈ Hn(X ). Notemos que Hn(f )(a+ Im dn+1) =
Cn(f )(a) + Im d′n+1 y Hn(l)(a+ Im dn+1) = Cn(l)(a) + Im d′n+1.Para probar que Hn(f )(a+ Im dn+1) = Hn(l)(a+ Im dn+1), tenemos que ver que
Cn(f )(a)− Cn(l)(a) ∈ Im d′n+1.Como f ∼ l, Cn(f )(a) − Cn(l)(a) = (

d′n+1 ◦ δn) (a) + (δn−1 ◦ dn) (a) = d′n+1(δn(a)) + 0 =
d′n+1 (δn(a)) ∈ Im d′n+1.Por lo tanto, Hn(f ) = Hn(l) ∀ a+ Im dn+1 ∈ Hn(X ).
Definición 3.2.6. Sean X , Y copos. Decimos que X y Y son homotópicos si existen
f : X −→ Y y l : Y −→ X morfismos de orden tales que l ◦ f ∼ 1X y f ◦ l ∼ 1Y . Lodenotamos por X ∼ Y .
Definición 3.2.7. Sea X un copo. X es contraíble si X es homotópico a un punto, es decir,
X ∼ •.
Ejemplo 3.2.3. Sea X el siguiente copo:

x

y

Consideremos la siguiente sucesión:
0 C1(X ) C0(X ) 0d2 d1 d0

donde d1 : C1(X ) −→ C0(X ) es tal que d1(x, y) = y− x .Notemos que
Cn(X ) =

 Zx ⊕ Zy si n = 0
Z(x, y) si n = 10 si n ≥ 2 o n < 0

De ahí que H0(X ) = Ker d0Im d1 = Zx ⊕ Zy
Z(y− x) .
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Sea φ : Zx⊕Zy −→ Z tal que φ(ax+by) = a+b, el cual es un epimorfismo de Z-módulos(por definición y por propiedades de la suma directa).Entonces Ker φ = {ax + by ∈ Zx ⊕ Zy | a+ b = 0} = {ax + by ∈ Zx ⊕ Zy | a = −b}= {−bx + by | b ∈ Z} = {b(y− x) | b ∈ Z} = Z(y− x).
Luego, por el Primer Teorema de Isomorfismos, tenemos que Zx ⊕ Zy

Z(y− x) ∼= Z, es decir, H0(X )es isomorfo a Z.Ahora, sea ∑l
i=1mi(xi, yi) ∈ Ker d1. Entonces d1 (∑l

i=1mi(xi, yi)) = ∑l
i=1mi(yi − xi) =0 ∈ C0(X ). De ahí que mi = 0, por lo que ∑l

i=1mi(xi, yi) = 0. Luego, Ker d1 = 0.Con esto podemos ver que H1(X ) = Ker d1 = 0. Igualmente notemos que para cualquierotra n ∈ Z, Hn(X ) = 0.Veamos que X es contraíble, es decir, que existen f : X −→ • y l : • −→ X morfismos deorden tales que f ◦ l ∼ 1• y l ◦ f ∼ 1X .Sean f : X −→ • y l : • −→ X tales que f (x) = • = f (y) y l(•) = x . Veamos que f ◦ l ∼ 1•y l ◦ f ∼ 1X .Primero notemos que (f ◦ l)(•) = f (l(•)) = f (x) = • = 1•(•), y como 1• ∼ 1•, entonces
f ◦ l ∼ 1•.Ahora, llamemos t = l ◦ f . Entonces t(x) = x = t(y) y veamos que t ∼ 1X . Notemos que
t ≤ 1X , pues t(x) = x ≤ x = 1X (x) y t(y) = x ≤ y = 1X (y).Consideremos el siguiente diagrama:

0 C1(X ) C0(X ) 0
0 C1(X ) C0(X ) 0

d2
C1(t)C1(1X )δ1

d1
C0(t)C0(1X )δ0

d0
δ−1

d2 d1 d0

Veamos que t ∼ 1X . Para esto tenemos que exhibir δn : Cn(X ) −→ Cn+1(X ) tal que
Cn(1X )− Cn(t) = dn+1 ◦ δn + δn−1 ◦ dn.Observemos que para n 6= 0, δn = 0. Así que sólo basta definir δ0 : C0(X ) −→ C1(X ) talque δ0(x) = 0 y δ0(y) = (x, y).Sea (x, y) el generador de C1(X ). Entonces (C1(1X )− C1(t)) (x, y) = (x, y) − (t(x), t(y)) =(x, y)− 0 = (x, y).Por otro lado, notemos que d2◦δ1+δ0◦d1 = δ0◦d1. Entonces (δ0◦d1)(x, y) = δ0 (d1(x, y)) =
δ0(y− x) = δ0(y)− δ0(x) = (x, y)− 0 = (x, y) = (C1(1X )− C1(t)) (x, y).
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Ahora veamos que también se cumple que C0(1X )− C0(t) = d1 ◦ δ0 + δ−1 ◦ d0.Sean x y y los generadores de C0(X ). Observemos que (C0(1X )− C0(t)) (x) = x − t(x) =
x − x = 0 y (C0(1X )− C0(t)) (y) = y− t(y) = y− x .
Luego, notemos que d1 ◦ δ0 + δ−1 ◦d0 = d1 ◦ δ0. Entonces (d1 ◦ δ0)(x) = d1 (δ0(x)) = d1(0) =0 = (C0(1X )− C0(t)) (x) y (d1 ◦ δ0)(y) = d1 (δ0(y)) = d1(x, y) = y− x = (C0(1X )− C0(t)) (y).
Así, t ∼ 1X , es decir, l ◦ f ∼ 1X . Por lo tanto, X es contraíble.
Lema 3.2.8. Sean X, Y copos tales que son homotópicos. Entonces para toda n ∈ Z se
cumple que Hn(X ) ∼= Hn(Y ).
Demostración. Como X y Y son homotópicos, entonces existen f : X −→ Y y l : Y −→ Xtales que l ◦ f ∼ 1X y f ◦ l ∼ 1Y .
Por la Proposición 3.2.7 tenemos que Hn(l◦f ) = Hn(1X ); por la Observación 3.2.5, Hn(l◦f ) =
Hn(l)◦Hn(f ) y Hn(1X ) = 1Hn(X ). Así, Hn(l)◦Hn(f ) = 1Hn(X ). Similarmente, Hn(f )◦Hn(l) = 1Hn(Y ).Así, existen Hn(f ) : Hn(X ) −→ Hn(Y ) y Hn(l) : Hn(Y ) −→ Hn(X ) tales que Hn(l) ◦ Hn(f ) =1Hn(X ) y Hn(f ) ◦Hn(l) = 1Hn(Y ).Por lo tanto, ∀ n ∈ Z se tiene que Hn(X ) ∼= Hn(Y ).
Corolario 3.2.9. Si X es un copo contraíble, entonces Hn(X ) ∼= { Z si n = 00 si n 6= 0 .

Teorema 3.2.10 (cf. [Bou00], Lema 4.1.2). Sean f , l : X −→ Y morfismos de orden tales que
son comparables. Entonces f y l son homotópicos.

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama:
· · · Cn+1(X ) Cn(X ) Cn−1(X ) · · ·

· · · Cn+1(Y ) Cn(Y ) Cn−1(Y ) · · ·

dn+1
Cn+1(f )Cn+1(l) Cn(f )Cn(l)δn

dn

Cn−1(f )Cn−1(l)δn−1

d′n+1 d′n

Como f y l son comparables supongamos, sin pérdida de generalidad, que f ≤ l.
Veamos que f ∼ l, es decir, que existen δn : Cn(X ) −→ Cn+1(Y ) tal que d′n+1◦δn+δn−1◦dn =
Cn(l)− Cn(f ) para toda n ∈ Z.
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Consideremos entonces δn : Cn(X ) −→ Cn+1(Y ) definida para n ∈ Z por δn(x0, . . . , xn) =
n∑
i=0 (−1)i (f (x0), . . . , f (xi), l(xi), . . . , l(xn)) si f (x0) < · · · < f (xi) < l(xi) < · · · < l(xn) ∀ i0 en otro caso

Verifiquemos que f y l son homotópicos, es decir, que d′n+1 ◦ δn + δn−1 ◦ dn = Cn(l)− Cn(f )para toda n ∈ Z.Sea (x0, . . . , xn) un elemento generador de Cn(X ). Tenemos que (Cn(l)− Cn(f )) (x0, . . . , xn) =(l(x0), . . . , l(xn))− (f (x0), . . . , f (xn)).Ahora desarrollemos (d′n+1 ◦ δn + δn−1 ◦ dn) (x0, . . . , xn):(
d′n+1 ◦ δn + δn−1 ◦ dn) (x0, . . . , xn) = (d′n+1 ◦ δn) (x0, . . . , xn) + (δn−1 ◦ dn) (x0, . . . , xn)

= d′n+1
( n∑

i=0 (−1)i (f (x0), . . . , f (xi), l(xi), . . . , l(xn)))+ δn−1
( n∑

i=0 (−1)i (x0, . . . , x̂i, . . . , xn))

= d′n+1
((f (x0), l(x0), . . . , l(xn)) + n∑

i=1 (−1)i (f (x0), . . . , f (xi), l(xi), . . . , l(xn)))

+δn−1
( n∑

i=0 (−1)i (x0, . . . , x̂i, . . . , xn))

= d′n+1 (f (x0), l(x0), . . . , l(xn)) + n∑
i=1 (−1)id′n+1 (f (x0), . . . , f (xi), l(xi), . . . , l(xn))

+ n∑
i=0 (−1)iδn−1 (x0, . . . , x̂i, . . . , xn)

= d′n+1 (f (x0), l(x0), . . . , l(xn)) + n∑
i=1 (−1)id′n+1 (f (x0), . . . , f (xi), l(xi), . . . , l(xn))

+ n+1∑
i=1 (−1)i−1δn−1 (x0, . . . , x̂i−1, . . . , xn)

Desarrollemos cada sumando:
= (f̂ (x0), l(x0), . . . , l(xn)) (3.1)
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+ n∑
j=0 (−1)j+1 (f (x0), l(x0), . . . , l̂(xj ), . . . , l(xn)) (3.2)

+ n∑
i=1 (−1)i i∑

j=0 (−1)j (f (x0), . . . , f̂ (xj ), . . . , f (xi), l(xi), . . . , l(xn)) (3.3)
+ n∑

i=1 (−1)i n+1∑
j=i+1(−1)j (f (x0), . . . , f (xi), l(xi), . . . , l̂(xj−1), . . . , l(xn)) (3.4)

+ n∑
i=1 (−1)i−1 n∑

j=i (−1)j (f (x0), . . . , x̂i−1, . . . , f (xj ), l(xj ), . . . , l(xn)) (3.5)
+ n∑

i=1 (−1)i i∑
j=0 (−1)j (f (x0), . . . , f (xj ), l(xj ), . . . , x̂i, . . . , l(xn)) (3.6)

Notemos que el término (3.1) es igual a (l(x0), . . . , l(xn)) = Cn(l)(x0, . . . , xn). Además, sitomamos i = n, j = n+ 1 en el término (3.4), tenemos que es igual a
(−1)n+n+1 (f (x0), . . . , f (xn), l̂(xn)) = − (f (x0), . . . , f (xn)) = −Cn(f )(x0, . . . , xn)

Ahora veamos cómo se eliminan los demás términos:
Si tomamos j = 0 en el término (3.2) y en el término (3.3) tomamos i = 1, j = 1,podemos notar que se trata de término iguales pero con signo contrario, pues elprimero tiene signo (−1)0+1 = −1 y el segundo (−1)1+1 = 1. Por lo tanto, se eliminan.
Si tomamos j ≥ 1 en el término (3.2), tenemos

n∑
j=1 (−1)j+1 (f (x0), l(x0), . . . , l̂(xj ), . . . , l(xn))

Por otro lado, si tomamos j = 0 en el término (3.6) tenemos
n∑
i=1 (−1)i (f (x0), l(x0), . . . , x̂i, . . . , l(xn))

Así, si tomamos j = i notamos que se trata de los mismos términos con signo contrario,pues para el primero tendremos (−1)i+1 y para el segundo (−1)i. Por lo tanto, seeliminan los términos.
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Si del término (3.3) ahora tomamos i = j ≥ 2 tendremos
n∑
i=2
(
f (x0), . . . , f̂ (xi), l(xi), . . . , l(xn))

y si tomamos j = i+ 1 ≤ n del término (3.4) tendremos
n∑
i=2 (−1)(f (x0), . . . , f (xi−1), l̂(xi−1), . . . , l(xn))

Se puede ver que se trata de los mismos términos y claramente tienen signos dife-rentes. Por lo tanto, se anulan.Si tomamos los sumandos restantes del término (3.3), es decir,
n∑
i=10≤j<i

(−1)i+j (f (x0), . . . , f̂ (xj ), . . . , f (xi), l(xi), . . . , l(xn))

y el término (3.5), podemos notar que tienen los mismos sumandos si f̂ (xj ) y x̂i−1 estánen la misma posición, es decir, si j = i− 1. Al sustituir estos valores en cada términotendremos que los signos son (−1)i+i−1 = −1 y (−1)i−1+i−1 = 1, por lo que estostérminos se anulan.Finalmente, si tomamos los sumandos restantes del término (3.4) y los términos res-tantes del término (3.6), éstos tienen los mismos sumandos si l̂(xj−1) y x̂i están en lamisma posición, es decir, si j = i+ 1. En cada término tendremos que los signos son
−1 y 1 respectivamente, por lo que se anulan los términos.

Por lo anterior, los únicos términos que no se anulan son los correspondientes a(Cn(f )− Cn(l))(x0, . . . , xn). Así, f y l son homotópicos.



Capítulo 4

G-copos y la conjetura de Quillen

En este capítulo todos los copos, grupos y conjuntos considerados son finitos. Para másdetalles se puede consultar la sección 4 de [Bou00].
4.1. Invariante de Lefschetz

Definición 4.1.1. Sea X un copo. Decimos que X es acíclico si X tiene la homología de unpunto, es decir, si
Hn(X ) = { Z si n = 00 si n 6= 0

Observación 4.1.1. Sea X un G-copo. Entonces para n ∈ N, Sn(X ) es un G-conjunto con
la siguiente acción:

∀ g ∈ G,∀(x0, . . . , xn) ∈ Sn(X ) : g(x0, . . . , xn) = (gx0, . . . , gxn)
En efecto, sea (x0, . . . , xn) ∈ Sn(X ).

Notemos que e (x0, . . . , xn) = (ex0, . . . , exn) = (x0, . . . , xn).
Sean g1, g2 ∈ G. Entonces (g1g2) (x0, . . . , xn) = ((g1g2) x0, . . . , (g1g2) xn)= (g1 (g2x0) , . . . , g1 (g2xn)) = g1 (g2x0, . . . , g2xn) = g1 (g2 (x0, . . . , xn))

Así, podemos ver a Sn(X ) como un elemento de B(G).
La siguiente definición del invariante de Lefschetz se debe a Thévenaz (cf. [Thé87]):
Definición 4.1.2. Sea X un G-copo. El invariante de Lefschetz de X es el elemento de
B(G) definido de la siguiente forma:

ΛX = ∞∑
n=0(−1)nSn(X )

Ejemplo 4.1.1. 1. Sea X = {•}. Entonces ΛX = (−1)0S0(X ) = {•} = [G/G] = 1B(G).
51
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2. El invariante de Lefschetz del copo vacío es Λ∅ = [∅] = 0B(G).3. Sea X un G-copo con la acción trivial. Entonces para todo H ∈ [SG ] se tiene que
φH (ΛX ) = ∞∑

n=0(−1)nφH (Sn(X )) = ∞∑
n=0(−1)n |Sn(X )| = χ (X ).

De ahí que φ (ΛX ) = (χ (X ) , . . . , χ (X )) = χ (X )φ (1B(G)) = φ
(
χ (X ) · 1B(G)).Luego, como φ es inyectivo se tiene que ΛX = χ (X ) · 1B(G) (ver Teorema 4.1.4).

4. Sea X un G-conjunto con el siguiente orden: x ≤ y ⇐⇒ x = y. Con este orden, Xes un G-copo.
Entonces ΛX = ∞∑

n=0(−1)nSn(X ) = S0(X ) = X ∈ B(G).
5. Sea X el siguiente copo con la acción trivial:

Por 4. del Ejemplo 3.1.1, χ (X ) = −1. Así, por 3. de este Ejemplo,ΛX = −1 · 1B(G) ∈ B(G).
6. Sea X un G-conjunto con el siguiente orden: x ≤ y ⇐⇒ x = y.

Sea Y el siguiente copo con la acción trivial:

X

Podemos observar que Y es un G-copo. En efecto, se tienen 3 casos:
Si x, y ∈ X y x ≤ y, entonces x = y. De ahí que gx = gy, por lo que gx ≤ gy.
Si x, y ∈ Y \ X tales que x ≤ y, entonces gx = x ≤ y = gy, i.e., gx ≤ gy.
Si x ∈ X y y ∈ Y \ X tales que x ≤ y, entonces gx ∈ X y gy = y, por lo que
gx ≤ gy.
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Calculemos ΛY : ΛY = ∞∑
n=0(−1)nSn(Y ) = S0(Y )− S1(Y ).

Notemos que S0(Y ) = S0(X ) + 4 · 1B(G) = X + 4 · 1B(G) y S1(Y ) = S1(X ) + 2S0(X ) +3 · 1B(G) = 2X + 3 · 1B(G).Entonces ΛY = (X + 4 · 1B(G))− (2X + 3 · 1B(G)) = −X + 1 · 1B(G).
Proposición 4.1.2 (cf. [Bou10], 11.2.11). Sean X , Y dos G-copos. Entonces ΛXtY = ΛX +ΛY
en B(G).
Demostración. Primero veamos que para toda n ∈ Z, Sn(X t Y ) = Sn(X ) t Sn(Y ). Supon-gamos, sin pérdida de generalidad, que X y Y son ajenos.
⊆) Sea (x0, . . . , xn) ∈ Sn(X t Y ). Entonces x0, . . . , xn ∈ X t Y y x0 < · · · < xn.Luego, (x0, . . . , xn ∈ X y x0 < · · · < xn) o (x0, . . . , xn ∈ Y y x0 < · · · < xn).De ahí que (x0, . . . , xn) ∈ Sn(X ) ∪ Sn(Y ).

Afirmamos que esta unión es ajena, pues si (x0, . . . , xn) ∈ Sn(X ) ∩ Sn(Y ), entonces(x0, . . . , xn ∈ X y x0 < · · · < xn) y (x0, . . . , xn ∈ Y y x0 < · · · < xn), por lo que
x0, . . . , xn ∈ X ∩Y , lo cual es una contradicción pues estamos suponiendo que X y Yson ajenos. Así, Sn(X t Y ) ⊆ Sn(X ) t Sn(Y ) para toda n ∈ Z.

⊇) Sea (x0, . . . , xn) ∈ Sn(X )tSn(Y ). Entonces (x0, . . . , xn) ∈ Sn(X ) o (x0, . . . , xn) ∈ Sn(Y ).
Luego, (x0, . . . , xn ∈ X y x0 < · · · < xn) o (x0, . . . , xn ∈ Y y x0 < · · · < xn).Entonces x0, . . . , xn ∈ X t Y y x0 < · · · < xn.Así, (x0, . . . , xn) ∈ Sn(X t Y ).

Por lo tanto, Sn(X t Y ) = Sn(X ) t Sn(Y ) para toda n ∈ Z.
Así,
ΛXtY = ∞∑

n=0(−1)nSn(X t Y ) = ∞∑
n=0(−1)n (Sn(X ) t Sn(Y )) = ∞∑

n=0(−1)nSn(X ) + ∞∑
n=0(−1)nSn(Y )

= ΛX + ΛY
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Teorema 4.1.3 (cf. [Bou10], 11.2.9, 11.2.11). Sea G un grupo y sean X y Y G-copos.
Denotamos por X × Y el producto cartesiano de X y Y , dotado con la acción diagonal y
con el siguiente orden:

∀ x, x ′ ∈ X,∀y, y′ ∈ Y : (x, y) ≤ (x ′, y′) ⇐⇒ x ≤ x ′ y y ≤ y′

Entonces ΛX×Y = ΛX ΛY en B(G).
Teorema 4.1.4 (cf. [Bou10], 11.2.8). Sean X y Y G-copos y H ≤ G. Entonces:

1. (ΛX )H = ΛXH en B (NG(H)/H),
2. φH(ΛX ) = χ

(
XH),

3. ΛX = ΛY en B(G) si y sólo si χ
(
XH) = χ

(
Y H) para cualquier subgrupo H de G.

Demostración. 1. Primero veamos que para toda n ∈ Z se cumple que Sn(X )H =
Sn
(
XH).Sea (x0, . . . , xn) ∈ Sn(X )H y sea h ∈ H . Entonces h(x0, . . . , xn) = (hx0, . . . , hxn) =(x0, . . . , xn), es decir, hxi = xi para toda i ∈ {0, . . . , n}. Luego, xi ∈ XH para toda

i ∈ {0, . . . , n}. Así, (x0, . . . , xn) ∈ Sn
(
XH), por lo que Sn(X )H ⊆ Sn

(
XH) para toda

n ∈ Z.Ahora, sea (x0, . . . , xn) ∈ Sn (XH). Entonces h (x0, . . . , xn) = (hx0, . . . , hxn)= (x0, . . . , xn) para cada xi ∈ XH y para cada h ∈ H . De ahí que (x0, . . . , xn) ∈ Sn(X )H .Así, Sn(XH) ⊆ Sn(X )H para toda n ∈ Z.Entonces
(ΛX )H = ( ∞∑

n=0(−1)nSn(X ))H = ∞∑
n=0(−1)nSn(X )H = ∞∑

n=0(−1)nSn (XH) = ΛXH
2. Notemos que

φH(ΛX ) = ∣∣(ΛX )H∣∣ (por definición de la marca)= |ΛXH | (por 1. de este teorema)
= ∣∣∣∣∣ ∞∑

n=0(−1)nSn (XH)∣∣∣∣∣ (por definición del invariante de Lefschetz)
= ∞∑

n=0(−1)n ∣∣Sn (XH)∣∣ (pues el morfismo marca es de anillos)
= χ

(
XH) (por definición de la característica de Euler)

3. Se sigue de 2. y del Corolario 2.2.11.
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Lema 4.1.5 (cf. [Bou10], 11.2.11). Sea X un G-copo. Denotemos por X ∗ {0, 1} la unión
disjunta X t {0, 1}, donde {0, 1} es un conjunto con dos elementos en el que G actúa
trivialmente, ordenado por

∀ a, b ∈ X ∗ {0, 1}, a ≤ b ⇐⇒
 a, b ∈ X y a ≤ b en X
a, b ∈ {0, 1} y a = b
a ∈ X y b ∈ {0, 1}

Entonces ΛX∗{0,1} = 2 · 1B(G) − ΛX en B(G).
Demostración. Sea s = (z0, . . . , zn) ∈ Sn(X ∗ {0, 1}). Entonces existen 3 casos:Si cada zi ∈ X , entonces s ∈ Sn(X ).Si s = {0} o s = {1}, entonces s ∈ S0 ({0, 1}).Si s = s′ t {m}, donde s′ ∈ Sn−1(X ) y m ∈ {0, 1}. Notemos lo siguiente:

stabG(s′) = {g ∈ G | gs′ = s′}= {g ∈ G | (gz0, . . . , gzn−1) = (z0, . . . , zn−1)}= {g ∈ G | (gz0, . . . , gzn−1, m) = (z0, . . . , zn−1, m)}= {g ∈ G | (gz0, . . . , gzn−1, gm) = (z0, . . . , zn−1, m)}= {g ∈ G | gs = s}= stabG(s)Luego, OG(s) ∼= OG(s′).Ahora, sean s1 = s′ t {0} y s2 = s′ t {1}.Entonces
Sn (X ∗ {0, 1}) ∼= G

stabG(z0, . . . , zn) t G
stabG{0} t G

stabG{1} t G
stabGs1 t

G
stabGs2De ahí que

ΛX∗{0,1} = ∞∑
n=0(−1)nSn (X ∗ {0, 1})

= ∞∑
n=0(−1)n( G

stabG(z0, . . . , zn) t G
stabG{0} t G

stabG{1} t G
stabGs1 t

G
stabGs2

)
= ∞∑

n=0(−1)nSn(X ) + 2 · 1B(G) + 2 ∞∑
n=0(−1)nSn−1(X )

= ∞∑
n=0(−1)nSn(X ) + 2 · 1B(G) + 2 ∞∑

n=0(−1)n+1Sn(X )
= 2 · 1B(G) −

∞∑
n=0(−1)nSn(X )

= 2 · 1B(G) − ΛX
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Teorema 4.1.6 (cf. [Bou10], 11.2.12). Sea G un grupo. Entonces para todo a ∈ B(G) existe
P un G-copo finito tal que ΛP = a.

Demostración. Sea a ∈ B(G). Entonces a = X − Y , con X, Y ∈ B+(G) G-conjuntos, a loscuales dotaremos con el orden trivial (es decir, x ≤ y ⇐⇒ x = y).Sea E un conjunto con 3 elementos dotado de la acción trivial y con el orden trivial.Entonces ΛE = 3 · 1B(G).Sea F = E ∗ {0, 1} como en el Lema 4.1.5. Entonces ΛF = 2 · 1B(G) − 3 · 1B(G) = −1 · 1B(G).Definimos Z = (Y ∗ {0, 1}) t (F t F ) y P = X t Z . Entonces
ΛP = ΛXtZ = ΛX + Λ(Y ∗{0,1})t(FtF )= ΛX + ΛY ∗{0,1} + ΛFtF= ΛX + 2 · 1B(G) − ΛY − 2 · 1B(G)= ΛX − ΛY = X − Y = a

Definición 4.1.3. Sean G un grupo y X un G-copo. Decimos que X es G-acíclico si paratodo H ≤ G subgrupo se tiene que XH es acíclico, es decir,
Hn
(
XH) = { Z si n = 00 si n 6= 0

Veamos otra forma de entender la característica de Euler (cf. [Bou00], p. 764):
Sea X un G-copo. Entonces χ (X ) = ∞∑

n=0(−1)n |Sn(X )|. Consideremos la siguiente suce-
sión:

0 Cn(X ) Cn−1(X ) · · · C1(X ) C0(X ) 0dn+1 dn dn−1 d2 d1 d0

Recordemos que Cn(X ) está generado por los elementos de Sn(X ). Entonces el rango de
Cn(X ) es rank (Cn(X )) = |Sn(X )|, por lo que

χ (X ) = ∞∑
n=0(−1)nrank (Cn(X ))

Consideremos ahora las siguientes sucesiones exactas cortas:
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0 Ker dn Cn(X ) Im dn 0ι dn (4.1)
0 Im dn+1 Ker dn Hn(X ) 0ι ν (4.2)

Usando el Teorema 1.2.17, de la sucesión (4.1) tenemos que rank (Cn(X )) = rank (Ker dn)+rank (Im dn) y de la sucesión (4.2) tenemos que rank (Ker dn) = rank (Im dn+1)+rank (Hn(X )).Entonces rank (Cn(X )) = rank (Im dn) + rank (Im dn+1) + rank (Hn(X )).Luego,
∞∑
n=0(−1)nrank (Cn(X )) = ∞∑

n=0(−1)n (rank (Im dn) + rank (Im dn+1) + rank (Hn(X )))
Como se trata de una suma alternada, los sumandos rank (Im dn+1) y rank (Im dn) se can-celan para toda n ∈ N.Así,

∞∑
n=0(−1)nrank (Cn(X )) = ∞∑

n=0(−1)nrank (Hn(X ))
es decir,

χ (X ) = ∞∑
n=0(−1)nrank (Hn(X ))

Proposición 4.1.7 (cf. [Bou00], Proposición 4.2.5). 1. Sean X y Y G-copos y sean
f : X −→ Y , l : Y −→ X morfismos de G-copos. Si l ◦ f es comparable con 1X y f ◦ l
es comparable con 1Y , entonces ΛX = ΛY en B(G).

2. Si un G-copo X tiene un elemento mayor o menor, entonces X es contraíble. Más
aún, X es G-acíclico.

Demostración. 1. Por 3. del Teorema 4.1.4, basta con demostrar que para todo H ≤ Gse cumple que χ (XH) = χ
(
Y H).Notemos que, si f : X −→ Y y l : Y −→ X son de G-copos, entonces

fH = f| XH : XH −→ Y H y lH = l| YH : Y H −→ XH .De ahí que lH ◦ fH es comparable con 1XH y fH ◦ lH es comparable con 1YH . Luego,por el Teorema 3.2.10 tenemos que lH ◦ fH ∼ 1XH y fH ◦ lH ∼ 1YH .Entonces, por la Proposición 3.2.7, Hn (lH ◦ fH) = Hn (1XH ) = 1Hn(XH) y Hn (fH ◦ lH) =
Hn (1YH ) = 1Hn(YH), es decir, Hn (lH) ◦Hn (fH) = 1Hn(XH) y Hn (fH) ◦Hn (lH) = 1Hn(YH).
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Así, Hn
(
XH) ∼= Hn

(
Y H), por lo que rank (Hn

(
XH)) = rank (Hn

(
Y H)).

Por lo tanto, ∞∑
n=0(−1)nrank (Hn

(
XH)) = ∞∑

n=0(−1)nrank (Hn
(
Y H)), es decir,

χ
(
XH) = χ

(
Y H)

2. Sea X un G-copo y supongamos que existe un elemento menor en X , a saber, x0.Sea g ∈ G. Como x0 es elemento menor, entonces x0 ≤ gx0 y x0 ≤ g−1x0, es decir,
x0 ≤ gx0 y gx0 ≤ x0. Entonces para toda g ∈ G se tiene que gx0 = x0, por lo que
x0 ∈ XG . De hecho, para cualquier H ≤ G se tiene que x0 ∈ XH . De ahí que XHtiene un elemento menor para todo H ≤ G.Sean f : XH −→ • y l : • −→ XH morfismos de G-copos tales que para todo z ∈ XHse cumple que f (z) = • y l (•) = x0.Notemos que (f ◦ l) (•) = f (l(•)) = f (x0) = • = 1•(•), por lo que f ◦ l es comparablecon 1•.Por otro lado, para todo z ∈ XH ocurre que (l ◦ f ) (z) = l (f (z)) = l(•) = x0 ≤ z =1XH (z), es decir, l ◦ f ≤ 1XH , por lo que son comparables.Así, por 1. de esta Proposición, tenemos que ΛXH = Λ• = 1B(G) (por 1. del Ejemplo4.1.1).Por otra parte, l ◦ f ∼ 1XH y f ◦ l ∼ 1•, por lo que XH es contraíble. De ahí que X es
G-acíclico.El caso en el que X tiene elemento mayor es análogo.

4.2. Conjetura de Quillen

Sea G un grupo y p ∈ Z un número primo tal que p divide al orden de G.Denotamos por Sp(G) al conjunto de p-subgrupos de G no triviales, es decir,
Sp(G) = {P ≤ G | P 6= 1 y P es p-subgrupo} .

Antes de enunciar la conjetura de Daniel Quillen, revisemos algunas definiciones prove-nientes de la topología algebraica. Para más detalles se sugiere revisar [Hat00], [Mun84],[ASGP08] y [Spa89].



4.2 Conjetura de Quillen 59

Definición 4.2.1. Un complejo simplicial K es una familia de subconjuntos finitos no vacíos,llamados simplejos, de un conjunto V = vert(K ), llamado conjunto de vértices, tal que:
1. Si v ∈ V , entonces {v} es un simplejo;2. Si s es un simplejo, entonces todo subconjunto no vacío de s también es un simplejo.

Un simplejo s = {v0, . . . , vq} con q + 1 vértices es llamado q-simplejo y se dice que stiene dimensión q, lo cual se denota como dim(s) = q. Por lo tanto, los vértices son los0-simplejos de K .Si n es la mayor dimensión de un simplejo en K , entonces K es llamado un n-complejo yse denota por dim(K ) = n (si no hay simplejo con dimensión mayor, entonces dim(K ) =∞).
Si s es un simplejo de K , lo denotaremos como s ∈ K .El n-esqueleto de un complejo simplicial K es el complejo simplicial K n que consiste entodos los simplejos de K de dimensión menor o igual que n.
Ejemplo 4.2.1. 1. Un 0-complejo es un conjunto de puntos.2. Un 1-complejo es un grafo: decimos que u, v ∈ V son adyacentes si {u, v} es un1-simplejo.
Definición 4.2.2. Dado n ∈ N, el n-simplejo estándar es el subespacio

∆n = {(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1 ∣∣∣ ∑ ti = 1, ti ≥ 0 ∀ i}
Notemos que todo punto (t0, . . . , tn) ∈ ∆n puede ser visto como una función
α : {v0, . . . , vn} −→ I tal que ∑α(vi) = 1, donde v0, . . . , vn son los vértices del simplejoestándar.
Definición 4.2.3. Sea K un complejo simplicial. Definimos el conjunto |K | de funciones
α : vert(K ) −→ I tales que

1. {v | α(v ) 6= 0} es un simplejo en K . En particular, el soporte de α es finito.
2. ∑

v∈vert(K )α(v ) = 1.
Definimos una distancia en |K | de la siguiente manera: d(α, β) = √ ∑

v∈vert(K ) (α(v )− β(v ))2
y denotamos como |K |d a este espacio métrico.
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Si s ∈ K es un simplejo, definimos el conjunto |s| ⊆ |K | como
|s| = {α ∈ |K | : α(v ) = 0 ∀ v /∈ s} .

Si dim(s) = n, entonces existe una biyección entre |s| y ∆n, pues una función α que seanula fuera de s puede ser vista como una (n+ 1)-ada (t0, . . . , tn) ∈ ∆n.
Definición 4.2.4. Dado un complejo simplicial K , consideremos para todo s ∈ K el espaciométrico |s|d con la distancia dada en la Definición 4.2.3 y dotamos a |K | de la topologíafinal respecto de todos sus simplejos, es decir, A ⊆ |K | es abierto si y sólo si A ∩ |s|d esabierto en |s|d para todo s ∈ K .Denotaremos por |K | a este espacio topológico y lo llamaremos la realización geométrica
o simplicial de K .
Definición 4.2.5. 1. Un espacio es llamado celda de dimensión m si es homeomorfo conla m-bola unitaria Bm. Dicho m está determinado de manera única por el espacio encuestión.2. Se dice que un espacio es una celda abierta de dimensión m si es homeomorfo conel interior de Bm.
Definición 4.2.6 (Complejo CW). Un complejo CW es un espacio X y una colección deceldas abiertas eα cuya unión es X y es tal que:

1. Para cualesquiera x, y ∈ X tales que x 6= y, existen V1, V2 abiertos tales que x ∈ V1,
y ∈ V2 y V1 ∩ V2 = ∅, es decir, X es un espacio Hausdorff.2. Para cada m-celda abierta eα de la colección, existe una función continua
fα : Bm −→ X que manda el interior de Bm homeomórficamente en eα y manda a lafrontera de Bm en una unión finita de celdas abiertas, cada una con dimensión menorque m.3. Un conjunto A es cerrado en X si A ∩ eα es cerrado en eα para cada α .

Ejemplo 4.2.2 (cf. [ASGP08], 5.1.3). Los complejos simpliciales son ejemplos de complejosCW.
Definición 4.2.7. Dos funciones continuas φ0, φ1 : X −→ Y entre los espacios topológicos
X y Y son homotópicas si y sólo si existe una función continua φ : X × [0, 1] −→ Y tal que,para todo x ∈ X , se cumple que

φ(x, 0) = φ0(x) y φ(x, 1) = φ1(x)
Si φ0 y φ1 son homotópicas, lo denotamos por φ0 ' φ1.A la función φ le llamamos una homotopía de φ0 a φ1.
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Definición 4.2.8. Dos espacios X y Y se dicen homotópicamente equivalentes si existenfunciones f : X −→ Y y g : Y −→ X tales que g ◦ f ' 1X y f ◦ g ' 1Y . Lo denotamos por
X ' Y .Si X es homotópicamente equivalente a un punto, decimos que X es contraíble.
Haciendo algunas modificaciones adecuadas de estas definiciones tenemos lo siguiente:
Definición 4.2.9. 1. Sea G un grupo. Un espacio topológico X es llamado G-espacio si

X es un G-conjunto, es decir, si G actúa sobre X .2. Sean X y Y dos espacios. f : X −→ Y es un morfismo de G-espacios si f es continuay es morfismo de G-conjuntos.
Definición 4.2.10. Dos funciones continuas f , g : X −→ Y entre G-espacios son
G-homotópicas si existe una homotopía F , como en la Definición 4.2.7, que además esmorfismo de G-espacios. En ese caso, escribimos f 'G g. A la función F le llamamos
G-homotopía.
Definición 4.2.11. Los G-espacios X y Y son G-homotópicamente equivalentes (o
G-homotópicos) si existen f : X −→ Y y g : Y −→ X tales que g ◦ f 'G 1X y f ◦ g 'G 1Y .En este caso escribimos X 'G Y .Finalmente, decimos que X es G-contraíble si X es G-homotópico a un punto.
Conjetura 1 (Quillen, cf. [Qui78]). Sea G un grupo finito y p ∈ Z primo tal que p divide alorden de G. Consideremos Sp(G). Entonces son equivalentes:1. La realización geométrica de Sp(G) es contraíble, es decir, |Sp(G)| ' •.2. Existe P un p-subgrupo normal no trivial de G.
Se demostrará una afirmación más débil que esta conjetura y meramente algebraica acontinuación:
Observación 4.2.1. Notemos que Sp(G) es un G-copo con la acción conjugación y el orden
dado por la inclusión, es decir, si H,K ∈ Sp(G), entonces H ≤ K ⇐⇒ gHg−1 ≤ gKg−1.
Teorema 4.2.2 (cf. [Bou00], Proposición 4.3.2). Sea G un grupo. Entonces ΛSp(G) = 1B(G) si
y sólo si existe un p-subgrupo P de G normal no trivial.

Demostración. =⇒ ) Supongamos que ΛSp(G) = 1B(G). Entonces para todo H ≤ G se cumpleque φH (ΛSp(G)) = 1. En particular, φG (ΛSp(G)) = φG(1B(G)) = 1, es decir,
χ
(
Sp(G)G) = 1.Afirmamos que Sp(G)G 6= ∅, pues en caso contrario, χ (Sp(G)G) = 0. Entonces existe

P ∈ Sp(G)G , es decir, para toda g ∈ G, gPg−1 = P; es decir, P es un p-subgrupode G normal no trivial.
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⇐= ) Supongamos que P es un p-subgrupo normal no trivial de G.
Consideremos [P,∞) = {E ≤ G | P ≤ E} ⊆ Sp(G). Notemos que [P,∞) es un
G-copo, pues si Q ∈ [P,∞), entonces P ≤ Q. Luego, P = gPg−1 ≤ gQg−1 ∈ [P,∞).
Sean ι : [P,∞) −→ Sp(G) (el morfismo inclusión) y f : Sp(G) −→ [P,∞) morfismosde G-copos dados por ι(Q) = Q y como P E G, entonces f está dado por f (Q) = PQ.
Ahora, (f ◦ ι) (Q) = f (Q) = PQ = Q = 1[P,∞)(Q), pues P ≤ Q, por lo que f ◦ ι = 1[P,∞).De ahí que f ◦ ι es comparable con 1[P,∞).
Además, (ι ◦ f ) (Q) = ι (PQ) = PQ ≥ Q = 1Sp(G)(Q), por lo que ι ◦ f ≥ 1Sp(G), es decir,son comparables.
Luego, por 1. de la Proposición 4.1.7, ΛSp(G) = Λ[P,∞). Pero como [P,∞) tiene unelemento mínimo, a saber, P , por 2. de la Proposición 4.1.7 tenemos que Λ[P,∞) = 1B(G),es decir, ΛSp(G) = 1B(G).

Proposición 4.2.3 ([TW91], Proposición 1.3). Sean X, Y G-espacios y sea φ : X −→ Y
un morfismo de G-espacios. Entonces φ es una equivalencia G-homotópica si y sólo si
φH = φ|H : XH −→ Y H es una equivalencia homotópica para cada subgrupo H de G.

El resultado anterior fue originalmente dado por Bredon (véase [Bre67], sección II) y nospermite definir G-contraíble de la siguiente manera:
Definición 4.2.12. Sea X un G-copo. Decimos que X es G-contraíble si para todo H ≤ Gsubgrupo se cumple que XH es contraíble.
Teorema 4.2.4. Sea G un grupo finito y p ∈ Z primo tal que p divide al orden de G.
Consideremos Sp(G). Entonces son equivalentes:

1. ΛSp(G) = 1B(G);
2. Existe un p-subgrupo P de G normal no trivial;

3. Sp(G) es G-contraíble.

Demostración. Sea G un grupo.
(1. =⇒ 2.) Se da por el Teorema 4.2.2.
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(2. =⇒ 3.) Como P E G, en particular se tiene que P ∈ Sp(G)H para cualquier
H ≤ G.Tomemos f : Sp(G)H −→ [P,∞) e ι : [P,∞) −→ Sp(G)H (el morfismo inclusión)morfismos de G-copos tales que f (Q) = PQ e ι(Q) = Q.Como [P,∞) tiene un elemento mínimo, entonces por 2. de la Proposición 4.1.6[P,∞) ∼ •.Notemos que (f ◦ ι) (Q) = f (Q) = PQ = Q = 1[P,∞)(Q) para todo Q ∈ [P,∞). Enparticular, f ◦ ι y 1[P,∞) son comparables.También observemos que (ι ◦ f ) (Q) = ι(PQ) = PQ ≥ Q = 1Sp(G)H (Q) para todo
Q ∈ Sp(G)H . De ahí que ι ◦ f y 1Sp(G)H son comparables.Luego, por el Teorema 3.2.10, f◦ι ∼ 1[P,∞) y ι◦f ∼ 1Sp(G)H , por lo que Sp(G)H ∼ [P,∞).Como [P,∞) ∼ •, tenemos que Sp(G)H ∼ •, es decir, Sp(G) es G-contraíble.(3. =⇒ 1.) Como Sp(G) es G-contraíble, entonces Sp(G)H ∼ • para todo H ≤ G.Luego, χ (Sp(G)H) = 1 = χ ({•}) = χ

(
{•}H

) = χ
(1HB(G)

) para todo H ≤ G. De ahíque ΛSp(G) = 1B(G).
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