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Introduccion

Los modelos matematicos ideados para predecir la evolucién de algun
fenémeno no consideran la aleatoriedad a lo que estan expuestos, lo que im-
plica un cierto error respecto a los resultados obtenidos y a lo que realmente
sucede. Por ejemplo, en los sistemas de ecuaciones diferenciales se conside-
ran coeficientes con valores reales, se buscan los puntos estacionarios y se
analiza la estabilidad de estos lo que nos conduce a dar las correspondientes
conclusiones. Sin embargo, no se esta considerando la posibilidad de que en
algin momento los parametros sean afectados por factores que modifiquen
la evolucién del sistema. Por ejemplo, para el modelo logistico, la tasa de
crecimiento puede ser afectada por varios factores externos lo que tiene como
resultado una variante en el crecimiento de la poblacion. Tomando tales co-
eficientes como variables aleatorias, obtenemos un sistema dinamico aleatorio
donde la solucién a este es un proceso estocastico X (t,€). La técnica que se
sigue en esta tesis para dar solucién a dicha ecuacion consiste en la aplica-
cion del caos homogéneo, esto se hara de manera constructiva por lo que es
necesario iniciar con el estudio de las integrales de It6, seguir con la férmula
de Ito para finalmente revisar las llamadas integrales multiples Wiener-Ito.
Ademas, se presenta la relacién que se tiene entre las integrales multiples
Wiener-1t6 y el caos homogéneo. Este tltimo concepto fue introducido por
primera vez por Wiener (1938). Partiendo de las investigaciones de Wiener
sobre funcionales no lineales del movimiento browniano, Cameron y Martin
(1947) construyeron una base ortonormal de funcionales no lineales en térmi-
nos de funcionales Fourier-Hermite. Posteriormente, It6 (1951) refiné el caos
homogéneo de Wiener en lo que se conoce como integral multiple Wiener-Ito.
Para la construccién del caos homogéneo esta dedicada una seccién en la que
se propone una base para cada caos homogéneo de orden n (n € NU {0}),
basandose en polinomios ortogonales, en este caso usaremos los polinomios
de Hermite. La base obtenida para cada caos homogéneo y las propiedades
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INTRODUCCION

que se desarrollan en el capitulo 3 nos permiten escribir el espacio L%()
como suma directa de los espacios K, es decir,

L%(Q) = é K,.
n=0

Finalmente, se proporcionan ejemplos numéricos a partir de modelos ma-
tematicos deterministas conocidos, a los cuales se les induce una perturba-
cién aleatoria en los coeficientes. Para tal propdsito se considera el modelo
logistico y un tipo especial de ecuacién Riccati. Usando el hecho de que el
espacio L%() se escribe como la suma directa de los subespacios K, cada
proceso estocdstico en X (¢,&) € L%(Q) tiene una representacién tnica dada
por

X(t.6) = 3 m(we).

Dado que los elementos ¥, de la expansion en serie anterior son conocidos,
resta encontrar los valores x;(t) que hacen posible tal representacién. Para
realizar esto tltimo, haremos uso de una aproximacién truncada para X (t, )
y encontraremos x;(t) por el llamado método de proyeccién espectral no
intrusivo.

VI



INTRODUCCION

El siguiente diagrama relaciona las secciones més importantes de este tra-
bajo.

Capitulo I. La integral estocastica

Construccién movimiento Browniano |

Propiedades integrales en L2 ([a, b] x Q)

Propiedades integrales en £,q(Q, L?[a, b]) |{4¢——

b 4
Capitulo IT. Formula de It6 y algunas aplicaciones

' Féormula de Itd multidimensional

_________________________ 1

Aplicaciones

Integral de Stratonovich

Teorema de caracterizacion de Lévy

Teorema de Girsanov |

h 4
Capitulo III. Integrales multiples Wiener-Ito

Polinomios de Hermite l
Caos Homogéneo

Teorema de Wiener-Ito |

h 4
Captulo IV. Aplicaciones

LN Sistemas dindamicos aleatorios |

Modelo Logistico

Ecuacion diferencial de Ricecati
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Capitulo 1

La integral estocastica

Este capitulo tiene como objetivo definir la integral estocastica para pro-
cesos estocdsticos {Xy; 0 < ¢t < T} respecto al movimiento browniano
{B(t); 0 <t < T}. Para construir esta integral requerimos del movimien-
to browniano, el cual se presenta como el limite de una caminata aleatoria.
Para la construccion de la integral, se tomard el limite de una sucesion de
procesos escalonados que convergen a X; en L*(Q), donde L?(Q) denota el
espacio de Hilbert de variables aleatorias cuadrado integrables con valores
reales en {2 con producto interior (X,Y) = E [XY]. En secciones posteriores,
se tomard la integral estocéstica como un proceso estocastico, lo que nos per-
mitira presentar algunas de sus propiedades, como son: propiedad martingala
y propiedad de continuidad.

1.1. Construccion del proceso de Wiener

Se desarrollaréd la construccion del proceso de Wiener por medio de una
aproximaciéon de procesos estocasticos discretos, mas precisamente, utilizare-
mos el proceso limite de una caminata aleatoria.

Considere la caminata aleatoria simétrica que inicia en 0 y que avanza una
unidad a la derecha con una probabilidad p = I o a la izquierda con una

2
probabilidad 1 — p = %, es decir, tenemos

L, p=y

VnEN:Xn:{ 11—y

1
29



CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

n
con Xy = 0. Entonces M,, = > X, nos da la posicién en el n-ésimo movi-

=0
miento, claramente M, = Xy = 0.
Consideremos el siguiente proceso estocdstico en tiempo continuo:
TR
VneNt>0: M, (t) = — X;. 1.1
Se desea obtener la distribucién limite de M, (t), para ello se utilizard su
funcién generadora de momentos, la cual se obtiene de la siguiente manera:

n(u) = E [exp (uMn(?))]

[nt

1
=E [exp | u—= X;

V/n 4

(2

Il
—

[nt]

X,

=E [exp E U—
=1

] (1.2)

Aplicando logaritmo natural, se tiene que

eV 4+ e Vn
log(¢n(u)) = [nt]log (T) :
Sea xr = \/Lﬁ, entonces

log(én(u)) = %log (%) :

De manera que,

t uxr —uxr
lim log (¢, (u)) = lim — log ($> .

n—00 z—0+ 12 2



CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

Aplicando la regla de L’ Hopital:

lim —log( ——— | = lim tu :
z—0+ T2 2 =0t 2x(evr — eTur)

Nuevamente, por la regla de L” Hopital:

) euT _ put tu2 ) euT | euT
lim tu = — lim ———
z—0+  2z(eur — emur) 2 20+t 2

tu?
2

Por lo tanto,

tu
Iim log (¢n(u)) = >
En consecuencia,
tu2
lim ¢p(u) =€ 2. (1.3)

El lado derecho de (1.3) coincide con la funcién generadora de momentos pa-
ra una variable aleatoria normal con media 0 y varianza t. En consecuencia
M, (t) converge en distribucion a B(t) ~ N(0,1).

El proceso limite B(t) cumple con las siguientes propiedades:

1. B(0) = lim M,(0) = 0.

n—oo

[nti}
2. Seann € N, 0=ty < t; <ty < -+ <ty y Mo(ti) = = 30 X, para
i=1
i=1,2,,n.
Veamos que M, (t1), My (t2) — My(t1),- -+, My (t,) — M, (t,—1) son inde-

pendientes. Observemos que

[nti}

1
Mn<t1) — Mn<t1,1) = — X = Sy,
Jn 2. X%
j=[nti—1]+1



CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

paratodoi =1,--- ,n. Paral,m € {1,--- ,n} tal que [ > m se cumple;
P [Mn(tl) - Mn(tl—l) = Sl|Mn(tm) - Mn(tm 1) = Sm]
P [Mn<tl> - Mn(tl—l) = S, Mn(tm) - Mn(tm—l) - Sm]
P [M,(tm) — Myu(tm—1) = Sm)
[nt] [ntm]
IF’[ o Xi=s, Y, X—sm]
3=[

= ntl_1]+1 j= [ntm 1}"1‘1

[rtm]
P Z Xj = Sm
i [ntm 1]+1

J=[nt;_1]+1

=P [Mn<tl) — Mn(tlfl) = Sl] .
En consecuencia para [,m € {1,--- ,n} tal que [ > m, se cumple:

P [M,(t) — My(ti1) = si|My(tm) — My (ty-1) = S
=P [Mn(tl) - Mn(tl—l) = Sl] .

Es decir, los incrementos de M, (-) son independientes.
Finalmente, aplicando el limite cuando n — oo en la relacién anterior,
se obtiene:

P [B(t;) — B(ti-1) = s1| B(tm) — B(tm—1) = 5]
=P [B(tl) — B(tlfl) = Sl] y

para l,m € {1,--- ,n} tal que [l > m y por lo tanto, los incrementos de
B(t) son independientes.

Seann e Ny 0=ty <t; <ty <---<t, Eljanse [,m € {1,--- ,n},
entonces
n(tm+t;)] [nt]
Myt + 1)) — Z X; — ZX
[ntm]



CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

Asi, tenemos que M, (t,, + t;) — M,(t;) = M, (t,), por tal razén se
dice que M, (-) tiene incrementos estacionarios. Entonces aplicando el
limite cuando n — oo se consigue: B(t,, + t;) — B(t;)) = B(t,,) para
I,m € {1,---,n} y en este caso se dice que B(-) tiene incrementos
estacionarios.

4. El proceso limite tiene la propiedad de tener trayectorias continuas casi
seguramente. Dicha propiedad se garantiza por el Teorema de continui-

dad de Kolmogorov (Ver Apéndice, Teorema A.2.1). Es suficiente ver
que se verifica:

E [’Mn(t) - Mn(s)ﬂ = [t —s|, para 0 < s,t < 1. (1.4)
Cuando n — oo en (1.4), se consigue
E [\B(t)—B(s)ﬂ — |t —s|, para 0 < 5,¢ < 1. (1.5)

Entonces, por el Teorema de continuidad de Kolmogorov, el proceso
B(-) tiene trayectorias continuas.

A un proceso estocéstico que cumple con las propiedades (1)-(4), se le
llama proceso de Wiener. Mas precisamente tenemos la siguiente definicion.

Definicién 1.1.1. Un proceso estocdstico B(t,w) es llamado un proceso de
Wiener o movimiento browniano si verifica las siguientes propiedades:

1. P{w: B(0,w) =0} = 1.
2. Para cualesquiera 0 < s <t, B(t) — B(s) ~ N(0,t — s).

3. B(t) tiene incrementos independientes y estacionarios, es decir, para
cualesquiera 0 < t1 < ty < --- < t,, las variables aleatorias B(t,), B(ta)—
B(t1), -+, B(t,)—B(t,_1) son independientes y para cualesquiera i, j €
{1,---,n}, B(t;+t;) — B(t;) ~ B(t;).

4. Las trayectorias de B(t,w) son funciones continuas casi sequramente,
es decir, P[{w : B(-,w) es continua}] = 1.



CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

1.2. La integral estocastica

Para la construcciéon de la integral estocastica y en el desarrollo posterior
del este trabajo, requerimos de términos basicos como filtracién, procesos
adaptados a la filtracién, etc. Los cuales son encontrados en [8], [14] y [20].
Sea (Q, F,{F:},P) un espacio de probabilidad filtrado, donde:

1.  es un conjunto no vacio denominado espacio muestral.
2. F una sigma-éalgebra.
3. {F:} la filtracién generada por el movimiento browniano:

Fi=oc{B(u) :a <u <t}

4. P una medida de probabilidad.

En lo que sigue L2,([a,b] x Q) denota el espacio de procesos estocdsticos
f=Af(t,-); a <t <b} que satisfacen las siguientes condiciones:

1. f(t,w) es adaptado a la filtraciéon {F;}.

b
2. [E “f(t)ﬂ dt < oo.
a
El objetivo es definir la integral estocastica para cualquier proceso estocastico
f(t,w) € L2,([a,b] x Q). Para lograrlo, serdn considerados dos casos previos;
cuando f(t,w) es un proceso estocdstico escalonado y cuando f(¢,w) es aco-

tado.

Supongamos que f(t,w) es un proceso estocdstico escalonado en L2 ,([a, b] X
Q). Entonces f(t,w) estd dado por

f(t,w) = Zfifl(w)l[ti_l,ti)(t)a (1.6)

donde a =ty < t; <ty < ... <t, =D, ademas §_, es F;,_,-medible y
E [ 2-2_1} < 00. En consecuencia, se define

I(f):= ZfH (B(ti) — B(ti-1)), (1.7)



CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

en donde B(t) es el proceso de Wiener.

Observe que si f,g € L?,([a, b] x ) son procesos estocdsticos escalonados,
existen Ay y A, particiones tales que f y g se escriben como en la ecuacién
(1.6). Tome A,, un refinamiento entre la particiéon Ay y A, y a,b € R,
entonces:

n

[(&f + bg) = Z (agfifl + bfgi—l) (B(tl) - B(tifl))

i=1

= Zaffifl (B(t;) — B(ti-1)) +0&g,_, (B(t;) — B(ti-1))

= )&y (B — Bltin) +5 Y&, (B(t) — B(ti))
=al(f)+0bl(g).

Asi, I(-) cumple la propiedad de linealidad. Ademads, se tiene el siguiente
lema.

Lema 1.2.1. Sea I(f) como en la ecuacion (1.7), entonces E[I(f)] =0y

b

E 1)) = /E @] at.

a

Demostracion. Sea i € {1,--- ,n}, entonces

E[61 (B(t) — B(ti1))] = E{E 61 (B(t) — Blta)] |7}
= E{nglE [B(tz) - B(tzfl)] |fti71}
=E{&E[B(t) — B(t;-1)]}
=0.

De manera que

E[I(f)]=E Zfifl (B(t:) — B(ti-1))

— ZE (&1 (B(t;) — B(ti_1))]
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Por otra parte, observemos que

GRS \Z@ t) = Blti)) |

=E ZZ& 151 B(ti-1)) (B(t;) — B(tj-1))
Li=1 j=1
= ZZE §i—18j-1 (B(t:) — B(ti-1)) (B(t;) — B(t;-1))] -
=1 j=1
(1.8)
Ahora, sean i,j € {1,--- ,n}. Para el caso en que i # j, supongamos sin

pérdida de generalidad que ¢ < 7, entonces

[51 1§51 (B(t:) = B(ti-1)) (B(t;) = B(t;1))]
E [E[§-18-1 (B(t:) — B(ti-1) (B(t;) — B(t;-1))} | F;.]

—E[SHQ (B(t:) = B(ti1)) E[(B(t;

= 0.

En el caso en que i = 7, se tiene

) — B(ti1))"]] (1.10)

Entonces de las ecuaciones (1.8), (1.9) y (1.10) obtenemos que

n

E[|1([F] = SE[E2) (6~ ti)

i=1

(1.11)
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A continuacion, se probard un lema que nos servira para aproximar los
’ . 2
procesos estocdsticos en L2, ([a, b] x €2).

Lema 1.2.2. Sea f € L?,([a,b] x2), entonces existe una sucesion { f,,(t) }nen
de procesos estocdsticos escalonados en L?,([a, b] x Q) tal que

b

lim [ E [\f(t) - fn(t)|2] dt = 0.

n—oo
a

Demostracion. Sea f € L?,([a,b] x Q). Se utilizardn dos casos previos, para
pasar al caso general f € L2 ([a,b] x Q). El primero cuando E [f(¢)f(s)] es
una funcién continua de (¢,s) € [a,b] X [a,b] y el segundo cuando f es un
proceso estocastico acotado.

Caso 1.- E[f(t)f(s)] es una funcién continua de (¢, s).
Suponga que E [f(t) f(s)] es una funcién continua de (¢, s) € [a, b] x [a, b]. Para
cada particiéon A, = {to,t1, -+ ,t,} de [a,b], defina el proceso estocastico
fu(t,w) por
falt,w) = f(tio1,w), (1.12)

para t; 1 < t < t; y w € Q. Entonces {f,(t,w)},en €s una sucesién de
procesos estocasticos escalonados.
Por la continuidad de E [f(¢)f(s)] sobre [a, b] X [a,b] se tiene

lfmE []f(s) - f(t)|2] ~0. (1.13)

s—t

De las ecuaciones (1.12) y (1.13) tenemos que

lim E Uf(t) - fn(t)ﬂ ~0. (1.14)

n—oo

Utilizando la desigualdad ‘u + U‘Q <2 <‘u|2 + ‘v‘2>, obtenemos:

E[l7@) - 0] <2(B[|s0]] +E [ f.0]])
<4 sup E[|f(s)]"].

a<s<b
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para todo t € [a,b]. Finalmente, aplicando el Teorema de convergencia do-
minada (Ver Apéndice, Teorema A.2.5), se concluye que

b

lim [ E [\f(t) - fn(t)ﬂ dt = 0.

n—oo
a

Caso 2.- f(t,w) es un procesos estocastico acotado.

Suponga ahora que f es un proceso estocastico acotado, es decir, existe M >
0 tal que Vt € [a,b] : Yw € Q : |f(t,w)| < M. Definimos el proceso estocéstico
gn para cada t € [a,b] y w € € por:

n(t—a)

-7 T T ]
gty =4 | ¢TI L ot S <i<h

0, en otro caso.

(1.15)

Observe que g, es adaptada a F; pues asi lo es f. Veamos que g,, cumple con

lo siguiente:
b

/E Ugn(t)ﬂ dt < oo.

a

En efecto,
b b r n(t—a)
/E[\gn(t)f] dt:/]E | / et -~ w)dr|*| dt
a a L 0
b [n(t—a) n(t—a)
< [e| [ erir [ pu-Toa aw
a . O 0
b [ n(t—a) n(t—a)
</IEJ / e 2Tdr / M?dr | dt < .
a L O 0

Por lo tanto, g,(t) € L?;([a,b] x ). Ahora, se hardn efectivas las siguientes
proposiciones.

Proposicién 1.2.3. Para cada n € N se cumple que E [g,(t)gn(s)] es una
funcién continua de (t, s).

10



CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

T

Demostracion. Sea n € N, y témese u = ¢t — T entonces 7 = n(t — a), con
esto g, se reescribe como

a

gn(t,w) = /e"(t“)f(u,w)(—n)du
" (1.17)
:/ne_n(t_u)f(u, w)du

a

Ademas,
S

im g (t.) = [ e ) = g, (5,).
—s

a

En consecuencia,

IimE Dgn - gn(s)ﬂ = 0.

t—s

Por otra parte, observemos que

0=1limE [|gn(t) - gn@)ﬂ

t—s

= mE [g,(t)” = 290 (1)gu(s) + ga(5)’]
= MmE [g,(t)*] = 2E [ga(t)ga(s)] + E [ga(5)’]
= 1mE [ga(1)?] = 21m E g, (1)ga(s)] + E [ga(s)?]

t—s

Entonces para cada n € N,

I E (g, (£)g0(s)] = E [ga(5)"]. (1.18)

t—s

]

b
Proposicién 1.2.4. Se verifica que [E [‘f(t) - gn(t)ﬂ — 0 cuando n —

0.

Demostracion. Defina la funcién S : F — [0, 00) dada por
S(A4) = / e AP, A€ F, 7€ 0,00).
A

11



CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

Entonces S define una medida de probabilidad. Denotemos por Eg a la espe-
ranza respecto a S. Ademads, nétese que

Entonces de la ecuacién (1.19), la isometria entre L2(Q2) y L?,([a,b] x Q) y
la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene que

(1.20)

Luego de (1.20), se consigue

12



CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

b b )
JE[lf® - g < [ ( [eE[lrtw) - -] dr) d
’ [e9) b
_ /67 (/IE [lw) = 7t = ) dt) dr

_ /eTE /|f(t,w) = T )t | ar
n
0 a .
(1.21)
Ademas, como f es acotada se obtiene que
b
lfm /\f(t,w) — f(t =<, w)Pdt = 0, P-cs. (1.22)
n—00 n
Finalmente, de la ecuacién (1.21) y (1.22) se tiene:
b
2
/E [1£t) = gu(t) "] at = 0.
[

Por Proposicion 1.2.3, es posible aplicar a g, el Caso 1 para cada n € N.
Entonces para cada n € N existe f,, € L?,([a,b] x Q), proceso estocdstico

escalonado tal que
b

/E Dgn(t) —fn(t)}z] dt < % (1.23)

Finalmente, por la desigualdad triangular y la ecuacién (1.23) tenemos que
b

b b
JE[l0 - a0 de < [E[110) - guF] e+ [ [lgntt) - sulo)]

ab
< []lf0) - gu] @t + .
’ (1.24)

13



CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

Por la Proposiciéon 1.2.4, cuando n — o0, el dltimo término de la desigualdad
(1.24) converge a 0.
Por lo tanto, existe una sucesién { f,, }nen de procesos estocasticos escalonados

tal que
b

Tm [ E[[£(t) = fa(0)]*] at=o.

A continuacién, abordaremos el caso general. Para cada n € N, defina

ftw), sil|f(t,w)] <mn;
gn(t,w) = (1.25)
0, otro caso.

Por el Teorema de convergencia dominada

b
/IE [!f(t) - gn(t)ﬂ dt — 0, cuando n — oc. (1.26)

a

Por el caso en que f es un procesos estocéastico acotado, para cada n > 1, existe
un proceso estocastico f, tal que

b
Jim [ & {|ga(t) ~ ful)] dr < - (1.27)
Observe que
b
Tim [E[[£(5) = fult)]] at
“ \ , (1.28)
< lm [ E[|7() = gn()*| dt + lim [ E [ga(t) — fu(0)") dr.

Luego, de (1.26) y (1.27), el lado derecho de la desigualdad (1.28) converge a 0.

Por lo tanto,
b

lim [ E [\f(t) - fn(t)ﬂ dt = 0.

n—oo
a
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CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

Para f € L2,([a,b] x Q) definiremos la integral estocdstica

/f(t)dB(t).

Sea f € L?,([a,b] x ), por el Lema 1.2.2, existe { f,,(¢,w) }nen una sucesién
de procesos estocasticos escalonados tal que

/bE Uf(t) - fn(t)ﬂ dt — 0, cuando n — 0. (1.29)

a

Para cada n € N defina I(f,) como en (1.7). Entonces por el Lema 1.2.1 se

tiene que
b

E [|1(fn>—f(fm)|2] :/E [\fn—fmf] dt. (1.30)

a

Cuando n, m — oo, el lado derecho de (1.30) converge a cero.
Por lo tanto, la sucesién {I(f,)}nen, es una sucesiéon de Cauchy en L?(2).
Dado que L?(Q) es completo, se define

I(f) := lim I(f,). (1.31)

n—00

Definicién 1.2.5. Sea f € L%,([a,b] x Q). El limite I(f) que aparece en
la ecuacion (1.31), es llamada la integral de Ité de f y es denotado por

ff(t)dB(t).

Veamos que I(-) es un mapeo lineal. Sean f, g € L2,([a,b] x Q) y a,b € R.
Entonces

I{af +bg) = lim (al(f,)+ bl(g,)
= a lim I(fn,) +0 lfm I(gn) (1.32)
=al(f)+0bl(g).

15



CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

Teorema 1.2.6. Sea f € L?,([a,b] x Q). Entonces la integral de It6 I1(f) =
b
[ f(#)dB(t) es una variable aleatoria con E[I(f)] =0 y varianza

b

E [|I(f)ﬂ _ /E “f(t)ﬂ dt.

a

La demostracién es una consecuencia de la definicién de I(f) en (1.31).

Corolario 1.2.7. Para cualesquiera f,g € L2,([a,b] x Q) la siguiente igual-
dad es valida:

b

b b
E / £(H)dB(1) / g(0dB(t)| = / E[f(Dg(t)d.  (133)

a

1.3. Propiedades de la integral estocastica

En esta seccién resaltaremos dos propiedades importantes de la integral
estocéstica vista como proceso estocastico; la propiedad de martingala y la
propiedad de continuidad.

Teorema 1.3.1. Suponga que f € L2 (]a,b] x Q). Entonces el proceso es-
tocdstico,

Xt:/f(s)dB(s), @ <t<b,

es una martingala con respecto a la filtracion {F; : a <t < b}.

Demostracion. Sea f € L%,([a,b] x Q). Veamos que se cumplen las tres pro-
piedades de martingala para X;.

1. Claramente X; es F-medible.

16



CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

a (1.34)

Por lo tanto, E [X;] < cc.

3. Finalmente, veamos que £ [Xt‘}"s] = X, P-c.s., para cualesquiera s, t €
[a, b] tal que s < t. Es posible escribir

X, = ] F(u)dB(u)
/f )dB(u /f )dB(u

:Xs+/f u)dB(u)
De manera que es suficiente ver que

/ F(w)dB(w)|F,| =0, Pcs.

Supongamos que f es un proceso estocastico escalonado, entonces f

esta dado por
Zﬁz W)Lt (1),

donde s = t) <t <ty < -~ < t, =ty&_1 es F, ,-medible y
pertenece a L?(Q). Entonces

/ F(w)dB(u Z& t) - B(t). (1.35)

17



CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

18

Para cualquier ¢ € {1,--- ,n}, se cumple

E [&-1 (B(t:) — B(t:,)) | F] [E [&i-1 (B(t:) — B(ti))) | Fey] | F]

E
E 6B [B(t) — B(t:)|Fi ] |7
E
0.

(& E[B(t) — B(ty)] |F]

(1.36)

Aplicando esperanza a la igualdad (1.35) y utilizando lo obtenido en
(1.36) se consigue

E /f(u)dB(u)\fs =0, P-cs.

Por lo tanto, E [XA]—"S} = X, P-c.s., cuando f es un proceso estocastico
escalonado.

Para el caso general, elija una sucesion { f,, }nen de procesos estocésticos
escalonados en LZ,([a,b] x Q) tal que

lim [ E “f(u) . fn(u)ﬂ du = 0. (1.37)

n—o0
a

Para cada n € N, defina el proceso estocastico:

XM = / fo(w)dB(u).

Anteriormente, se verificé que la propiedad martingala es valida para
procesos estocasticos escalonados, por lo que Xt(") es una martingala,
para cada n € N. Para s < t, es posible escribir

Xy — X, = (X - X{") + (X" = X))+ (XD - X)), (1.38)

s



CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

La igualdad (1.38), implica
E [X; — X,|F]
—E[X, - X"|F,| + E X" - XO|F,] + E [X(" - X,| %]

—E |X, - X" |F] +E[X"|F] - X0 + B [x{ - X,|F]

—E X, - XP|E] + XM - X 1 E[X™ - X,|F]

—E X, - X"|F] + BE[X™ - X,| 7] .
' ' (1.39)

Considere la primera expresion de la tltima igualdad en (1.39), aplican-
do la desigualdad de Jensen, propiedades de la esperanza condicional
y la isometria de It6 se obtiene

E[|E[x, - x5 ] <E[E[|x - X F|7]]
—E X, - X[

t

_ / E[|f(w) ~ ful)[]du (140)

b

< [E[lsw - futw)] du

Cuando n — oo, por (1.37), el dltimo término de (1.40) converge a 0.
De ahi que,

E [Xt - Xt(”>|fs} 0, cuando 1 — oo. (1.41)
De manera analoga se muestra que

E [X, — X|F,] =0, cuando n — cc. (1.42)

Finalmente, de la igualdad (1.39) conjuntamente con las relaciones
(1.41) y (1.42) concluimos que

E [X; — X,|F] =0, P-cs.
En consecuencia,

E [X:|F,] = X,, P-cs.

19



CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

Por lo tanto, X; es una martingala. O]

Teorema 1.3.2. Sea f € L?,([a,b] x Q). Entonces el proceso estocdstico

Xt:/f(s)dB(s), a<t<b,

es continuo, es decir, todas las trayectorias de X; son funciones continuas
sobre el intervalo [a, b], P-c.s.

Demostracion. Sea f € L2,([a,b] x Q) y w € Q. Se procederd por casos, el
primero cuando f es un proceso estocéastico escalonado y el segundo el caso
general.

Caso 1.- Supongamos que f es un proceso estocéstico escalonado, es decir,

de la forma:
Z& W)Lt y(0),

donde &;_1 es Fy,_,-medible.
Para cada w € (2 fijo, la trayectoria de X; esta dada por:

- Zgil(w)(B(tiaw) = B(ti1,w)) + & (W)(B(t,w) = Bltn-1,w)),
para t, 1 <t <t,.

Recordemos que las trayectorias del movimiento browniano B(-,w) son
continuas P-c.s., por lo que las trayectorias de X()(w) son funciones conti-
nuas sobre [a, b], P-c.s.

Caso 2.- El caso general: sea { f,, },en una sucesién de procesos estocasti-
cos en L2 ,([a,b] x Q) tal que

b
lim [ E []f(s) . fn(s)ﬂ ds = 0, (1.43)

n—oo
a

Dada la convergencia en (1.43), es posible elegir una subsucesién, si es
necesario, tal que

lim [ E Df(s) - fn(s)|2] ds < =

n—o0

Vn > 1. (1.44)

a
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CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

Para cada n € N defina el proceso estocastico

¢
XM .= /fn(s)dB(s), a<t<b.

Por el Caso 1, Xt(") tiene trayectorias continuas, P-c.s.
Observe que X; y Xt(") son martingalas y por tanto, X; — Xt(n) es martin-
gala. Entonces por la desigualdad de Doob (Ver Apéndice, Teorema A.1.2),
se tiene que
n ]' n
]P’{sup X, — x| 2—} <k [|X, - x"|]. (1.45)
n

a<t<b
En consecuencia de la desigualdad de Schwarz, la isometria de Ito y de de-

sigualdad (1.44), se obtiene lo siguiente

8l ] < (e x50’

2

- /IE [|f<s) - fn(s)ﬂ ds (1.46)

a

< 1
J— n3'

De las ecuaciones (1.45) y (1.46), para cada n > 1 se consigue
(n) 1 1
P|sup | X, —X;"|>=| <. (1.47)
n n

a<t<b

Como # < o0, por el Lema de Borel-Cantelli (Ver Apéndice, Teorema
n=1

A.2.2), tenemos que
- .
PIOU sw [x-x"| > ; (1.48)

Ln=1k=n ast<b i

Tomando el evento complemento se tiene que
e . .
P sup | X; — X > =
U ﬂ p | t t | = kf

Ln=1k=n A
21
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CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

Por lo tanto, existe un evento Qy C Q tal que P[] = 1 y para cada w € y,
existe un entero positivo N, tal que

sup | X;(w) — Xt(n)(w)| <

a<t<b

, Vn > N,,.

S|

Entonces para cada w € €, la sucesién de funciones { X ((7)1)}, n € N, converge
uniformemente a X.)(w) sobre [a, b]. Pero para cada n, el proceso estocdstico

Xt(") es continuo y asi, existe un evento §2,, con P [Q2,] = 1 y para cualquier
w € Q, la funcién X ((T)L) (w) es continua.

Finalmente, sea Q= () €,. Entonces P [ﬁ} = 1 y para cada w € Q, la
n=0

sucesion

(
X

es una sucesion de funciones continuas que convergen uniformemente a Xy (w)
sobre [a, b].

.T)L)a n:172>“'7

Se sigue que X()(w) es una funcién continua para cada w € €. En con-
secuencia las trayectorias del proceso estocdstico X; son funciones continuas
sobre [a, b]. Por lo tanto, X; es un proceso estocastico continuo, P — c.s. [

Teorema 1.3.3. Supongamos que f € L?,([a,b] X Q) y que E[f(t)f(s)] es
una funcion continua de t y s. Entonces

o0

/ FOdBE) = tim S ft)(B(t) - Blti), en IX(9),

|Anll—o0
=1

donde A, ={a=1ty <ty <---<t, =0}

Demostracion. Sea f € L2,([a,b] x ) y supongamos que E [f(¢)f(s)] es una
funcién continua de t y s.
Sea f,, el proceso definido por

folt,w) == f(tis1,w), tisg <t <t

para cada A, = {to,t1,- -+ ,t,}. Por el Lema 1.2.2 se tiene

lim [ E [yf(t) - fn(t)ﬂ dt = 0. (1.50)

n—oo
a
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Ademas, se sabe que

b

/f(t)dB(t) = lim I(f,), en L3(Q), (1.51)

n—o0
a

donde

I(fn) = an(tifl)(B(tifl) — B(t:))

. (1.52)
= St (Bltior) - Bt)
Por lo tanto,
b o
[ H0dB® = Jim > fto)(B(E) - Blt-), en L)
[

1.4. Integrales estocasticas generales

b
En esta seccién definiremos la integral estocdstica [ f(t)dB(t) para pro-

a
cesos estocdsticos f(t,+) que satisfacen las siguientes condiciones:

1. f(t,w) es adaptado a la filtracién {F;}.

b
2. [ }f(t)‘zdt < 00, casi seguramente.

a

Observaciéon 1.4.1. La condicion dos nos dice que las trayectorias son fun-
ciones en el espacio de Hilbert L*[a,b).

Se usard Lq4(€, L*[a,b]) para denotar el espacio de procesos estocésticos
f=Af(t,-); a <t <b} que satisfagan las condiciones 1 y 2.
Recordemos que si f(t,w) € L?,([a,b] x Q), entonces f(t,w) es un proceso

b
estocdstico {F;}- adaptado tal que [E Uf(t)ﬂ dt < 0.
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CAPITULO 1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA

Por el Teorema de Fubini, E UZ ‘f(t)|2dt} = be Df(t)ﬂ dt < oo.

b
Entonces [ |f(t)‘2dt < 00, P-c.s.
Por lo tanto, L2,([a,b] x Q) C L.qa(2, L?[a, b]).

A continuacién, se probard un lema de aproximacion para la extensién de
b

la integral estocdstica [ f(t)dB(t), para una clase méds amplia de integrandos

en L,q(Q, L*[a,b]).

Lema 1.4.2. Sea f € L,4(Q2, L?[a,b]). Entonces existe una sucesion { f, }nen
en L2,([a,b] x Q) tal que

n—o0

b
lim /\fn(t)—f(t)fdt:o,

P-c.s. y por lo tanto, en probabilidad.

Demostracién. Sean f € L4q(Q, L*[a,b]),w € Qyt € [a,b]. Para cadan € N,
definase

ftw), si [ ‘f(s,w)‘zds < n;
folt,w) == a (1.53)

0, en otro caso.

Claramente f,, es adaptado a {F;}. Observemos que

b Tn(w)
/ | falt,w)|dt = / |F(t,w)| dt, P-cs.,

en donde .
To(w) = sup t;/|f(s,w)}2ds <n

Por lo tanto, se obtiene que
b
/ | fu(t)[Pdt < n, P-cs. (1.54)
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De (1.54) se consigue
b

/]E 0] dt <.

a

b
Ast, fo € L2,([a,b] x Q). Elija n € N tal que n > [ | f(t,w)|’dt, por (1.53),

falt,w) = f(t,w), Vt € [a,b].

Lo que claramente implica

n—00

b
Ifm /|fn(t,w) — f(t,w)[dt = 0. (1.55)

b
Como [ }f(t,w)ﬁdt < 00, Yw € , P-c.s., entonces la convergencia casi

seguramente es valida en (1.55). O

Lema 1.4.3. Sea f(t,w) un proceso estocdstico escalonado en L?,([a, b] x 2).
Entonces la desigualdad

b b
P ‘/f(t)dB(t) > ¢ ggHP /|f(t)\2dt>0 :

es vdlida para cualesquiera e >0 y C' > 0.

Demostracion. Sean f(t,w) un proceso estocdstico escalonado en L?,([a, b] x
Q2),C>0ye>0.

Defina el proceso estocéstico fe(t,w) por

t

f(t,w), si f!f(s,w)|2ds < C;
fo(t,w) = a (1.56)

0, en otro caso.
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De la definicién de fo(t,w) ocurre lo siguiente

(| rwame] -
- {‘/bfo(t)dB@) > 6} U {/bf(t)dB(t) a /bfc(t)dB(t)}-

Dado que f es un proceso estocastico escalonado ocurre que

{/f(t)dB(t) + /fc(t)dB(t)} C {/|f(t,w)2dt > C}. (1.58)

De (1.57) y (1.58), se consigue que

{/bf(t)dB(t) > e} - {/bfc(t)dB(t) > e} U {/b|f(t,w)2dt> o}.

(1.59)
Entonces

PH /bf(t)dB(t)>e}]
o , (1.60)
<P {/fc(t)dB(t) > e}] +P H/f(t,w)%lw CH :

De la definicién de fo se tiene que

(1.57)

b
/ ‘fc(t)’dt < C, P-cs.

b
Luego, E [ [l fc(t)\dt] < C'. Entonces, por la desigualdad de Chebyshev apli-
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cada al primer término del lado derecho de la desigualdad (1.60), se consigue

et}

<le { /b feHaB(@)

+P H/b}f(t,w)mt > C}

b b (1.61)
= ;/E :\fc(t)ﬂ dtP H/ |f(t,w) [ dt > OH
B b
= engP’ {/!f(t,w)de c} .
0

Para definir las integrales estocdsticas con integrando f en L.4(S2, L?[a, ]),
se utilizara el siguiente lema.

Lema 1.4.4. Sea f € L,4(Q, L?[a,b]). Entonces existe una sucesion { f,}nen
de procesos escalonados en L2,([a,b] x Q) tal que

n—o0

b
lim / |fu(t) = f()|*dt = 0, en probabilidad.

Demostracién. Sea f € Lqq(S2, L?[a,b]), por Lema 1.4.2, existe una sucesiéon
{gn}nen en L ([a, ] x Q) tal que

n—oo

b
lim /‘gn(t) - f(t)‘zdt = 0, en probabilidad. (1.62)

Para cada g,(t), por Lema 1.2.2, existe un proceso estocastico escalonado en
L?,([a,b] x Q) tal que

b

E /yfn(t)—gn(t)det <

a

1

N .

(1.63)
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Sea € > 0, veamos que se cumple

{/ | falt) — F(8)Pdt > e}
c {/ [F2(0) = ga(t)]dt > §} U {/ Jon(t) = )] dt > g} ,

para ello, suponga que f}fn(t) — gn(t){th <4 f‘gn(t) — f(t)|2dt <9V
observe que ’ ’
[Fu®) = £ = | 7a(®) = 3u(6) + 9(8) = £
<2(|fal®) = 3" + |3ult) = D).

(1.64)

Entonces

€

- sorucase

= €.

Por lo tanto, (1.64) es valido. En consecuencia se tiene que

P H/ | fut) — f(0)["dt > e}]

/ b

’ (1.65)

Aplicando la desigualdad de Chebyshev al primer término de la derecha de
(1.65) y por (1.63) se obtiene

P [{/fn(t) — ()| dt > e}] < %H@ H/gn(t) — f@))dt > i}] .

(1:66)
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Cuando n — oo, el lado derecho de (1.66) converge a 0 por (1.62). Por lo
tanto,

Ahora estamos en condiciones para definir la integral estocastica

/ f(H)dB(2),

para f € Lq(Q x L*[a, b)]).
Sea f € L,q(2x L?[a, b]), por el Lema 1.4.4, existe una sucesién { f,,(t) }nen
de procesos estocdsticos escalonados en L2,([a,b] x ) tal que

n—oo

b
Ifm / | fu(t) = ()|t = 0, en probabilidad.

Para cada n € N, definimos la integral estocastica como

b
1(f,) = / fu(t)dB(2),

de la misma forma que en la Seccién 1.2.
3

Aplicando el Lema 1.4.3a f = f, — fiu,cone >0y C = %, se consigue

P|I(fa) = I(fm)| > €] < §+IP> /|fn(t)—fm(t)\2dt>§ . (1.67)

Por otro lado, veamos que

b
150 = gt >
b

. (1.68)

E3

C /{fn(t)—f(t)\2dt>% U /|f(t)—fm(t){2dt> S

a a
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3

b A
para ello, suponga que [ ‘fn(t) — f(t)|2dt < %,

FIF) - o[t <

Observe que

Entonces

o €

A 2 e 3
fult) = fn(t)]dt < 2 (§ 4 §)

/

a

Por lo tanto, (1.68) es valido. En consecuencia se tiene que

P [{/fn(t) ()t > ?}]
<» H/ a0 S0t > g}] +p H/ ()~ fult)at > g}] .

’ (1.69)

Cuando n,m — oo el lado derecho de (1.69) converge a cero, entonces

b 63
Jm P H 1800~ utt) it > 5}

a

=0.

De manera que para %, existe N > 1 tal que Vn,m > N se cumple

b
P [{/fn(t) — fult)|dt > %}] < % (1.70)

Finalmente, de (1.67) y (1.70) se consigue
P[|I(fa) = I(fm)| > €] <€ V¥n,m > N. (1.71)
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Con lo anterior se ha probado que la sucesion de variables aleatorias {I(f,,) }nen
converge en probabilidad. Por el hecho de que el espacio Lqq(S2, L*[a, b]) es
completo es posible definir

b
/f(t)dB(t) = nlgg(} I(f,), en probabilidad. (1.72)

a

Observemos que el limite en (1.72) es independiente de la seleccién de la
sucesion { f,, }nen.

Teorema 1.4.5. Supongamos que f es un proceso estocdstico continuo {F;}-
adaptado. Entonces f € L,q4(Q, L*[a,b]) y

b
/ f®)dB(t) = lm Y f(t;1)(B(t:) — B(ti_1)), en probabilidad,
i=1

donde A,, = {to,t1,- -+ ,tn} es una particion finita del intervalo [a,b].

Demostracion. Sea f un proceso estocastico continuo {F;}-adaptado y A,
una particion finita de [a, b].

Suponga que v € L44(£2, L?[a, b]), es un proceso estocastico escalonado, es
decir,

’y(t’ w) = Z gi—l (w) 1[151'71,1‘/2') (t),
=1

donde §,;_; es F;, ,-medible, entonces se verifica que

b n
/ ~(t)dB(t) = Zé}-,l(B(ti) — B(ti—1)). (1.73)

Considere

Como f es continua, se cumple que

b
/ |fn(t) - f(t)’th — 0, cuando n — oo, P-c.s.
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Por lo tanto, en probabilidad. Procediendo como anteriormente de las expre-
siones (1.67), (1.70) y (1.72) obtenemos que

b b
/f(t)dB(t) = Alrl'br”n_m/fn(t)alB(t), en probabilidad. (1.74)

Toémese v = f,, en (1.73), de lo que se consigue

b

[ 08B0 =3 £t (Ble) - Bti)

a

Entonces

Aim [ f(0dB() = Alﬁng(ti_o(Bm)—B<ti_1>>. (1.75)

De (1.74) y (1.75) se sigue

]

1.5. Propiedades de la integral estocastica ge-
neralizada

Para nuestro propésito de estudiar las propiedades de la integral estocésti-
ca generalizada, requerimos de la siguiente definicion.

Definicién 1.5.1. Un proceso estocdstico Xy {F;}-adaptado, es llamado una
martingala local respecto a {Fy;a <t < b} si existe una sucesion de tiempos
de paro {7, }nen, tales que

1. {7 }nen es mondtona creciente a b, P-c.s.

2. Para cada n € N, X5, es una martingala con respecto a {F:}.
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Teorema 1.5.2. Sea [ € L,4(2, L?[a,b]). Entonces el proceso estocdstico

t
X, = /f(s)dB(s), 0 <t<b,
es una martingala local con respecto a la filtracion {F; : a <t < b}.

Demostracién. Sea f € Lqq(Q, L*[a, b]).
Para a <t < b, reescribimos a X; como sigue

Xt:/f(s)dB(s)
b

(1.76)
~ [ N (611 (6)aECs),
donde 1i,4(5)f(s) € Laa(Q, L?[a, b)) para cualquier ¢ € [a, b].
Para cada n, definimos el proceso estocastico
! 2
ftw), st [|f(s,w)|"ds <n;
folt,w) = a (1.77)

0, en otro caso.

Sea 7, definido para cada n € N por

fnf{t:f’f(s,w)’2d52n}, si {t:f‘f(s,w)’zdSZn} # 0;

0.

0, si {t:j‘f(s,w)‘stzn}

Veamos que 7, es un tiempo de paro, para esto observemos que

{w:mw) <t} = U w:/}f(s,w)fdsZn € F,

a<r<t, reQ
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para t € [a,b]. Ademds, si t = a, se tiene que {w: 7,(w) <t} =0 € F,.

Por lo tanto, 7, es un tiempo de paro.

Regresando a (1.76), reemplazamos ¢ por t A 7,, y obtenemos el proceso es-
tocastico

tATh b
Xy, = / f(5)dB(s) = / Laanen) (8)f(s)dB(s), a <t < b,

Supongamos que t < 7,(w), entonces

]-[a,t/\’rn(w)}(s)f(sa w) = ]-[a,t](8>f(57w>

1 (3)fo(5,0). (L78)

Por otra parte, si t > 7,(w), entonces

Lagnra (@) (8)f(8,w) = Lo, @) (5) f(s,w)
= 1[a,7'n(w)](s)fn(3>w) (179)
= 1[a,t](5)fn(svw)'

De este modo por (1.78) y (1.79), se concluye que

Liatnm @) (8)f(s,w) = 1ia9(8) fu(s,w), P-c.s.
En consecuencia,

tATh

Xop, = / F(s)dB(s) = / F(s)AB(s), a <t <b.

a

De la demostracion del Lema 1.4.2 se obtiene (1.54), esto es

b
/|fn(t)\2dt <n, P-cs.

b
Entonces [E “fn(t)ﬂ dt < n, P-cs.

Por lo tanto, f, € L?,([a,b] x Q). Ahora, por la propiedad martingala para
procesos estocdsticos en LZ;([a,b] x ), vista en Teorema 1.3.1, concluimos
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que Xy, es una martingala para cada n € N.

Ademas, es claro que la sucesién {7, },en €s monétona creciente y 7, — b,
casi seguramente, cuando n — oo.

Por lo tanto, X; es una martingala local con respecto a la filtracién {F; : a <
t < b} O

Para demostrar la propiedad de continuidad, utilizaremos el siguiente le-
ma.

Lema 1.5.3. Suponga que f,g € L2,([a,b] x Q). Sea A el evento

A={w: f(t,w) = g(t,w), Vt € [a,b]}.

Entonces jzf(t)dB(t) = fbg(t)dB(t), P-c.s. sobre A.

a

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢(t,w) = 0 para
todo ¢ en [a,b] y w en . Defina

inf{t: f(t,w) #0}, si {t: f(t,w)#0}#0;
(W) = (1.80)

0, si {t: f(t,w)#0} =0.

Se cumple que T es un tiempo de paro.
Consideremos la variable aleatoria

Y(r) = / f(5)dB(s) = / Lo (5) F(8)dB(5).

donde 1j,(s)f(s) € L2,([a, b] x Q).
Ademas, para cada w € () se cumple que
2 2
Vo)) (8)[ £ (5,0)|” = ey ()| f (7(w), )

Por lo tanto,
b

Proatlrore—o, pes

a
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Por la isometria de It se consigue

b
E UY(T)ﬂ :/1[a,f](t)}f(t)]2dt20_

En consecuencia Y (1) = 0, P-c.s. Asi, para w € A se tiene que 7(w) = b,

luego
b

Y(r(w)) = / £(5)dB(s).

a

Se concluye que
b
/f(s)dB(s) =0, P-c.s. sobre A.

0
Teorema 1.5.4. Sea f € L,4(Q2, L?[a,b]). Entonces el proceso estocdstico

Xt:/f(s)dB(s), 0 <t<b,

tiene realizaciones continuas.

Demostracion. Para cada n € N, sea f,, el proceso estocastico definido por

ft,w), si j‘f(s,w)ﬁds < n;
folt,w) = a (1.81)

0, en otro caso.

Sea

t
xm ::/fn(s)dB(s), a<t<b.

Por la propiedad de continuidad para procesos estocdsticos en L2,([a, b] x Q)

del Teorema 1.3.2, Xt(") es un proceso estocastico continuo.

Sea
b

A, = {w;/ ’f(t,w)|2dt < n}.

a
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o0
Observemos que la sucesion {A, },en es creciente. Sea A = |J A, entonces

n=1
b
P[A] =1, pues [ |f(t)‘2dt < 00, P-c.s.
Ademas, si w € jﬁln entonces
fult,w) = fiu(t,w), Ym >ny Vt € [a,b].
Aplicando el Lema 1.5.3, para todo w € A, se tiene P-c.s. que

XM =x" ¥m>nyVtelab]

(1.82)

Como A = |J A,, la igualdad (1.82) implica que Vw € A P-c.s. el siguiente
n=1

limite existe para todo ¢ en [a, b]

lim X,

m—00

Luego, definimos el proceso estocéstico Y;(w) por

Iim X (w), siwe A;
m—0o0

Yi(w) =
0, w¢ A

Entonces Y;(w) es un proceso estocdstico continuo.
Por otra parte, de la definiciéon de integral estocastica, se tiene que

Xy = lim Xt(m), en probabilidad.

m—r0o0

Por lo tanto, para cada t € [a, b] se cumple que X; =Y;, P-c.s.
De manera que Y; es una realizacién continua de X;.

(1.83)
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Capitulo 2

Formula de Ito y algunas
aplicaciones

Sea B(t) el movimiento browniano y f : R — R una funcién de clase
C?. Considérese la variable aleatoria compuesta f(B(t)). Sabemos que las
trayectorias de B(t) son no diferenciables, por lo que la igualdad

d / !
S [(BW) = F(BO)B(),

carece de sentido. Sin embargo, existe una férmula para la funcién composi-
cién f(B(t)), que hace el papel de la regla de la cadena en su forma integral
en el célculo de estocastico. Dicha formula es conocida como la féormula de
[to, en el presente capitulo presentamos tres de sus versiones. También se
presentan algunas aplicaciones que nos permiten observar la importancia de
este resultado.

2.1. Formula de Ito

En el Capitulo 1 se han definido y estudiado las integrales estocasticas, sin
embargo no contamos con un método o herramienta que nos ayude a calcular
estas integrales. Para tal propdsito se proporciona la llamada férmula de Ito6.
La férmula de Ito6 en su forma mas simple esta garantizada por el siguiente
teorema.
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Teorema 2.1.1. Sea f una funcién de clase C* y B(t) un movimiento Brow-
niano. Entonces

F(B) = F(B@) = [ FBENBE) 5 [ 7B

donde la primera integral es una integral de Ito y la sequnda integral es una
integral de Riemann para cada trayectoria de B(Ss).

La demostracién del Teorema 2.1.1 se puede revisar en [10] y [27].

El siguiente teorema presenta la férmula de It6 ligeramente generalizada.

Teorema 2.1.2. Sea f(t,x) una funcién continua con derivadas parciales

af of o*f

continuas —, =—— Yy —=. Entonces

ot’ dr 7 Oz
. B(0) = fla. B@) + [ (s, B(s)aBL
. “ , (2.1)
+/ <g—{(S,B(S)) T %%@,B(s))) ds.

La demostracién del Teorema 2.1.2 se encuentra en [10].

Definiremos los procesos de Ito, lo cual nos permitira abordar el teorema
que nos da la formula de Ito en su forma general.

Sea {F; : a < t < b} la filtracién natural. En lo que sigue usaremos
L4 (Q, L'[a,b]) para denotar el espacio de todos los procesos estocésticos

b
{F:}-adaptados f(t) tales que [ |f(t)|dt < oo, P-c.s.

Definicién 2.1.3. Un proceso de Ito es un proceso estocdstico de la forma

Xt:Xa—i—/tf(s)dB(s)—i—/tg(s)ds, a<t<hb,

donde X, € Fu, [ € Laa (Q, L*[a,b]) y g € Log (2, L[a,b]).
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Teorema 2.1.4. Sea X; un proceso de Ito dado por

X, =X, + /tf(s)dB(s) + /tg(s)ds, a<t<b.

Suponga que 0(t, x) es una funcion continua con derivadas parciales continuas

00 00 50
5% B2 Y 92 Entonces 6 (t, X;) es también un proceso de Ité y

0(t.X) =0 (0. X))+ [ 5 (5.X) S(5)aB(s)
00

+/a <E (S,Xs) + % (Sva) g(‘S) + %% (87 XS) f(8>2> ds.

La demostracién del Teorema 2.1.4 se puede revisar en [3].

En secciones posteriores serd de ayuda el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.5. Sea f € L(Q, L*0,1]). Considere la funcién 0(x) = e* y el
proceso de Ito dado por

t 1 [t ,
Xt:/o f(s)dB(s)—§/0 f(s)?ds, 0 <t <1,

1
Observemos que dX, = f(t)dB(t) — = f(t)*dt. Ademds, por la expansion de
2

Taylor y teniendo en cuenta que dB(t)dB(t) = dt, dB(t)dt = 0 y dtdt = 0
se consigue que

do(X,) = e*td X, + %eXt (dX,)?
= e (f(t)dB(t) - 1f(zf)%lt) + 1eth(t)2

2 2
= f(t)e*dB(t).

Por lo tanto,

¢
i F@ABO -5 5 F02dr _ 4 +/ F(s)elo FdB) =3 5 fwdug B (g),
0

Por el Teorema 1.5.2, elo f(t)dB(tt),%fg f()2dt es una martingala local. Cuando
1

f(t) € L?0,1], se tiene que eo /MIBO=3 o SO o5 yng martingala por el

Teorema 1.3.1.
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2.2. Formula de Ito6 multidimensional

Sean Bj(t),---, Bn(t), m movimientos brownianos independientes. Con-
sidere Xt( ), Xt(z), ,Xt(n), n procesos de [to dados por

m t t
X(l) _ Xél) 4 Z/ fz](s)dBj<S) —|—/ gi(S)dS, 1< <n, (22)
j=170 ¢

donde fi; € L44(Q, L*[a,b]) y gi € Laa(, L*[a,b]) para todo i € {1,2,--- ,n}
yje{L,2,--- m}.
Considere las matrices

Bi(1) R
B(t) = Bal?) X, = X :
B (t) L x™
) fialt) - fim(t) ] 91(t)
£(t) = f21:(t) f22:(75) f2n:z(t) ot) = 92:(?5)
Flt) Fualt) - funlt) 9.(1)

Entonces la igualdad (2.2) se reescribe como
t t
Xi=Xo+ | f(s)dB(s) +/ g(s)ds, a<t<b.

Es posible extender la férmula de 1t6 del Teorema 2.1.4 al caso multidi-
mensional. Suponga que (¢, x1,- -+ ,x,) una funcién continua sobre [a, b] X

00 00 %0
ot Om; ° Owi0x;
{1,2,--- ,n}. Entonces la diferencial estocéstica de 6 <t, Xt( ), e ,Xt(n)> estd
dado por

R™ que tiene derivadas parciales continuas

para ¢,j €

d@(t,Xt(l),---, ( ) a—( t, x ”’)dt
+ Z g ( x{) ax? (2.3)
% Z”: aaxj (t x .. ,Xt(”)) axDax,
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En donde el producto dXt(i)dXt(j ) se calcula mediante la Tabla 2.1, conocida como
tabla de McKean.

dt 0 0

Tabla 2.1: Tabla de McKean.

El producto dXt(i)dXt(j ) =0 para i # j es la expresién simbdlica del siguiente
hecho.

Sean Bj(t) y Ba(t) dos movimientos brownianos independientes y sea A, =
{to,t1, -+ ,tn—1,tn} una particién de [a, b]. Entonces
n
> " (Bi(t;) — Bi(ti-1)) (Ba(ti) — Ba(ti—1)) — 0, en L*(2), cuando ||A,| — 0.
i=1
(2.4)
Para verificar este hecho, reescribimos (2.4) como

n
(I)n = ZXU
i=1

donde X; = (B1(ti) — B (ti_1)) (Bg(ti) . Bg(ti_l)). Entonces

P2 = En: X X;.

ij=1
Para i # j y por la independencia de By (t;) — Bi(ti—1) y Bi(tj) — Br(tj—1), para
ke{l1,2}

E [XIXJ]
=E[Xi] E[X}] (2.5)
0.
Parai=j
E[X?] = E[((Bi(t) = Bi(ti-1)(Ba(ti) - Balti1))?|

= E [(Bi1(t:) — Bi(ti-1))*(Ba(t:) — Ba(ti-1))?] (2.6)

= E [(Bi(ti) — Bi(ti-1))?] E [(Ba(ti) — Ba(ti-1))?]

= (t; — t;i_1)°.

43



CAPITULO 2. FORMULA DE ITO Y ALGUNAS APLICACIONES

De (2.5) y (2.6) se obtiene que

E[02] =3 (6 - tis)’
i—1
<A S — ki) (2.7)
1—1
= [|An]l(b — a).

Cuando ||A,]| — 0, la dltima igualdad de (2.7) converge a 0. Por lo tanto, (2.4) es
valido.

Ejemplo 2.2.1. Considere la funcién 6 : R?> — R definida por 0(x,y) = xy. Las
derivadas parciales de 6 estan dadas por

00 _ o0 _ o0 0 0% 0

oz 7 Ay - Oxdy - oyoxr Y 9r2 Oy

Aplicando (2.3) a la funcion 0(x,y), para dos procesos de Ito X; y Y; conseguimos

1 1
A(X0Yy) = VidX, + X,dY; + SdX,dY; + SdYidX,

Por lo tanto,
t t t
XY, =X, Y, —|—/ Ysd X, +/ XdY, +/ dXsdYs. (2.8)
a a a

La igualdad (2.8) es llamada la férmula de It producto.
Si Xy y Yy estin dados por dX; = f(t)dB(t) + £(t)dt y dYy = g(t)dB(t) + n(t)dt,
entonces la formula de producto estd dada por

XY = XoYa + / ((5)Ys + 9(5)Xs) dB(s) + / (€)Y +1(s)Xs + F(5)g(s)) ds.

2.3. Calculo de integrales estocasticas

b
La férmula de It es usada para calcular integrales estocasticas [ g(t)dB(t),

a
cuando ¢g(t) = f(B(t)), para f una funcién que tiene derivadas continuas. La
férmula de It6 la podemos escribir como en el siguiente teorema.
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Teorema 2.3.1. Suponga que F(t,x) es una antiderivada en x de una funcion

F 0
continua f(t,x). Ademds suponga que — y —f son continuas. Entonces

ot 7 ot

b b
_/a (g(t,B(t))—i—la“f(t,B(t))) dt. (2.9)

b
/ f(t, B(t))dB(t) = F(t, B(t)) 5 B

Observemos que cuando el integrando f no depende de t, la igualdad (2.9) se
escribe como

b b 1 b
/f(B(t))dB(t)ZF(B(t)) —2/ f'(B(t))dt.

2.4. Integral de Stratonovich

Definicion 2.4.1. Sean X; y Y; procesos de It6. La integral de Stratonovich de
X con respecto a Y; estd definida por

b b b
1
[ xioYi= [xavis g [ vy, (2.10)
a a 2 a
o equivalentemente en su forma diferencial estocdstica

1

El siguiente teorema garantiza que bajo la operacién de tomar la integral de
Stratonovich de dos procesos de Ito, la coleccién de procesos de Itd es cerrada.

Teorema 2.4.2. Si Xy y Y; son procesos de Ito, entonces el proceso estocdstico
¢
L; ::/ Xso0dYs, a <t <b,
a

es un proceso de Ito.

Demostracion. Sean Xi,Y; procesos de It6, entonces

X, = X + /tf(s)dB(s) + /tg(s)ds, 0 <t<b:

¢ t
Vi =X, —|—/ g(s)dB(s) +/ n(s)ds, a <t <b;
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donde X,,Y, € Fu, f,9 € Laa(, L%[a,b]) y &€,n € Laa(Q, L[a,b]). Observe que

(dX¢) (dYy) = (f(£)dB(t) + £(t)dt) (9(t)dB(t) + n(t)dt)

= f(t)g(t) (dB(t))* + (£(t)g(t) + n(t) f(t)) dB(t) + £(t)n(t) (dt)?
= f(t)g(t)dt.
(2.12)
De (2.10), usando (2.12) tenemos que
b b 1 b
/a X, 0dY; — / X,dY; + 2/@ (dX)) (dY3)
b b
— [ Xelgwin() + ntd) + ; [ Fogar (213)

_ / " X,a(0dbB(E) + / b (th(t) + % f(t)g(t)) dt.

Por el Teorema 1.5.4, X; es un proceso estocastico continuo, de manera que sus
trayectorias son continuas, P-c.s. Por lo tanto,

b b b
/ Xeg(t)2dt < / sup {|X. "} g(t) "t = sup {1X,[%} | Jo(t)%dt < oo, Pcs.

a<s< a

De lo anterior es claro que Xg € L,4(52, L?[a, b]).
Ademas,

b b b
/ Xim(H)Pdt < / sup {1 X[} (0t = sup {1X,[} [ In(t)ldt < oo, Pees.

a<s<b a

En consecuencia, Xn € L4q(2, L[a, b]).
Finalmente, f(t)g(t) es adaptado y por la desigualdad de Schwarz

[ st <] [ |f(t)|2dt]; I |g<t>|2dt]% < oo, Pros.

Lo cual implica que fg € L4q(2, L'|a, b]).
De la igualdad (2.13), tomando b = ¢ concluimos que L; es un proceso de It6. [

Considere una funcién F(t,z) : R? — R, por (2.11) y la férmula de Ito del

46



CAPITULO 2. FORMULA DE ITO Y ALGUNAS APLICACIONES

Teorema 2.1.2 se consigue que

oF oF 1( O0F
S (6 B(0) 0 dB() = 5 (1. B a(o) + 5 (a5 (0.5) ) @B()
OF 1 (0°F O°F OF
= odB(H) + 5 <8x8tdt + 25 dB(t) + &Egdt) dB(t)
OF 10°F
= (t,B(t))dB(t) + 2947 (t,B(t))dt.
(2.14)
Por otro lado, por la férmula de It6 dada en el Teorema 2.1.2, tenemos que
OF OF 16°F
dF(t,B(t)) = E(t’ B(t))dt + E(t’ B(t))dB(t) + 5@(@ B(t))dt.  (2.15)
De (2.14) y (2.15), obtenemos la siguiente igualdad
gi (t, B(t)) 0 dB(t) = dF (t, B(t)) — 8; (t, B(t)) dt. (2.16)

La igualdad (2.16) se considera en su forma integral en el siguiente teorema.

Teorema 2.4.3. Sea f(t,z) una funcidn continua y suponga que F(t,z) es una

F
antiderivada en x de f. Ademds suponga que 8—, of Y ﬁ son continuas. Enton-
ces ot’ ot 7 ox
’ b , b oF
£t B) o dB(t) = F(t, BO) . — [ 5o, B(o)dr.

Del Teorema 2.4.3, tenemos las siguientes observaciones.

Observacién 2.4.4. 1. Un caso particular del Teorema 2.4.3 es cuando la fun-
cion f no depende t, de lo que se obtiene

b
/f@wadmw:Fwaﬁ-

De esta manera la integral de Stratonovich se comporta como la integral del
cdlculo ordinario.

2. Si en la igualdad (2.10) conocemos el valor de la integral de Ito, entonces
podemos evaluar la correspondiente integral de Stratonovich.

3. Es posible usar el Teorema 2.4.3 para evaluar la integral de Stratonovich y
usando la expresion (2.14) con F'(x) = f(x) es posible obtener el valor de
la correspondiente integral de It6, es decir,

b b b
| rwwase = [ rseedsn - [ re@da. @)
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Recordemos que en la definicién de integral estocéstica los puntos de evaluacion
para el integrando son los puntos izquierdos de los intervalos generados sobre la
particiéon dada, veremos que en la integral de Stratonovich se toman los puntos
medios de cada subintervalo. Hasta ahora se ha definido la integral de Stratonovich
en términos de la integral de It6 en la coleccion de procesos de It6. Sin embargo,
podemos definir esta integral directamente como una suma de Riemann, lo cual se
muestra en el siguiente teorema.

Teorema 2.4.5. Sea f(t,x) una funcion continua con derivadas parciales conti-

nuas —, — 1y —=. Entonces
ot ox 7 922

(2.18)

en probabilidad, donde t;—1 <t} <t;, A, = {to,t1, -+ ,tn} es una particion finita
del intervalo [a, b].

Demostracion. Los argumentos para la demostracion rigorosa son los mismos que
en la Seccién 2.1. Por simplicidad, suponga que la funcién f no depende de t.

Para el primer limite en (2.18), observe que para cadai = 1,2, - -+ , n, se consigue
que

[f <B(ti—1) + B(ti)

5 ) - f(B(tm))} (B(t;) — B(ti_1))

"(B(ti—1)) (B(ti) — B(ti-1))°
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Entonces

Zf (B = +B( )> (B(t:) — B(ti-1))

n

NZf tl 1 tz 1 +Z f tz 1 ti_1>.

Tomando el limite en probabilidad, cuando [|A,| — 0, el lado derecho de (2.19)

ConVerge a , 1 ,
/f(B(t))dB(t)—l—2/ F(B(1))dt. (2.20)

Por la relacién (2.17), (2.20) es igual a la integral de Stratonovich.

(2.19)

Para el segundo limite, para cada ¢ = 1,2,--- ,n se tiene que

(B (")) - o] @) - B

~r'B(0) B ("5 ) - B 5 - B

) T2
iy +ti> |
)

—F(Bt ) | B

) |8 (M5 <] [Be) - 5 (5]
“%f/(B(ti 1)) (ti = ti1)

Entonces

De manera que

Zf < ( -1+t >) (B(t;) — B(ti-1)) — Zf(B(ti_l))(B(ti) — B(ti_1))
NZ f t —ti— 1)
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Luego

(2.21)
~ Y F(B(ti-1))(B(t) — B(tic)) + ) %f’(B(ti,l))(ti —ti-1).

i=1

Tomando el limite en probabilidad cuando [|A,]| — 0, el lado derecho de (2.21)
converge a

b 1 b
/ FBOMB() + / F(B(#))dt. (2.22)

Por la relacién (2.17), (2.22) es igual a la integral de Stratonovich. Por lo tanto,
se cumple la convergencia en (2.18). O

2.5. Teorema de caracterizacion de Lévy

En la definicién de movimiento browniano, la medida de probabilidad P juega
un rol crucial. Para enfatizar este hecho, si es necesario, diremos que B(t) es un
movimiento browniano con respecto a IP. Iniciaremos esta secciéon con el siguiente
ejemplo.

Sea B(t) un movimiento browniano, para 0 < t < 1, con respecto a P. Con-
sidérese la funcién

S: F—[0,00),
definida para cada A € F como S (A) := [ B2 4p,
A
Denotemos la esperanza respecto de P por Ep. Entonces tenemos que

Ep [BB(I)_%] = /63(1)_§d]?: e_% /eB(l)dIP’: e
Q Q

ol
]
o=
|

—

Lo cual implica que

S(Q) = 1.

Entonces S es una medida de probabilidad.

Mostraremos que el proceso estocastico {M; := B(t) —t¢; 0 < t < 1} es un
movimiento browniano respecto a S.

Es fécil ver que S(A) = 0 si y sélo si P(A) = 0 con lo cual diremos que S y P son
equivalentes. De esto, se sigue que S [{w: My(w) =0}] =P[{w: B(O,w) =0}] =1
y S[{w : My(w) es continuo en t }] = P[{w : B(t,w) es continuo en t }| = 1. De
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manera que las condiciones (1) y (4) de la Definicién 1.1.1 se satisfacen para M;
con respecto a la medida de probabilidad S.

Denotemos por Eg a la esperanza con respecto a S. Sean 0 < s < 1y A € R
entonces

Es [eu(Mt—Ms>] — Eg [SM(B(w—t—(B(s)—s))}
— Eg [efwfs)eiA(B(wa(s))} (2.23)
— -9 [ewB(t)—B(s))} .
De la definicién de S se obtiene que
Eg [eiA(B(trB(s))} —Fp [eiA(B(trB(s))eB(l)ﬂ
= Ep [Ep [eNBO-BENB0-1 | 5] ] (2.24)
—Ep [emB(t)—B(s))EP [eBu)—% | ft” _

Para calcular la esperanza en la iltima igualdad de (2.24), requerimos del siguiente
resultado.

Sea M(t) = B (t)_%CQt, entonces el proceso estocdstico M (t) es una martingala
para cualquier constante ¢ > 0.

En efecto, sea f(t,z) = ecT— 3%t para ¢ € R fijo, calculando las derivadas
parciales se tiene que
of 1 2 of Pf
o f(t,z), ?:Cf(tux)y@:cf(t7x>'

Por la férmula de It6 dada en (2.1), se obtiene que
t
ecB(t)—%cQt -1 —|—C/ c (8)——0 sdB( )
0
Sea u < t, entonces
Ep [ecB“)%CQt ]-"u] =1+Ep [c/ B354 B(s) ]-"u}
0
t
=1+ cEp |:/ cB(S)*%(ﬂsdB +/ (s 7%625613( )
0
u t 19
=1 +c/ eB(s)=3¢*34B(s) + cEp U eBl)=2¢% B (s)
0

_ 1+C/ ecB(s)—%CQSdB(S)
0

02u

|
|

1
— ecB(u)fi
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Por lo tanto, M (t) = eB=3¢° o5 una martingala para cualquier ¢ € R.
De manera que

Ey [eBm—%

]-"t} = B3t (2.25)
Sustituyendo en (2.24) la esperanza dada por (2.25) se tiene que

Es [eiA(B(t)*B(S))} — ¢ 3Ep [e(“Jrl)(B(t)*B(s))eB(s) : (2.26)

Usando el hecho
Ep [GC(B(t)—B(S))} _ G%CQ(t—S)

)

para s < t y dado que eDBM=B()) v ¢B(S) son independientes, de (2.26)
obtenemos que

Eg [ei)\(B(t)fB(s))} :ef%tEP [e(iAJrl)(B(t)fB(s))] Ep [63(3)]

iIM1)2(t—s) L1s

1 1
:e_ite§( e2

— o s (W HiN)(t—s)

De (2.23) y (2.26) se consigue

Eg [eiA(Mt—MS)} — o 3N(t—s)

Por lo tanto, M; — M tiene distribucién normal con media 0 y varianza t — s con
respecto a S. De manera que se verifica que los incrementos tienen distribucién
normal con media 0 y varianza t — s.

Sean 0 < t1 < t9 < 1. Entonces para cualesquiera A1, A2 € R, se cumple que
Eg ei)\lMt1+i)\2(Mt2_Mt1)i| = s [ei/\1(B(tl)—tl)+i>\2((B(t2)—t2)—(B(t1)—t1)}

— e*i)qh*i)\g(tgftl)ES |:ei)\1B(t1)+i)\2(B(t2)fB(t1))i| )

(2.27)
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Usando los argumentos para obtener (2.24), (2.25) y (2.26) se verifica lo siguiente

gl

e :emB(tl)HAQ(B(tQ)_B(tl))6B(t2)_3(t1)+3(t1)—;tg]

]ES ei)\1B(t1)+i)\2(B(tg)—B(t1)):| :EP _ei)\lB(tl)-i-i)\Q(B(tz)—B(tl))EP |:€B(l)—%

—Ep _ei)\lB(tl)+i)\2(B(t2)fB(t1))eB(tQ),%tQ}

—e 32 [emzﬂ)(B(tz)—B(tl))e(iml)B(tl)}

e 3R, [e(mH)(B(tz)fB(tl))} Ep [emﬁnB(m}
:e—%tze%(i>\2+1)2(t2—t1)6%(i)\+1)2t1

— e 3 ATt g A5 (ta—t1)Fidits Fida(ta—t1)

(2.28)

En general, podemos repetir los argumentos anteriores inductivamente para mos-
trar que para cualesquiera 0 <t} < itg9 < --- <t, <1, se cumple que

Es [ei/\lMtl+i)\2(Mt27Mt1)+--~+i>\n(MtnfMtn71) — o33 AS (2= t1) == 5 AR (tn—tn—1)
9

para todo A1, A9, - -+, A, que pertenecen a R.

Lo cual implica que M, My, — My, ,--- , My, — M;, , son independientes y con

distribucién normal bajo S.
Lo anterior completa la prueba de que {M; = B(t) —t: 0 <t < 1} es un movi-
miento browniano con respecto a la medida de probabilidad S.

Observe que el proceso estocastico {My; = B(t) —t : 0 < ¢t < 1} no es
un movimiento browniano con respecto a la medida de probabilidad P, ya que
Ep [M;] = Ep [B(t) — t] = —t # 0.

Teorema 2.5.1. Teorema de caracterizacion de Lévy.

Un proceso estocdstico {M;} es un movimiento browniano si y sdlo si existe una
medida de probabilidad S y una filtracion F; bajo S tal que S{My =0} =1 y el
compensador de My es < M >,=t (Ver Apéndice, Teorema A.2.83), S-c.s. para
cada t.

Demostracion. El espacio de probabilidad en cuestién es (£2, F,P) con la filtracion

{Fi}. Por hipétesis { M} satisface las condiciones (1) y (4) de la Definicién 1.1.1,
resta ver que se verifican las condiciones (2) y (3).

93



CAPITULO 2. FORMULA DE ITO Y ALGUNAS APLICACIONES

Aplicando la férmula de It6 para martingalas (Ver Apéndice, Teorema A.2.4) a
{M;} con la funcién F(t,z) = eATHENt 5o consigue que

1 1
dF(t, My) = 5A2F(1t, My)dt + i\F(t, My)dM; — §>\2F(t, My)d < M > .
Por hipétesis d < M >;= dt, de manera que
dF(t, M;) = i\F(t, M;)d M,

o bien en forma integral
INM+3 02t : VY +1X%s
et =1 44\ [ M2 0 d M.
0

(- ; 1y2
Por el Teorema 1.5.2, el proceso estocéstico eAMit3 A%t

respecto a Sy {F;}, entonces para cualquier 0 < s <'t,

es una martingala con

. 1
Eg [ GAMit3A!

fs] = MMst3Xs g0 (2.29)

Ademids, observemos que

. 1 - 1
eAMs+3Ns |:ez>\Mt+2>\2t

5]

— Es |:ei)\Mti)\MS+i/\Ms+é)\2;)\23+;)\25

5]
7]
7]

.7-“3] = e 2V(079) v\ eR. (2.30)

— Ee {eu(Mt—Ms)ei,\Mﬁ;vse;)\?(t—s)

_ eiAMs+%A2se%A2(t—s)ES [eiA(Mt—Ms)

Entonces

Ep [ei)\(MtMS)

Luego, aplicando esperanza en ambos lados de (2.30) se tiene que
Ep [eWMt*Ms)} = e 3N(9) v eR. (2.31)

Esto muestra que bajo S, My;— M; tiene distribucién normal con media 0 y varianza
t—s.
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Finalmente, supongamos que 0 < t; < to, para cualesquiera A1, Ao que pertenecen
a R, se tiene que

fh” (2.32)

Eg ei)thl—',-i/\g(MtQ—Mtl)} —FEg |Eg |:ei)\1Mt1+i/\2(Mt2—Mtl)

:]ES ]ES |:ei(>\1—)\2)Mt1 ei)\QMtQ

—Rg | i 1—A2) My {Egew\gmz

Por (2.30) se tiene que

ES |:ei>\2 Mt2

(2.33)
:ei)\thl —%Az(tz—tl) )

De (2.32) por (2.33) se obtiene que

ES |:€i)\1Mtl+i)\2(Mt2*Mt71)i| — ES

|:ei()\17)\2)Mt1ei)\thlf%)\g(tgftl)}
— ]ES |:ei)\1Mt1 e—%)\g(tg—tl)}
= eiéA%(t27t1)ES |:ei)‘1Mtli| .

De (2.31), Eg [e“‘lMtl] — ¢34 Por 1o tanto, para todo A1, Ao que pertenecen a
R se verifica que

%)\g(tg—tl)—%)\%h )

Eg [eiMMtl—&-i)\g(MtQ—Mtl)] — o

En general, podemos aplicar los mismos argumentos inductivamente para mostrar
que para cualesquiera 0 <t; <ty < --- < t, <1, se cumple que 5

ES |:ei/\1Mt1+i)\2(Mt2_Mtl)+“‘+i/\n(Mtn_Mtn_1):| — e*%/\%tlfé)\%(tgftl)f---fé)\%(tnftn_l)7
para cualesquiera Aq,--- , A, que pertenecen a R.
De lo cual se sigue que las variables aleatorias My, , My, — My, ,--- , My, — My,

son independientes y se distribuyen normalmente. En particular {M;} satisface la
condicién (3) de la Definicién 1.1.1 con respecto a S. Por lo tanto, {M;} es un
movimiento browniano respecto a S.

Suponga que {M;} es un movimiento browniano respecto a P. Bajo P existe
la filtracion {F;}, tal que {M,;} es continuo bajo esta filtracién. Por definicién se

cumple que P[{My =0} =1y < M >;=t, P-cs. O
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2.6. Movimiento browniano multidimensional

Un proceso estocastico {B(t) = (Bi(t), Ba(t), -, Bp(t))} es un movimiento
browniano sobre R", donde By (-), Ba(:),- - , Bn(-) son n movimientos brownianos
independientes sobre R. Este movimiento browniano inicia en z € R".

Suponga que f : R” — R es una funcién de clase C2. Entonces por la férmula de
Ito se tiene que

4(B0) =Y S aasn +5 Y

=1 i,j=1

- (%] )dBi(t)dB; (1)

16w =@+ [ JLmenase +; [ armes @

2
donde Af :=3"1" gj;,
L

denominado en la literatura como el Laplaciano de f.

En esta seccién necesitaremos el siguiente hecho acerca de la transitoriedad de
un movimiento browniano B(-) sobre R™. Sea n > 2, entonces

P [{B(t) = 0 para algtn ¢ > 0|B(0) = z}] = 0,

para todo x € R™.

Teorema 2.6.1. Sea {B(t); 0 <t < T} un movimiento browniano sobre R3 que

inicia en el punto a # 0. Entonces el proceso estocdstico para t > 0, es

1
1B

una martingala local.

Demostracién. Sea f : R — R definida por flx) = (:1:1 —1—:5'2 +:c3) 3 para

cada z = (1,72, 73) € R3\{0}. Entonces la funcién f ( ) es una funcién de clase
C? sobre el dominio R?*\{0}. Ademsds, sus derivadas parciales estan dadas por

of v O3 1 22
- = , = — + 3 s 7, = 1,2,3-
Or;  ||l=|3" 0aF zl]> e H5
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Por lo tanto,
3
1 Ll
Af(m)z;( B 3 T) =~ A =

De la ecuacién (2.34) se consigue que

1

L N[ BI)
BT~ Tal Z/o 1BEIF )

BZ(S)
[1B(s)I1?

€ L44(9, L?[0,t]) parai = 1,2, 3 y cualquier ¢ > 0.

Por el hecho anterior, el integrando es una funcién continua de s, P-c.s.

Entonces el integrando ————

B;
I1B(s )H3

Por Teorema 1.5.2, el proceso estocastico

es una martingala local. O

1B

Considere n > 2 y sea B(t) un movimiento browniano sobre R™ que inicia en el

punto a # 0. La funcién f(z) = Tzl ||

clase C? sobre el dominio R™\{0}, que tiene derivadas parciales

1 .
= (¥ + 2%+ +22)72 es una funcién de

of Z; 62f 1 2
_ e s i=1,2 0.
Ori |||’ IR

Entonces

n

1 x? n llz||? 1
Af(x) = . S | _
fe) =2 (nxn ||:c||3> el el = Vg

Aplicando (2.34) a la funcién f(x) conseguimos

B =101+ 3 [ s+ 5 [ et @)

En la igualdad (2.35) podemos tomar el limite cuando a — 0, para el término de
la suma se puede tomar el limite ya que cada integrando estd acotado por 1. Para
el dltimo término de (2.35) la justificacién se presenta a continuacién en el caso
cuando B(t) inicia en 0.

n
E{ 1 ] 1 < 1 > o @R eta?) g
1B re /22 23+ -+ a2 \V2nt
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Usando coordenadas polares, x = ru con r > 0 y |u| = 1, la medida de Lebesgue
dz = r""drdo, donde ¢ es la medida de superficie sobre la esfera unitaria S*~1 =
{u € R" : ||ul]| = 1}. Por lo tanto, conseguimos que

1 1 1 nooe
E|——r0 :/ / < > e " Ydrdo
LIB(t)!] sn-1Jo T \V2mt
n o0 2

1 r
:U(S”_1)<\/%) /0 2T % dr.

Haciendo cambio de variables r = 1/2ty, la integral en (2.36) se reescribe como

/OO n—2 2 > \/7 n—2 y 13
r" e 2 dr :/ ( 2ty) e~ dy
0 0 V2ty

(2.36)

1 [®° n—3
= / <«/2ty) e Y2tdy
2 Jo
1 n—1 [
—5 (vVa)" [ v teay
0
1 n—1 [o° (\/37)”_1 (237)
== (\/ﬂ) / e Ydy
2 0
_ 1 n—=1 [ . 1 —y
=3 (\/ﬂ) ; y 2z e dy
1 n1_(n—1
T2 (\/ﬂ) r ( 2 > ’
donde I' es la funcién gamma definida por
INGY! :/ e e dx, a > 0. (2.38)
0
Por otro lado, la medida de superficie total o (S’n_l) se sabe que es
o2
o () = . (2.39)
r(3)
De (2.36) utilizando (2.37) y (2.39) obtenemos que
1 om2 1 1 n-1_[(n—1
E = = (V2t) T ( )
[I!B(t)ll] INC) (\/27Tt) 2 ( ) 2
r(n—1 (2.40)
! 2
V2t Y
r(3)
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m
donde I' (5) para un entero positivo m tiene valor

(m - 1)!, si m es par;
m 2
r(3)=
31
(% - 1) (% - 2) 55\/7?, si m es impar.
1
De la igualdad (2.40) es clara la dependencia de E [H B H} sobre t en el término

——, para cualquier dimensién n > 2.

V2t

|
Observe que [ —— = \/23‘3 = /2t < oo para cualquier t € RT. De modo que
0 V2sds

t
(2.40) implica que [E [ ] ds < oo. Esto muestra que la ultima integral de
0

1
1BG)
(2.36) se define casi con seguridad para un movimiento browniano B(t) que inicia
en 0. Por lo tanto, tomamos a = 0 en (2.36) para conseguir

"\ (" Bi(s n—1 [t 1
B0 = 3 [ oo 0+ [ e e

donde B(t) es un movimiento browniano que inicia en 0, sobre R", n > 2.

En el siguiente lema mostraremos que el término de la suma en (2.41) es en
efecto un movimiento browniano.

Lema 2.6.2. Sea B(t) = (Bi(t), Ba(t), -, Bp(t)) un movimiento browniano que
inicia en 0 en R™, n > 2. Entonces el proceso estocdstico

B n t BZ(S) o
W(t) := ;/0 HB(S)HdBZ( ), (2.42)

es un movimiento browniano.

Demostracion. Se utilizara el Teorema 2.5.1 (Teorema de caracterizacion de Lévy)
para demostrar que W (t) es un movimiento browniano.

Témese S la misma medida de probabilidad P, con respecto a la cual B;(¢) son mo-
vimientos brownianos para i € {1,2,--- ,n} y sea {F;} la filtracién F; = o{B;(s) :
s<t, 1<i<n}.

Nétese que cada integrando de (2.42) tiene valor absoluto menor o igual a 1, P-c.s.
Entonces por Teorema 1.3.1 y Teorema 1.3.2, el proceso estocédstico W (t) es una
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martingala continua con respecto a {F}.
Es claro que P [{W(0) = 0}] = 1. Ademés, el compensador de W?(t) esta dado por

<W > i/t Bi(s)Zd /t ! iB()Qd /tld t
= § = i(s)7ds = s =1.
' ~ Jo |B(s)I? o IB(s)I? = 0

Entonces por Teorema 2.5.1, W (t) es un movimiento browniano. O

Escribiendo (2.41) en términos del movimiento browniano dado en (2.42) se

consigue que
n—1 (¢ 1
B(t)|| = W(t d
1B = W)+ "5 [ s

Definicién 2.6.3. Sea B(t) = (Bi(t), Ba(t), - - , Bn(t)) un movimiento browniano
en R™, n > 2, que inicia en 0. El proceso estocdstico

Ly—1(t) = [|B@)|| = /Bi(t)? + Ba(t)? + - - - + Bu(t)?,
es llamado un proceso de Bessel con indice n — 1.

Teorema 2.6.4. El proceso de Bessel L, —1(t) con indice n—1 es una solucion de
la ecuacion integral estocdstica

X(t):W(t)—i—n21/O th) s

i S

n t
donde W (t) estd dado por W (t Z f Bi(s).
i=10

(s ||
Teorema 2.6.5. Para cada t > 0, la funcion de densidad de Ly—1 estd dada por

%x”_le_é, st x> 0;
fay={ )

0, stx <0,
donde T' es la funcion gamma definida en (2.38).

Demostracion. Para cada t > 0y v > 0 se tiene

P[{Lo1() < u}) = B [(Bi()* + Bo(t)® + -+ Bu()® < u?)]
1

n (z%+z%++zi)
= / e 2 du.
2242l +- a2 <u? 2nt

60



CAPITULO 2. FORMULA DE ITO Y ALGUNAS APLICACIONES

Usando coordenadas polares como en la derivacion de (2.37), se obtiene

—U(S”_1)< Tlm‘) /0 r”_le_gdr
oma T\™ [, 2

= P leT 2 dr
F(%) (\/271'25) /0

2

“ 2 n—-1_—I-
— T e 2t dr.

Por lo tanto, fr,, ) (v)

2.7. Procesos exponenciales

Sea h una funcién determinista en L2[0, T']. Entonces para cualquier ¢ € [0, 7],

t
la integral de Wiener [ h(s)dB(s) tiene una distribucién normal con media 0 y
0

t
varianza o = [ h?(s)ds. Por lo tanto,

0
E [efg h(s)dB(S)} = eg — ¢35 Jo M(8)*dB(s), (2.43)

jh(s)dB(s)
La renormalizacién multiplicativa de e° es definida por

h(s)dB(s
Of (s)dB(s) %fth(s)dB(s)—%ft"h(S)QdS
—e 0 0 .

{t h(s)dB(s)

Por el Ejemplo 2.1.5, Y; tiene la representacion

s ]_ s
h(uw)dB(u)—= [ h(u)2dB(s)
§ 21 . (2.44)

¢
Y; = 1—}—/ h(s)ed
0

Observe que el integrando de la integral de It6 en (2.44) pertenece a L?,([0, 7] x ),

entonces por Teorema 1.3.1, el proceso {Y;; 0 <t < T}, es una martingala.
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Definicién 2.7.1. El proceso exponencial dado por h € L4q(2, L?[0,T]) se define
como el proceso estocdstico

en(t) = exp </Ot h(s)dB(s) — ;/Ot h(s)2d3> 0<t<T

Aplicando la férmula de It6, vemos que dey,(t) = h(t)ep(t)dB(t). Por lo tanto,

t
ep(t) =1 +/ h(s)en(s)dB(s),0 <t <T,
0
lo cual muestra que €,(t) es una martingala local por el Teorema 1.5.2.
Teorema 2.7.2. Sea h € L,g (Q,L2 [O,T]) tal que satisface la siguiente condicion
E[en(t)] =1, Vt € [0,T]. (2.45)
Entonces, el proceso exponencial ep(t), 0 <t < T, dado por h es una martingala.

Demostracion. Si h es una funcién determinista en L2[0,T], entonces por (2.43)

t t
1
E[en(t)] =E |exp / 2/h(s)st
0 0
. ¢
=exp | —5 h(s)st E |exp /h(s)dB(s)
0 0
¢ ¢
1 2 1 2
=exp | —3 h(s)“ds | exp 3 h(s)*ds
0 0
=1.

En este caso, hemos demostrado que ¢ (t) es una martingala.
Por suposicién, dS = e,(T)dP define una medida de probabilidad. Sea S; la res-
tricciéon de S a F;. La condicién (2.45) implica que

dS; = ep(t)dP.

Sea s < t, para cualquier A € F; tenemos que

/A Bz [e5(t)| Fi] dP = /A en(t)dP = /A dS, = S(A). (2.46)

62



CAPITULO 2. FORMULA DE ITO Y ALGUNAS APLICACIONES

Por otra parte, tenemos que

/A e (s)dP = /A dS(A). (2.47)

De (2.46) y (2.47) se consigue que

/E]p [eh(s)‘fs] dP = / en(s)dP.
A A

De manera que Ep [sh(s)|fs] = ep(s). Por lo tanto, ex(t), 0 < t < T, es una
martingala. O

2.8. Transformacién de medidas de probabi-
lidad

Sea B(t) un movimiento browniano y considere el problema de calcular la es-
peranza E [B(t)3eB(1)7ﬂ para 0 < ¢t < 1. Tenemos dos métodos para resolver este

problema. Para el primer método es necesario expresar la variable aleatoria como
un producto de dos variables aleatorias independientes

E[B()?ePM4] = e 3E [(B(1)%e”®) (20-50)]
e e B

Finalmente, calcular las esperanzas por separado.
Para el segundo método se usa la medida de probabilidad S donde

S(A) = / eBU-3qp Ac F.
A
Observemos que se verifica la siguiente igualdad
Ep [B(t)?’eB(l)_ﬂ - / B(t)3eBO-34p = / B(t)3dS = Es [B(t)%] .
Q Q

En la Seccién 2.7, se ha probado que M; = B(t) —t, 0 <t < 1, es un movimiento
browniano con respecto a la medida de probabilidad S. Por lo tanto,

Ee [B(1)*eP04| = Es [B(1)°]
= Es |(M; - t)*]
= Eg [M} + 3tM; + 3t* M, + t°]
=3t +1°.
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De lo cual es posible ver que al tomar un cambio en la medida de probabilidad, el
calculo de la esperanza se facilita.

Teorema 2.8.1. Sea {B(t); 0 <t < 1}, un movimiento browniano con respecto
a la medida de probabilidad P. Sea S la medida de probabilidad dS = eBO=3 4P,

Entonces para cualquier funcion f tal que Ep Hf (B( t))H < 00, tenemos que

/f )= 1)dS = /f (2.48)

equivalentemente, Eg [f(B(t) — t)] = Es [f(B(

Demostracion. El proceso estocastico {e _%t; 0 <t < 1} es una martingala.
Supongamos que «(t) es una funcién determinista. Entonces
1

/ f(B (t) BO-3gp = E :f (B(t) — a(t)) eB(1)_§}
=E [E [/ (B() — a() 3| 7]

Tomando el cambio de variable y = x — a(t), es posible evaluar la dltima integral
como sigue

x2
/f (t)) eB®= 2P = / f(x—a(t)e” %t\/;?e_%dx
1 1 2
_ y+o(t)—it —5(ta®) g
/_Oof(y)e e x
_ [T yra()—3t(atta®?) 1 Ly
/ fy)e o x
/ fly %t a(t)y—qo; (t—a(t)?) 1 e 3V d
27t
/f ) e (=a) B3 (t-a(?) gp.
(2.50)
e (2.49) y (2.50)
/f ) B(1)— Qd]P) /f(B(t))ei(t_a(t))B(t) %(t a(t)? dP. (251)
Q
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En particular, tomando «(t) =t en (2.51) obtenemos que

/f(B(t)—t)dS—/f(B(t))dP.
Q Q
O

La férmula en (2.48) involucra el cambio de media de probabilidad de P a S.
Considerando la funcién f(z) = e**® con A € R, conseguimos que

/ SNB 1) gg / GABOP — =3Vt vy e R,
Q 0

esto implica que B(t) — t tiene distribucién normal con media 0 y varianza ¢ con
respecto a la medida de probabilidad S.

2.9. Teorema de Girsanov

En secciones previas se ha visto que {B(t) —t; 0 < ¢ < 1}, es un movimiento
browniano con respecto a la medida de probabilidad dada por dS = e? (D=3 gp.

t
En la presente seccién mostraremos que si {¢(t) = [h(s)ds; 0 < t < T}, con
0

h € L44(Q, L?[0,T)) satisface (2.45), entonces W (t) = B(t)—¢(t) es un movimiento
browniano con respecto a la medida de probabilidad dS = &, (T)dP.

Lema 2.9.1. Sea § € L' (P) no negativa tal que dy = 0dP define una medida de
probabilidad. Entonces, para cualquier o-dlgebra G C F y X € L' (1) se verifica
que

Ep [X0|9]

By [X‘Q] - Ep [0‘9}

, M-C.S.

Demostracion. Nétese que Ep[|X0|] = [|X|0dP = [ |X|du < oo, de manera que
Q Q

la esperanza condicional Ep [X0|G] esta definida.
Para cada G € G, de la definicién de u se tiene que

/ Ep [X0|G] dP = / X0dP = / Xdp = / E, [X|G] dp. (2.52)
G G G G
Ademas, escribimos du = 6dP y por la condicién (2) de la Definiciéon A.1.1 y la
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propiedad (4) de la esperanza condicional del Apéndice A, se obtiene que
| Ealx1g1dn = [ =, [x1)0ap
G G
_ / Eg [E, [X|G] ]G] dP (2.53)
G
~ [ B.IXI9)E: [p19) aP.
G
Luego, (2.52) y (2.53) implican que
/ Ep [X6|G] dP — / E, [X|G] Er [6]G] dP.
G G

Ep [X0|G]
Er [0]G]
Suponga que h(t) es un proceso estocastico en Lqq(92, L?[0,T]) que satisface la

condicién (2.45), entonces el proceso exponencial €5(t) es una P-martingala. Sea S
la medida de probabilidad en (€2, F) dada por dS = &5, (T)dP, es decir,

De manera que E,, [X‘Q] = O

S(4) = /A en(T)dP, A € F.

Lema 2.9.2. Sea h € L,4(2, L?[0,T)]) que verifica la condicion (2.45). Entonces
un proceso estocdstico {X (t); 0 <t < T}, {Fi}-adaptado, es una S-martingala si
y solo si X (t)en(t) es una P-martingala.

Demostracion. La restriccion de S a F es la medida de probabilidad ey (t)dP. Esto
implica que X (t)e(T") es P-integrable si y sélo si X (¢)ep(t) es P-integrable. Dado
que dS = e, (T)dP, X (t) es S-integrable si y s6lo si X (t)ep,(t) es P-integrable. Esto
proporciona la integrabilidad de lo que sigue, por tomar esperanza condicional.
Suponga que X (t)e,(t) es una P-martingala y sea s < t, aplicando el Lema 2.9.1,
con =Sy 0 =cey(T) se obtiene que

_ Ep [X()en(T)|F]

Bs [X(1)|F.] = 5o (254)

Por el Teorema 2.7.2, €5,(t) es una P-martingala, asi que Ep [e;(T)|Fs] = en(s).
Por otro lado, usando las propiedades de esperanza condicional se verifica que
Ep [X (t)en(T)|Fs) = Ep [Ep [X (t)en(T)|F] | Fs]
= Ep [X (t)Ep [ex(T)|F] | F)

= E[p [X(t)é‘h(t)‘fs]

= X (s)en(s), P-c.s.

(2.55)
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De (2.54) y (2.55) se concluye que

Es [X(t)|Fs] = W = X(s).

Por lo tanto, X (¢) es una S-martingala.
Suponga ahora que X (¢) es una S-martingala y sea s < t. Entonces, de (2.55) se
consigue que

Ep [X (t)en(T)|Fs] = Ep [ X (t)en(t)|Fs] - (2.56)
Ademss, por el Lema 2.9.1 se tiene que
Ep [X(0)en(T)| 7] = Es [X(O)|F) Be [en()| 7] = X(s)en(s).  (257)
De (2.56) y (2.57),
Ep [ X (t)en(t)|Fs] = X (s)en(s).
Por lo tanto, X (t)ep(t) es una P-martingala. O

Para un proceso estocastico h(t) en el espacio L,q(Q, L%[0,]), considérese la
siguiente traslacién de un movimiento browniano

W(t) = B(t) — /Ot h(s)ds, 0<t<T.

Teorema 2.9.3. Teorema de Girsanov.
Sea h € L44(Q, L*([0,T)) y suponga que Ep[e(t)] = 1, Vt € [0,T]. Entonces el
proceso estocdstico

W(t) = B(t) — /Ot h(s)ds, 0<t<T,

es un movimiento browniano con respecto a la medida de probabilidad dS = ep,(T')dP.

Demostracion. Note que las medidas de probabilidad P y S son equivalentes, en-
tonces S[{W(0) =0}] = 1y W(t) es un proceso estocastico continuo. Aplicando
la férmula de 1t6 a €5, () se obtiene que

den(t) = h(t)en (t)dB(L).

Luego, aplicando la férmula de It6 del producto (2.8), se consigue que

AW (t)en(t)} = {dW (1) }en(t) + W (t){den(t)} + {dW ()} {den(t)}
= {dB(t) — h(t)dt}en(t) + W (t)h(t)en(t)dB(t) + h(t)en(t)dt
= {1+ h(OW () }en(t)dB(t),
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equivalentemente

W (t)en(t) = /0 {1+ h(s)W(s)}en(s)dB(s). (2.58)

Por el Teorema 1.5.2, el proceso estocastico W (t)ep(t), 0 <t < T, es una martin-
gala local. Ademas, W (t)ep(t) es una P-martingala.

Por el Lema 2.9.2, W (t) es una S-martingala. En la derivacién de (2.58), reempla-
zando W (t) por W (t)? — t se consigue que

(W(t)? — 1) enlt) = /O (W (t) + (W(t)® — 1)) en(s)dB(s).

Por lo tanto, (I/V(t)2 — t) ep(t) es una P-martingala por la misma razén que el pro-
ceso estocastico W (t)ep,(t) lo es. Por el Lema 2.9.2, W (¢)? —t es una S-martingala.
Més atin, la descomposicién de Doob-Meyer de W (t)? esta dada por

W(t)? = (WE)?—t) +t.

Lo cual implica que < W >;=t, para cada t, S-c.s. Por el Teorema 2.5.1, W (t) es
un movimiento browniano con respecto a S. ]

Corolario 2.9.4. Sea f cualquier funcion medible tal que Ep[|f(B(t))|] < oo.
Supongamos que se verifican las condiciones del Teorema 2.9.8 (Teorema de Gir-

sanov), entonces
/Qf<B(t)—/0th(s)ds> dS:/Qf(B(t))dIP’.
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Capitulo 3

Integrales miuiltiples Wiener-Ito

Recordemos que dado B(t) un movimiento browniano, la integral de Wie-
ner I(f) = [ f(t)dB(t) estd definida para funciones deterministas f € L?[a,b].
Ademas, la Vaariable aleatoria I(f) tiene distribucién normal con media 0 y varian-
za [ f (t)2dt. En el célculo ordinario, después de estudiar la integral unidimensional

a
se estudian integrales dobles, lo que nos induce a buscar una forma de dar sentido

a la integral doble
b rb
/ / F(t,$)dB(H)dB(s), (3.1)

para una funcién determinista f(t,s) € L%([a,b] x [a, b]). Para conseguir lo anterior
se consideran las ideas propuestas por Wiener e It6.

Propuesta de Wiener
El proceso para definir la integral (3.1) consta de dos pasos, primero definir la
integral para funciones escalonadas, después definir la integral para funciones en
L*([a, b] % [a,b]) por aproximacién de funciones escalonadas.
Suponga que f es una funcién escalonada dada por

f= Z Z Wity ) x[sj-1,8)

i=1 j=1

donde {a = tg,t1, - ,tp—1,tn, = b} y {a = s0,81, * , Sm—1, Sm = b} son particio-
nes de [a, b]. Entonces la integral doble de Wiener de f se define por

//ftsdB 1dB(s Zaw Blti1)) (B(s;) — B(sj_1).
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Considere f = 1jg1)x[0,1], de modo que

//ftsdB t)dB(s //ldB t)dB(s) = B(1)2.  (3.2)

La integral doble de Wiener tiene la propiedad de separacién, es decir,

b b b b
w) / / F()g(s)dB()dB(s) = (W) / f(H)dB(t) / 9(s)dB(s),

donde las integrales de la derecha de la igualdad son integrales de Wiener. En
general, la esperanza de una integral doble Wiener es distinta de cero, por ejemplo

n (3.2), tomando esperanza observamos que E [B(1)?] = 1. De modo que la
construccion de la integral doble en la idea de Wiener presenta el inconveniente de
que podria ser no ortogonal a las funciones constantes.

Propuesta de It6

Al igual que en la propuesta de Wiener, se consideran dos pasos para definir una
integral doble Wiener-It0, el primer paso es definir la integral para funciones esca-
lonadas off-diagonal y el segundo paso es aproximar una funcién en L?([a, b] x [a, b])
por funciones escalonadas off-diagonal y tomar el limite de la correspondiente in-
tegral.

Para motivar la nocién de una funcién escalonada off-diagonal, considere la
11

situacién de definir la integral doble [ [1dB(t)dB(s). Sea A, = {to,t1,* ,tn}
00

una particién del intervalo [0,1]. Tome la particién del cuadrado unitario [0, 1)2,
dada por

n

[O, 1) = U [ti—lati) X [tj_l,tj). (33)

ij=1

Entonces, se consigue la siguiente suma de Riemann para el integrando f =1

n n 2
> (B(ti) = B(ti-1)) (B(tj) — B(tj—1)) = | Y _ (B(t:) = B(t;-1))| = B(1)*,
ij=1 i=1

que coincide con el valor de la integral doble de Wiener (3.2).
La idea clave de It6 es remover los cuadrados diagonales de [0,1) x [0,1) en (3.3),

[0,1) 5 [0, )\ [ [tio1,ta) x [tioa,ta) = [ tio1, ta) x [ti-1, 1) (3.4)
i=1 i#£j
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Luego, utilizando los cuadrados restantes, obtenidos en (3.4) para formar la suma
de incrementos del movimiento browniano,

Sn ="y (B(t:) = B(ti-1)) (B(t;) = B(t;-1)). (3.5)
i#j
Ademas,
Su= Y (B(t:i) = B(ti-1)) (B(t;) = B(tj-1)) = > (B(t:) = B(ti-1))”
i,j=1 i=1
n (3.6)
= B(1)> =) (B(t:) — B(ti-1))*.
=1

Recordemos que el limite cuando ||A,| — 0 de la ultima suma en (3.6) es la
variacién cuadratica de B(t) en el intervalo [0, 1] y es igual a 1. Por lo tanto,

lim S, = B(1)> — 1, en L*(Q).
[[An[|—0

El limite anterior se define como la integral doble Wiener-It6 de f =1,

/1 /1 1dB(t)dB(s) = B(1)? — 1, (3.7)
0 0

que es distinto del valor de (3.2).
Por otra parte, escribiendo la doble integral como una integral iterada se consigue

/01 /01 1dB(t)dB(s) z/o1 [/01 1dB(s)} dB(t) :/013(1)653(75). (3.8)

Sin embargo, la tltima integral de (3.8) no estd definida como una integral de Ito,
ya que B(1) no es adaptada con respecto a la filtracién {F;}.
Otra manera de escribir la integral doble es expresarla como integrales iteradas

/0 1 /0 lldB(t)dB(s):2 / / 1dB(t)dB(s)

0<s<t<1

2 /01 [/Ot 1dB(8)} dB(t) (3.9)

/1 B(t)dB(t)
0
= (1)2 - 17
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la cual es la integral doble en (3.7).
Para saber cémo definir la integral doble Wiener-1t6, nos enfocaremos en la suma
(3.5). Esta es la integral doble de la siguiente funcién escalonada off-diagonal

fn= Z 1[ti_1,ti)x[tj—1utj)'
i#]

Observe que cuando [|A,] — 0,

n

/1 /1 1= fult, ) dtds = St — 1) < [ An|(1—0) 0.
0 0

=1

Por lo tanto, la funcién f = 1 es aproximada por la sucesion {f,}nen de funcio-
nes escalonadas off-diagonal que son compatibles con cuadrados fuera de la linea
diagonal.

En la siguiente seccién se presentara la construccién de la integral doble de mane-
ra formal, que estd basada en las ideas de Wiener e It6. En secciones posteriores,
generalizaremos a integrales multiples con ayuda de los Polinomios de Hermite y
del caos homogéneo.

3.1. Integrales dobles Wiener-1t6

El objetivo de la presente seccién es definir la integral doble Wiener-1t6

b b
/ / F(t, $)dB()dB(s), para f € L2([a,b] x [a, ).

Sea D := {(t,s) € [a,b] x [a,b];t = s} que denota la diagonal del cuadrado [a, b] X
[a, b]. Por un rectangulo en esta seccién, nos referimos a un subconjunto de [a, b] X
[a,b] de la forma [t1,t2) X [s1,2).

Definicién 3.1.1. Una funcion escalonada off-diagonal sobre el cuadrado [a,b] x
[a,b] se define como una funcién de la forma

f = Zaijl[ti_l,ti)x[tj_l,tj)7 (3]‘0)
i#]
dondea=tyg<t1 <ta<---<t,=0b

Note que una funcion escalonada off-diagonal desaparece en la diagonal D. Por
lo tanto, la funcién f = 1 en [a, b] X [a, b] no es una funcién escalonada off-diagonal.
Si A = [t1,t2) X [s1,$2) es un rectdngulo disjunto de la diagonal D, entonces 14
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puede ser escrita en forma de la ecuacién (3.10), tomando el conjunto {¢1, ta, s1, s2}

como los puntos de una particién de [a, b]. De manera que 14 es una funcién esca-

lonada off-diagonal.

Maés generalmente, suponga que A1, Ao, - -+ , A, son rectdngulos disjuntos de la dia-
n

gonal D, entonces la funcién f = ) a;14, es una funcién escalonada off-diagonal

=1
para cualesquiera a1, as, - - ,a, € R. Este hecho implica que si f y g son funciones

escalonadas off-diagonal, entonces af + bg es una funcién escalonada off-diagonal
para cualesquiera a,b € R. Por lo tanto, el conjunto de funciones escalonadas off-
diagonal es un espacio vectorial.

Para una funcién escalonada off-diagonal f dada por (3.10), se define la integral
doble Wiener-It6, que denotamos por I5(-), como sigue

L(f) =) ai; (B(t;) — B(ti-1)) . (3.11)
i#]

Note que la representaciéon de una funcién escalonada off- diagonal f en (3.10) no
es uUnica, pero es facil ver que Iz(f) estd definida de manera tunica.
Ademsds, para cualesquiera f y g funciones escalonadas off- diagonal y a,b € R,

Laf +bg) = alz(f) + bI2(f),

es decir, I es lineal.

Definicion 3.1.2. Sea f : R” — R una funcion, la simetrizacion de f, denotada
por f, se define como

A~

1
f(tltha 7tn) = me(to(l)vto(Q)v T 7to(n))a

donde la suma es sobre todas las permutaciones o del conjunto {1,2,--- ,n}.
En particular, la simetrizacién f(t,s) de una funcién f(¢, s) esta definida por
A 1
t,s) = =
Observacién 3.1.3. 1. f es una funcion simétrica, ademds si f es una fun-

cion simétrica entonces f = f.

2. En general, ||f|] < |Ifll, la desigualdad estricta puede ocurrir, por ejemplo
considérese la funcion f(t,s) =t en [0,1] x [0,1], la simetrizacion de f es
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R 1 11
fit.s) = 2(t+9) y IFI2 = [ ] F(t,s)%dtds = .
2 0 24

11 1
Por otra parte, ||f||> = [ [ f(t,s)*dtds = 3’ entonces ocurre que || f|| < || f].
00

3. La operacion de simetrizacion es lineal, esto es,

o —

(af +bg) = af +bg,
para cualesquiera a,b € R.

4. Si f es una funcion escalonada off-diagonal, entonces f es una funcion es-
calonada off-diagonal.

Lema 3.1.4. Sea f una funcion escalonada off-diagonal. Entonces I3(f) = Ig(f).

Demostracion. Se sabe que Iy y la operaciéon de simetrizacién son lineales, de
modo que es suficiente probar el lema para el caso en que f = 1j, 1,)x[s;,5,) CON
[t1,t2) N [s1,82) = 0. La simetrizacién de f estd dada por

~

f - 5 (1[t1,t2)><[81,82) + 1[81,32)X[t1,t2)) .

Por la definicién de I en (3.11) se tiene que

L(f) = % [(B(t2) — B(t1)) (B(s2) — B(s1)) + (B(s2) — B(s1)) (B(t2) — B(t1))]
= (B(t2) — B(t1)) (B(s2) — B(s1))
Por lo tanto, Ir(f) = I(f). O

Lema 3.1.5. Sea f una funcién escalonada off-diagonal, entonces E[I2(f)] =0y

?] = 2/b /b f(t, s)dtds. (3.12)

Demostracion. Sea f una funcién escalonada off-diagonal, entonces I ( f) estd dada
por (3.11). Observe que los intervalos [t;—1,t;) y [tj—1,t;) son disjuntos cuando
i # j, de modo que tomando la esperanza en (3.11) se concluye que E [I2(f)] = 0.
Para probar (3.12), supongamos que f es simétrica, para este caso, a;; = a;; para
todo i # j. Escribimos & = B(t;) — B(t;—1), entonces

L(f) = Zaijfiﬁj = QZaijfigj-

i#] i<y
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Por lo tanto, tenemos

E[L(f)?] =4 ) aijapE €68, (3.13)
i<j p<q
Sea ¢ < j fijo, observando la posicién de los intervalos podemos ver facilmente

que si p # i entonces E [§;€,§,] = 0 para todo ¢ > p y si p # j, entonces

E [£:€;£p€q] = 0 para todo p < g.
Por lo tanto, para ¢ < j fijo, la suma sobre p < ¢ en (3.13) se reduce tinicamente
a un término dado por p =1y ¢ = j, de manera que

E [IZ(f)Q] =4 Z a?jE [5125]2]

1<J

=4 ag(ti —tia)(t; —tj1)
1<J

=2 afi(ti —ti1)(t; —tj1)
i#£]

b rb
=2 / f(t,s)%dtds.
a a

Finalmente, para cualquier funcién escalonada off-diagonal f, por el Lema 3.1.4 se

N

tiene que I2(f) = I2(f). Por lo tanto,

B (0] =k (a0 =2 [ [ fie.02aas
O]

Veamos la aproximacion por funciones escalonadas off-diagonal dada por el
siguiente lema.

Lema 3.1.6. Sea f una funcién en L*([a,b] X [a,b]). Entonces existe una sucesion
{fn}nen de funciones escalonadas off-diagonal tal que

n—oo

b b
) 2 B
lim /a /a |f(t,s) = falt,s)| dtds = 0. (3.14)

Demostracién. Por el Lema 3.1.5, E [I5(f)?] = 2||f||? para cualquier funcién es-
calonada off-diagonalf y como ||f]| < ||f]|| se verifica que E [I(f)?] < 2||f|? La
desigualdad anterior muestra que podemos extender el mapeo Iy a L?([a, b] x [a, b])
siempre que cada funcién en L?([a, b] x [a, b]) pueda ser aproximada por una suce-
sién de funciones escalonadas off-diagonal.
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Suponga que f es una funcién en L?([a, b] x [a, b]), denotemos por Ds al conjunto
de puntos en [a, b] X [a,b] que tienen distancia menor que ¢ de la diagonal D.
Dado ¢ > 0, elegimos § > 0 suficientemente pequeno tal que

/D F(t, s)2dtds < % (3.15)

Sea Dg = ([a,b] x [a,b]) \ Ds y considérese la restricciéon de f a Dg. Entonces,

n
existe una funcién ¢ de la forma ¢ = > a;14, con rectdngulos A; C Dg para todo
i=1
1 <7 <n tal que
€

//DU |£(t,5) — 6(t,5) | dtds < 5 (3.16)

Observemos que la funcién ¢ solo estda definida en Dg y desaparece en D, de
manera que considerando (3.15) y (3.16) se obtiene que

[i[“ﬁﬁ—me<a

Por lo tanto, ¢ es una funcién escalonada off-diagonal. O

Para extender el mapeo I al espacio L%([a, b] x [a,b]), sea f € L?([a,b] x [a, b]),
por el Lema 3.1.6 existe una sucesién { f,, }nen de funciones escalonadas off-diagonal
que convergen a f en este espacio. Entonces de la linealidad de Is y por el Lema
3.1.5, se tiene que

E[(Ia(fa) = B(fm))?] = E [(Fa(fa = fu))?] = 201 fa=Fonll® < 20 fa . (3.17)

La tultima desigualdad de (3.17), converge a 0 cuando n, m — oo. Por lo tanto, la
sucesién {Io(fn)}nen es de Cauchy en L2().
Entonces, defina
L(f) :== lim L(f,), en L*(Q). (3.18)
n—oo

Es facil ver que I>(f) estd bien definida, es decir, que no depende de la seleccién
de la sucesién { fy }nen.

Definicién 3.1.7. Sea f € L?([a,b] x [a,b]). El limite Is(f) en (3.18) es llamada
la integral doble Wiener-Ito de f.

Usaremos ff f; f(t,s)dB(t)dB(s) para denotar la integral doble Wiener-Ité I>(f)
de f.

Los Lemas 3.1.4 y 3.1.5 pueden ser extendidos para funciones en L([a, b] x[a, b]),
de manera que, usando la aproximacién en el Lema 3.1.6 y la Definicién 3.1.7 se
establece la extension en el siguiente teorema.
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Teorema 3.1.8. Sea f(t,s) € L?([a,b] x [a,b]). Entonces
1. L(f) = L(f), donde f es la simetrizacién de f.
2. E[LIL(f)] =0.
3. E[I(f)?] = 2||fII12, donde || - || es la norma sobre L2([a,b] x [a, b]).

Existe una relacién importante entre las integrales dobles Wiener-1t6 y las in-
tegrales Iteradas It6, que estd dada por el siguiente teorema.

Teorema 3.1.9. Sea f(t,s) € L?([a,b] x [a,b]). Entonces

//ftsdB )dB(s) _2/ [/ftsdB()]dB() (3.19)

donde f es la simetrizacion de f.

Antes de abordar la demostracién, observemos que la integral interior X; =

~+

t ~
f f(t,s)dB(s) es una integral de Wiener con E [Xt?] = [ f(t, 5)2ds, de manera que
a

b b ot R
[Epta= [] [ ioPas] a = 117 < S < .

lo cual muestra que el proceso estocéstico X; pertenece a Lqq([a, b] x€2) y la integral
f(f X:dB(t) es una integral de Ito.

\]

Demostracion. Considérese el caso en que f = 1, 1,)x[s;,s2) CON [t1,12) N [51,52) =
(). La simetrizacién de f estd dada por

~ 1
f = 5 (1[t1,t2)><[81752) + 1[81752)><[t1,t2)) .

Sin pérdida de generalidad suponga que s; < sy < t; < ty (para el otro caso
t1 < t1 < 81 < s9, solo intercambiamos [s1, s2) con [t1,t2), por definicién de I(f)

b b
/ / £t $)dB(DdB(s) = (B(t2) — Bh)) (B(s2) — B(s1)).  (3.20)

Por otro lado, se consigue
to
| B2~ B abo (321)
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De manera que de (3.20) y (3.21) se obtiene (3.18).

Luego por la linealidad de I y de la operacién de simetrizacién, (3.18) se cumple
para cualquier funcién escalonada off-diagonal. Finalmente, el teorema se sigue del
Lema 3.1.6. O

La generalizacién de la integral doble Wiener-It6 se realizard mas adelante,
después de estudiar el caos homogéneo.

3.2. Polinomios de Hermite

Sea v la medida Guaussiana con media 0 y varianza p, esto es,

dv(z) = ——e B2
v(x) = e 27 dx.
\2mp
Considere la sucesién 1,z,22,--- ,2"™, --- de monomios en el espacio de Hilbert

real L2(f2). Aplicando el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt a esta
sucesion, en orden de incremento de potencias, se obtienen los polinomios ortogo-
nales Py(z), Pi(x), -+, Py(x),--- en el espacio de Hilbert L?(Q2), donde Py(z) =1
y P,(x) es un polinomio de grado n, n > 1, con coeficiente principal 1.

Para la funcién 0(t, z) = e!*, la esperanza de 0(t,-) con respecto a la medida v

estd dada por
1

\2mp

La renormalizacién multiplicativa ¢ (t, z) de 6(t,x) estd definida por

E, [0(t,x)] = / et e %% dy = e3°F. (3.22)

_ o(t, x) _ to—1pt?
w(taw)*m—e Pt

Es posible expandir la funcién (¢, x) como una serie de potencias en t. Note que
los coeficientes de t" en la expansién en serie depende de n, x y p, denotemos por
Hy (23 p)

' a tales coeficientes. Entonces, tenemos la identidad
n!

o Ha(;
et =% S Plyn. (3.23)
n=0 ’

n
. . < .
Por otro lado, usando la serie de potencias e* =Y — es posible encontrar los
n!
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coeficientes de t", de manera que escribimos

1.2 1,42
etzfapt :etmefgpt

'ZEQ n P2 ( p) 2m
(3.24)

Realizando el producto de la ltima igualdad en (3.24), se obtiene que el coeficiente
de t"™ estd dado por

n n—2 n—2k k
at (;— 2)!(2m ot (nx— 2%)! (k!g)k +mn, @), (3:25)
donde o
1: _p)T_ , N es impar;
m(n,z) = (%(n;_ b)! (nT_l)'Q% (3.26)
%;, n es par.

Observe que si es n es impar 7(n,x) estd en términos de x, mientras que si n es
par w(n,x) es constante en z.

Hy(2;
Por (3.23) el coeficiente de t" esta dado por M Por lo tanto,
n!
ol :E"_2 (_p) mn—2k (—p)k
H(xp) = n! | % S ,
@) =nt Tt o 2 T o e )
_.n n! n—2 7’L' k_n—2k
= G T T e e ) ().
(3.27)
Ademas,
n! n
— = 2k — 1! 2
(n — 2k)IK12F <2k>( k= DI, (3.28)

donde (2k—1)!! = (2k—1)(2k—3) ---3-1 y por convencién (—1)!! = 1. La expresién
en (3.28) representa el nimero de maneras de escoger k pares de un conjunto de
n distintos objetos.

Ahora, usando (3.28) es posible expresar H,,(z; p) como sigue

(3]

Hy(z:p) = @C) (2k — 1)11(—p)kan 2k, (3.29)
k=0

NIE]

Note que Hy(zx;p) es un polinomio en z de grado n con coeficiente principal 1.
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Definicién 3.2.1. El polinomio Hy(z;p) en (3.29) es llamado el polinomio de
Hermite de grado n con pardmetro p.

Teorema 3.2.2. Sea H,(x;p) el polinomio de Hermite de grado n. Entonces

Ho(w3 p) = (—p)"e% D55,
donde D, es el operador diferenciacion en la variable x.

Demostracion. Sea Hyp(z;p) el polinomio de Hermite de grado n, observe que el
exponente del lado izquierdo de (3.23), se puede escribir como

; 1 2 1 iz 2+x2
x— —ptt =—= - = —.
2 2P \"" ) 2

De (3.23) se obtiene

ege—%ﬂ(t—%y — i Mtn‘ (3.30)

Diferenciando n veces ambos lados de (3.30) en la variable ¢ y haciendo ¢ = 0, se
consigue

:c2 _1 _z 2
H,(z;p) =e? <D§n)e 2<t P> ) . (3.31)
t=0
1 -z 2 _1 _z 2
Note que Dgn)e_z’)(t P) = (—p)”Dg(cn)e 2p<t P) . Por lo tanto, de (3.31)
2 ()
Hy(z;p) = e ((—p)"Df!‘)e e >
t=0
= (—p)eB DI
O
Observacion 3.2.3. Si se verifica que los polinomios H,(x;p), n =0,1,--- son

ortogonales, entonces podemos concluir que H,(x;p) = P,(z).

Teorema 3.2.4. Sea v la medida Gaussiana con media 0 y varianza p. Enton-
ces los polinomios de Hermite H,(z;p), para n > 0, son ortogonales en L*().
Ademds, se tiene que

oo
/ H,(x; p)%dv(z) = nlp™, n>0. (3.32)
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H .
Demostracion. Sean s,t € R, por (3.23) o=t — Yool nfj’p)t” y e3P =
H .
Yoo Msm. Entonces
m!
112 2 L rgm
e(t+s)xf§p(t +s%) _ Z m;an”(x;p)Hm(w;p)' (333)
m,n=0 o
Por (3.22)
o0 142 2 122y [
/ e(t+s)x75p(t +s )dl/(l’) — 6*5/)(15 +s )/ e(tJFS)fEdy(x)
—00 —o0
— e3Pt +5%) o3 p(t+s)”
= 'S,
Integrando en ambos lado de (3.33) se obtiene
" mtn o
onts — jgj nzhz,J/ Hi(: p) Ho (5 p) (). (3.34)
—00

Como el lado izquierdo de (3.34) es una funcién del producto de st, el coeficiente
de s™t™del lado derecho de (3.34) debe ser cero para cualesquiera m,n distintos,
esto es,

/00 Hy,(z; p)Hy(z;p) = 0, Vm # n. (3.35)

Por lo tanto, los polinomios Hermite son ortogonales en L?(12).
Ademas, de (3.34) se deduce que

epst —

().

Expresando a e en su expansion en serie de potencias tenemos que

2 (st)" )2dv(z).
n=0
Entonces
G pn n - (St)n o . 2 o
n&w—zmw[mmmmww—
n=0 n=0
Luego

4 (04 o) =
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De manera que

1 o
P n'/ Hy(x; p)*dv(z) = 0, ¥n > 0.

Por lo tanto,
oo
/ H,(z; p)’dv(z) = p"n!, ¥n > 0.
— 00

O
H .

Por el Teorema 3.2.4, la coleccion {\;(a‘ci’f),n =0, 1,2,---} es un sistema
nlp

ortonormal. Ademds, es posible mostrar que su complemento ortogonal es {0},
de modo que esta coleccién forma una base ortonormal para L?(f2). Entonces
obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2.5. Sea v la medida Gaussiana con media 0 y varianza p. Entonces
cualquier funcion f en L*(Q) tiene una inica expansion en serie

fl@)y=>" anH"T(;f;f ) , (3.36)
n=0 ’
1

donde los coeficientes a,, estin dados por a, =

0. Ademds, || f|* =>2°%,a?

NoTra 75 (@) Hy (2 p)dv(z), n >

A continuacion, se enlistan algunas identidades de los polinomios Hermite.

., 1,42 x "
1. Funcién generadora: e/~ 27" = Zo EHn(m;p).
n= :

[
2. Monomios: z" = 1;0 (gr) 2k — )PP H, o (5 p).

NIE

3. Férmula de recursion: H,y1(x; p) = zHy(x; p) — pnHp—1(z; p).
4. Derivada: D, Hy(z;p) = nHp—1(x; p).
5. Eigenfunciones: (—pD§;2) + xDx) Hy(z;p) = nHy(z; p).

n/A\m

6. Producto: Hy(z; p)Hp(z;0) = Y. k(7)) (7)) P Hutm—2k (3 p).
k=0

9 1 0
aprn(lﬂP) Y

7. Derivadas parciales: H,(z;p).
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3.3. Caos homogéneo

Sea v la medida Gaussiana sobre R con media 0 y varianza p. Por el Teorema
3.2.5, cada funcién en el espacio de Hilbert L?(f2) tiene una tinica expansién en
serie por los polinomios Hermite H,(x;p), n > 0. Sea C el espacio de Banach de
funciones continuas f con valores reales sobre [0,1], tales que f(0) = 0 y sea fi
la medida de Wiener sobre C. El espacio de Wiener (C, /1) es infinito-dimensional,
andlogo al espacio unidimensional (R, v). Entonces, surge la pregunta ;Cudl es la
ecuacién analoga a (3.36) para el espacio de Hilbert L?(j1) de funciones cuadrado
integrables sobre el espacio de Wiener (C, 1)?.

Por el Teorema A.2.7 (Ver Apéndice), el proceso estocastico { B(t,w) = w(t); 0 <
t <1, w € C}, es un movimiento browniano. Para evitar que se restrinja al intervalo
[0, 1], serd considerada una situacién un poco més general que la pregunta anterior.

Sea (2, F,IP) un espacio de probabilidad fijo y sea B(t) un movimiento brow-
niano con respecto a P. Fijando un intervalo [a,b] y recordando que para una

b
funcién f € L?[a,b], la integral de Wiener [ f(t)dB(t) es medible con respecto a la
a

o-algebra FP = o0{B(t);a < t < b} que es més pequeiia que F. En general, ocurre
que FB # F. Una funcién FB-medible en Q, puede ser referida como una funcién
browniana. Denotemos por L%() al espacio de Hilbert de funciones P-cuadrado
integrables sobre € que son medibles con respecto a FZ. Note que L2B(Q) es un
subespacio de L?(Q). Ahora, la pregunta es ;Cual es la ecuacién ansloga a (3.36)
para el espacio LQB(Q) de funciones cuadrado integrables sobre el espacio de pro-
babilidad (2, F,P)?.

Note que cuando 2 = C' y P = fi, se tiene F = FB = B(C), donde B(C) es la
o-algebra de Borel de C, por lo tanto, la pregunta anterior se reduce a la pregunta
inicial.

Probaremos un lema que sera utilizado mas adelante.

Lema 3.3.1. Sea (Q,G,P) un espacio de probabilidad y sea {G,} una filtracion tal

que o{ |J Gn} = G. Suponga que X € L' (), entonces E [X‘gn] converge a X en
neN

LY(2), cuando n — co.

Demostracion. Sea ¢ > 0, dado que o{ |J Gn} = G, entonces existen a; € R, A; €
neN

U Gn con S =

neN 7

k
a;la,, tal que
=1

X = Selli < (3.37)

c
27
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donde || - ||1 es la norma en L!().
Observe que

1X =B [X[Gn] Il = 1 X + (=S + S2) + (—E [Se|Gn] +E [Se|Gn]) — E [X[G0] I
= [| (X = S2) + (S- + —E [S:|G]) +E [S: — X|Gu] |11
<X = Sells + 118 + —E [S:|Gn] I + |E [S: — X |Ga] |1

(3.38)

Ademas, por la desigualdad de Jensen |E [SE — X}Qn] ‘ < E USE — XHgn]. To-

mando esperanza en la desigualdad anterior, se consigue
€
1B [S|Gn] | < E[ISe — X[] = [[Se = X1 < 5. (3.39)

Si A; € U Gn, con i = 1,--- k, existe N € N tal que A; € Gy para todo
neN
1=1,---,k, de modo que

E [S:|Gn]) = S:, ¥n > N. (3.40)
Utilizando (3.37), (3.39) y (3.40) en (3.38), se concluye que
|IX —E[X|Gn] |1 <e, Vn > N.
Por lo tanto, X,, converge a X en L!(Q), cuando n — oc. O

Regresando al movimiento browniano B(t) en el espacio de probabilidad (2, F5,

sea I(f f f(t) ) la integral de Wiener de f € L?[a,b]. Un producto

I(f1)I(f2) - I(fr),

con f1, fa, -+, fx € L?[a,b] es llamado caos polinémico de orden k.

Sea Jo = Ry n € N, defina J, como la LQB(Q)—cerradura del espacio lineal
generado por funciones constantes y polinomios de caos de grado menor o igual a
n. Entonces

JoCcJiC--CJ,C---CL%E(Q).

Teorema 3.3.2. La union | J2°, J, es denso en L%(Q).

Demostracion. Sea {e, }nen una base ortonormal para L?[a, b] y sea G, la o-algebra
generada por I(ey), I(e2), -, I(e,). Entonces {G,} es una filtracién y tenemos que
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of UN Gn} = FB. Sea ¢ € LQB(Q) ortogonal a Uo Jn. Entonces para cualquier n
ne n=
fijo
E [91(e1)" I(e2)™ -+ I(en)™ | =0, k1 ko, ko > 0.

Como I(e1)*11(ez)2 - I(e,) es G,- medible, se tiene la siguiente igualdad
E [61(e1)" I(e2)* - I(ea)*™ ] = B[ I(e1)" I(e2)** - I(ea) "E[6]G,]].

Por lo que E [I(e1)"I(e2)k2 - - - I(en)™E [¢|Gy]] = 0.
Note que las variables aleatorias I(e1), I(e2), -+ ,--- , I(e,) son independientes con
la misma distribucién normal estandar. Ademas,

E [¢|gn] =Op (I(ela €2, 7en)) ) (3'41)

para alguna funcién medible 6, sobre R™.
Entonces para todo ki, ko, -,k >0,

/ xlflxgz . 'xﬁ"QH(xl,xg, s )dp(x) =0,

donde p es la medida Gaussiana estandar sobre R"™.
Por (3.30), la igualdad anterior implica que para cualesquiera enteros ki, ko, - - -, ky, >
0,

Hy, (215 1) Hiy (w23 1) - - - Hy, (23 L)dp(z) = 0.

R

Por el Teorema 3.2.5, {Hkl (.%'1; 1)7Hk2 (:’EQ; 1)1 o aHkn(xna 1)7 ki, kay - kn > 0}
es una base ortogonal para L?(R?, ), entonces 6,, = 0, p-c.s. Entonces de (3.41)
se tiene que

E [¢|Gn] = 0, p-c.s. para cualquier n > 1.

Por otro lado, por el Lema 3.3.1, E[¢|G,] converge a ¢ en L%(£2) cuando n — oc.
[o.¢]

Por lo tanto, ¢ = 0 P-c.s. lo cual prueba que |J J,, es denso en L%(€2). O
n=0
Sea Ky = R, para cada n > 1, definimos K, como el complemento ortogonal
de J,_1 en J,, es decir,
In = Jn-1 @ K.

Entonces tenemos la siguiente sucesién de subespacios ortogonales del espacio de
: 2
Hilbert L% (€2)
KOvKl)K27'” 7Kn7"'
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Definicion 3.3.3. Para cada n € N, el elemento del espacio de Hilbert K, es
llamado caos homogéneo de orden n.

Los espacios K,,, n > 1 son infinito-dimensionales. El caos homogéneo de grado
1, es decir K1, son las variables aleatorias Gaussianas.
El siguiente teorema se sigue del Teorema 3.3.2 y la construccion de caos ho-

mogéneo.

Teorema 3.3.4. El espacio L%(Q) es la suma directa ortogonal de los espacios
K,, de caos homogéneo de orden n > 0, es decir,

.
=0

Cada funcion ¢ € LQB(Q) tiene una unica erpansion de caos homogéneo

6= on (3.42)
n=0
Ademds, ||¢]1? = > oo |6nll?, donde || - || es la norma en L%(S).
b
Ejemplo 3.3.5. Sea f € L?[a,b] y I(f) = [ f(1) . Observe que

I(f)? = I£IP + (Z(F)* = 1F11?) -

Un cdlculo directo muestra que I(f)? — || f||* es ortogonal a Ko y K1, de modo que
I(f)?—||f||? pertenece a K. Por otra parte, considere la integral doble Wiener-Ité

fbfbf(t)f(s)dB(t)dB(s). Por el Teorema 3.1.9

//f s)dB(t)dB(s —2/f [/f )dB( )]dB —2/f )X,dB(t),

¢
donde Xy = [ f(s)dB(s
Luego dX; = f(t)dB(t), usando la formula producto de It (2.8) se consigue

d(X}) = 2X,dY; + (dX1)?* = 2f(t) X dB(t) + f(t)%dt
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lo cual nos da la integral estocdstica

2/abf(t)XtdB(t) = X7 - X2 - /bf(t)th
(/ F(s)dB(s ) /f 02t (3.43)

= If1%
De (3.42) y (3.43) se obtiene que
b rb
| [ rwssasase) =102 - 112 (3.44)
Esta igualdad muestra que el caos homogéneo I1(f)? — ||fI|? es una integral doble

Wiener-1to.

Teorema 3.3.6. Sea P, la proyeccion ortogonal de L% () sobre K. Si f1,-++ , fx
son funciones ortogonales distintas de cero en L*[a,b] y n1,na, - ,ny son enteros
no negativos, entonces

Po (I(f0)™ - I(fi)™) = Huy (L) 1217) - Hop (TCf): IfRIP) S (3.45)

k
donde n =Y n;. En particular, se tiene
i=1

Po(I(f)™) = Hu (I(F); 1£17) (3.46)
para cualquier f # 0 en L%[a,b].

Demostracién. Unicamente se probard la ecuacién (3.46).
De la identidad (2) de los polinomios de Hermite se consigue

(3]
17 = () @ = DUAP s (HORIAP). @)

k=0

NIE

Todos los términos, excepto el primero del lado derecho de (3.47) son ortogonales
a K, ya que tienen grado menor o igual que n. De manera que es suficiente probar

Hy (I0F),1F1%) L -1

o equivalentemente, para cualesquiera gi,--- ,gm € L?*[a,b] distintos de cero y
0<m<n—1,

E [Hn I TT L)1 (gn) | =0 (3.48)
i=1

87



CAPITULO 3. INTEGRALES MULTIPLES WIENER-ITO

Es posible asumir que ¢i,---,¢m son ortogonales. Ademds, cada ¢; para i =
1,2,--- ,m se puede escribir como ¢g; = ¢;f + h;, ¢c; E Ry h; L f.
Para demostrar (3.48), es suficiente ver que para cualesquiera hy, - - - , hy, funciones

distintas de cero y ortogonales a f conp+q1 + -+ ¢mn <n —1,

E [Hn (I(F); I£17) ZCFPL (A1) ™ - - I ()@ ] = 0.

Finalmente, usando (3.47), se observa que es suficiente probar que, para cuales-
quiera 0 <r+mr +---+ 7, <n—1, se cumple que

m

E | Ha (1) 112) He (1) 1A12) TT Heo (1(ho)s 1Ral1?) | = 0.

=1

Dado que las variables aleatorias I(f),I(h1), - ,I(hy) son independientes, es
suficiente verificar que para cualesquiera r < n — 1,

E [Hy (ICH); 1£17) He (15 1£1)] = 0.
Lo cual se sigue del Teorema 3.2.5. O

Ejemplo 3.3.7. Sea f € L*[a,b] una funcién distinta de cero. Tomando x = I(f)
yp=|fl? en (5.23) se tiene que

M-S0 _ f: an (I IF112) - (3.49)

n=0

Por el Teorema 5.5.6, H, (I(f);||f||*) € Kn para cada n > 0, de manera que
3.49) da la expansion de caos homogéneo en la ecuacion (3.42) para la funcion
(3.49) P g 42) p

b= I N=3IFIP

3.4. Base ortonormal para caos homogéneo

Por el Teorema 3.3.4, LQB(Q) es la suma directa ortogonal de caos homogéneos,
es decir, L%(Q) = @, Ki. ;Cudl es la andloga suma directa ortogonal para la
medida Gaussiana estdndar sobre R?. Observe que por (3.36), el correspondiente
espacio para cada K, es el espacio unidimensional generado por polinomios de
Hermite H,(x,1). Lo cual nos da una pista para encontrar una base ortonormal
para LQB(Q) que puede ser usado para expansion en series de funciones en L2B(Q).
Entonces, hemos respondido a la segunda pregunta del inicio de la seccién ante-
rior. Sin embargo, en el caso de L2B (Q) cada espacio K,, n € N, es un espacio de
Hilbert infinito-dimensional.
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Sea feL? [a, b], denotemos por f a la integral de Wiener, es decir, f = I(f) =

f f(t) . Para esta seccién, fijemos {ej }ren una base ortonormal para L[a, b].

Para una sucesién {ng}ren de enteros no negativos con suma finita, defina

_ 1 _

1
n1,n2, . H \/7 nk ek7 1) — W
keN
Observe que Hy (z;1) = 1 y solo existe un numero finito de ny’s, de manera que
el producto en (3.50) es un producto de factores finitos.

Ejemplo 3.4.1. Suponga que Z n; = 1, tal ecuacion tiene infinitas soluciones

dadas por 1,0,0,---;0,1,0,-- 0 ,0,1,---;---. Por lo tanto, consequimos las co-
rrespondientes funciones €,,n = 1,2,3,--- , los cuales estdn en el espacio Ki de
caos homogéneo de orden 1.

Ejemplo 3.4.2. Considere Z n; = 2, las soluciones de la ecuacion anterior estdn

dadas para ni = 2, para algun k € N y cero para los restantes indices on; =nj =1
para dos indices distintos i, € N y cero para los indices restantes. Entonces
consequimos las funciones

\2 (I(ex)* —1),k € N; I(e;)I(ej),i# j,i,j € N.

Los cuales pertenecen al espacio Ko de caos homogéneo de orden 2.

[ee]
Lema 3.4.3. La coleccion de funciones {Hn, ny,..; >, ni = n} es un subconjunto
i=1
de K,,, para cada n € N. Ademds, el espacio lineal generado por esta coleccion de
funciones es denso en K.

Demostracion. La primera afirmacién, se sigue de Teorema 3.3.2. Para la segunda,
argumentos similares a los utilizados en la demostracién de Teorema 3.3.2 muestran
que

E [¢Hn, no,-] =0, Vni,ng,--- >0, implica que ¢ = 0. (3.51)

Supongamos que ¢ € K,, es ortonormal a Hy, ... para todo ni,na,--- tales que
oo

> n; =n. Entonces P,¢p = ¢ y E [¢pHn, pn,,..] = 0 para todos los ny’s, donde P, es
i=1
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la proyeccién ortogonal de L2B(Q) sobre K. Ademads, para cualesquiera ni,ng, - -

se observa que
o0

Hning,s Sl Z n; =n;
P, = =1 (3.52)
0, otro caso.
Entonces, para cualesquiera ni,ng, -+ >0
E [(ﬁHm,nz-“'] = < 7’Hn1,n27“'>
= <an5, %nhmw')
= <¢7 Pn%nlﬂ%'")
=E [(25 (PnHmm2,~')]
donde (-,) es el producto interior en el espacio de Hilbert L%(). Por la impli-
cacién (3.51), concluimos que ¢ = 0. Por lo tanto, el espacio lineal generado por
o
{Hnins,; 2, ni =n} es denso en K. O
i=1

Teorema 3.4.4. La coleccion de funciones
o

{thnQ,---; an = n}7 (3.53)
i=1

es una base ortonormal para el espacio K,, de caos homogéneo de orden n, ¥Yn € N.

Demostracion. Por el Lema 3.4.3, solo se necesita probar que la coleccién (3.53)
es un sistema ortonormal.
Para cada k, usamos (3.32) para demostrar que

| Ho (8131 |12 = / Hy (7 1)% dv
Q

22

o 1 :

=nl.

Note que las variables aleatorias €1, €s,- -+, son independientes, de modo que de

(3.50) se tiene que || Hn, my.||?> = 1, entonces todas las funciones en (3.53) tienen
norma 1.

Veamos que las funciones en (3.53) son ortogonales, para ello, sea {ng}ren y
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{jr }ren dos sucesiones distintas de enteros no negativos, sin importar si sus ele-
mentos tienen la misma suma. Entonces existe algin kg € N tal que ny, # ji,. Por
simplicidad, sea

1 _ 1 _
¢k¢ = \/Tk'an (6k7 1) ) ek - ﬁH]k (€k7 1) .
De la independencias de €1, €2, -+ y (3.35) se verifica que
E [Hnyng,Hirgo,] = E | @ro kg H OkOk | = E [,k E H POk | = 0.
k#Ko k#Ko
Por lo tanto, Hp, ny,... ¥ Hj;,js,. sOn ortogonales. O

[o.¢]
Ejemplo 3.4.5. Suponga que f € L?[a,b] tiene expansion f = Y. anen, donde
n=1

an = (f,en). Entonces la expansion de I(f) € K1 en L%(RY) estd dada por

= Z anl(en).
n=1

La expansién anterior, es un caso especial del Teorema 3.4.4 cuando n = 1, pero
también se sigue del hecho de que el mapeo I : L?[a,b] — L%(f2) es una isometria.

Ejemplo 3.4.6. Sea [ = Z anen € L%[a,b] como en el Ejemplo 8.4.5. La base

ortonormal en el Teorema 5’4 4 para el caso n =2 estd dado por

&=z —1), keN; gy =g, i #j,4,j5 €N

2
Por Teorema 3.3.6, Po(I(f)?) = I(f)? — || f||? pertenece al espacio K. Nétese que

De manera que para cada k > 1,

(P, &) =E[100%6] =B | 3 awngiesy (@~ 1)

ij=1
Observe que la esperanza es cero, excepto posiblemente cuando i = j = k. Ast,

1

ﬁaiE [Ez (Ei -1)] = V2a3.

(P(I(f)%), &) =

91



CAPITULO 3. INTEGRALES MULTIPLES WIENER-ITO

Similarmente, es posible verificar que para cualesquiera i # j, i,j € N
(Py(I(f)?),mij) = 2asa;.

Por lo tanto, la expansion de Py(I(f)?) estd dada por

PAL) = Y- V3= (16 = 1) + 3 2aay (e (e
k=1

1<j

Posteriormente se da un ejemplo concreto de la expansién de funciones f y
Py(I(f)?) en los espacios L?[a,b] y Ko, respectivamente.
Una base ortonormal para L?[0,1] estd dada por

1
en(t) = V2sin ((n - 2)7rt> ,m=1,23---.
Considere f(t) = t, usando integracién por partes se consigue
! 1 1.\ 72
an = / tV/2sin ((n — 2)7rt> dt = (—-1)2V2 ((n — 2)7r> :
0

De esta manera, f(t) tiene expansién

> 1. \7? 1
ft) = ~1)"V2( (n— 2)mt V2sin ( (n— )7t ) .
N e
Ademss, la expansion de la proyeccién estd dada por
INGIEES ((k_%)ﬂ)*‘*(ak_u +4 Z(_niﬂ((i_%)ﬂ)”((j_%)ﬂ)”@aj.

k=1 i<j
Finalmente, por el Teorema 3.4.4 podemos responder a la pregunta planteada en

el inicio de la Seccién 3.3 con el siguiente teorema.

[ee]
Teorema 3.4.7. La coleccion de funciones {Hn, ny; Y ni=n, n=0,1,2,---}
i=1
es una base ortonormal para el espacio de Hilbert L%(2). Cada ¢ € L%(Q) tiene
una unica expansion en serie dada por

o0
¢ = E : E : Ay ng,yHng ng,s

donde an, ny.... = Ey [0Hny po,-] = f(b’Hm’nQ’...dl/.
Q
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3.5. Integrales multiples Wiener-1t6

Recordando que B(t) es un movimiento browniano fijo y L%() es el espacio
de Hilbert de variables aleatorias cuadrado integrables en el espacio de probabi-
lidad (Q,FZ,P). Por el Teorema 3.3.4, el espacio L%(f) es la suma directa de
espacios ortogonales K, n € N. En el Ejemplo 3.3.5 se muestra que I(f)% — || f|?
para f € L?[a,b], es la integral doble Wiener-1t6. Es razonable esperar que exista
una correspondencia uno a uno entre el caos homogéneo de orden 2 y la integral
doble Wiener-Ito, lo que nos induce a preguntar: ;Todos los caos homogéneos de
orden n > 2 estan dados por algin tipo de integral?. En la siguiente seccién se
demostrara que existe una correspondencia uno a uno entre el caos homogéneo y
las integrales multiples Wiener-1to.

Como primer objetivo en esta seccion, deseamos definir la integral multiple
Wiener-It6. Denotemos por [a, b]"™, al n-producto cartesiano [a, b] X [a, b] X - - - X [a, b].
Sea f € L?([a,b]"), deseamos definir

/[ (Bt BB () B ().

Sea D = {(t1,t2, -+ ,tn) € [a,b]™; 3 # j tal que t; = t;} el conjunto diagonal de
[a, b]". Un subconjunto de [a, b]" de la forma [tV %) x [tV £2)) x -+ x [V, )
es llamado rectangulo.

Primero se abordaré el caso para funciones escalonadas off-diagonal.

Una funcién escalonada en [a, b]™ es una funcién de la forma

f= E : ai17i27"‘7in]'[7'i171,7'i1)><[Tig—lyTiQ)X'”X[Tin—l,Tin)7
1<iy iz, in<k

donde a =19 <71 < T2 < -+ <7 =b. Una funcién escalonada off-diagonal es
una funcién escalonada con coeficientes que satisfacen la condicién

iy g, in = 0, sl iy = 14 para algin p # q. (3.54)

La condicién en (3.54) significa que la funcién f desaparece sobre el conjunto D.
La coleccién de funciones escalonadas off-diagonal es un espacio vectorial.

Para una funcién escalonada off-diagonal, la integral multiple Wiener-1to, de-
notada por I,,(f) se define como

In(f) = Z Qiy i, ,in€i1§i2 T E’inv (355)

1<in g, in<k
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donde &, = B(7,) — B(7i,~1), 1 <p<n.

I,,(f) esté bien definida, es decir, no depende de la representacién de f. Ademsds,
I,,(f) es lineal sobre el espacio vectorial de funciones escalonadas off-diagonal.
Recordando la Definicién 3.1.2 y dado que la medida de Lebesgue es simétrica se
tiene que

/[b] \f(tg(l)w-,tg(n))\thl'--dtnz/[b] [f(tr, - ta) [Pty - - dty,

para cualquier permutacion o. Por la desigualdad del tridngulo
. 1 1
1Al < HZ £l = —nlll £l = £l
g

Entonces || f|| < ||f]-
Lema 3.5.1. Si f es una funcion escalonada off-diagonal, entonces I,(f) = In(f)

Demostracion. Como I, y el operador simetrizacién son operadores lineales, es
suficiente demostrar el lema para el caso

f= l[t‘f’,t?))x[t§>,t§2’>x~~x[t;”,tf))’

donde los intervalos [tgl),tz@)), i€{1,2,---,n} son disjuntos. Entonces
n
=TI ( (t2) tEl))> : (3.56)
=1

Por otro lado, la simetrizacién f de f estd dada por

(1) o o(n)

A 1
] EU )2 ) - X[tgwm )’

De manera que

== ;ZHl < t(?) (t(l())))

n

Observe que H ( (t 2()2)) - B(t((,l()i))) =11

(B(tz(?)) - B(tl(-l))) para cualquier per-
i=1

mutacion o.
Ademas, se tienen n! permutaciones para el conjunto {1,2,--- ,n}, entonces

n,ZH( B0, - 5e)) =TT (862) - B6M). @)

o 1=1 1=

En consecuencia, de (3.56) y (3.57) concluimos que I,(f) = L,(f). O
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Lema 3.5.2. Sea f una funcion escalonada off-diagonal, entonces E[I,(f)] =0y

E [1,,(f)?] :n!/ |f(tr,ta, - ,tn)\ZdtldtQ---dtn. (3.58)
[a,b]™

Demostracion. Sea f una funcién escalonada off-diagonal, entonces I,,(f) estd da-
da por (3.55). Dado que la funcién f satisface la condicién (3.54), los coeficientes
@iy iy in deben ser cero cuando los intervalos [T, —1, T, ), [Tis—1, Tia)s - » [Tin—1, Tin)
no son disjuntos. Cuando los intervalos son disjuntos, el correspondiente producto
&i, &y - -+ &, tiene esperanza cero. Por lo tanto, E [I,(f)] .

Por Lema 3.5.1, I,(f) = In(f), de modo que es posible asumir que f es simetriza-
ble. En este caso

aid(l)via(Q)z"' 7ia(n) = a’il)i27"‘ )

para cualquier permutacién o. Entonces I,,(f) en (3.55) puede se escrita como

In(f) = n! > @iy i i Sir G+ G-

1<i1 <@g < <in<k

Por lo que

E[L(HT =0 D D i ini B G &G &l

11<-<lp jl<"'<jn

Observe que para un conjunto fijo de indices i1 < @9, -+ < in, Se tiene que
n . . . ‘
H (Tz’p - Tz‘p—1) , SlJ1 =11, yJn = in;
=1
El&; &6l =19 7
0, otro caso.

En consecuencia

n
E[L(f)Y =m0 > a0 1] (7 —7i1)
11 < <ip p=1
n
= nl Z 7«177«27 7ZHH TZ?’ sz 1
11, ,in p=1

:n!/ f(ti,ta, - t,)2dtydty - - - dty,
[a,b]™
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A continuacién, aproximaremos cualquier funcién en L?[a,b] por funciones es-
calonadas off-diagonal para definir la integral multiple Wiener-Ito.
El conjunto D se puede reescribir como D = Uiz [{ti =t} N D], lo que signi-
fica que D = D es una unién finita de intersecciones de hiperplanos (n — 1)-
dimensionales con D. Por lo tanto, la medida de Lebesgue es cero para D.

Usando el hecho anterior y adoptando argumentos similares a los realizados
en la derivacién de (3.14) y complementando con (3.15) y (3.16) se obtiene la
demostracién del siguiente lema.

Lema 3.5.3. Sea f € L*([a,b]"), entonces eziste una sucesion { fx}ren de funcio-
nes escalonadas off-diagonal tal que

lim |f(tlat2) o 7tn) - fk(t17t27 e )tn)’2dt1dt2 e dtn =0. (359)

k—o00 [a,b]"

Ahora, suponga que f € L?([a, b]™). Seleccione una sucesién { fx }ren de funcio-
nes escalonadas off-diagonal que convergen a f en L?([a,b]"), cuya existencia est4
garantizada por el Lema 3.5.3. Entonces por la linealidad de I,, y del Lema 3.5.2
se sigue que

E |(In(fx) — In(f1))?| = 2l fi = full* < nlll fr — fill*- (3.60)

Cuando k,I — oo, el lado derecho de (3.60) converge a cero. Por lo tanto, la
sucesién {I,(fr)}xen es de Cauchy en L%(Q). Sea

In(f) = Mim In(fi), en L*(Q), (3.61)

el cual estda bien definido, es decir, no depende de la seleccién de la sucesién
{fi}ren.
Definicién 3.5.4. Sea f € L?[a,b]", el limite I,(f) en (3.61) es llamado la integral
maultiple Wiener-1to de f, denotada por
/[ ] fti,ta, -+ ,tn)dB(t1)dB(t2) - - - dB(ty,).
a,b]™

Los Lemas 3.5.1 y 3.5.2 pueden ser extendidos a funciones en L?([a, b]") usando
el Lema 3.5.3 y la definicién de la integral multiple Wiener-1td. Se establece este
hecho en el siguiente teorema.

Teorema 3.5.5. Sean f € L%([a,b]"), n > 1, se verifican

1. I,(f) = I,(f), donde f es la simetrizacién de f.
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2 E[L,(f)] = 0.
3. E[I.(f)?] = n!||f]12, donde || - || es la norma en L*(Q).

El siguiente teorema nos proporciona una expresién para escribir una integral
multiple Wiener-It6 como una integral iterada, lo cual facilita su calculo.

Teorema 3.5.6. Sea f € L?([a,b]"), n > 2. Entonces

/[b f(t1,ta, -+ ,tn)dB(t1)dB(t2) - - - dB(ty)

_m/ l/"ﬂ/"lwhm )dB(ta) | dB(t, 1) dB(t),

donde f es la simetrizacion de f.

Demostracion. Es suficiente demostrar el teorema para el caso en que f es la
funcién caracteristica de un rectdngulo que es disjunto del conjunto D. Por el
Lema 3.5.1, asumimos que f es de la forma

F =14 )y @y @)

donde tg) < tg) < tg_)l < tq(l_)l < e < tg) < tgz) < tgl) < tg2). Entonces la
integral multiple Wiener-It6 de f estd dada por

/[b]n F(tista, -+ t)dB(t1)dB(ts) H( (tg”)). (3.62)

=1

P |
Por otra parte, note que f = —'f sobre la region t, < t,—1 < --- < t1, de modo
n!
que

tn—1
nTh 1
e S (2)y _ 1)
L e B = 1 000 0,y (B - B
el cual es .7: ) -medible y puede ser considerado como un proceso estocastico
n 1

constante para la integracion sobre el intervalo [¢ ;1_)1, t;z_)l
Repitiendo los argumentos anteriores se obtiene que

/:_,,/:"2 Uatnl flt1,ta,--- ,tn)dB(tn)} dB(ty_1) - - dB(t)

| con respecto a dB(t,—1).

- (3.63)
_ (2) (1)
= ST (B - BeM)) .
i=1
e (3.62) y (3.63) se obtiene la conclusién del teorema. O
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Definicién 3.5.7. Sean g1,g2, - ,gn € L*[a,b]. El producto tensor g1 ® --- ® gn,
estd definido como la funcion

g1 @@ gn(t,ta, - tn) = g1(t1) -~ gn(tn)-
El producto tensor ™ & - ®f®"’c significa que f; se repite nj veces, 1 < j < k.

Teorema 3.5.8. Sean f1, fo, -, fr funciones ortogonales distintas de cero en
L2[a, b] y sean ny,--- ,ny enteros positivos. Entonces

k
L(ff" @@ f7) H )i I145117) (3.64)

k

donde Y n; = n. En particular, para cualquier f € L*[a,b] distinta de cero,
i=1

Ln(f®") = Ho (I(F): I£11%) - (3.65)

Demostracion. Primero se demostrard (3.65). El caso n = 1 se sigue de manera
inmediata. Cuando n = 2, se ha verificado por (3.44). En general para n € N, se
usara induccién matematica. Suponga que (3.65) es vélida para n. Por el Teorema
3.5.5 se tiene que

b
/[ s f(t1) - f(tns1)dB(t1) - - dB(tp+1) = (n+ 1)!/ f(t1) Xy, dB(t1),

donde
X, = / { "f<t2>---f<tn+1>dB<tn+1>]-~dB<t2>.

Por el Teorema 3.5.5 y la induccién sobre n se llega a

Xi= / F(t2) -+ Fltns1)dB(ts) - dB(ty41)
[a,b]™

b ([ o 7).

Por lo tanto, se tiene la igualdad

/[ pjnt1 ftr) -+ f(tag1)dB(tr) - - dB(tn41)

=0 [ e ([ s0aney [ s60as) s

(3.66)
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Aplicando la férmula de It6 dada en el Teorema 2.1.2 a Hy 41 (z; p) se consigue

dHn+1</f )dB(s /f ds>

= <amHn+1> f(t)dB(t) +% (;2) F(6)2dt + (;pHnH) feran (3.67)

Recordando las identidades:

0
5y Hn+1(@50) = (n+ 1) Hn(z : p),

10
2 Ox?

(3.68)

0
5 Hni(2;0) = —5 55 Hopa (22 p).

dp

De (3.67) y (3.68) se obtiene que

ity ( / sy [ o)
— (n+1)f </f )dB(s /f ds>dB)

Integrando sobre [a, b] en (3.69), se consigue la igualdad

ot ( / ' F(s)AB(s): / t f(8)2d3>
n+1/f </f )dB(s /f ds>dB)

Por (3.66) y (3.70) se ha demostrado que (3.65) es véalida para n+ 1. Por lo tanto,
(3.65) es valida para cada n € NU {0}.

(3.69)

(3.70)

Para demostrar (3.64), sea f = I(f), para cualesquiera r1,79,--- ,7; € R, por
(3.49) se consigue

k k

exp |SriF— 5 SR

=1 =1 Q

ey

I
E??‘

1

(3.71)

ni

S0 S, (P I52)

1n;=0

ﬁ

I
E??‘

.
Il
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k- _
Ademds, por (3.49) tomandot =1y f= > rif;,
i=1

k k k
1 I ,
Wﬁﬁﬁm—2§:%m1—[pﬁzﬂmn
1 k 1 k
) i=1 i=1

Aplicando la ecuacién (3.65) a H,, en la tltima igualdad del lado derecho de (3.72)
se obtiene

exp [zkjf— Z?W] >l HL rifity)

(3.72)

3

m=0

dB(t1) - dB(tm).

i=1
(3.73)
Finalmente, comparando los coeficientes de ", 75 - - - ,7"2”“ en las partes derechas
de (3.71) y (3.73), se sigue (3.64). O

Para finalizar esta seccion se demostrara un teorema sobre la ortogonalidad de
I.,(f) e Iu(g) en el espacio de Hilbert L%(£2) cuando n # m.

Teorema 3.5.9. Sean f € L*([a,b]") y g € L?([a,b]™) con n # m. Entonces
E [1,(f)Im(g)] = 0.

Demostracion. Es suficiente demostrar el teorema para f y g de la siguiente forma

f [t(1> 2)) x[t$ (1) t<2)) . [t%l),tg))’ g = 1[S§1),852>)X[sgl),s;2>) (1) (2)y»

XX [Smn” 38 )]

donde los intervalos satisfacen la condicién

<sa) < < <o,

s < <)y <l <o <) < < <

Entonces I,,(f)I(g) estd dada por

ﬁ(B(t,@)) B(t") )] ﬁ( sy — s§”)) . (3.74)

=1 7j=1

In(f)Im(g) =

Ordenando los puntos t( ), t§ ), i=1,---,n,j=1,--- ,myk,l €{1,2}, formamos
un conjunto de puntos creciente 71 < T < --- < 7 con r < n + m. Entonces

cada factor del primer producto en (3.74) se puede escribir como una suma de
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incrementos de B(t) en los 7—intervalos. Por lo tanto, al multiplicar los n factores,
cada término en el primer producto del lado derecho de (3.74) debe ser de la forma

(B(7iy) — B(1i,-1)) - -+ (B(7,,) — B(7i,—1)) s (3.75)

donde 7;; < --- < 7;,. Similarmente, cada término en el segundo producto del lado
derecho de (3.74) debe ser de la forma

(B(7,) — B(7j,-1)) - -+ (B(7),,) — B(75,,-1)) , (3.76)
donde 75, < --- < 7j,.. Es facil ver que el producto de ecuaciones (3.75) y (3.76)
tienen esperanza cero, ya que n # m. Entonces por (3.73), E [I,(f)In(g)] =0. O

3.6. Teorema de Wiener-Ito

Sea L%, ([a,b]™) el espacio real de Hilbert de funciones simetrizables cuadrado

integrables sobre [a, b]". Recuerde los siguientes hechos:

1. Por el Teorema 3.3.4, se tiene una descomposicién de L%(£2) como una suma
directa ortogonal L%(Q) = @i2, Ki.

oo
2. La coleccion {Hn, n,...; >, ni = n} es una base ortonormal para K, por el

=1
Teorema 3.4.4.

3. Por el Teorema 3.5.5, E [I,(f)?] = n!| f||* para cualquier f € L% ([a,b]").

sim
2

1
Por lo tanto, el mapeo —=1I,, : L%, ([a,b]") — L%(£2) es una isometrfa.

Vn!

4. Las integrales multiples Wiener-It6 estdn relacionadas con polinomios de
Hermite de integrales Wiener, por el Teorema 3.5.8.

De los hechos (2) y (4) el caos homogéneo debe estar relacionado a las integrales
multiples Wiener-It6. En efecto, el caos homogéneo de orden n son exactamente
las integrales multiples Wiener-It6 de orden n.

Teorema 3.6.1. Sean > 1, si f € L*([a,b]"), entonces I,(f) € K,. Inversa-
mente, si ¢ € K,, entonces existe una tnica funcion f € L2 ([a,b]") tal que

6 = L(f). o

Demostracion. Sean fi™ & f5"@ - - ®f,;®"’“ la simetrizacién de la funcién f©™ ®
e f,;@"’“ y {ex}?2, una base ortonormal para L*[a, b).
Sabemos que la coleccién de funciones

Vvn!

00
e?n1®eé®n2® - ;Zni = n}7
=1
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forma una base ortonormal para L%, ([a,b]).
Supongamos que f € L%([a,b]") es una funcién simetrizable, ya que I,,(f) = I(
por el Teorema 3.5.5. Entonces f puede ser escrito como

Vn!

f= Z Y T B
>y ni=n re

s
~—

®n1 ®6®”2® .
)

donde los coeficientes satisfacen la condicién
||f”2 = Z a'gll,ng,m < 0.
>ty ni=n
Usando (3.50) y (3.64) se consigue
i
In(f) = Z an17n2,' WHHn] 6],

S ni=n jeN
=Vn! Z Ay ngyHong ng e
22y ni=n
Por Teorema 3.4.4, se tiene que
AP =nt Y @y g = I < 0.
222y ni=n
De manera que I,(f) € K.

Inversamente, suponga que ¢ € K,,. Por el Teorema 3.4.4, ¢ puede ser expresado
como

6= > buyngHus g
221 ni=n

Defina f en [a, b]"™ por

f= "1®e®”2®...

1
E bnl,nz,-~~7\/ﬁ
s nylng!-
i=1 =

Entonces, por argumentos anteriores, se tiene que

1 1
17P=2 Y bum = 0l <o
' ity ni=n '

Esto muestra que f € L2, ([a,b]). Ademds, de forma andloga se demuestra que
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Para demostrar la unicidad, suponga que existe g € L2, ([a,b]") tal que I,,(g) = ¢,

sim
entonces
1 1

e Vn!

lo cual implica que f = g. O

If =9l = = Mn(f = 9l = = [1.(f) = In(g)[| = O,

Observacién 3.6.2. Del Teorema 3.6.1 se sigue que K,, = {L,(f); f € L2, ([a,b]")}.

stm
Ademds, por el Teorema 3.5.5 se tiene que |I,(f)|| = V/n!||f|| para toda f €

El siguiente teorema se sigue del Teorema 3.3.4 y del Teorema 3.6.1.

Teorema 3.6.3. Teorema de Wiener-Ito.
El espacio LQB(Q) puede ser descompuesto en suma directa ortogonal

30 - D,
=0

donde K; consiste de integrales multiples Wiener-Ité de orden i. Cada funcion
¢ € L%(2) puede ser representado tinicamente por

6= In(fn), fn € Liin(a,b]"), (3.77)

n=0
ademds, se tiene la siguiente identidad

[e.o]

9117 =D nlll full*.

n=0

Dada una funciéon ¢ € LQB(Q), ., Como podemos obtener las funciones f,, n €
N U {0}, en (3.77)7. Se dard respuesta a la pregunta anterior usando el concepto
de derivada de la teoria de ruido blanco.

Definicién 3.6.4. Sea ¢ = I,(f), f € L?,,([a,b]). La derivada variacional de ¢
estd definida por

0 = nIus (fult. ). (3.78)

donde el lado derecho de (3.78) es 0 cuando n = 0. En particular, se verifica que

0

SI(f) = 1(t).
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Teorema 3.6.5. Suponga ¢ € LQB(Q) y que todas las derivadas variacionales
existen y tienen esperanza dada por

fn(t17t2>"' 7tn> - ﬁ

1 on
[8t18t2 TS 4 '

Entonces, la expansion Wiener-1to de ¢ estd dada por
oo
¢ = Z In(fn)
n=0

Demostracion. Supongamos que ¢ € L%(Q) estd representado por (3.77). Apli-

0 .
cando el operador — n veces, se consigue

ot
bty ot )+§:[(n+z‘)!1-(f +iltista, ot )]
8t18t2-~8tn " Ve o — \Jn+ s V2 s bns

(3.79)
Como E[I,,(f)] = 0 para todo n > 1, tomando esperanza en ambos lados de (3.79)
se consigue

E [matngb] =nlE [f(tr, o, 5 tn)]

Ot 10ty - -
oo (3.80)
+) (D) E [Li(fagiltita, - o ta, )]
i=1
De lo que se obtiene
E qu) = nlE [fp(t1,to, - ,tn)]
atlatzatn =n: n\tl, (2, »“n .
Por lo tanto,
1 o
Tn(tita, - ty) = EE [375151526%4 .
O

Sea ¢ = e*B(l)z, note que ¢ € LQB(Q). En base en el Teorema 3.6.5 encontrare-
mos los tres primeros términos distintos de cero en la expansiéon Wiener-1to de ¢.

Se verifica que
1 o0 2 w2 1
E [G_B(I)Q} = / e e tdr = —.
V2T J oo \/g
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" 2
Reescribiendo ¢ como ¢ = exp [— < [dB (5)> ] y usando (3.78) se obtiene que
0

8 o 1 o _ ()2
871¢_ ¢{—2/0 1dB(s)1} = —2B(1)e " BW",

De modo que

0
fi(t)) =E [4 =0,V0<¢t <1.
oty
Derivando una vez mas, se consigue

82

_ _ . 2\ —B(1)2
8t18t2¢ 2(1-2B(1)%) e :

tomando esperanza se llega a

82}_2

fa(t1,t2) = E [8t18t2¢ =375

Las siguientes dos derivadas variacionales de ¢ estan dadas por

83 = 3 _3(1)2
oo = 4381 —2B1)7) e 70,
ik 2 4\ —B(1)2
m¢:4(3—123<1) +4B(1)%) e ,

Aplicando esperanza en las expresiones anteriores, se obtiene que

f(t1,t2,t3) = E [834 =0,

0t10t90t3
ot 4
t1,to,t3,t4) =E | —————— | = ——.
f( 1,082,103, 4) [6t18t28t30t4¢] 3\/§

Finalmente, se escriben los primeros tres términos distintos de cero en la expansién

Wiener-Ito
2 4

o _ L2 oy 4
¢ NN Ve

Ii(1) +---
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3.7. Representacion de martingalas brownia-
nas

Sea f(t) un proceso estocdstico en L2, ([a,b] x 1), entonces por el Teorema
1.3.1 y el Teorema 1.3.2, el proceso estocastico {X; = jf(s)dB(s); a <t <b},
es una martingala continua con respecto a la ﬁltracié(rll {FP}. Ademss, por el
Teorema 1.2.6 se tiene que E [X?] = ftIE [f(s)?] dt < oo para todo t € [a,b]. En

a

esta seccién, mostraremos que cada {FF}-martingala cuadrado integrable tiene la
propiedad anterior, tal hecho es una simple aplicacién del Teorema 3.6.3.

Teorema 3.7.1. Sea X € L%() tal que E[X] = 0. Entonces eziste un proceso
estocdstico 0 € L2 ,([a,b] x Q) tal que

X = / " o(t)dB().

Demostracion. Sea n > 1y considere una integral multiple Wiener-1to.

X = f(ti,ta, -+  tn)dB(t1)dB(t2) - - - dB(ty),
[a,b]"

donde f € L2, ([a,b]"). Por el Teorema 3.5.6, X se reescribe como

X =n! /b/t [/t o ,tn)dB(tn)] o dB(2)dB (1),

Defina el proceso estocastico 6(t) por

o(t) = n! /t [/t Pt b, ,tn)dB(tn)] e dB(ls), a <t <b

Entonces, escribimos X como la integral estocéstica

X = / be(t)dB(t). (3.81)

Observe que el proceso estocastico 6(t) es adaptado con respecto a la filtracién
{FP}. Usando nuevamente el Teorema 3.5.6 para reescribir §(¢) como una integral
multiple Wiener-1t6, como sigue

o6ty =ntn -1 [ [ [ Ftrta e t)ABE)| - dB(t)
e
:n/ Ftioto, o 4)dB(ts) - dB(by).
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Aplicando el Teorema 3.5.5 encontramos que

E[0(t)2] = n¥(n — 1)! / Pt b ta)2dty -ty

[a’b]n—l

< n-n!/ f(t ta, - t,)2dty - - - dty,.
[a,b]"—1
Lo cual implica que
b
/ E [0(t)?] dt < n'n!/ flt o, ty)?dts - - dt, = nE [X?] < cc.
a [a,b]™
Entonces 6 € L2 ,([a,b]x ) y la integral estocéstica en (3.81) es una integral de Ito.

0
Para finalizar la prueba, suponga que X tiene derivada variacional g entonces

se demostrara que

6(t) =E [;X\}'ﬂ .

o0
Por el Teorema 3.6.3, X tiene la expansién X = > I,(f,) con f, € L%, ([a,b]").

sim

n=0
Ademés, E[X] =0y fo = E[X] de modo que
X =3 Infa) IXI2 =3 nllfal® (3.83)
n=1 n=1

Para cada n € N, defina el proceso estocastico

0u(1) = n! /Ot Ut Folty b, ,tn)dB(tn)] e dB(ts).

Entonces, por (3.81) conseguimos la igualdad

0 b
X=) / 0, (t)dB(t). (3.84)
n=1"v%
Por (3.82) podemos escribir 6, (t) como una integral multiple Wiener-It6
) =n [ haltita, e t)dB(t) - dB(t).
[a,t]n—l

Por lo tanto, del Teorema 3.5.9 los 6,,’s son ortogonales. Defina

Su(t) =D Ok(t), a <t <b.
k=1
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Note que I,(fn) = f On(t)dB(t), de modo que E [I,(f)?] = f;E [6,(8)?] dt
Entonces para cualquier n > m,

/abIE []Sn(t)

Observe que la tltima igualdad de (3.85) converge a cero cuando n, m — oo. Esto
muestra que lim S, existe y es igual a 6 en el espacio LZ,([a,b] x ). Entonces
oo

n

Z / [0c(®)?]dt = > E[L(fx)?]. (3.85)

k=m+1 k=m+1

n—
por (3.84) se tiene que
—35202_31 s =t [ suwaso = [owas
Lo cual completa la prueba del teorema. ]

Definicion 3.7.2. Un proceso estocdstico Xt es llamado una version de X; si
P [{Xt = Xt}} =1, para cada t € [a,b].

Teorema 3.7.3. Teorema de representacion martingala.
Sea {My; a <t < b}, una martingala cuadrado integrable con respecto a {F{f;a <
t <b} y M, =0. Entonces M, tiene una version continua M; dada por

t
M, = / 0(s)dB(s), a <t <b,

donde 0 € L? ([a,b] x ).

Demostracion. Por suposicién, M, € L%(Q) y E[M,] = E[M,] = 0, por lo que
es posible aplicar el Teorema 3.7.1 a la variable aleatoria M; para conseguir un
proceso estocéstico 6(t) en L2,([a,b] x ) tal que

b
M, = / 0(s)dB(S)

Defina un proceso estocastico M, por
t
I, :/ 0(s)dB(s), a <t <b.
a

Por los Teoremas 1.3.1 y 1.3.2, M; es una martingala continua con respecto a la
filtracién {FF}. Ademds, para cada t € [a, b],

M, =E [M,|FP] =E [Mb\ftB] — M, P—c.s.

Por lo tanto, Mt es una version de M;. ]
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Capitulo 4

Aplicaciones

En el presente capitulo se consideran modelos deterministas de ecuaciones di-
ferenciales en los que se tomaran los parametros como variables aleatorias, convir-
tiendo la solucién en un proceso estocastico X (t,&(w)). Ademads, utilizaremos la
expansion del caos polinomial truncada para describir la solucién X (¢, &(w)) grafi-
camente. Para realizar esto dltimo, haremos uso del llamado método de proyeccién
espectral no intrusivo. Los llamados métodos no intrusivos se basan en un conjun-
to de resoluciones de modelos deterministas, que corresponden a algunos valores
especificos o realizaciones de £, con la finalidad de construir aproximacion para
X (t,&(w)). Los métodos intrusivos por su parte requieren de un reformulacién del
sistema original en un sistema de ecuaciones diferenciales que es mucho mas largo
y complejo que el original. Como los métodos no intrusivos no requieren de una
reformulacién del problema original son muy atractivos para la propagacién de la
incertidumbre paramétrica en modelos complejos. Sin embargo, en los métodos no
intrusivos el niimero de resoluciones del modelo aumenta exponencialmente con el
numero de variables aleatorias independientes en la parametrizacién. Este incon-
veniente hace que los métodos no intrusivos sean computacionalmente costosos si
el modelo determinista subyacente es costoso de resolver.

4.1. Expansion de caos homogéneo truncado

Por el Teorema 3.4.7, cada ¢ € L% () tiene una tnica expansién en serie dada
por

o0
¢ = E E an1,n27“'Hn1,n27“'7

n=05% ni=n
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donde an, ny.. = By [0Hny no,-] = | &My g, dV.
Q
Para cada p € NU {0}, sea

o= D nynyHny s (4.1)

Observe que

En la practica p no va a infinito, por lo que trabajaremos con la expansién truncada
de caos dada en (4.1). Llamaremos a ¢, una expansién de orden p. El nimero de
términos en la expansion truncada (4.1) esta dada por

p m
anrd{(zl,ZQ, Ce L Zm) € Zg‘o;z,zj =i}
=0

Jj=1
El siguiente lema nos da el nimero de elementos en la expresién anterior.

Lema 4.1.1. Sea p un entero positivo, entonces

m

P
ZCGTd{(Zl,ZQ, ey zm) € Z20; ZZj =i} =
=0

J=1

(m + p)!
mlp!

La demostracién del Lema 4.1.1 se encuentra en [1].
En el desarrollo posterior con ayuda del Lema 4.1.1, resulta conveniente reescribir
(4.1) como

P
bp = axTr($), (4.2)
k=0
siendo & = (&1,&2,- -+ ,&m), donde & son variables aleatorias normales indepen-
dientes idénticamente distribuidas, parai = 1,2,--- ,m. Ademads, existe un corres-

pondencia uno a uno entre los coeficientes ay y an, pn,,... y P satisface

(m+p)!

P=
mlp!

1.

Es posible hacer el cambio de Hy, p,,... por ¥(§) ya que Hp, n,,... €s un producto
de factores finitos, es decir,

1 1 1
Hnl’n%'” = \/771Hn1 (617 1) \/@HnZ (52’ 1) e \/?Hnm (éma 1)7
m
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1
para ny € N con k = 1,2,--- ,m, basta identificar a 1y, (&) = —nank(ék;l)

y recordar que € es la integral de Ito para e un elemento bésico de L?[a,b] de
modo que € sigue una distribuciéon normal con media cero y varianza 1 de lo que
se obtiene

Ui(€) = [ voni (&)-
k=1

Por ejemplo, para una expansiéon de primer grado, los primeros polinomios de
Hermite estan dados por

Uo(§) = 1o(§) =1,

Uy(§) = 1(§) =&,

Wy(€) = va(f) =& — 1,

U3(8) = v3(8) = & — 3¢,

Wy(&) = a(§) = € — 667 + 3,
U5(8) = s(€) = €° — 1067 + 15¢,

Si se requiere una expansion de segundo grado, los primeros polinomios de Hermite
en dos dimensiones estan dados por

Wo(&) = vo(&1)vo(&2) = 1,

1 (&) = ¥1(§1)vo(&2) = &,

Vs (€) = vo(&1)Y1(82) = &2,

W3 (&) = ha(&)o(&e) = & — 1,
Wy (8) = P1(§)v1(§2) = &g,
W5(£) = Pa(&1)to(&) =& — 1

Més ain, como ¥y = 1 es posible escribir la expansion (4.2) como

P

qbp =ag + Zak\l’k(f)

k=1

Note que la solucién de un sistema dindmico con m pardametros aleatorios es el
proceso estocastico X (¢,&(w)) el cual aproximaremos con su expansién truncada

de caos
P

X(t,€) = ao(t) + Y ar(t)¥x(§).

k=1
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Se verifica que E [X (¢,§)] ~ E [ao(t) + k§:1 ak(t)‘llk(g)] =ap(t) y
P 2 P 2
Var [X(t,€)] ~ E { ao(t) + ) ar(t)T(€) ] —E |ao(t) + > ar(t)T(€)
k=1 k=1
P
= aj(t) + Y af (B [UF(€)] — ap(t)
B k=1
= ai(OE [T(9)] -

Si tenemos las expansiones X (t,&) = xo(t) + 25:1 () UR(€) y Y (L, €) = yo(t) +
ZkP:l Y (t) Uk (€), entonces

Cov(X,Y)(t) =~ E[(X(t,€) —E[X(t, ) (Y(¢,§) —E[Y ()]

o (H)yr(E [W()] -

1
I

4.2. Sistemas dinamicos aleatorios

Considere el sistema de ecuaciones diferenciales

d
{th = FX), (4.3)
X(0) =,

donde F' : R™ — R™. La solucién al sistema (4.3) es una funcién X : I — R", defi-

nida sobre algtin intervalo I C R de la forma X (t) = [X(t), X2(t), - - 7Xn(t)]T,

para cada t € 1.
Ademés, asumiendo F € C! se garantiza la existencia y unicidad de X.

Abordaremos el caso en que tenemos pardametros aleatorios para la funcién F,
esto es, FF = F(X,¢) con & = (&1,82,-++,&y) donde & son variables aleatorias
normales independientes idénticamente distribuidas para i =1,2,---,m, m € N.
Por lo tanto, reescribiendo (4.3) con pardmetros aleatorios tenemos

d
{th(t,ﬁ) = F(X(t,€),9), (4.4)
X(0,8) = m, P-cs.
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De manera que la solucién para (4.4) es el proceso estocéstico:
X:Ix(QF,P)—R"

que tiene la forma X (t,§) = [Xl(t,f),Xg(t,f),~-- ,Xn(t,f)]T. Para encontrar
X;(t,€) dado el tiempo ¢, consideraremos la expansién de caos homogéneo con
1 =1,2,---,n dada por

b
Xi(t,€) =Y aj,(t) Uk (£).

k=0

Para ejemplificar lo anterior, en la siguiente seccion, se discutird la ecuacion logisti-
ca con un parametro aleatorio y un tipo de ecuacién Riccati con un parametro
aleatorio.

4.2.1. Modelo logistico

Tomemos en cuenta el modelo determinista

%X(t) — X)) <1—X]((t)>,

X(0) = o,

(4.5)

conocido como modelo logistico, X (¢) denota la poblacién al tiempo ¢, r la tasa de
crecimiento de la poblacién X y K la capacidad de carga del sistema. Asumimos
que la tasa de crecimiento de la poblaciéon depende tinicamente del tamano de la
poblacion. Tal suposicién parece ser razonable para organismos simples como los
microorganismos pues para organismos complejos intervienen diferentes factores
que la ecuacién logistica no toma en cuenta [5].

Dejamos entrar la aleatoriedad a través del parametro r ya que la tasa de
crecimiento poblacional se podria ver afectada por agentes externos al sistema,
por ejemplo, migraciones, invasién de bacterias o virus. Entonces, sea

r(§) = a+be,

donde £ es una variable aleatoria que sigue una distribuciéon normal estandar, en
este caso se toma como condicién inicial determinista X (0) = z¢. Por lo tanto,
obtenemos el sistema con coeficiente aleatorio

. ) X(t,8)
ZX(1E) = rOX(t8) (1— K > (4.6)
X(0,¢) = To-
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Consideremos la expansién truncada de caos polinomial de X dada por

P

X&)~ Y wp(t)Tr(8),

k=0

donde £ es variable aleatoria normal estandar. Notemos que en este caso ¥V =
ya que solo tenemos un parametro aleatorio, es decir, tenemos la expansion de X
en caos de una dimensién. Tomando el producto interior entre X (¢,£) y (),
ayudandose de la ortogonalidad de ¥, se tiene

P
k=0

= (2 (t)U(€), Tr(£))
= 3,(t) (U4 (E), Up(€)).

Entonces
z ~ <X(t7€)7\1’k(§)> _ EV [X(t7£)\llk(£)]
{0~ e, o) B[] o

paracada k=1,---,P.

En (4.7), el momento E, [U%(£)] es encontrado analiticamente, ya que ¥y, es un
polinomio de Hermite. Mds atin, por el Teorema 3.2.4 tenemos que E, [\Ifz (5)] =
k!. El tinico inconveniente es calcular el numerador, el problema recae en que el
término X (¢,&) es desconocido. Sin embargo, notemos que

B [X(E W] = [ X(1.6) ¥(¢(w)dP()
(4.8)

~ [ X0 v fe(o)is,
R
donde f¢(x) es la funcién de densidad de probabilidad de £&. De modo que podemos
obtener E, [X (t,£)Uk(&)] calculando la tltima integral en (4.8). El valor de tal

integral sera calculada numéricamente usando la cuadratura de Gauss-Hermite, de
lo que obtenemos

N
/RX(t, D)0 (2) felw)da ~ 3wy X (1, 25) g ().
j=1

Bajo el esquema de la cuadratura de Gauss-Hermite, ; son los nodos y w; los
pesos. (Ver Apéndice, Seccién A.3).
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Para finalizar con los célculos es necesario encontrar X (t,z;) lo que se obtiene
resolviendo el sistema (4.6) para £ =z, j =1,2,--- , N, es decir, resolver

d X
%X(t,xj) = (a1 + bla;j)X (1 — K> ,

sujeto a X (0,z;) = zo, para j =1,2,--- , N.
Por (4.7) obtenemos una aproximacién de xy(t) de la siguiente forma

SN wi X (t ) Wi ()

zp(t) ~ o . (4.9)
Por lo tanto, la aproximacion de X (¢, &) estda dada por
P N
> =1 WX (@) V()
X(te~dy == o d LW, (6). (4.10)

k=0

Se sabe que la solucién determinista para (4.5) es

oK
X(t) = .
®) xo + (K — xp) e
De modo que para j =1,2,--- , N encontramos que
K
X(t,x;) = 0

xo + (K — ) elartbiz;)t”

De tal modo que la aproximacién para el modelo logistico con coeficiente aleatorio
estd dado por

N oK
P2 W) ~ Vi(z;)
xo + (K — ) elartbiz;)t
Xt~y 0+ (K — %) V()
k=0 (4.11)
P N
— xOK . 1 s
- kzo k! gz—; w] zo + (K — mg) elartbiz;)t k() | Wi(9)-

La relacién dada por (4.11) nos da la pauta para realizar simulaciones donde se
compara la solucién del sistema deterministico y las realizaciones del proceso es-
tocastico aproximado. Para este propdsito haremos uso del paquete R [22].

Inicialmente, requerimos de una funcién que obtenga los coeficientes de los poli-
nomios de Hermite de grado n para cada n € N, los cuales se obtienen facilmente
de (3.29), los argumentos que requiere esta funcién son el grado del polinomio y
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el pardmetro p que para nuestro estudio toma el valor 1. Tales coeficientes son
guardados en un arreglo de n + 1 entradas. Ademads, es necesario implementar
otra funcién que a partir de los coeficientes, regrese la evaluacién del polinomio de
Hermite normalizado de grado n en un punto. Los argumentos involucrados para
esta funcién son el grado del polinomio y el punto de evaluacién.

Creamos una funcién con argumentos: incremento en el tiempo (At), longitud de
intervalo iniciando en 0 (H), capacidad del sistema (K), tasa de crecimiento po-
blacional (), el nimero de elementos de la expansién truncada de orden p (P) y
condicién inicial (zg). Dentro de esta funcién abrimos un archivo que contiene los
nodos y pesos de la cuadratura de Gauss-Hermite y se guardan en una matriz A.

Luego se define un vector B de tamano — con entradas 0. En este vector B se

guardan los diferentes valores correspondientes al tiempo (0, At,2A¢t,--- , H), las
evaluaciones con nodos de la solucién al sistema determinista y tomar realizacio-
nes de una variable aleatoria normal para obtener el valor de ¥ (). Se tomaran
P iteraciones, en cada una de ellas B debe inicializarse como 0. Posteriormente,

inicializamos un vector C' de tamano g en 0. Al término de cada iteracién, asig-

naremos C < C' + B que tendra como resultado los valores que nos permitiran
graficar la solucién al modelo aleatorio dindmico. Finalmente, para equilibrar la
solucién obtenida en el vector C realizamos este proceso M veces y tomamos la
media de los valores obtenidos. Lo anterior se ha implementado para el sistema
logistico, lo cual se presenta a continuacion.

Asuma r(§) =2.08+0.1¢ y considere los valores de la Tabla 4.1.

At || 0.05
K | 5.0
zo || 1.0
M | 10
N | 10
P | 15

Tabla 4.1: Valores para simulacion.

Donde At es el incremento a través del intervalo [0,7], K la capacidad de
carga del sistema, xy condicién inicial, M es el nimero de simulaciones realizadas
para obtener la solucién en promedio, N el nimero de nodos en la cuadratura de
Gauss-Hermite y P el nimero de elementos de la expansién truncada de orden p.
Utilizando el paquete R y los datos anteriores se obtiene la grafica en Figura 4.1.
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Solucion a ecuacion logistica con caos polinomial

5 —
g 4
c
9
Q
<
Q
o
o
o 3
©
c
9
(&)
>
©
>
L 2 -
= Solucion determinista
—— Aproximacion por caos
1 L+
| | | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7
Tiempo (t)

Figura 4.1: Crecimiento de poblacion M = 10.

Con los mismos datos que en la realizacién anterior excepto que M toma el
valor 20 se obtiene la solucién mostrada en Figura 4.2.
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Solucion a ecuacion logistica con caos polinomial

5 —
g 4
c
o
QO
s
Q
o
o
o 3
©
c
he)
(&)
>
o
>
Ll 2 -
= Solucion determinista
—— Aproximacion por caos
1 L+
| | | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7
Tiempo (1)

Figura 4.2: Crecimiento de poblacion M = 20.

Observemos que por la aleatoriedad del parametro r, se presentan diferencias en
cada realizacién de la solucién al sistema, por ejemplo, las realizaciones en Figura
4.1 y 4.2, resultando asi distintos valores de los puntos de equilibrio del modelo
logistico y para cada uno de estos puntos una conclusién distinta.
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4.2.2. Ecuacion diferencial de Riccati

Una ecuacién diferencial no lineal de primer orden dada por

‘”flt(’f) p(t) + a()X () + r(t) X(2),
X(0) = Zo,

es llamada ecuacién Riccati. La ecuacién diferencial de Riccati es de gran impor-
tancia ya que aparece en aplicaciones de Fisica Matematica, Teoria de Control
y Biologia Matematica (Ver [9], [23]). Ademas, de la ecuacién Riccati se derivan
diferentes ecuaciones que tienen gran relevancia como la ecuacién Bernoulli.

En particular, abordaremos el caso en que p(t) = 1, q(t) = by r(t) = —c,
entonces obtenemos la siguiente ecuacién Riccati

a (4.12)

{dX(t) — 14X () — eX2(1),
X(0) = x.

La solucién al sistema determinista (4.12) estd dada por

1 1 —2xgc+ b
X(t) = % <b + tanh <2t b? 4+ 4c — arctan <m>) \/m> .

Si se considera inicamente el parametro b como aleatorio en (4.12) se consigue

d
{th(t,é) = 14b(&)X(t,€) — cX2(t,€), (4.13)
X0, = Zo-

Entonces la aproximacion truncada de caos homogéneo de primer orden al proceso
estocdstico que es solucién de (4.13) estd dada por

P oSN w; xj xj
X(t.6 ~ Yo LIy ) (410

k=0

donde
X(t, l‘j) =

1 1 —2xpc + b(z;) '
% (b(xj) + tanh <2t\/b2(xj) + 4c¢ — arctan (bz(xj)—i—élc>> b2(z;) + 40) ,

con b(z;) = as + bax;.
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De la misma manera que en el modelo logistico se ha implementado funciones
en el paquete R para obtener simulaciones para la solucion del sistema dindmico.
Ayudédndonos de la expresién obtenida en (4.14), asumiendo b(§) =17.5 +0.1 y
tomando en cuenta los valores de la Tabla 4.2, donde At es el incremento a través
del intervalo [0,5], ¢ condicién inicial, M el nimero de simulaciones realizadas
para obtener la solucién en promedio, N el nimero de nodos en la cuadratura de
Gauss-Hermite y P el numero de elementos de la expansién truncada de orden p.
Utilizando el paquete R y los datos anteriores se obtiene la solucién en Figura 4.3.

At || 0.05
c 1.0
zo || 1.0
M || 10
N || 10
P |15

Tabla 4.2: Valores para simulacién.
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Solucidén a ecuacion Riccati con caos polinomial

2.4 —
2.2 —
< s
E 20 - iy
o
S
9
L 1.8
(%)
o
©
:5 1.6 —
(&)
=]
2 14 -
1.2 —
= Solucién determinista
1.0 — —— Aproximacion por caos
| | | | | |
0 1 2 3 4 5

Tiempo (t)

Figura 4.3: Solucién ecuacion Riccati M = 10.

Otra realizacién al proceso estocéstico se presenta en Figura 4.4 con M = 20.
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Solucidn a ecuacion Riccati con caos polinomial

2.4 —
2.2
E 20 4
o
=
)
L 1.8
[%)]
o)
©
:S 1.6 —
(&)
=
2 144
1.2 —
= Solucién determinista
10 4 - Aproximacion por caos
| | | | | |
0 1 2 3 4 5
Tiempo (1)

Figura 4.4: Solucién ecuacién Riccati M = 20.

Algunas soluciones de la ecuacion diferencial aleatoria de Riccati presentada en
(4.13) se pueden observar en Figuras 4.3 y 4.4. Ademds, en Figura 4.3 se tomo la
media entre 10 simulaciones del sistema mientras que en Figura 4.4 la media se
tomd respecto a 20 simulaciones.

Con la informacién obtenida en cada realizacion del procesos estocdstico que es
solucion al sistema dindmico aleatorio se obtienen diferentes valores para los puntos
de equilibrio resultando asi en diversas conclusiones del modelo. Para equilibrar
los resultados se han promediado los valores obtenidos en diferentes simulaciones.
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Ademas, es posible hacer el anélisis cualitativo de los modelos para obtener las
conclusiones correspondientes a cada modelo.
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Conclusiones y trabajo futuro

En Capitulo 1 se presentd la construcciéon de la integral estocastica asi como
algunas propiedades al considerar tal integral como proceso estocéstico. La revi-
sién de lo anterior fue con el propdsito de presentar la férmula de It6 y resaltar
algunas aplicaciones tedricas importantes como el Teorema de caracterizacion de
Lévy y el Teorema de Girsanov. Posteriormente, se revisé el tema en que nos hemos
centrado: el caos homogéneo. A partir de la base ortonormal de caos homogéneo
obtenida con productos finitos de polinomios normalizados de Hermite, es posible
escribir cualquier funcién en Lp(€) de manera tnica. Ademds, la relacién entre
el caos homogéneo y las integrales multiples Wiener-I1t6 estéd dada por el Teorema
Wiener-1to.

Para la seccion de aplicaciones se consideraron dos ecuaciones diferenciales de-
terministas: la ecuacién logistica y una ecuacién Riccati, las cuales surgen en mu-
chos modelos matematicos. A cada ecuacién se le modificé un parametro que se
asumié como una funcién lineal de una variable normal estandar volviéndolo alea-
torio y en consecuencia, la solucién de la ecuacion diferencial se convierte en un
proceso estocastico. Nuestro propdsito ha sido estudiar los distintos escenarios bajo
tal incertidumbre y en consecuencia obtener diversas conclusiones de cada una de
las soluciones encontradas. Se realizaron simulaciones en el paquete R, que fueron
obtenidas por medio del caos polinomial de orden 1. Para la simulacién en cada
modelo, fue necesario aproximar el proceso estocastico solucién por medio de una
expansion truncada de caos polinomial en la cual los coeficientes son desconoci-
dos. Para hallar tales coeficientes se aplicé el método de proyeccién espectral no
intrusivo. Tal método es de gran ayuda en cuanto al costo computacional.
Finalmente, se obtuvieron las graficas entre las realizaciones del proceso estocésti-
co aproximado y la solucién al sistema determinista. A pesar de tener Unicamente
la expansién truncada con polinomios de Hermite normalizados de orden 1, se tie-
ne una buena aproximacién a la solucién del sistema determinista. Sin embargo,
el modelo aleatorio tiene la ventaja de ser mas adaptado a la naturaleza aleatoria
del mundo real.
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Es importante mencionar que la simulacién para ordenes mas altos de caos
polinomial, presenta algunos inconvenientes. Por ejemplo, el costo computacional
crece exponencialmente y el calculo de integrales que aparecen implicitamente en
el método son dificiles de calcular. Ademds, en las aproximaciones truncadas de
(m+p)!

m!p!
m > 12 y p > 12. Trabajos futuros, involucran aplicar el caos homogéneo a sis-
temas dindmicos méas complejos, para lograrlo serd necesario mitigar los gastos
computacionales consecuencia de la expansiéon truncada de orden p, cuyo gasto
recae en el numero de elementos basicos de los espacios K, asi como la apro-
ximacion de integrales que implicitamente aparecen en el método utilizado. Para
contrarrestar el gasto, serd de utilidad aplicar métodos numéricos mas eficientes
para aproximar integrales multiples sobre R™.

orden p se tiene problemas para calcular el valor de P = para valores
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Apéndice

A.1. Esperanza condicional y propiedades

Definicién A.1.1. Sea X € L'(Q, F). Suponga G es una o-dlgebra y G C F. La
esperanza condicional de X dado G estd definida como la unica variable aleatoria
Y que satisface las siguientes condiciones

1. 'Y es G-medible;
2. [ XdP = [YdP para todo A € G.
A A

Sea (2, F,P) un espacio fijo de probabilidad. Suponga que X € L*(2,F) y G una
o-dlgebra G C F. Entonces las siguientes aseveraciones son vdlidas P-c.s.

1. E[E[X|G]] =E[X].

2. Si X es G-medible, entonces E [X|G] = X.

3. 8i X y G son independientes, entonces E [X|G] = E [X].

4. SiY es G-medible y E[|XY]] < 0o, entonces E [XY|G] = YE [X|G].
5. 8iH C G, entonces E [X|H] =E [E [X|G] |H].

6. i X,Y € L*() y X <Y, entonces E [X|G] <E[Y|G].

7. B [x|6] | < E[1X]]¢].

8. E[aX +bY|G] = aE [X|G] + BE[Y|G], Va,b € R y X,Y € LY(Q).
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Teorema A.1.2. Desigualdad de Doob.
Sea Y (t), a <t < b una submartingala continua por la derecha. Entonces para
cualquier € > 0,

P < %E max{Y (b),0}].

om0 =9)

En particular, st Xy es una martingala continua, entonces para cualquier € > 0,

{ sup {|X¢| > 5}}
a<t<b

A.2. Otros resultados

1
P < E[%).

Teorema A.2.1. Teorema de continuidad de Kolmogorov.
Sea X(t), 0 <t < 1, un proceso estocdstico separable. Supongamos que existen
constantes o, 5, K > 0 que satisfacen la desigualdad

E[|X(t) - X(s)|"] <K' vo<ts<l

Entonces X (t) tiene una realizacion continua, es decir, existe Qg tal que P[Qo] = 1
y para cada w € Qo, X (t,w) es una funcion continua de t.

Teorema A.2.2. Lema de Borel Cantelli.
Sea {Ap}nen una sucesion de eventos tales que Y > | P[A,] < co. Entonces

A0

n=1k=n

=0.

Teorema A.2.3. Sea M(t), a <t < b, una martingala continua derecha, cuadrado
integrable con limite izquierdo. Entonces existe una unica descomposicion

M?(t) = L(t) + A(t), a <t < b, (A1)
donde L(t) es una martingala derecha continua con limite izquierdo y A(t) es un
proceso creciente, previsible, continuo derecho tal que A(a) = 0 y E[A(t)] < o0

para todo t € [a,b].

Por conveniencia, usaremos < M >; para denotar el compensador A(t) de
M?(t) en (A.1).
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Teorema A.2.4. Sean M; una martingala continua, cuadrado integrable y F(t,x)

. , , : OF OF O*F
una funcion con derivadas parciales continuas —, — y — . Entonces
ot’ ox 7 Ox?
¢
F
F(t, M;) =F(a, M,) + %t(s, M;)ds
+/t8F(s Mg)dM, —1—1 t82—F(s M)d < M >
u ax b S S 2 u 8:1:‘2 b S S

Teorema A.2.5. Teorema de convergencia dominada.
Sea { fn}nen una sucesion de funciones medibles sobre E. Suponga que eziste una
funcion g que es integrable sobre E y dominante sobre { fn}nen, en el sentido que
I fnll < g en E para todo n € N. Si { fn}nen — f puntualmente casi en cualquier
parte en E, entonces f es integrable sobre E y lm f, = [ f.

n—oo E

Espacio de Wiener

Sea C el espacio de Banach de funciones continuas w de valores reales sobre [0, 1]
con w(0) = 0. La norma sobre C es ||w|lcc = sup |w(t)|. Un subconjunto cilindrico

)

A de C es un conjunto de la forma
A={weCl;(w(tr),w(tz), - ,w(ty)) € U}, (A.2)

donde 0 < t; <ty <---<t, <1yU € B(R"), la sigma &dlgebra de Borel de R".
Sea R la coleccién de todos los subconjuntos cilindricos de C. Note que R no es
un o-algebra.

Suponga que A € R estd dado por (A.2). Definase p(A) por

wA) = / ﬁ ;QXP (_(ul_uz_l)Q> duy - - - duy, (A.3)
Uizt V2 (ti — ti1) 2(t; —ti—1) ’

donde tg = up = 0. Observe que p(A) definido en (A.3) es independiente de las
diferentes expresiones del lado derecho de (A.2), lo cual significa que u(A) esté bien
definida. Por lo tanto, el mapeo u es un mapeo de R a [0,1]. Podemos verificar
facilmente que p : R — [0,1] es finitamente aditivo, es decir, para cualesquiera
Ay, Ag, -+, Ay € R disjuntos dos a dos, se verifica
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Teorema A.2.6. El mapeo p sobre R es o-aditivo, es decir, para cualesquiera

A1, Ag, -+ Ay € R disjuntos dos a dos tales que |J A, € R, la siguiente igualdad
neN
es vdlida

I (U Ai) = (A
i=1 i—1

Entonces p tiene una unica o-aditiva extensién a o (R), la sigma dlgebra gene-
rada por R. La sigma dlgebra o (R) resulta ser la misma que la sigma algebra de
Borel B(C) de C. Para verificar este hecho es necesario probar que la bola unitaria
cerrada {w € C;||w||s} < 1 pertenece a o (R), pero esto se sigue de la siguiente
igualdad:

{weClwlle <1} = (N{wec;

n=1

k
w() ‘ <1,VE=1,2,--- n}.
n

Denotamos a fi como la extensién de p a B(C). Por lo tanto, (C, /i) es un espacio
de probabilidad, este es llamado espacio de Wiener. La medida [ es llamada la
medida de Wiener.

Teorema A.2.7. El proceso estocdstico B(t,w) = w(t), 0 <r <1, w€C, es un
movimiento browniano.

Demostracion. Sea w € C, entonces 0 = w(0) = B(0,w) y B(t,w) es continua para
t € [0,1]. De manera que se satisfacen las condiciones (1) y (4) de la Definicién
1.1.1.

Sean 0 < s <t < 1, entonces

{B(t) — B(s) < a} = p{w(t) —w(s) < a} = ffw € C; (w(s),w(t)) € U},

donde U = {(u1,uz2) € R*up —uy < a}.
Por definicion de medida de Wiener /i se tiene

2 . 2
“ + 7(11,2 w) )] duidus.

—B<s>3a}=/ljmexp[—;<s t—s

Haciendo el cambio de variables u; = x,us — u; = y se consigue:

A{B(t) — B(s) < a} = /_oo /_: \/mexp [—; <”;2 + ﬂ_:)] dady

B mltﬁ op <2<tyj s>> W /Z ﬂip (‘2) o

A{B(t)

- /oo J%(lti—) o <2<tyi s>> .
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Entonces, B(t) — B(s) tiene distribucién normal con media cero y varianza t — s,
asi la condicién (2) de la Definicién 1.1.1 se satisface.

Para verificar la condicién (3), sean 0 < t; < t3 < --- < t,. Por argumentos
similares a los anteriores, se puede mostrar que

= ﬂ{B(tl) < ai, }7ﬂ{B(t2) - B(tl) < ag, }7 Tt vﬂ{B(tn) - B(tn—l) < ap, }
(A.4)

f{B(t1) < a1, B(t2) — B(t1) < ag,--- , B(tn) — B(tp-1) < an}

Esto implica que las variables aleatorias B(t1), B(te)—B(t1), -+ , B(tn)—B(tn—1)
son independientes. ]

A.3. Cuadratura Gauss-Hermite

El polinomio de Hermite de grado n estd dado por

dz™

22 d" 2
H,(z)=(-1)"e? <e2> . (A.5)
Algunas literaturas definen los polinomios de Hermite por

Hy() = (—1)me* L (). (A.6)

dx™

La cuadratura de Gauss-Hermite tomando los polinomios de Hermite como en
(A.6), nos dice que podemos aproximar la integral

| e,

—00

por la suma
n
> wif ().
i=1
De tal modo que

/ T e f@)de = wif(x;) + R, (A7)
-0 i=1

donde R, es el error de aproximacién y estd dado por

R, =
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para algun ¢ finito. Ademds, z; son las raices del polinomio H,(z) dado en (A.6)
y w; se calcular por
o 2vialyr

02 [Hooa(20)]”

Sin embargo, en la expansiéon de caos homogéneo se requiere calcular la integral,
respecto a la medida Gaussiana, entonces deseamos calcular

/w L 2 (2)da.

oo V2T

w;

Para obtener los nodos y pesos hacemos el cambio de variable

1 oo

donde g(z) = f(v/2z). La aproximacién obtenida de (A.7) es

/OO ! e*%f(a:)dx R~ \/17? ngg(wz)

oo V2T
i=1

. N (I ;o .. , . .
con x; = \/le v w; = —. Ademads, &; coinciden con las raices de los polinomios
™

de Hermite de grado n propuestos en (A.5). Una tabla con nodos y pesos de hasta
grado 20 se pueden encontrar en [17].
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