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Capitulo 1

Introduccion

La integracién se desarrollé por varias razones y necesidades, algunas de ellas
son el calculo de volumenes de cuerpos sélidos, areas de planos y superficies, la
longitud de curvas, determinacién de masas y momentos de inercia, asi como
también la resolucion de ecuaciones diferenciales.

En la actualidad hay una variedad de integrales que son absorbidas por
otras, es decir, pueden expresarse de una manera equivalente o mas general
y mantener algunas de sus propiedades. Pero, ;por qué se desarrollan tantas
integrales?, pues bien, existen fundamentalmente varios aspectos a considerar:
algunas de ellas nacieron de un problema particular como las mencionadas
anteriormente, otras surgieron de una necesidad de generalizar una integral a
contextos mas amplios o abstractos, algunas otras deben su existencia a un
analisis profundo y exhaustivo de una integral modificando algin aspecto de
la misma.

Después del desarrollo del Calculo, hecho por el matematico y fisico inglés
Isaac Newton (1642-1727) y por el matematico y filésofo francés Gotfried
Wilhem Leibniz (1646-1716). Bernhard Riemann (1826-1866) un matematico
aleman, dio en un articulo publicado en 1854, la primera definicién rigurosa de
la integral de una funcién f : [a,b] — R, denotada por (R) fab f, la cual estd
dada en términos de sumas que llevan su nombre y desigualdades, llaméndole
Integral de Riemann:

Para todo e > 0, existe una constante § > 0 tal que si P = {([x;—1, z], t:) }1y
es una particion de [a,b] y |x; — x;_1| < 0, entonces |y oy f(t;)(x; — xim1) —

(R) [P f] <e.

Posteriormente Jean Gaston Darboux (1842-1917) en 1875, publicé su
definicién de integral en un intervalo [a,b] a partir de supremos e infimos,
que es equivalente a la obtenida por Riemann. Luego en 1902, surge la inte-
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gral de Lebesgue llamada asi por el matematico frances Henri Léon Lebesgue
(1875-1941), la cual es una extensién y reformulacién del concepto de integral
de Riemann. Por ello, esta integral trabaja una clase méas amplia de funciones
reales e integrarse sobre dominios mas generales.

Existen derivadas de funciones que no son Riemann integrables, esta defi-
ciencia de la integral de Riemann no fue corregida por la integral de Lebesgue.
Sin embargo, los matematicos Arnaud Denjoy (1884-1974) y Oskar Perron
(1880-1975), crearon una integral que solucioné este problema pero su definicién
es complicada de describir. No fue hasta que de trabajos independientes en
la década de los 50’s, Jaroslav Kurzweil, matematico checo, en sus estudios
de ecuaciones diferenciales introduce una versién generalizada de la integral
de Riemann y en los 60’s, Ralph Henstock (1923-2007), matematico inglés,
hace el primer estudio sistematico de la nueva integral, llamada integral de
Henstock-Kurzweil (HK-integral). Esta integral no ha llegado a ser muy cono-
cida a pesar de que es esencialmente facil de describir, como la integral de
Riemann. Cabe senalar que la integral de Perron y Denjoy es equivalente a la
integral de Henstock-Kurzweil.

A continuacion se describen brevemente los Capitulos 2 y 3. En el Capitulo
2, se abordan conceptos que introducen al estudio de la integral de Henstock-
Kurzweil, ademas de algunos ejemplos, propiedades, observaciones y teoremas
basicos. Uno de los teoremas presentados en este capitulo es el Teorema de
Hake para R, el cual dice:

f : R — R es Henstock-Kurzweil integrable sobre R y el valor de su
integral es A € R, si y solo si f es Henstock-Kurzweil integrable sobre todo
intervalo [a,b] con a,b € R tales que a < b y satisface

b
lim (HK) / fo A
e a

Este resultado fue probado por el mateméatico aleman Heinrich Hake en
1921, para la integral de Perron. Se presentan algunas aplicaciones del Teo-
rema de Hake y un resultado directo que relaciona la integral impropia de
Riemann y la HK-integral.

En el Capitulo 3, se define la integral multiple de Henstock-Kurzweil. Por lo
que es comprensible preguntarse, ;seré cierto un resultado parecido al Teorema
de Hake para funciones de varias variables?. Para responder a esta pregunta,
convenientemente sélo se analiza la siguiente implicacion de tal resultado:



Si f:R" — R es Henstock-Kurzweil integrable sobre todo intervalo n-

dimensional l:[l[ai, bi| con a;,b; € R tales que a; < b; y

b1 bo b3 bn,
lim (HK)/ / / T foacer
ai—>—00 a1 Jaz Jaz an

bi—><>0

entonces jserd f Henstock-Kurzweil integrable sobre R y el valor de su inte-
gral serd A?.

De acuerdo a un ejemplo expuesto, la implicacién anterior no se cumple.
Para estudiar el ejemplo se hace uso de los siguientes resultados de analisis
matematico:

Teorema de Categoria de Baire. Si X # () es un espacio métrico com-
pleto, entonces X es de sequnda Categoria (i.e. X no es de primera Categoria).
Ver [12].

Teorema. El conjunto de nimeros diddicos D = {Z | para k € N y
j€40,1,...,2%} } es denso en [0,1]. Ver [13].

N
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Capitulo

Integral de Henstock-Kurzweil

Se define el sistema extendido de nimeros reales R como R junto con dos
elementos —oo y o0, es decir, R = RU {—o00,00}. En los ntimeros reales no
se consideran los simbolos £o00. Sin embargo, es 1til extender algunas de las
operaciones de R a R. Las més importantes convenciones en R son:

i) 0-(£oo) =0 = (£o0) - 0.

ii) Si z € R, entonces z + (£00) = o0 = (£00) + .

) 0

i)

iii) Si x > 0, entonces z - (+o0) = 00 = (+00) -

iv) Si z < 0, entonces x - (+o00) = Foo = (+o0) - x
)

v) —o0 < x < 00, para cada x € R.

Sean a,b € R. Los intervalos finitos en R son [a,b] = {r € R:a <z < b},
(a,b) = {:U €R:a <z <b}, (a,b) y [a,b). Los intervalos infinitos en R son
[a,00] = {r € R:a < 2 < o0}, [a,0), (a,00), (a,00], [~00,b] = {z € R :
—00 < x < b}, [~00,b), (—00,b), (—00,b], (—o0,00) =R y [~00,00] = R.

2.1 Definiciones

Definicién 2.1. Se dice que los intervalos [a,b] y [c,d] en R no se sobrepo-
nen, si (a,b) N (c,d) = 0.

Definicién 2.2. Consideremos I = R, una particion de I es una coleccion
finita P = {[xz,ll,xz]}fjf de subintervalos cerrados que no se sobreponen
tal que I = U?jo [, xi01], con kg = —00, Tpo = 00 y x; € R para i €
{1,..,n+1}.

Cuando I = [a,o0], una particion de I es una coleccion finita P =

{[xi_1, ]} de subintervalos cerrados que no se sobreponen y la unién de

1



2 Integral de Henstock-Kurzweil

ellos es I. El primer subintervalo tiene como extremo izquierdo al punto a y
el ultimo subintervalo es un intervalo infinito, es decir, vo = a y [Ty, Tpi1] =
[, 00].

En el caso que I = [—o0,b], una particion de I es una coleccion finita
P = {[z;_1, z]}1! de subintervalos cerrados que no se sobreponen y la unién
de ellos es I. El primer subintervalo es un intervalo infinito y el extremo derecho
del ultimo subintervalo es el punto b, es decir, [z, x1] = [—00,x1] Y Tpy1 = b.

Finalmente, si I = [a,b] con a,b € R, una particion de I es una coleccion
finita P = {[x;_1, 2]}, de subintervalos cerrados que no se sobreponen y la
union de ellos es 1. El extremo izquierdo del primer subintervalo es xog = a y
el extremo derecho del dltimo subintervalo es x,, = b.

Para cada caso se hacen las modificaciones de los indices para ser comoda
la notacién.

Definicién 2.3. Sean P = {[x;_1,2;|}* una particion de [ = R y t; €
(21, 3], para cada i € {1,..,n +2}. Entonces P = {([zi_1, x:],t:) 52 es
una particion etiquetada de I y t; se le dice etiqueta de [x;_1,z;]. A
([rie1, 4], t;) se le llama par asociado.

Definicién 2.4. Sea I un intervalo de R. La funcién 6 : I — R se le llama
medidora sobre I, si 6(t) > 0 para todot € 1.

Las Definiciones 2.3 y 2.4 son las mismas para los intervalos [a, 0o], [—00, b]
y la,b].

Definicién 2.5. Sean I =R, P = {([z;_1, ), ) it una particion etiquetada
de I y 6 una medidora sobre 1. Se dice que P es -fina de I si:

1

1. [xg,21] C [—00, — ~5

ﬁl)] con t; = —oo, equivalentemente a r1 <

2. [ZEi_l,ZEi] g [tz - 5(tl),tz + (5('@)] pami c {2, ,n—I— ]_}

1 ) ‘ 1
3. [Tpi1, Tnio] C [m,oo] con t,, 9 = 00; equivalentemente a s <

Ln+1-

Una particién es d-fina de [a, 0o], si cumple los incisos 1 y 2. Una particién
es O-fina de [—o0, ], si satisface los incisos 2 y 3. Para un intervalo finito [a, b],
una particién es d-fina si cumple el inciso 2. A continuacién se muestra un
ejemplo de una medidora § y una particién -fina de R.

Ejemplo 2.1. Sean ¢ > 0, mg € N fijo y §(t) = ¢ > 0, para cada t € R. La

Y 5 mo+2 _ _ _ 1 _
particion P = {([xi_1, m], t:) };24 " conxg = —00 =11, 11 = —¢, Tme1 = —T1,

—m0+2(i—2)
cmo

Tmot2 = 00 = typgta, Tiog = parai € {2,....,mo+2} yt; = x;_1 para

i €{2,...,mo+ 1}, es 0-fina.
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Observacion 2.1. Sean §, y 62 medidoras sobre I un intervalo cerrado finito
o infinito de R, se define §(t) := min{d,(t), 55(t)}, para cada t € I. Entonces,
0 es una medidora sobre I. Ademds, toda particion d-fina es d1-fina y d2-fina
de I. Esto puede ser extendido a un niumero finito de medidoras sobre I.

Observacion 2.2. La medidora 6 en ocasiones predetermina etiquetas de los
subintervalos de la particion d-fina.

Observacién 2.3. Si P, y P son particiones d-finas de [—o0,a] y [a,o0],
respectivamente, entonces Py U Py es una particion 6-fina de R.

Sean f : R — R una funcién y P = {([wi-1, 3], ;) }47 una particién

5-fina de R. Es claro que la é-finura de una particién P de R, obliga a que
las etiquetas del primer y ultimo subintervalo sean t; = —oco y t,,0 = 0o. El
primer subintervalo de P es [z, 2] cuya longitud es 21 —xg = &1 — (—00) = o0,
esto causaria problemas al definir la suma de Riemann. Por ello, se establece
la convencién f(—oo) := 0y de igual forma se hace para f(co) := 0. Entonces,
flt)(xy —20) =0y f(tns2)(@nie — x,) = 0. La misma consideracién se hace
para funciones sobre [a, 00| 0 [—00, b]. Asi que a partir de ahora y a lo largo del
capitulo, se consideran funciones que cumplan lo mencionado en este parrafo.

Definicién 2.6. Sean I =R y f : [ — R con P = {([zi_1, 3], t;)}'72 una
particion etiquetada de I, entonces

n+1

S(f; Py =" flt:) (@i — wim1),

i=2
se llama suma de Riemann de f sobre P.

La Definicién 2.6 es practicamente la misma para los intervalos infinitos
[a, o0], [—00, b], ¥ por supuesto para el intervalo finito [a, b].

Teorema 2.1 (Teorema de la finura de Cousin). Si I = [a,b] con a <b
es un intervalo cerrado en R y o es una medidora sobre I, entonces existe una
particion de I que es d-fina.

Demostracion. Sea ¢ una medidora sobre I y supéngase que I no admite par-
ticiones d-finas. Definase ¢ = “t2. Entonces [a,c] no tiene particiones -finas

o [¢, b] no tiene particiones d-finas.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que [a, ¢] no tiene particiones J-
finas. Si [a,c] = [a1,b1] =: I' y ¢; = 252 Como antes, al menos uno de los
dos subintervalos de I' no admite particiones J-finas, a tal subintervalo se le
denota como I? := [ag, by).



4 Integral de Henstock-Kurzweil

De esta manera se obtiene una sucesién (I™),en de subintervalos cerrados
de I, que no tienen particiones d-finas y cumplen It C I™ C I, para cada
n € N. Entonces, (,cnI" # 0. Sea s € [,y " Como d(s) > 0, existe
no € N tal que §(s) > nio Ademds, se tiene que la sucesion (%:%),en converge
a 0. Para ¢ = n—lo, existe p € N tal que }I’Q_—m“ < nio, para m > p.

Asi, la longitud a partir del p-ésimo subintervalo es menor que 4(s), es
decir, |I?| < 6(s). Luego, I? C [s — (s),s + d(s)]. Entonces, {(I?,s)} es una
particion d-fina de [P, lo cual es una contradiccién. De este modo, se llega a
una contradiccién con el subintervalo [¢, b]. Por lo tanto, existe una particion
)-fina.

0

Corolario 2.1. Si I = R y § es una medidora sobre I, entonces existe una
particion 0-fina de 1.

Demostracion. Sea una ¢ una medidora sobre I. Sean a,b € R tales que
a < —6(_—1()@ y @ < b. El Teorema 2.1 asegura que el intervalo [a,b] tiene
una particién d-fina {([z;_q, x;], )}, con 29 = a y z, = b. Es claro que
{([riz1, mi], )}y U{([—00, a], —00), ([b, 0], 00) } es una particién é-fina de I.

La Figura 2.1 muestra la particiéon construida.

M

Figura 2.1: Particion é-fina.

El Corolario 2.1 es vélido para los intervalos [—o0, b] y [a, 00].

2.2 Integral de Henstock-Kurzweil

El Corolario 2.1 de la seccién anterior en las diferentes versiones da pie a la
siguiente definicién.

Definicién 2.7. Sea f: I — R una funcion donde I es un intervalo infinito
cerrado o finito cerrado de R. Se dice que f es Henstock-Kurzweil inte-
grable, HK-integrable o Henstock integrable sobre I, si existe A € R
tal que para todo € > 0, existe 6. una medidora sobre I tal que si P es una
particion 0.-fina de I, entonces

|S(f;P) — Al <e.
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Se define el conjunto de funciones HK(I) = {f : I — R| f es HK —
integrable sobre 1}. Ademads, si f € HI(I), la integral de f se denota como

A (HK)/If: (HK)/If(as)d:E.

Cuando I = [a, b], la Definicién 2.7 es equivalente a la siguiente definicion.

Definicién 2.8. Sea f : [a,b] — R wuna funcion. Se dice que f es Henstock-
Kurzweil integrable sobre [a,b], si existe A € R tal que para todo ¢ > 0,
existe 7. una medidora sobre [a,b] tal que si P = {([x;_1, ], t:)}", es una
particion etiquetada de [a,b] y |x; — x;—1| < 7:(;), entonces

S(f; P) — Al <e.

Teorema 2.2. Si f : [a,b] — R es una funcion Riemann integrable sobre
[a,b], entonces f es HK-integrable sobre [a,b] y los valores de las respectivas
integrales coinciden.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como [ es Riemann integrable, existe un ntmero
d > 0, tal que si la particién P = {([z;—1, z;], t;) }i, de [a, b] cumple |z;—x; 1| <
d, para cada ¢ € {1,...,n}, entonces ‘Z?Zl f(t:)(z; — zi1) — (R) fff‘ < e.
Luego, definamos la medidora 7.(t) := d, para cada t € [a,b]. La par-
ticiéon P cumple |x; — z;1| < 7-(t;), para cada i € {1,..,n}. Ademsds,
S(f; P) — (R) fabf’ < econ S(f; P) =", f(t:)(x; — x;_1). Asf, f es HK-
integrable sobre [a,b] y (HK) fab f=(R) f; f.

0

Definicién 2.9. Sea I un intervalo cerrado de R. Si f,|f] € HK(I), se dice
que [ es absolutamente integrable sobre I.

A continuacion, se muestran ejemplos de funciones Henstock-Kurzweil in-
tegrables sobre intervalos infinitos de la forma [a, o0], que muestran la manera
de trabajar con la definicién.

Ejemplo 2.2. Sea f: [1,00] — R dada por

L.
09

Ir-m

L osiox 00
fle) = { 3602 st x . )
Se demostrard que f € HIC([1,00]) y el valor de su integral es 1.

Sea ¢ > 0. Se propone 0.(t) = %, para cada t € [1,00]. Sea P =
{([wi—1, 23], )} una particién 6.-fina de [1, 00]. Nétese que



6 Integral de Henstock-Kurzweil

Sil<wu<t<w,entonces
1 1 1 1 1 1 1 /1 1
0<|{—-—-- -+ -] 2 <-(-—--
u ot vt 2 ww —t\u w
1 1 1 1 1 1 1/1 1 1 1
) (o) <0 — o< (o) <222
u ot v t) T w 2 " t\u v) " u v

Por consiguiente, si 1 < u <t < wv, se obtiene que

1 1 1 1
<

2w

IN
SN
|
S|

Tuv
Como 1 <y <t; <y (15 — 2-1) < 20.(t;) = §, parai =1,...,n. Por
la desigualdad anterior se tiene

1 1

para cadat=1,...,n.

Luego,

. : : 1 11
. tAdemas7 se sigue de la d.-finura de P que - < {vaque 1~ 5o < z,.
ntonces,
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Asi, f e HK([1,00)) y (HK) [~ f = 1.

Ejemplo 2.3. Sea Y ;- a; una serie que converge a A € R. Definamos
h:[0,00] — R por

h(z) = ap si re€lk—1,k) keN
=V 0 sio2=o

Se mostrard que h € HI(]0,00]) y su integral es igual a A.

Sea M > sup{|ax| : k € N} y M > 1. Dadoe > 0 con € < 1, existe m. € N
tal que si m > m., entonces |an| < 5y >, ax| < 5. Se define la medidora
J. sobre [0, co] por

1d(z,N) st z€[0,00)\N
de(x) = oy St v=keN
m% 8t T = 00.
Sea P = {([zi_1,z:],t:)}" una particién 6,-fina de [0,00], entonces z, >
Lo = L — m,.. Sedefine y = max{k € N: k < z,}, de este modo

=%}

=(0) 1/me
me < j < Ty

Afirmacién 1. Cada subintervalo de P = {([z;_1, 2], t;)}!, contiene a
lo mds un entero k € {1,..., u}.

Supongamos que existe un subintervalo [z;_,z;] de P para algin i €
{1,...,n}, tal que k,j € [x;_1,2;] con k # j. Sin pérdida de generalidad,
suponga que k < j. Entonces, k+1 € [k, j] C [x;_1,x;]. Asl, k+1 € [x;_1, z;].

N

Caso 1: Sit; € [0,00) \ N es la etiqueta de [z;_1, z;], entonces [z;_1, z;]
[t; — 0c(t:), t; + 0-(t;)]. De esta manera, 1 < z; —x;_1 < 26.(t;) = d(t;, N) <
lo cual es una contradiccién.

Caso 2: Sit; € N es la etiqueta de [z;_1,x;], entonces 1 < x; — ;4

20-(t;) = 5557 < 3. 1o cual es una contradiccion.

N[

IN

Asi, para toda ¢ € {1,...,n} el subintervalo [z;_1, ;] contiene a lo mds un
entero del conjunto {1,..., u}.

' Afirmacién 2. Cada entero k € {1, ..., u} es etiqueta del subintervalo de
P = {([wi_1, 7], t:) }24! que lo contenga.

Sik e {l,..,u}, existe i € {1,....,n} tal que k € [x;_1,z;] y este subin-
tervalo contiene unicamente a k, por la Afirmacion 1. Ahora se vera que k
es la etiqueta de [z;_1,x;]. Supdngase que la etiqueta de [x;_1,z;| es t; # k,
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entonces [x;_1,x;] C [t; — 0-(L;), t; + 0-(t;)]-

Caso 1: Si k < t; < x;, entonces por la inclusiéon anterior se tiene que
t; — 0.(t;) < k. Luego, 0 < t; —k < 6.(t;) < 5(t; — k) < t; — k, lo cual es una
contradiccion.

Caso 2: Si x;_1 <t; < k, también se llega a una contradiccion.

Por lo tanto, es cierta la Afirmaciéon 2. También puede ocurrir que para
algin k € {1, ..., u}, k sea etiqueta de dos subintervalos consecutivos de P.

Consideremos los subintervalos [k — 1,x,], ..., [xs, k] de P que estén con-
tenidos en [k — 1, k]. La contribucién total T}, para S(h; P) en este subintevalo
es Ty = ap(zs — k + 1) + ag1(k — x5). Luego, Ty — ar, = (k — x5)(agr1 — ag).
Ast, Ty, — ag| < 2M|k — xy).

Como [zs, k] C [k — 0.(k), k + -(k)]. Entonces, k — d.(k) < zs y por ende
0<k—m,<0(k). Asi, |k — x| < 0:(F) = goer37-

Asi, [Ty, —a| < 35¢ para k = 1,..., u. Después, hay dos casos que se deben
considerar.

Caso 1: S5i z,, = 1 € N. Entonces,

m

S(h; P) =Y T
Luego,

1S(h; P) — A| <

13 g
<;3-2k+§

—€+€<5
3 3 ‘

Caso 2: Si u <z, <+ 1. Entonces,

17
S(h; P) =) T, + Ty,
k=1
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con T = a,41(r, — 1) la contribucién a S(h; P) del subintervalo [i, z,,].
Ademas, |a,q1| < 5y 2p — p <1 pues p+1 > me, entonces |T;| < 5. Asi,

I 00

) e € ¢
S(h; P)— A| < T, —ap)| + |17 + ap|l < =+ -+ =-=¢.
5065 ) = 4 < [3 (T~ o) 751+ 3 on) < 5+ 5+

Por lo tanto, para cualquier £ > 0, existe . tal que si P es 0.-fina, entonces
|S(h; P) — A| <€, es decir, h € HK([0,00]) y (HK) [[“h=A=>7", a.

Observacion 2.4. Sea la funcion h como en el Ejemplo 2.3. El valor absoluto
de h es una funcion que estd dada por |h|(x) = |ag|, para v € [k — 1,k)
con k € N y |h|(c0) = 0. Si la serie Y ;- ai es absolutamente convergente,
entonces |h| € HIC([0,00]). Asi, |h| es absolutamente integrable y

oo

(HK) /Ooo|h| =3 Jasl.

k=1

2.3 Propiedades de la Integral de Henstock-
Kurzweil

La integral de Henstock-Kurzweil satisface propiedades parecidas a la integral
de Riemann, sélo que la manera de probarlas son significativamente diferentes.
Estas propiedades mostradas son ciertas para los intervalos [a,b], [a,o0] ¥
[—00, b] pero serdn demostrados para R.

Teorema 2.3. Sean I =R, f,g € HK(I) y c € R. Entonces:
a) f+g€HK() y (HK) [[(f+9) = (HK) [, f + (HK) [; 9.
b) cf e HK(I) y (HK) [,c¢f = ¢(HK) [, f.

Demostracion.

a) Sean A = (HK) [, [y B = (HK) [, 9. Dado € > 0, existen ¢ y 0/
medidoras sobre I tales que si P’ es §-fina, entonces |S(h; P') — A| < §
y si P" es 6!-fina, entonces |S(h; P") — B| < §.
Sea 6(t) = min{d,(t),dZ(t)}, para cadat € I. Si P es d_-fina, entonces P
es 0-fina y 0”-fina. Es claro que S(f+g; P) = S(f; P)+S(g; P). Luego,
€

225.

S+ P) = (A+ B) < IS(f: P) = Al +1S(g: P) = Bl < 5 +

Ast, f+g € HK(I) y (HK) [,(f +9) = (HK) [, f + (HK) [, g.
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b) Seane > 0y ¢ € R. Entonces, 57 > 0y como f € HK(I), existe J. una

medidora sobre I tal que si P es J.-fina, entonces |S(f; P) Al < cH—l
Como S(cf; P) = ¢S(f; P), se tiene que |S(cf; P) — cA| = |eS(f; P) —
cAl <lelm <& Asl, of € HK(I) y (HK) [, cf = c(HK) [, f

]

Teorema 2.4. Sea I =R. Si f € HK(I) y f(x) > 0 para todo x € I, entonces
(HK) [, f = 0.

Demostracion. Sea € > 0. Por hipétesis, existe . una medidora sobre I tal
que si P = {([x;_1, 2], ;) }/72 es una particién d.-fina, entonces

(i) (1156) [ 1) <=
Como f(x) > 0 para todo x € I, entonces
ntl
S(f; P) = Zf(tz)(xz — ;1) > 0.
i=2

Luego, 0 < S(f; P) < (HK) [; f+e cone > 0 arbitrario. Asi, (HK) [, f >
0.
[

Corolario 2.2. Sea I =R. Si f,g € HK(I) y f(z) < g(x) para todo x € I,
entonces (HK) [, f < (HK) [, g.

Demostracion. La prueba se sigue inmediatamente del Teorema 2.4.

[]

Observacion 2.5. Si f: I — R es una funcidn continua sobre I un intervalo
cerrado de R, no necesariamente f es HK-integrable sobre I. Ejemplo: Sea
f: R — R dada por f(x) = ¢, para cada © € R y ¢ > 0.

Observacion 2.6. Si f : I — R es una funcion HK-integrable sobre I un in-
tervalo cerrado de R, no necesariamente | f| es HK-integrable sobre I. Ejemplo:
Sea f:10,1] — R dada por

(_1)k+12k

_ ) /55— ,r€lg1,a) kKEN

ro={ rel

donde ¢y = 1 — 2k r con k € N. Esta funcion satisface que f € HK([0,1]),
pero | f| ¢ HK([0,1]).

Corolario 2.3. Sea I = R. Si f,|f| € HK(I), entonces |(HK) [, f| <
(HK) [, 111
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Demostracion. La prueba se sigue del Corolario 2.2.

[]

El siguiente resultado es 1til para probar que una funcién es HK-integrable
sin conocer el valor especifico de la integral de la funcion.

Teorema 2.5 (Criterio de Cauchy). Sea I = R. Entonces, f € HK(I), si
y sdlo si para todo € > 0, existe 0. una medidora sobre I tal que si P y Q son
particiones d.-finas, entonces |S(f; P) — S(f; Q)] < e.

Demostracion.

=] Sean A = (HK) [, f y € > 0. Como f € HK(I), existe J. tal que si PyQ
son particiones d.-finas, entonces |S(f; P) — A| < sy IS(f; Q) - A| < 5. En
consecuencia,

IS(f; P) = S(f; Q)| < |S(f; P) — Al +|S(f;Q) — A < e.

<] Sea g, = = > 0, para cada n € N. Por hipétesis, existe ¢, medidora
sobre I tal que si P y @ son particiones d,-finas, entonces |S(f; P)—S(f; Q)| <
£n. Se puede asumir que estas medidoras satisfacen d,,(t) > 0,41(¢) para toda
t € I yn €N, ya que si la medidora d,,,1 no cumple la desigualdad anterior
se reemplaza 6,41(t) por 6, () = min{d,(t),...,6,(t)}, para todo t € I.

Para n € N, se denota P, la particién d,-fina. Si m > n, entonces d,(t) >
dm(t) paratodo t € Iy ademas P, y P, son particiones d,-finas. Por hipétesis,
se tiene que

S|

|S(faPn)_S(faPm>‘<5n: ) (21)
para m > n. Consecuentemente, la sucesién (S(f; Py))°_, es una sucesién
de Cauchy en R. Por tanto, existe A € R tal que lim,, o S(f; P ) = A.
Aplicando lim,, ,~, a (2.1) se obtiene

. 1
S(f5 B~ Al < en = (22)
para cada n € N.

Ahora se verd que A es la integral de f. En efecto, dado ¢ > 0 y sea

k € N tal que k > 1. Si Q es una particién §;-fina, entonces por (2.2),

S(F;Q) — Al < L <. Asi, f € HK(I).
0

Para la demostracion del siguiente teorema, se utilizara el Criterio de
Cauchy para los intervalos I = [a,00] y I = [—00,b].
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Teorema 2.6 (Teorema de la aditividad en R). Sea f :R — R yc€R.
Entonces, f € HK(R), siy solo si f € HK([—o0,c]) y f € HK([c,0]), ademds

wx) [ p=qw) [ g [

Demostracion.

<] Sean fi = fll-oe,q ¥ f2 = flie,e] cOn ¢ € R. Supéngase que fi y fo son
Henstock-Kurzweil integrables sobre [—00, ¢] y [¢, o0] cuyas integrales son A;
y Ay, respectivamente. Se verd que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre R.
Sea £ > 0, existen medidoras §”. sobre [—o00, ¢] y 6 sobre [¢, 00| tales que si P
es 0'-fina y P, es §”-fina, entonces

. €
’S(fl;Pl) _Al‘ < 5

. €
1S(fo; P2) — As| < 5
Se define una medidora d. sobre R dada por

9L (—00) si t=—00
min{d.(¢), 2 (c —t)} si t € (—o0,c)
0:(t) = ¢ min{d.(c),d”(c)} si t=c

min{d?(¢), 5(t — )} si t e (¢,00)

3
87 (00) si t=o0.

Sea P = {([zi_y,x], t;) )12 una particién d.-fina de R. Es claro que el
primer y ultimo subintervalo de P ya tienen predeterminadas sus etiquetas,
por ser P d0.-fina. Si ¢ € [z;_1,x;], para algin i € {2,...,n + 1}.

Afirmacién. c es etiqueta del subintervalo [z; 1, z;] de P.

Caso 1: Si z;_1 < ¢ < z; y la etiqueta cumple ¢ < t; 6 ¢ > t;.
Para la primera condicién de la etiqueta, ¢ > t; — 6.(¢;), entonces %(tl —c) >
d:(t;) > t; — ¢, lo cual es una contradiccién. Ahora, si t; < ¢, entonces ¢ <
t; + 0:(t;). Luego, ¢ — t; < 6.(t;) < 3(c — ¢;), lo cual es una contradiccion.

Caso 2: Si z; = ¢ con etiqueta t; < z; 6 x;_1 = ¢ con etiqueta x;_1 < t;.
Para el primer subcaso ¢ < t;+.(t;), entonces 0 < c—t; < 6.(t;) < %(c—ti), lo
cual es una contradiccién. Ahora, si x;_1 = ¢ con etiqueta x;_1 < t;, entonces
t; — 0.(t;) < c. Luego, t; — ¢ < 0.(t;) < 5(t; — ¢), lo cual es una contradiccién.

Asi que no importa donde esté situado ¢ en el subintervalo [z;_1, x;], ¢ debe
de ser la etiqueta de tal subintervalo, es decir, t; = c. Ahora, si ¢ pertenece a
dos subintervalos contiguos, ¢ es etiqueta de ambos. Esto demuestra la Afir-
macion.
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Luego, si 2,1 < ¢ < x; para algin ¢ € {2,...,n + 1}, el subintervalo se
divide en [x;_1, ] ¥ [¢, z;] para crear una particiéon més fina que P, digamos P*
que cumple S(f; P) = S(f; P*) Por otro lado, si x;_1 = ¢ 6 x; = ¢, entonces
P = P* y por supuesto S(f; P) = S(f; P*).

Sea P, la particién de [—00, ¢, que consiste en subintervalos de P* con-
tenidas en [—o0,¢| con sus correspondientes etiquetas. De igual manera se
define la particién P, de [¢, o0], que consiste en subintervalos de P* contenidas
en [c, 00| con sus correspondientes etiquetas. Entonces,

S(f; P) = S(f; P*) = S(f: P1) + S(f; Po).

Como P es §'-fina de [—00, d] y P es §”-fina de [¢, 0], ya que P, y P, son
d.-fina de [—00, c] y [c, 00], respectivamente. Se concluye que
€

228.

ISU3 P) = (As + A9)| < IS(F P1) = Adl + |S(f5 Py) = Aol < 5 +
Entonces, f € HK(I)y (HK) [*°_ f=(HK) [*_f+ (HK) [’ f.

=] Supongamos que f € HK(R). Sea ¢ > 0, entonces existe J. una
medidora sobre R que satisface el Criterio de Cauchy para R. Sean f; =
flizsods 08 = Oclj—0d ¥ Py y @ particiones de [—o0,¢] que son d’-finas. Se
puede anadir subintervalos con sus correspondientes etiquetas de [c, 0] a P,
v a (; de tal modo que sean particiones d.-finas de R. Por ello, se obtienen
Py Q las particiones d.-finas después de agregar los mismos subintervalos y
etiquetas de [¢, 00|, los cuales verifican que

S(fiP) = S(f; Q1) = S(f; P) = S(f;Q).
Entonces,
S(f; P) = S(f;Q) <e.
Luego,
1S(f; 1) = S(f;Q)] <e.
Asi, por el Criterio de Cauchy para [—oo, ¢] se muestra que f; € HI([—o0, ).

De la misma forma se prueba que f, € HK([c,00]) con fo = flic,q-
0

El Teorema de la Aditividad también es valido en intervalos [—oo,b] y
[a, 00|, cuya demostracion es similar a la del teorema anterior.

Corolario 2.4. Si f € HK(R) y [a,b] C R, entonces f € HK([a,b]).

Demostracion. Sea a € R, entonces por el Teorema 2.6 se cumple que f €
HIC([a, 00]) y sib € [a,00), por el Teorema de la Aditividad para [a, oo] resulta
que f € HK([a,b]).

O
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Corolario 2.5. Si f € HK(R) y —00 = ¢y < ¢1 < ... < Cpo1 < € = 00,
entonces f € HK([ci—1,¢]) para cada i € {1,...,n} y

o) [~ 1=k [

T

Demostracion. La prueba es resultado de aplicar el Teorema 2.6 y el Corolario
2.4.
]

El siguiente teorema da una caracterizacion de una funcion HK-integrable
con respecto a otras funciones con la misma propiedad.

Teorema 2.7 (Teorema del Sandwich). Sea I = R. Entonces, f € HK(I),
s1 y solo si para todo € > 0, existen h, g € HIC(I) tales que h(z) < f(z) < g(x)
para cada x € I y (HK) [,(g —h) <e.

Demostracion.

=] Supéngase que f € HI(I) y sea € > 0. Considérese h(z) = g(x) = f(x),
para cada = € I. Es claro que cumplen h(z) < f(z) < g(z), para cada « €
y (HK) [,(g—h) <e.

<] Sea ¢ > 0, entonces existen h,g € HI(I) con h(x) < f(r) < g(7), para
cadax € I'y (HK) [,(g—h) < 5. Para cualquier particién etiquetada P de I
se tiene que

S(h; Py < S(f; P) < S(g; P).
Como h € HK(I), existe una medidora 9. sobre [ tal que si P es 0'-fina,
entonces |S(h; P) — (HK) [, h] < £. De esto se obtiene que (HK) [;h —$ <

S(h; P) Similarmente, existe una medidora ¢” tal que si Pes 0”-fina, entonces
S(g: P) < (HK) [, 9+ %

Ahora, sea 0.(t) = min{d’(t),6"(t)} para cada t € R. Luego, si P es d.-fina,
entonces

(HK)/]h—Z<S(f;P)<(HK)/Ig+Z. (2.3)
Ademds, si Q es d.-fina, entonces
—(HK) /Ig - Z < —S(f;Q) < —(HK) /Ih + Z (2.4)

Sumando (2.3) y (2.4), se obtiene

~HE) [(9=1) =5 < S P) = S(:Q) < (HE) [(g=1)+ 5,
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Entonces,

S(f:P) — S(f:0) <<HK>/I<g—h>+g<g+§:e.

Por el Criterio de Cauchy para R, se concluye que f € HK(I).

2.4 Lema de Saks-Henstock

Esta seccion establece un resultado importante para la integral de Henstock-
Kurzweil. Una de las aplicaciones del Lema de Saks-Henstock se da en la
demostracion del Teorema de Hake.

Definicién 2.10. Sea Q = {([u;, vi], t:) }o_; una coleccion finita de pares asoci-
ados del intervalo finito [a,b]. Se dice que Q) es subparticion etiquetada de
[a,b], sit; € [us,v;] parai=1,....p y los subintervalos que no se sobreponen.

Definicién 2.11. Sea Q = {([u;, v], t;)Y'_, una subparticion etiquetada del in-
tervalo finito [a, b] y sea 0 una medidora sobre [a,b]. Se dice que la subparticién
Q es d-fina, si[u;,v;] C[t; — (L), t; + 0(t;)] parai=1,....p.

Teorema 2.8 (Lema de Saks-Henstock). Sean f € HK([a,b]) con [a,b]
intervalo finito y e > 0. Si 0 es una medidora sobre [a,b] tal que

‘S(f;P) - (HEK) /abf‘ <

para toda P particién d-fina de [a,b], entonces

> (f(t)(v )~ (HE) / f> <

([uv],)EQ
para toda Q subparticion d-fina de [a, b].

Demostracion. La demostracion se puede consultar en [1].

]

Observacion 2.7. El Teorema 2.8 afirma que se mantiene la desiqualdad, si se
sustituye la particion d-fina por la subparticion d-fina en la suma de Riemann y
el intervalo de integracion por los subintervalos que contempla la subparticion.

Definicién 2.12. Sea f : [a,00] — R wuna funcion HK-integrable en |a,t],
para todot > a. A (HK) faoo f se le llama integral impropia de Henstock.
(HK) faoo f converge, silim, . (HK) facf existe y es finito. Si el limite an-
terior es infinito, la integral impropia de Henstock se dice que es divergente.
De forma andloga se define para (HK) ffoo f.
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Definicién 2.13. Sea f : R — R una funcién HK-integrable en todo intervalo
finito |a,b] de R. La integral impropia de Henstock (HK) ffooo f es converge,

st limpyoo (HK) fabf existe y es finito.
a——00

2.5 Teorema de Hake para R

El Teorema de Hake es un resultado importante en la teoria de la integral
de Henstock-Kurzweil, ya que relaciona la integral de Henstock-Kurzweil y la
integral impropia de Henstock.

Teorema 2.9 (Teorema de Hake en [a,0]). Sea [ = [a,00] y f: ] — R.
Entonces, f € HK(I) con valor de su integral A € R, siy sdlo si f € HK([a, c])
para todo ¢ € [a,00) y

lim (HK) / oA (2.5)

c—>00

Demostracion.

=] Sea ¢ € [a,00). Como [ € HK([a,o0]), entonces por la versién del Teo-
rema 2.6 para el intervalo [a,00], se tiene que f € HK([a,c]). Sélo resta
probar (2.5). Sea ¢ > 0, entonces existe una medidora J. sobre I tal que si
P = {([zi—1, z:),t:)}"%} es una particién d.-fina, entonces |S(f; P) — A| < 5

Se tiene que , es el pendltimo punto de la particién P y sea M. > 0 tal
que ¢ > M. > x,. Como f € HK([a,c]), existe una medidora J.. sobre [a, c|
tal que si P. = {([yi—1, i), hi) }7, es una particién 6, .-fina de [a, ¢, entonces
1S(fi ) — (HK) [} fl < 5.

Se puede suponer que 0. (t) < d.(t), para todo t € [a, ¢]. Sino se cumple la
desigualdad anterior, se reemplaza d.(t) por 0, _(t) = min{d..(t),d.(f)}, para
todo t € [a, c]. Sea P* obtenido de P, unido con {([c, 00], c0)}.

Afirmacién: P* es una particién d.-fina de I y S(f; P*) = S(f; P,).

En efecto, para cada ¢ € {1,...,m} se cumple que [y;_1,v] C [h; —
Oee(hi), hit0ce(hi)] € [hi—062(hs), hi+6-(hs)] y m < ¢, yaque Wlo.g <z,<c
Yy

S(fsFr) = S(f; Pe) + f(oo) (0o —¢) = S(f; Fo).

Luego, con ayuda de la Afirmacién anterior se tiene que

+(5(f;P‘*C)—A <S4t

) [ g al <l [ -siin =+
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para cualquier ¢ > M.. Asi, para todo ¢ > 0, existe M. > 0 tal que si ¢ € R
con ¢ > M., entonces |(HK) [ f — A <e, es decir, lim.,o(HK) [7 f = A.

<] Supéngase que se cumple (2.5) y f € HK([a,c]), para todo ¢ > a. Se
verd que f € HK([a,00]). Sea e > 0y {cn}nenugoy Una sucesion estrictamente
creciente con a = ¢y y lim,,__., ¢, = 00.

Afirmacion 1: Para todo € > 0, existe r € N tal que si b > c¢,, entonces
((HK) 2 - a] <5

Sea ¢ > 0y como lim, . (HK) facf = A, existe M > 0 tal quesi x € R
con x > M, entonces ‘(HK) f; f—- A} < 5. Como {Cn}nENU{O} es una sucesion
estrictamente creciente y M > 0, entonces existe » € N tal que ¢, > M. De
lo contrario, si para cada r € N satisface ¢, < M, se aplica lim,__,,, a ambos
lados de la desigualdad y se tendria que oo < M, lo cual es una contradiccién.

Luego, si b > ¢,, entonces ’(HK) fff — A‘ <:.

Sea ¢, € [a,00) con k € N, entonces f € HI([a, cx]). Después, cx—1 € [a, ¢k
por ende f € HK([ck—1,ck]). Asi, f € HK([ck—1,ck]) para todo k € N. Para
cada k € N, sea € = 577. Entonces, existe dr una medidora sobre [cx_1, ¢k

tal que si Py, es una particién d,-fina de [ck—1, k], de modo que

< €k.

S(f; ) — (HE) / Cy

Ck—1

Sin pérdida de generalidad, supéngase que

1. 01(co) < %(01 — o).

2. Opr1(cr) < min{dy(cr), 3d(ck, {ck-1, ck1})} para k > 1.
3. 0k(t) < 3d(t, {ck—1,cks1})} parat € (cx_1,cx).

Se define ¢ : [a,00] — R dada por

aw:{%@ si t€ o) keN

—= st t = o0.

Cr

Entonces, § es una medidora sobre [a, 00]. Sea P = {([zi_1, x4, ;) }7 una
particién d-fina de [a, oo, se tiene que la etiqueta del subintervalo no acotado

[,,00] de P es t, 1 = 00, al ser P una particién d-fina.

Se sabe que @ < x,, entonces ¢, < z,. Sea s = min{i € N : z,, < ¢}
y como ¢, < x, < ¢, r < s. Asi, al menos hay s elementos de la sucesion
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{¢n}nenuioy en el intervalo [a, z,].

Afirmacién 2: Cada subintervalo de P = {([z;_1, z], ;) }7} puede con-
tener a lo mas un elemento de {¢j : k € {0,..,s — 1}}.

Supongamos que existe un subintervalo [x; 1, x;] para algin i € {1,....,n},
con al menos dos elementos de {c;, : k € {0,..,s — 1}}, digamos ¢, ¢; €
[z;_1,2;], para k,j € {1,..,s — 1} con k # j. Sin pérdida de generalidad,
supéngase que ¢, < ¢;. Como ¢, < ¢;, entonces cy1 € [k, ¢j] C (i1, x;]. Asi,
Cht1 € [Ti1, Tl

Caso 1: Sit; € [x;_1, ;] \ {ck, cy1} es la etiqueta de [z;_1, x;]. Entonces,

Subcaso 1: Sit; € (¢, cxr1), entonces

Chyl — Ck S Xy — X
< 20(t;)
< d(t;, {ck, cry1})
< Crt1 — Ck-

Lo cual no puede ocurrir.
Subcaso 2: Si z;_1 <t; < ¢, entonces existe [¢;_1,¢;) con j < k tal que
ti € [Cj—lacj>‘

e S5it; = cj_1, entonces

o(ti) = 6;(cj-1)

) 1
< min{d;_1(¢;j-1), §d(0j71= {¢j2:¢})}
1
< éd(cj—la {Cj—2a Cj})
1
< §(Cj —¢j-1)
< Cj — Cj—1.

Por tanto, §(¢;) < ¢; — ¢j—1. Como ¢, < ¢y < x; < t; + 6(1;), entonces
0<cp—t; <0(t;) <cj—cjq. Asi, 0 < ¢ —cj1 < ¢ —c¢jq. Lo cual
implica que ¢ < ¢;, pero ¢j < ¢i.
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e Sit; € (¢j_1,cj), entonces
0(t:) = 0;(t:)
< %d(tu {¢i-1,6})
< %(cj —t) <cj—t
<cj—t;.

Y como ¢ < cpy1 < x; < t; 4 (t;), se obtiene que 0 < ¢ —t; < I(t;) <
c; —ti. Asi, ¢ < ¢, pero esto contradice ¢; < ¢.

De manera similar se llega a una contradiccion si z; > t; > cpiq.

Caso 2: Sit; = ¢ es la etiqueta de [z;_1,2;]. Entonces, [z; 1,z;] C
[ce — 0(ck), e + 0(ck)] con cpyq € [x5-1, 5], Luego,

Chp1 < <o +0(ck) = cppr <o+ (k)
= Cpp1 — Cx < (k) = Opy1(c)
= Cry1 — & < Oppa(cr) < min{dy(cr), 3d(cr, {ch-1, cu1})}
= Ck+1 — Cp < %(Ckﬂ — k) < Chg1 — C
= Ck+1 — Cip < Cpt+1 — Ck;

lo cual es una contradiccion. Si se considera a t; = cg11, también se llega a
una contradiccion.
Esto prueba la Afirmacién 2.

Afirmacién 3: Para cada k € {0, ...,s — 1}, ¢, es la etiqueta de cualquier
subintervalo de P que lo contenga.

Sea k € {0,...,s — 1}, entonces ¢ € [r;_1,x;] para algin i € {1,....n}.
Supdngase que la etiqueta de [x;_1,x;] es t; y cumple x; > t; > ¢, por ende
ti—0(t;) < xi—1 < cg. Luego, 0 < t;—c, < (t;) y por la Afirmacion 2, [x;_1, ;]
tiene a un sélo elemento de la sucesién {c, }nenugo}, entonces cppq > ;. Asi,
t; € (cx, cry1). Después,

ti — Ck S (5(251)
= Opy1(t)
< d(ti, {ck, Cry1})

< —(ti — Ck)
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lo cual es falso. Asi mismo, se llega a una contradiccién si se considera
xi_1 < t; < ¢ Porlo tanto, t; = ¢;. Esto prueba la Afirmacion 3.

Sea M = {j € {1,...,n} | ¢x € (xj_1,7;) para algin k € {0,...,s — 1}}.
Se refina la particion P = {([zi_1, 2], 1)} de la siguiente manera. Sea
¢ € [ri_1,x;], para algun ¢ € {1,...n}. Entonces, si ¢; € (z;_1,7;) el
subintervalo se divide en [z; 1,¢;| v [ck, z;] cada una con etiqueta cj. Si
Ck = Ti-1 6 ¢ = z; el subintervalo [z;_1,x;] se mantiene. Asi, se obtiene
a P = {([ri1, x], ti) bieqr,nrpmr UL ([T, o)y eny) Fiear UL ([, s ek, ) Fienr

Afirmacién 4: P* = {([#im1, 23], t) Yaeqn,. nripr U {([@iz1, e, ], chy) Fienr U
{([ek;, xi], ¢k, ) }ienr €s una particién d-fina de 1.

En efecto,
o Siie{l,..,n}\ M, entonces [z;_1,x;] C [t; — d(t;), t; + 0(;)].

e Sii € M, entonces ¢ € [r; 1, ;] para algin k € {0,...,s — 1}. Luego
por la Afirmacién 3, ¢, es la etiqueta de [z;_1, x;], entonces [x;_1, ;] C
[ck — (ck), e 4+ 0(ck)]. Asi, [zi—1,cr] C lex — 0(ck), e+ (ck)] y ek, zi] C
[cx — d(ck), cr + 0(ck)]-

e Sii=mn+1, entonces @ =c¢ <z,

Ahora sean Q; = P* N [ei1, 6] una particion etiquetada de [¢; 1, ¢;] para
i€{l,..,s=1}y Qs = P*N[c, 1, 7,] una subparticion etiquetada de [c,_1, c].

Como @); es una particién d;-fina de [¢;_1, ¢;], se tiene que
st ) [ )<
Ci—1

para i = 1,2,...,s — 1. Como @, es una subparticién ds-fina de [cs—1,¢5], se
sigue del Lema de Sanks-Henstock que

< &,

‘S(f; Q) - ) [

Cs—1

Si Qoo = {([zn,0],00)}, se tiene que S(f; Qo) = 0. Ademds, P* =

Q1 U...UQ,UQw v S(f; P) = S(f; P*). Entonces,
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() - (1K) [ f' st - m) [ f‘
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Ci—1

Por lo tanto, f € HK([a, o0]).

Proposicién. Sea f : [a,00] — R una funcidn. Entonces, lim, o f(c¢,) =1
con l € R, para toda sucesion divergente (¢ )nen, sty solo silim, . f(z) = 1.

Demostracion. La demostracién se puede consultar en [12].

El siguiente corolario es una consecuencia del Teorema 2.9.

Corolario 2.6. Sea f : [a,00] — R tal que f € HK([a,c]) para todo ¢ > a.
Entonces, [ € HK([a,o0]), siy sdlo si para todo € > 0, existe M. > max{0, a}

tal que si p > q > M, entonces ‘(HK) fqpf‘ <e.
Demostracion.

=] Sea ¢ > 0. Por hipétesis, existe M. > max{0,a} tal que si ¢ > M., se
cumple |(HK) [T f — L| < e con L el valor de la integral. Sip > ¢ > M.,

entonces
’(HK)/qpf‘ ) [ [

(HK)/apf—L‘Jr‘(HK)/aqf—L‘

<e&.

<
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<] Sea (¢, )nen una sucesién divergente. Supongamos que se cumple el con-
secuente de este resultado. Sea € > 0, entonces existe M, > max{0,a} tal que

para p > q > M., se tiene que |(HK) [ f — (HK) [* f| = ‘(HK)fqpf‘ <e.
Como M, > 0, existe Ny € N tal que para n > Ny, se cumple ¢, > M..

Asi, parae > 0, existe Ny € N tal que paran, m > Ny, entonces |(HK) fac f—
(HK) [T f| < e, es decir, (HK) [I" f)nen es una sucesién de Cauchy en R.
Por lo tanto, existe L € R tal que lim,,_,..(HK) f:" f = L. Por la Proposicion
anterior, se tiene que limeoo(HK) [7 f = L. Asi, f € HK([a, oc]).

]

Teorema 2.10 (Teorema de Hake en [—oo,b]). Sea [ = [—o00,b] y f :
I — R. Entonces, f € HK([—00,b]) con valor de su integral B € R, si y sdlo
si f € HK([c,b]) para todo ¢ € (—o0,b] y

b
hI{l f=B.

C

Demostracion. La prueba es similar al Teorema de Hake para [a, oo].
O

Teorema 2.11 (Teoiema de Hake para R). Sea h : R — R una funcién.
Entonces, h € HI(R) con valor de su integral A € R, si y sdlo si h €
HK([a, b]) para todo a,b € R cona <by

b—oo
a——00

lim (HK) / A (2.6)

Demostracion.

=] Supéngase que h € HX(R) con valor de su integral A € R. Por el Teorema
2.6, h € HK([—o0,c]), h € HK([c,00]) y A= (HK) [ _h+ (HK) [ h, para
cualquier ¢ € R. Luego, las versiones del Teorema de Hake para [—oo,c| y
[c, 00] aseguran que h € HK([a,c]) y h € HK([c,b]) para todo a,b € R con
a < ¢ <b, ademds lim,,_o(HK) [(h = (HK) [*_hy limpo(HK) fcbh =
(HK) [ h, para cada ¢ € R. Entonces, h € HK([a,b]) para todo intervalo
[a, b].

Solo resta ver que se cumple (2.6). Sea e > 0, existen M; > 0y My <0
(HK) [*h— (HK) ffh) <fysia< M,

entonces ‘(HK) [Sh—(HK) f_cooh‘ < £. Sea M = max{M;, —Msy} > 0 tal

tales que si b > M, entonces

2
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que sib> M y a < —M, entonces

‘(HK)/abh—A‘ < (HK)/ach—(HK)/;h‘+’(HK)/Cbh—(HK)/COOh‘

<eE.

Asi, limy oo (HK) [Vh = A

a——0o0

<] Sean ¢ € R fijo y b € R tal que ¢ < b. Por hipétesis, se cumple que
h € HK([c,b]). Sea e > 0y como se cumple (2.6), existe M > max{0, c} tal

que sib > M y a < —M, entonces ’(HK) f;h—A‘ <.

Ahora, sean p, g € Rtalesquep > q¢ > M y a < —M, entonces |(HK) faph—A| <
5V [(HEK) [fh— Al <35. Asf,

‘(HK)/qph‘:’(HK)/aph—(HK)/aqh

(HK)/aph—A‘Jr‘(HK)/aqh—A’

<E€.

<

Por el Corolario 2.6 se concluye que h € HI([¢, 00]). De la misma manera

se prueba que h € HK([—o0,¢]) con el Corolario 2.6 para la versién [—oo, c].
Luego, con ayuda del Teorema 2.6 se concluye que h € HK(R).

[

Observacion 2.8. El Teorema de Hake afirma que la integral impropia de
Henstock es equivalente a la integral de Henstock-Kurzweil.

Corolario 2.7. Si f : R — R es integrable sobre R en el sentido impropio
de Riemann, entonces f es HK-integrable sobre R y los valores de las integrales
coinciden.

Demostracion. La prueba se sigue del Teorema 2.11.

2.6 Aplicaciéon del Teorema de Hake

A continuacién se muestran algunos ejemplos de funciones que con ayuda del
Teorema de Hake se verifica si son HK-integrables.

1. Sea f: R — R dada por f(t) = c # 0, para cada t € R.
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Como f es Riemann integrable sobre todo intervalo finito [a,b] de R, f es
HK-integrable sobre [a, b] y (R) f; f=c(b—a)=(HK) fab f.pero (HK) [*_ f
no existe. Asi, f no es HK-integrable sobre R. Este ejemplo muestra que una
funcién continua en R, [a, 00] o [~00,b] no es necesariamente HK-integrable.

2. Sean p,0 € Rcon o >0y f: R — R una funcién dada por

—5(E? )
e = 2 s xR
0 si € {—o00,00}.

Esta funcion es llamada distribucién Normal o Gaussiana utilizada en
probabilidad y estadistica. Como f es Riemann integrable sobre todo inter-
valo finito [a,b] de R, f es HK-integrable sobre [a,b] v limyoo (HK) fabf =

a——o0

limy_,oo (R) f: f = 1. Entonces, f es HK-integrable sobre R y el valor de su
a——

integral es 1.

3. Sea ¢ : R — R dada por

Sean a,b € R con a < b, entonces

b
1
(HK)/a T2 dx = arctan(b) — arctan(a).

Ademas,

lim, , . arctan(z) = —%7? y lim, . arctan(z) = %71’.

Por lo tanto, g es HK-integrable sobre R y (HK) ffooo g=T.



Capitulo 3

Integral Miiltiple de
Henstock-Kurzweil

La integral de Henstock-Kurzweil se puede definir para R" con n € N, por
conveniencia sélo consideraremos n = 2. Las definiciones y teoremas que estan
en la Seccién 3.1, se pueden extender con facilidad a R y tienen practicamente
la misma idea que en el Capitulo 2.

3.1 Definiciones

Definicién 3.1. Se define R” como R :=R x R.
Definicién 3.2. Si T € R{ T = (z1, ) con z; € R para cada i =1,2.

Definicién 3.3. Se dice que J es un intervalo bidimensional, si J = [, X I,
con I; un intervalo en R, para i =1, 2.

Definicién 3.4. Sean Jy, Jy intervalos bidimensionales. Siint(Jy)Nint(Jy) =
0, se dice que Jy y Jo no se sobreponen.

Definicion 3.5. Sea J = I; x Iy un intervalo bidimensional. Se dice que
T = (x1,29) € R es una etiqueta de J, si x; es etiqueta de I; para i = 1,2.
Al par (J,T) se le llama par asociado.

Definicién 3.6. Un conjunto elemental E de R es unidn finita de inter-
valos bidimensionales.

Es evidente que R” es un conjunto elemental.

Definicién 3.7. Se dice que la coleccion finita de pares asociados P= {(J,2)}
es una particion etiquetada de un conjunto elemental E, si E = |J{J :

(J,%) € P} y los intervalos bidimensionales no se sobreponen.

25
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Definicién 3.8. Sea P = {(J,Z)} una particion etiquetada de E un conjunto
elemental. Se dice que P es una particion etiquetada sobre X, siT € X
para cada (J,T) € P.

Definicién 3.9. Sea P = {(J,Z)} una particion etiquetada de un conjunto
elemental E y f : E — R. La suma de Riemann sobre la particion

etiquetada P es '
S(hPy =% f@II,
(J,E)eﬁ
T¢R°\R?
donde ||J|| es el drea del intervalo bidimensional J.

La definicién de suma de Riemann incluye intrinsecamente que f(7) := 0

para T € R’ \ R2, como en la Definicién 2.6. La medidora sobre un conjunto
elemental se define igual que en la Definicién 2.4.

Definicién 3.10. Sean § : E — R una medidora y P = {(J,Z)} una par-
ticion etiquetada del conjunto elemental cerrado F.

e (J,T) es d-fino con J =11 x Iy, si {(I},x;)} es d-fina para l =1,2.
o Pes d-fina, si cada (J,T) € P es d-fino.

Observacion 3.1. Sid; y 02 son dos medidoras sobre E un conjunto elemental
cerrado. Se define §(t) := min{d;(t),d2(t)}, para cada t € E. Entonces, § es
una medidora sobre E. Ademds, toda particion d-fina es d1-fina y da-fina de
E. FEsto puede ser extendido a un numero finito de medidoras sobre E.

Teorema 3.1. Si § es una medidora sobre un conjunto elemental compacto E,
entonces existe una particion -fina de E.

Demostracion. Supongase que E no admite particiones d-finas. Como E es

union de intervalos bidimensionales, entonces hay al menos un intervalo bidi-

mensional digamos J = [ay, b1] X [ag, ba] que no tiene particiones d-finas. Ahora,
— a;itb;

se divide a J por la recta t; = “5>, para cada i € {1,2}. Se obtienen 4 inter-

valos bidimensionales de los cuales al menos uno de ellos no tiene particiones
0-finas.

Repitiendo la construccion, se crean intervalos bidimensionales que no
tienen particiones d-finas, con la propiedad

J=J' 222,

Se cumple que lim; o, diam(J!) = lim;_, 21" diam(J*) = 0, entonces F =

mneN J" ?é (Z)
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Sea t € F. Se tiene que 0(t) > 0, por ende existe ng € N tal que si k > ny,
diam(J*) < 6(t). Entonces, J™ C Blt,d(t)]. Como J™ = [sy,71]X[s2,79] y t =
(t1,t2), se cumple que [s1, 1] C [t1—0(t), t14+0(t)] v [s2, 2] C [t2—0(t), ta+0(2)].
Asi, el par asociado (J",t) es d-fino, lo cual es una contradiccion.

]

Se necesita el siguiente resultado para hacer algunas definiciones viables y
trabajar en conjuntos no acotados.

Corolario 3.1. Dado una medidora 6 : R —s R, entonces R’ tiene una
particion 0-fina.

Demostracion. Sea d1(y) := (oo, y) para cada y € R. Por el Corolario 2.1,
existe una particién d;-fina, digamos P, = {(L',y;1)}. Sean

a1 = min{csl(yp)‘(Ll,yLl) S Pl}
y my € R con o% < m;. Entonces, el par asociado ([ml, oo] x L1, (oo, yL1)) es
d-fino por construccién, para cada (L', y;1) € Py. De manera similar se define

d2(y) = 0(—00,y) para cada y € R, por lo que existe una particiéon do-fina,

digamos P, = {(L? y;2)}. Sean

ay = min{0s(yz2)| (L%, yr2) € Py}

y my € R tal que my < —a%. Asi, ([—oo,mg] x L2, (—oo,yLz)) es 0-fino por
construccién, para cada (L? yz2) € P,. Ahora, sea d5(z) := d(z,00) para
cada x € [mgy, my]. Por el Teorema 2.1, existe una particién ds-fina, digamos

Py = {(L? x5)}. Sean

a3 = min{53(l’L3)|<L37$L3) S Pg}
y m3 € R con a% < mg, se tiene que (L3 X [mg, o], (3, oo)) es d-fino, para
cada (L3, x3) € P5. Se hace lo mismo para 0,(z) := 6(z,—00) para cada
r € [ma,my], obteniendo una particién d4-fina, digamos Py = {(L* z4)}.
Definiendo '

ay = min{54(a:L4)|(L4,xL4) € P4}
y my € R tal que my < —a%l, entonces (L4 X [—00, myl, (x4, —oo)) es 0-fino,
para cada (L*,z74) € Py. En la Figura 3.1 se muestran los intervalos constru-

. . R 2
idos hasta este momento, los cuales conformaran la particion de R™.

Luego, ¢ es una medidora sobre el intervalo [mq, m1] X [my, ms]. Entonces,
por el Teorema 3.1, este intervalo bidimensional tiene una particion etiquetada

d-fina P. Finalmente, uniendo P con los intervalos bidimensionales anteriores
. L . =2
se obtiene una particion etiquetada d-fina de R™. O

Observacion 3.2. El Corolario 3.1 es vdlido para conjuntos elementales cer-
rados arbitarios E y la demostracion es similar.
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Figura 3.1: Particiéon é-fina de R

3.2 Integral Multiple de Henstock-Kurzweil

Definicién 3.11. Se dice que f : E — R es una funcion Henstock-
Kurzweil integrable sobre E un conjunto elemental cerrado, si existe A €

R, tal que para todo € > 0, existe 6. una medidora sobre E tal que si P es una
particion 0.-fina, entonces

1S(f; P) — Al <e.

Si f es HK-integrable sobre E un conjunto elemental cerrado, el valor de
la integral de f se denota como A = (HK) [[, f.

Observacién 3.3. St f : R — R es una funcion Riemann integrable sobre
E un conjunto elemental acotado, entonces f es Henstock-Kurzweil integrable
sobre E y los valores de las integrales coinciden.

Definicién 3.12. Sea § : R \ R?> — R una medidora. El conjunto ele-
mental O = \Jy_, Ji es una aureola d-fina, si {(J;,T))}F_, es una particion

etiquetada -fina sobre R’ \R? y Ep = cl(ﬁ2 \ O) es un conjunto elemental
acotado.

Observacion 3.4. El Corolario 3.1 garantiza la existencia de una aureola 0-

. . . =2 . .
fina para cualquier medidora & definida en R™ \ R%.  Mds atin, muestra una
forma de encontrarla.

Definicién 3.13. St E| y E son conjuntos elementales tales que Ey C E, se
dice que E; es un subconjunto elemental de E.

Los Teoremas 3.2, 3.3 y 3.4 son resultados parecidos a los del Capitulo 2
y no se va a profundizar en ellos. Estos teoremas se trabajan en conjuntos
elementales cerrados.
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Teorema 3.2. f: E — R es una funcion HK-integrable sobre E, si y sdlo si
para todo € > 0, existe . una medidora sobre E tal que si P y Q son particiones
Se-finas, entonces |S(f; P) — S(f;Q)| < e.

Demostracion. La demostracion se puede consultar en [7].

]

Teorema 3.3. Si f : E — R es una funcion HK-integrable sobre E y F; es
un subconjunto elemental de E, entonces f es HK-integrable sobre Ej.

Demostracion. La prueba se puede ver en [7].

]

Definicién 3.14. Sea @ = {(J,7)} una coleccion finita de pares asociados
de E un conjunto elemental. Se dice Q es subparticion etiquetada de F,

si T € J para cada (J,T) € Q y los intervalos bidimensionales de Q no se
sobreponen.

Definicién 3.15. Sean @ = {(J,Z)} una subparticion etiquetada de E un
conjunto elemental cerrado y 6 una medidora sobre E. La subparticion Q

es 6-fina, si (J,T) es 6-fino para cada (J,T) € Q.

Teorema 3.4. Sean f una funcion HK-integrable sobre E un conjunto elemen-
tal cerrado y e > 0. Si d es una medidora sobre E, se tiene que

> s@ill- [[ 1] <e.
(J,T)EP

para cualquier ? particion 0-fina de E, entonces
> s [ g<e
(J,Z)eé U(J,?)eé J
para cualquier @ subparticion d-fina de E.

Demostracion. La demostracion se encuentra en [7].
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3.3 Teorem? de Equivalencia para la Integral
sobre R

El Teorema de Equivalencia para la Integral sobre R” es un resultado que da
una caracterizacion de la HK-integral para funciones de varias variables. Pero
antes de presentar el teorema se demuestra el siguiente resultado.

Lema 3.1. Sean f : R° — R una funcion y & una medidora sobre R \ R2.
Si para cualquier O aureola 6-fina la funcion f es HK-integrable sobre Eg,
entonces f es HK-integrable sobre cualquier conjunto elemental compacto.

Demostracion. Sea E un conjunto elemental compacto. Sean u; = max{z € R
| (z,y) € E}, ug = min{z € R | (z,y) € E}, u3 = max{y € R | (z,y) €
E} y uy = min{y € R | (z,y) € E}. Entonces, el intervalo bidimensional
[ug, u1] X [ug, us] contiene a E. De la misma forma que en el Corolario 3.1, se
obtienen P, particiones etiquetadas d;-finas para encontrar m; € R, para cada
i € {1,2,3,4}. Pero se agregan condiciones adicionales a las constantes m;’s,
los cuales son v; < my, mo < vy, v3 < M3y my < vy. Asi, se forma una
aureola d-fina O tal que E C Eg = [mg, my] X [my4, m3]. Ademds, por hipStesis
f es HK-integrable sobre Ey. Por tanto, f es HK-integrable sobre F.

O

Un resultado fundamental para analizar la posible version del Teorema de
Hake para funciones de varias variables es:

Teorema 3.5 (Teorema de Equivalencia para la Integral sobre RQ). Sea

f: R — R una funcion. Entonces, f es HK-integrable sobre R® con valor
de su integral A € R, si y solo si para todo € > 0, existe una medidora 6. sobre

R \ R? tal que para cualquier aureola 6.-fina O, la funcién f es HK-integrable

sobre Ey y
’(HK)// f—A‘ <e.
Eg
Demostracion.

=] Sean f una funcién HK-integrable sobre R’ con (HK) [[z2 f=Aye>0.

Asi, existe 6, : R’ — R tal que para cualquier P particion J.-fina de E{
entonces .

S(FiP)— Al < 3. (3.1)

La primera parte del Corolario 3.1 proporciona una forma de obtener una

O aureola d.-fina y se toma el correspondiente conjunto elemental Ep = cl (R2\
O). Entonces, f es HK-integrable sobre Ep. Asi, existe una medidora dy sobre

Eo tal que para cualquier P; particién dg-fina, se tiene que

P ) [ f‘ <% (32)
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Se puede suponer que do(z,y) < d:(z,y) para cada (v,y) € Eo, (de lo
contrario se define §)(z,y) := min{dy(z,y),d(x,y)} para (x,y) € Ep). Sea Q
la particién o.-fina de R® constituida por la aureola d.-fina O y la particion
So-fina P; de Ep, para el cual se mantiene (3.1) y S(f;Q) = S(f; P1). Por lo
tanto, sumando (3.1) y (3.2), se obtiene que

< €.

‘(HK)/EOf—A

<| Supéngase que existe A tal que para e > 0, existe J, : R \R? — R con
la propiedad para cualquier O aureola J.-fina, la funcién f es HK-integrable
sobre By = cl(R\ O) y |(HEK) [, [ — Al <. Sean By, = [k, k] x [k, k]
y Fr = int(Ey) \ int(Ex_1), para cada k € N. Es claro que Fj, N F,, = () con
k # m. Ademds, por el Lema 3.1, f es HK-integrable sobre cada Ej. Sea dy,

una medidora sobre Ej tal que si P es una particién di-fina de E}, entonces

\su;ﬁk) - [[ 1

Por el Lema de Saks-Henstock (Teorema 3.4), en (3.3) Fk puede ser reem-

€

< 2k+1°

(3.3)

plazado por cualquier subparticién de Py v Ej por la unién de los correspon-

. . . . . =2
dientes intervalos bidimensionales de esta subparticion. Ahorasead : R™ — R
dada por

[ @ si TeR\R?

Se toma cualquier particién J-fina Pde R y se considera la suma de Rie-
mann S(f; P). Sea P, C P la subparticién 6.-fina de P etiquetado en R’ \ R,
el cual forma la aureola d.-fina O y el correspondiente conjunto elemental aco-

tado Ey = cl(R”\ O).

De acuerdo a la definicién anterior de § en (3.4), se tiene que si T € Fy, en-
tonces el intervalo bidimensional asociado J de (J,z) € P \ ﬁo estd contenido
en Ej. Para cada k € N, sean m, = {(J,7) € P | ZE€Fty Gr=Uyumen, J
Es claro que 7 es una subparticion d-fina de la particion di-fina ﬁk, que por
el Teorema 3.4 la expresién (3.3) se mantiene cuando 7y sustituye a Fk vy Gy

reemplaza a Ejy. La suma de todos los términos S(f;m) es S(f; P\ Po).

Noétese que existe ng € N tal que G, # 0 y G, C Ey para k € {1,...,n0}
y ademds 2, Gx = Eo. Ya que la particién etiquetada P\ Po de Eg sdlo
contiene una cantidad finita de pares asociados y por ende un numero finito
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de intervalos bidimensionales, llega un momento donde 7 es vacio y no habra
intervalos bidimensionales que formen a (G),. Entonces,

S P) = S Po) + S( P\ Po) = S Po) + S S(fsme) = 3 8(fm)

(HE) /Eofzi(ﬂf()/(;kf

Concluimos la prueba observando que
Zs<f;m =) [ glefomm [ ra
Eo

fim) HK//ka' ‘HK/EOf A‘

S(f;P) — A] <

— 2k+1
neN

]

Corolario 3.2. Si f : R> = R es una funcion Riemann-integrable sobre todo
conjunto elemental compacto de Rz, entonces f es HK-integrable sobre R® con
A= (HK) fon f €R, siy sdlo si para € > 0, existe una medidora 0. sobre

R \ R? tal que para cualquier aureola §.-fina O, se cumple que

'(R)/[Eof—A’<a.

Demostracion. La prueba se sigue del Teorema 3.5.

3.4 ;Version del Teorema de Hake para R’?

Ahora que el Teorema 3.5 ha sido probado, se responde a la siguiente pregunta.

Pregunta. S f : R® — R es Henstock-Kurzweil integrable sobre todo
2

itervalo bidimensional 11 [al, b;] con a;,b; € R tales que a; < b;, y satisface

=1

b1 ba
lim (HK)/ f=A€R, (3.5)
a;——00 a1 a

2
b,;*)OO
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entonces sserd [ Henstock-Kurzweil integrable sobre R y el valor de su inte-
gral serd A?.

Los intervalos diddicos I} = [j/2%,(j +1)/2%) € [0,1) con 0 < k y 0
j < 2% — 1, son usados para construir intervalos bidimensionales. Para 0 <
y 0<j <22 —1 se crean:

<
k

JFo; = [k, k+1/2) x 122]’?“, TEyier = [k, k+1/2) x [22;;:11’

By = 4 1/2 0 1) % B g = 12,k 1) B

En la Figura 3.2, se muestran los intervalos bidimensionales anteriores.
Ahora sea la funcion f : R’ — R dada por

2k+2 5@: (z,y) € ‘]{C,2j U J§,2j+1
flz,y) = —2F 2 i (z,y) € J{C,2j+1 U J§,2j (3.6)
0 si (x,y)¢[0,00)x[0,1).

|
|
|
|
| |
| |
| T T
| | Ja |
0.5 ——————— B [
| | Jis |
| P -+
| 0 | Jis [
J9, \ 20 b —+
| | Jh |
| IR S
: BT
0.5 1 1.

Figura 3.2: Intervalos bidimensionales.
Si J es un intervalo bidimensional acotado, se tienen dos casos:
1) Si JN([0,00) x [0,1)) = (), entonces f(x,y) = 0, para cada (x,y) € J.

2) Si JN([0,00) x [0,1)) # 0, entonces f es una funcién escalonada en J.

Asi, f es Riemann integrable sobre todo intervalo bidimensional acotado J,
: k k k k -
en especial para Jyo;, Ji g1, J59; ¥ Jo9j41- Luego, los valores de la integral
de Riemann sobre cada uno de los intervalos bidimensionales son:
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# si p=1,q=2j
1 s p=2,g=2j+1
R = ¥ T P=s . 3.7
( )//ngf —5 st p=1g=2j+1 (3.7)
—5 i p=2,q=2j

para0 < ky0<j<2% 1.

Como f es Riemann integrable sobre J un intervalo bidimensional acotado,
también f es HK-integrable sobre J y los valores de las integrales coinciden.
Asi, f es HK-integrable en [a,b] X [c,d] con a,b,c,d € R. Para probar la
validez de las siguientes afirmaciones se emplean propiedades de la integral de
Riemann.

Afirmacion 1. Si k € Ny ¢, d € R tales que ¢ < d, entonces

w [ [ r=o

En efecto, si 1 < ¢ 6 d < 0 es claro que se cumple la afirmacion. Sélo resta
ver que pasa cuando [0,1) N [c,d] # 0. Sean H] = {[c,d| N I3;i" # 0 | j €
{0,..,2% =1}y y H! = A{[e,d N5 # 0| j € {0,...,2% — 1}}, para cada
i €{0,...,k — 1}. Entonces,

w [ =S [

Ed

@
Il
=)

_ k_: > ((R)/:Jr;/hwa(R)/;?/hf)
Sl (o ] )

Afirmacién 2. Para k € Ny j € {0,1,...,2%) — 1}, se cumple que

(R) OIH_E flgjkﬂ f= 2% y (R) f0k+§ fﬂk“ f = _%'

2j+1

Sean k y j como lo requiere la Afirmacién 2. Con ayuda de la Afirmacion 1y
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(3.7), se tiene que

w [ o= k [ [
_ R)/kk+§/]§f+lf—2—1,€

D=

k41 3
[2k+1 / /I2k+1 / [2k+1

2541 2541 2541

k—i—
/ /]2k+1 o

2j+1

w [

Ademss, para k € Ne i € {0,...,2¥ — 1}, el intervalo I¥ C [0,1) contiene
2k intervalos ]22]]-”1 con 2F; < j < 2 4+ 2F — 1, entonces

2kz+2k 1

k+ 1
- R (3.8)
I2k+1 9k ’ )

JQk JQ’“

2’%+2k—1

Afirmacion 3. Si k € N, entonces

(R)/Ok+%/01f=0-

Sean k € Ny Hj, = {I;;™ | j € {0,..,2% = 1}} y HY = {5 | j €
{0, ...,22* — 1}}. Entonces,

R>/0k+5/01f:<R>/Ok/01f+<R>/:+5/Olf
= R)/:+;/01f
_ ((R) / / f)

heHj, heH]!

1 1
PACRNC)
heH, heH;!

el
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Afirmacion 4. Sia<0,1<b,¢c<0y1<d, entonces

m[ =0 (39
Sil<k<b<k+3conkeN, entonces
w[ [r=w[ [
- R)/Ok/01f+(R)/kb/01f
[

22k_q
([ few [ ],)
=0.

Ahora, si k + % <b< k+1, entonces

R)/ab/cdf=<R>/0b/01f
=(R)/0k+é/01f+(R)/k; B
[ [
(L ol )

2j+1

Sea ¢ > 0. Por la Afirmacién 4, existe My > 1 tal que si a < —Mj,
c < —My, b> My y d> My, entonces

o [ -
lim HK//f—O

QC—) o0

< E.

Es decir,
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Ahora, supdéngase que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre R’ y sea
g0 = % > 0, entonces por el Teorema 3.5 existe una medidora J, sobre R’ \ R?
tal que para cualquier aureola J.-fina O, se tiene que

‘(HK) / /l g ) / /R 2 f‘ < co. (3.10)

Para obtener una contradiccion, se comparan dos aureolas d-finas construidos
de la siguiente manera. Sea T, = {y € [0,1] | 6(c0,y) > <} para cada n € N.
Como [0,1] = U,enTn v [0,1] es un intervalo compacto, por el Teorema de
Categoria de Baire, existe ng € N tal que 7}, no es nunca denso, es decir,
int(cl(Ty,)) # 0. Sea (u,v) un intervalo abierto no vacio contenido en ¢l(T,,),
entonces (u,v) NT,, # 0 y ademds todo subconjunto no vacio de (u,v) tiene
puntos de T,,,.

Dado que el conjunto de los ntimeros diddicos D = {;—k | ke Nyje
{0,1,...,2"}} es denso en [0, 1], existen ko > ng y jo € {1,...,2% — 1} tal que
u < g < JST’LOl < v, es decir, Ijkoo C (u,v). Ademas, 122]’.“0“ C Ijk(? para cada

j € {2k0j07 "'72k0j0 + 2k — 1}

El par asociado ([ko+ 3, 00] X cl([%fo“), (00, 42;)) con ya; € cl(lgj'-““l) NT,
es d-fino ya que:

Ok‘0+%>k0>n025(+

00,y25)’

d CZ(IQQJI'%H) - [y2j - 5(00,y2j),92j + 5(007y2j>}a puesto que |Cl(]22f0+1)| =
1

1 1
T < gy < = §(00, Y25),

para cada j € {2k0jy, ..., 2k0jy 4 2k — 1},

De la misma manera se muestra que (([ko, c0] X cl(IQij’jl), (00, Y2j4+1)) con

Yoji1 € cl([gfﬂrl) N Ty, es 6-fino, para cada j € {2~ j, ..., 2k + 2k — 1},

Sea 81(y) := 6(o0, y) para cada y € R, es claro que d; es una medidora
sobre [—o0, J&] ¥ []‘QJTJFOI, oo]. Por el Corolario 2.1 en las correspondientes ver-

siones, existen particiones P} y P/’ 6;-finas de [—o0, J&] vy [Jg,jgl,oo], respecti-

vamente. Sea oy = min{d;(yz) | (L,yz) € P, U P} y se toma m; € N tal que
a% < my. Asi, ([ml,oo] x L, (oo,yL)) es 0-fino por construccién, para cada

(L,yz) € PlUP/.

De manera similar, sea dy(y) := d(—00,y) para cada y € R, la cual es
una medidora sobre ]R,‘entonces existe P, particion do-fina. Se toma ap =
min{ds(yz) | (L,yr) € P2} y ma € R tal que my < —a%. Asi, el par asociado
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([—oo,mQ] x L, (—oo,yL)) es 0-fino, para cada (L,y.) € P.

Ahora si 93(x) := d(, 00) para cada x € [mg, my], entonces por el Teorema
2.1 existe P3 una particién ds3-fina. Sean oy = min{ds(yr.) | (L,yr) € P3} v
ms € R tal que mg > max{als, 1}. Asi, (L X [mg, o], (yr, oo)) es d-fino, para
cada (L,y.) € P;.

Por tltimo, se define d4(z) := 0(z, —o0) para cada = € [ma, m4], entonces
existe P, una particién d;-fina. Luego, sean ay = min{d4(yz) | (L,yr) € P4} y
my € R tal que my < —(%4, entonces (L X [—00, m4], (yr, —oo)) es 0-fino, para
cada (L,y;) € P,. Todos los intervalos bidimensionales anteriores se usan para
formar la aureola d-fina O, que se muestra en la Figura 3.3.

mg

Nis.
Zl

LT 1] | [T | ]
Figura 3.3: Aureola d-fina O.

Luego, con ayuda de la Afirmacién 1 y 2 con (3.8), se tiene que

Jo

(HEK) /cl(RQ\O) f=& //cl(]RQ\O) f=&) /w:l 3:131 f+ (B )/n:1 /miko I

DL 8 ol e )

k() 2 +1
2k0]0+2k0 1 ko-i- 2k0 jo+2F0 —1 1
= — | = 1.
/ /2k0+1 Z (Qko)
Jj= 2]“030 j=2k0jo

Para la misma ¢ se construye otra aureola O’ J-fina, reemplazando cada

intervalo bidimensional [k + 3] x cl(131°"") en O por el intervalo bidimensional
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[ko, 0o x cl (. 22;-“)“) y manteniendo el resto de los intervalos bidimensionales que

estan en O. Entonces,
wo [ f-
c(R™\O’)

Usando (3.10), se tiene que

1) [ 700 [ 9
< ‘(HK)/L(R2\O)f—(HK)/AZf‘+‘(HK)//CI(R,Z\O/)JC—(HK)//R2f’
1
o=

?

| —

lo cual es una contradiccién. Asi, f no es HK-integrable sobre R>. Porlo tanto,

si una funcién es HK-integrable sobre todo intervalo bidimensional compacto

y existe el limite correspondiente, no implica que la funcion sea HK-integrable
—2

sobre R.



40

Integral Miiltiple de Henstock-Kurzweil




Conclusiones

En este trabajo de tesis, se demostrd que el resultado similar al Teorema de
Hake para funciones de varias variables no es valido, es decir, no se puede
generalizar el Teorema de Hake para R . Puesto que para el caso n = 2, una
implicacion de tal resultado no se cumple.

Sin embargo, el Teorema 3.5 llamado Teorema de Equivalencia para la
Integral sobre R{ es valido para Ry su demostracion es andloga, por supuesto
con las correspondientes modificaciones a las definiciones y resultados previos.
Por lo que el Teorema de Equivalencia para la Integral sobre R", se puede
considerar como un resultado del tipo Hake para funciones de varias variables.

41
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