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Licenciado en Matemáticas Aplicadas
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Caṕıtulo 1

Introducción

La integración se desarrolló por varias razones y necesidades, algunas de ellas
son el cálculo de volúmenes de cuerpos sólidos, áreas de planos y superficies, la
longitud de curvas, determinación de masas y momentos de inercia, aśı como
también la resolución de ecuaciones diferenciales.

En la actualidad hay una variedad de integrales que son absorbidas por
otras, es decir, pueden expresarse de una manera equivalente o más general
y mantener algunas de sus propiedades. Pero, ¿por qué se desarrollan tantas
integrales?, pues bien, existen fundamentalmente varios aspectos a considerar:
algunas de ellas nacieron de un problema particular como las mencionadas
anteriormente, otras surgieron de una necesidad de generalizar una integral a
contextos más amplios o abstractos, algunas otras deben su existencia a un
análisis profundo y exhaustivo de una integral modificando algún aspecto de
la misma.

Después del desarrollo del Cálculo, hecho por el matemático y f́ısico inglés
Isaac Newton (1642-1727) y por el matemático y filósofo francés Gotfried
Wilhem Leibniz (1646-1716). Bernhard Riemann (1826-1866) un matemático
alemán, dio en un art́ıculo publicado en 1854, la primera definición rigurosa de
la integral de una función f : [a, b] −→ R, denotada por (R)

∫ b
a
f , la cual está

dada en términos de sumas que llevan su nombre y desigualdades, llamándole
Integral de Riemann:

Para todo ε > 0, existe una constante δ > 0 tal que si P = {([xi−1, xi], ti)}ni=1

es una partición de [a, b] y |xi − xi−1| < δ, entonces |
∑n

i=1 f(ti)(xi − xi−1) −
(R)

∫ b
a
f | < ε.

Posteriormente Jean Gaston Darboux (1842-1917) en 1875, publicó su
definición de integral en un intervalo [a, b] a partir de supremos e ı́nfimos,
que es equivalente a la obtenida por Riemann. Luego en 1902, surge la inte-
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2 Introducción

gral de Lebesgue llamada aśı por el matemático frances Henri Léon Lebesgue
(1875-1941), la cual es una extensión y reformulación del concepto de integral
de Riemann. Por ello, esta integral trabaja una clase más amplia de funciones
reales e integrarse sobre dominios más generales.

Existen derivadas de funciones que no son Riemann integrables, esta defi-
ciencia de la integral de Riemann no fue corregida por la integral de Lebesgue.
Sin embargo, los matemáticos Arnaud Denjoy (1884-1974) y Oskar Perron
(1880–1975), crearon una integral que solucionó este problema pero su definición
es complicada de describir. No fue hasta que de trabajos independientes en
la década de los 50’s, Jaroslav Kurzweil, matemático checo, en sus estudios
de ecuaciones diferenciales introduce una versión generalizada de la integral
de Riemann y en los 60’s, Ralph Henstock (1923-2007), matemático inglés,
hace el primer estudio sistemático de la nueva integral, llamada integral de
Henstock-Kurzweil (HK-integral). Esta integral no ha llegado a ser muy cono-
cida a pesar de que es esencialmente fácil de describir, como la integral de
Riemann. Cabe señalar que la integral de Perron y Denjoy es equivalente a la
integral de Henstock-Kurzweil.

A continuación se describen brevemente los Caṕıtulos 2 y 3. En el Caṕıtulo
2, se abordan conceptos que introducen al estudio de la integral de Henstock-
Kurzweil, además de algunos ejemplos, propiedades, observaciones y teoremas
básicos. Uno de los teoremas presentados en este caṕıtulo es el Teorema de
Hake para R, el cual dice:

f : R −→ R es Henstock-Kurzweil integrable sobre R y el valor de su
integral es A ∈ R, si y sólo si f es Henstock-Kurzweil integrable sobre todo
intervalo [a, b] con a, b ∈ R tales que a ≤ b y satisface

lim
b→∞
a→−∞

(HK)

∫ b

a

f = A.

Este resultado fue probado por el matemático alemán Heinrich Hake en
1921, para la integral de Perron. Se presentan algunas aplicaciones del Teo-
rema de Hake y un resultado directo que relaciona la integral impropia de
Riemann y la HK-integral.

En el Caṕıtulo 3, se define la integral múltiple de Henstock-Kurzweil. Por lo
que es comprensible preguntarse, ¿será cierto un resultado parecido al Teorema
de Hake para funciones de varias variables?. Para responder a esta pregunta,
convenientemente sólo se analiza la siguiente implicación de tal resultado:
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Si f : Rn −→ R es Henstock-Kurzweil integrable sobre todo intervalo n-

dimensional
n

Π
i=1

[ai, bi] con ai, bi ∈ R tales que ai ≤ bi y

lim
ai→−∞
bi→∞

(HK)

∫ b1

a1

∫ b2

a2

∫ b3

a3

· · ·
∫ bn

an

f = A ∈ R,

entonces ¿será f Henstock-Kurzweil integrable sobre Rn
y el valor de su inte-

gral será A?.

De acuerdo a un ejemplo expuesto, la implicación anterior no se cumple.
Para estudiar el ejemplo se hace uso de los siguientes resultados de análisis
matemático:

Teorema de Categoŕıa de Baire. Si X 6= ∅ es un espacio métrico com-
pleto, entonces X es de segunda Categoŕıa (i.e. X no es de primera Categoŕıa).
Ver [12].

Teorema. El conjunto de números diádicos D = { j
2k
| para k ∈ N y

j ∈ {0, 1, ..., 2k} } es denso en [0, 1]. Ver [13].
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Caṕıtulo 2

Integral de Henstock-Kurzweil

Se define el sistema extendido de números reales R como R junto con dos
elementos −∞ y ∞, es decir, R = R ∪ {−∞,∞}. En los números reales no
se consideran los śımbolos ±∞. Sin embargo, es útil extender algunas de las
operaciones de R a R. Las más importantes convenciones en R son:

i) 0 · (±∞) = 0 = (±∞) · 0.

ii) Si x ∈ R, entonces x+ (±∞) = ±∞ = (±∞) + x.

iii) Si x > 0, entonces x · (±∞) = ±∞ = (±∞) · x.

iv) Si x < 0, entonces x · (±∞) = ∓∞ = (±∞) · x.

v) −∞ < x <∞, para cada x ∈ R.

Sean a, b ∈ R. Los intervalos finitos en R son [a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b},
(a, b) = {x ∈ R : a < x < b}, (a, b] y [a, b). Los intervalos infinitos en R son
[a,∞] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ ∞}, [a,∞), (a,∞), (a,∞], [−∞, b] = {x ∈ R :
−∞ ≤ x ≤ b}, [−∞, b), (−∞, b), (−∞, b], (−∞,∞) = R y [−∞,∞] = R.

2.1 Definiciones

Definición 2.1. Se dice que los intervalos [a, b] y [c, d] en R no se sobrepo-
nen, si (a, b) ∩ (c, d) = ∅.

Definición 2.2. Consideremos I = R, una partición de I es una colección
finita P = {[xi−1, xi]}n+2

i=1 de subintervalos cerrados que no se sobreponen
tal que I =

⋃n+1
i=0 [xi, xi+1], con x0 = −∞, xn+2 = ∞ y xi ∈ R para i ∈

{1, ..., n+ 1}.

Cuando I = [a,∞], una partición de I es una colección finita P =
{[xi−1, xi]}n+1

i=1 de subintervalos cerrados que no se sobreponen y la unión de
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2 Integral de Henstock-Kurzweil

ellos es I. El primer subintervalo tiene como extremo izquierdo al punto a y
el último subintervalo es un intervalo infinito, es decir, x0 = a y [xn, xn+1] =
[xn,∞].

En el caso que I = [−∞, b], una partición de I es una colección finita
P = {[xi−1, xi]}n+1

i=1 de subintervalos cerrados que no se sobreponen y la unión
de ellos es I. El primer subintervalo es un intervalo infinito y el extremo derecho
del último subintervalo es el punto b, es decir, [x0, x1] = [−∞, x1] y xn+1 = b.

Finalmente, si I = [a, b] con a, b ∈ R, una partición de I es una colección
finita P = {[xi−1, xi]}ni=1 de subintervalos cerrados que no se sobreponen y la
unión de ellos es I. El extremo izquierdo del primer subintervalo es x0 = a y
el extremo derecho del último subintervalo es xn = b.

Para cada caso se hacen las modificaciones de los ı́ndices para ser cómoda
la notación.

Definición 2.3. Sean P = {[xi−1, xi]}n+2
i=1 una partición de I = R y ti ∈

[xi−1, xi], para cada i ∈ {1, ..., n + 2}. Entonces Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}n+2
i=1 es

una partición etiquetada de I y ti se le dice etiqueta de [xi−1, xi]. A
([xi−1, xi], ti) se le llama par asociado.

Definición 2.4. Sea I un intervalo de R. La función δ : I −→ R se le llama
medidora sobre I, si δ(t) > 0 para todo t ∈ I.

Las Definiciones 2.3 y 2.4 son las mismas para los intervalos [a,∞], [−∞, b]
y [a, b].

Definición 2.5. Sean I = R, Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}n+2
i=1 una partición etiquetada

de I y δ una medidora sobre I. Se dice que Ṗ es δ-fina de I si:

1. [x0, x1] ⊆ [−∞,− 1
δ(t1)

] con t1 = −∞; equivalentemente a x1 ≤ − 1
δ(t1)

.

2. [xi−1, xi] ⊆ [ti − δ(ti), ti + δ(ti)] para i ∈ {2, ..., n+ 1}.

3. [xn+1, xn+2] ⊆ [ 1
δ(tn+2)

,∞] con tn+2 = ∞; equivalentemente a 1
δ(tn+2)

≤
xn+1.

Una partición es δ-fina de [a,∞], si cumple los incisos 1 y 2. Una partición
es δ-fina de [−∞, b], si satisface los incisos 2 y 3. Para un intervalo finito [a, b],
una partición es δ-fina si cumple el inciso 2. A continuación se muestra un
ejemplo de una medidora δ y una partición δ-fina de R.

Ejemplo 2.1. Sean c > 0, m0 ∈ N fijo y δ(t) = c > 0, para cada t ∈ R. La
partición Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}m0+2

i=1 con x0 = −∞ = t1, x1 = −1
c
, xm0+1 = −x1,

xm0+2 =∞ = tm0+2, xi−1 = −m0+2(i−2)
cm0

para i ∈ {2, ...,m0 +2} y ti = xi−1 para
i ∈ {2, ...,m0 + 1}, es δ-fina.
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Observación 2.1. Sean δ1 y δ2 medidoras sobre I un intervalo cerrado finito
o infinito de R, se define δ(t) := min{δ1(t), δ2(t)}, para cada t ∈ I. Entonces,
δ es una medidora sobre I. Además, toda partición δ-fina es δ1-fina y δ2-fina
de I. Esto puede ser extendido a un número finito de medidoras sobre I.

Observación 2.2. La medidora δ en ocasiones predetermina etiquetas de los
subintervalos de la partición δ-fina.

Observación 2.3. Si Ṗ1 y Ṗ2 son particiones δ-finas de [−∞, a] y [a,∞],
respectivamente, entonces Ṗ1 ∪ Ṗ2 es una partición δ-fina de R.

Sean f : R −→ R una función y Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}n+2
i=1 una partición

δ-fina de R. Es claro que la δ-finura de una partición Ṗ de R, obliga a que
las etiquetas del primer y último subintervalo sean t1 = −∞ y tn+2 = ∞. El
primer subintervalo de Ṗ es [x0, x1] cuya longitud es x1−x0 = x1−(−∞) =∞,
esto causaŕıa problemas al definir la suma de Riemann. Por ello, se establece
la convención f(−∞) := 0 y de igual forma se hace para f(∞) := 0. Entonces,
f(t1)(x1 − x0) = 0 y f(tn+2)(xn+2 − xn) = 0. La misma consideración se hace
para funciones sobre [a,∞] o [−∞, b]. Aśı que a partir de ahora y a lo largo del
caṕıtulo, se consideran funciones que cumplan lo mencionado en este párrafo.

Definición 2.6. Sean I = R y f : I −→ R con Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}n+2
i=1 una

partición etiquetada de I, entonces

S(f ; Ṗ ) =
n+1∑
i=2

f(ti)(xi − xi−1),

se llama suma de Riemann de f sobre Ṗ .

La Definición 2.6 es prácticamente la misma para los intervalos infinitos
[a,∞], [−∞, b], y por supuesto para el intervalo finito [a, b].

Teorema 2.1 (Teorema de la finura de Cousin). Si I = [a, b] con a ≤ b
es un intervalo cerrado en R y δ es una medidora sobre I, entonces existe una
partición de I que es δ-fina.

Demostración. Sea δ una medidora sobre I y supóngase que I no admite par-
ticiones δ-finas. Def́ınase c = a+b

2
. Entonces [a, c] no tiene particiones δ-finas

o [c, b] no tiene particiones δ-finas.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que [a, c] no tiene particiones δ-
finas. Si [a, c] = [a1, b1] =: I1 y c1 = a1+b1

2
. Como antes, al menos uno de los

dos subintervalos de I1 no admite particiones δ-finas, a tal subintervalo se le
denota como I2 := [a2, b2].
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De esta manera se obtiene una sucesión (In)n∈N de subintervalos cerrados
de I, que no tienen particiones δ-finas y cumplen In+1 ⊂ In ⊂ I, para cada
n ∈ N. Entonces,

⋂
n∈N I

n 6= ∅. Sea s ∈
⋂
n∈N I

n. Como δ(s) > 0, existe
n0 ∈ N tal que δ(s) > 1

n0
. Además, se tiene que la sucesión ( b−a

2n
)n∈N converge

a 0. Para ε = 1
n0

, existe p ∈ N tal que
∣∣ b−a
2m

∣∣ < 1
n0

, para m ≥ p.

Aśı, la longitud a partir del p-ésimo subintervalo es menor que δ(s), es
decir, |Ip| < δ(s). Luego, Ip ⊂ [s − δ(s), s + δ(s)]. Entonces, {(Ip, s)} es una
partición δ-fina de Ip, lo cual es una contradicción. De este modo, se llega a
una contradicción con el subintervalo [c, b]. Por lo tanto, existe una partición
δ-fina.

Corolario 2.1. Si I = R y δ es una medidora sobre I, entonces existe una
partición δ-fina de I.

Demostración. Sea una δ una medidora sobre I. Sean a, b ∈ R tales que
a ≤ − 1

δ(−∞)
y 1

δ(∞)
≤ b. El Teorema 2.1 asegura que el intervalo [a, b] tiene

una partición δ-fina {([xi−1, xi], ti)}ni=1, con x0 = a y xn = b. Es claro que
{([xi−1, xi], ti)}ni=1 ∪ {([−∞, a],−∞), ([b,∞],∞)} es una partición δ-fina de I.
La Figura 2.1 muestra la partición construida.

Figura 2.1: Partición δ-fina.

El Corolario 2.1 es válido para los intervalos [−∞, b] y [a,∞].

2.2 Integral de Henstock-Kurzweil

El Corolario 2.1 de la sección anterior en las diferentes versiones da pie a la
siguiente definición.

Definición 2.7. Sea f : I −→ R una función donde I es un intervalo infinito
cerrado o finito cerrado de R. Se dice que f es Henstock-Kurzweil inte-
grable, HK-integrable o Henstock integrable sobre I, si existe A ∈ R
tal que para todo ε > 0, existe δε una medidora sobre I tal que si Ṗ es una
partición δε-fina de I, entonces

|S(f ; Ṗ )− A| < ε.
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Se define el conjunto de funciones HK(I) = {f : I −→ R| f es HK −
integrable sobre I}. Además, si f ∈ HK(I), la integral de f se denota como

A = (HK)

∫
I

f = (HK)

∫
I

f(x) dx.

Cuando I = [a, b], la Definición 2.7 es equivalente a la siguiente definición.

Definición 2.8. Sea f : [a, b] −→ R una función. Se dice que f es Henstock-
Kurzweil integrable sobre [a, b], si existe A ∈ R tal que para todo ε > 0,
existe γε una medidora sobre [a, b] tal que si Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}ni=1 es una
partición etiquetada de [a, b] y |xi − xi−1| ≤ γε(ti), entonces

|S(f ; Ṗ )− A| < ε.

Teorema 2.2. Si f : [a, b] −→ R es una función Riemann integrable sobre
[a, b], entonces f es HK-integrable sobre [a, b] y los valores de las respectivas
integrales coinciden.

Demostración. Sea ε > 0. Como f es Riemann integrable, existe un número
δ > 0, tal que si la partición Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}ni=1 de [a, b] cumple |xi−xi−1| <
δ, para cada i ∈ {1, ..., n}, entonces

∣∣∣∑n
i=1 f(ti)(xi − xi−1)− (R)

∫ b
a
f
∣∣∣ < ε.

Luego, definamos la medidora γε(t) := δ, para cada t ∈ [a, b]. La par-
tición Ṗ cumple |xi − xi−1| < γε(ti), para cada i ∈ {1, ..., n}. Además,∣∣∣S(f ; Ṗ )− (R)

∫ b
a
f
∣∣∣ < ε con S(f ; Ṗ ) =

∑n
i=1 f(ti)(xi − xi−1). Aśı, f es HK-

integrable sobre [a, b] y (HK)
∫ b
a
f = (R)

∫ b
a
f .

Definición 2.9. Sea I un intervalo cerrado de R. Si f, |f | ∈ HK(I), se dice
que f es absolutamente integrable sobre I.

A continuación, se muestran ejemplos de funciones Henstock-Kurzweil in-
tegrables sobre intervalos infinitos de la forma [a,∞], que muestran la manera
de trabajar con la definición.

Ejemplo 2.2. Sea f : [1,∞] −→ R dada por

f(x) =

{
1
x2

si x ∈ [1,∞)
0 si x =∞.

Se demostrará que f ∈ HK([1,∞]) y el valor de su integral es 1.

Sea ε > 0. Se propone δε(t) = ε
4
, para cada t ∈ [1,∞]. Sea Ṗ =

{([xi−1, xi], ti)}n+1
i=1 una partición δε-fina de [1,∞]. Nótese que
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S(f ; Ṗ )−
(

1− 1

xn

)
=

n∑
i=1

f(ti)(xi − xi−1)−
n∑
i=1

(
1

xi−1
− 1

xi

)
=

n∑
i=1

(
xi − xi−1

t2i
−
(

1

xi−1
− 1

xi

))
=

n∑
i=1

(
1

t2i
− 1

xi−1xi

)
(xi − xi−1).

Si 1 ≤ u ≤ t ≤ v, entonces

0 ≤
(

1

u
− 1

t

)(
1

v
+

1

t

)
⇒ 1

t2
− 1

uv
≤ 1

t

(
1

u
− 1

v

)
≤ 1

u
− 1

v

y (
1

u
+

1

t

)(
1

v
− 1

t

)
≤ 0⇒ 1

uv
− 1

t2
≤ 1

t

(
1

u
− 1

v

)
≤ 1

u
− 1

v
.

Por consiguiente, si 1 ≤ u ≤ t ≤ v, se obtiene que∣∣∣∣ 1

t2
− 1

uv

∣∣∣∣ ≤ 1

u
− 1

v
.

Como 1 ≤ xi−1 ≤ ti ≤ xi y (xi − xi−1) ≤ 2δε(ti) = ε
2
, para i = 1, ..., n. Por

la desigualdad anterior se tiene∣∣∣∣ 1

t2i
− 1

xi−1xi

∣∣∣∣ (xi − xi−1) ≤ ( 1

xi−1
− 1

xi

)
ε

2
,

para cada i = 1, ..., n.

Luego, ∣∣∣∣S(f ; Ṗ )−
(

1− 1

xn

)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(
1

t2i
− 1

xi−1xi

)
(xi − xi−1)

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∣∣∣∣ 1

t2i
− 1

xi−1xi

∣∣∣∣ (xi − xi−1)
≤

n∑
i=1

(
1

xi−1
− 1

xi

)
ε

2

=

(
1− 1

xn

)
ε

2
<
ε

2
.

Además, se sigue de la δε-finura de Ṗ que 1
xn
≤ ε

4
ya que 1

ε/4
= 1

δε(∞)
≤ xn.

Entonces,

|S(f ; Ṗ )− 1| < ε

2
+

∣∣∣∣ 1

xn

∣∣∣∣ =
ε

2
+

1

xn
≤ ε

2
+
ε

4
< ε.



2.2 Integral de Henstock-Kurzweil 7

Aśı, f ∈ HK([1,∞]) y (HK)
∫∞
1
f = 1.

Ejemplo 2.3. Sea
∑∞

k=1 ak una serie que converge a A ∈ R. Definamos
h : [0,∞] −→ R por

h(x) =

{
ak si x ∈ [k − 1, k) k ∈ N
0 si x =∞.

Se mostrará que h ∈ HK([0,∞]) y su integral es igual a A.

Sea M ≥ sup{|ak| : k ∈ N} y M ≥ 1. Dado ε > 0 con ε ≤ 1, existe mε ∈ N
tal que si m ≥ mε, entonces |am| < ε

3
y |
∑∞

k=m ak| <
ε
3
. Se define la medidora

δε sobre [0,∞] por

δε(x) =


1
2
d(x,N) si x ∈ [0,∞) \ N

ε
3·2k+1M

si x = k ∈ N
1
mε

si x =∞.

Sea Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}n+1
i=1 una partición δε-fina de [0,∞], entonces xn ≥

1
δε(∞)

= 1
1/mε

= mε. Se define µ = max{k ∈ N : k ≤ xn}, de este modo
mε ≤ µ ≤ xn.

Afirmación 1. Cada subintervalo de Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}n+1
i=1 , contiene a

lo más un entero k ∈ {1, ..., µ}.

Supongamos que existe un subintervalo [xi−1, xi] de Ṗ para algún i ∈
{1, ..., n}, tal que k, j ∈ [xi−1, xi] con k 6= j. Sin pérdida de generalidad,
suponga que k < j. Entonces, k+ 1 ∈ [k, j] ⊂ [xi−1, xi]. Aśı, k+ 1 ∈ [xi−1, xi].

Caso 1: Si ti ∈ [0,∞) \ N es la etiqueta de [xi−1, xi], entonces [xi−1, xi] ⊆
[ti − δε(ti), ti + δε(ti)]. De esta manera, 1 ≤ xi − xi−1 ≤ 2δε(ti) = d(ti,N) ≤ 1

2
,

lo cual es una contradicción.
Caso 2: Si ti ∈ N es la etiqueta de [xi−1, xi], entonces 1 ≤ xi − xi−1 ≤

2δε(ti) = ε
3·2tiM ≤

1
2
, lo cual es una contradicción.

Aśı, para toda i ∈ {1, ..., n} el subintervalo [xi−1, xi] contiene a lo más un
entero del conjunto {1, ..., µ}.

Afirmación 2. Cada entero k ∈ {1, ..., µ} es etiqueta del subintervalo de
Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}n+1

i=1 que lo contenga.

Si k ∈ {1, ..., µ}, existe i ∈ {1, ..., n} tal que k ∈ [xi−1, xi] y este subin-
tervalo contiene únicamente a k, por la Afirmación 1. Ahora se verá que k
es la etiqueta de [xi−1, xi]. Supóngase que la etiqueta de [xi−1, xi] es ti 6= k,
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entonces [xi−1, xi] ⊆ [ti − δε(ti), ti + δε(ti)].

Caso 1: Si k < ti ≤ xi, entonces por la inclusión anterior se tiene que
ti − δε(ti) ≤ k. Luego, 0 < ti − k ≤ δε(ti) ≤ 1

2
(ti − k) < ti − k, lo cual es una

contradicción.
Caso 2: Si xi−1 ≤ ti < k, también se llega a una contradicción.

Por lo tanto, es cierta la Afirmación 2. También puede ocurrir que para
algún k ∈ {1, ..., µ}, k sea etiqueta de dos subintervalos consecutivos de Ṗ .

Consideremos los subintervalos [k − 1, xr], ..., [xs, k] de Ṗ que están con-
tenidos en [k− 1, k]. La contribución total Tk para S(h; Ṗ ) en este subintevalo
es Tk = ak(xs − k + 1) + ak+1(k − xs). Luego, Tk − ak = (k − xs)(ak+1 − ak).
Aśı, |Tk − ak| ≤ 2M |k − xs|.

Como [xs, k] ⊆ [k − δε(k), k + δε(k)]. Entonces, k − δε(k) ≤ xs y por ende
0 ≤ k − xs ≤ δε(k). Aśı, |k − xs| ≤ δε(k) = ε

3·2k+1M
.

Aśı, |Tk− ak| ≤ ε
3·2k para k = 1, ..., µ. Después, hay dos casos que se deben

considerar.

Caso 1: Si xn = µ ∈ N. Entonces,

S(h; Ṗ ) =

µ∑
k=1

Tk.

Luego,

|S(h; Ṗ )− A| ≤

∣∣∣∣∣
µ∑
k=1

(Tk − ak)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∞∑

k=µ+1

ak

∣∣∣∣∣
<

µ∑
k=1

|Tk − ak|+
ε

3

≤
µ∑
k=1

ε

3 · 2k
+
ε

3

<

∞∑
k=1

ε

3 · 2k
+
ε

3

=
ε

3
+
ε

3
< ε.

Caso 2: Si µ < xn < µ+ 1. Entonces,

S(h; Ṗ ) =

µ∑
k=1

Tk + T ∗µ ,
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con T ∗µ = aµ+1(xn − µ) la contribución a S(h; Ṗ ) del subintervalo [µ, xn].
Además, |aµ+1| < ε

3
y xn − µ < 1 pues µ+ 1 ≥ mε, entonces |T ∗µ | < ε

3
. Aśı,

|S(h; Ṗ )− A| ≤

∣∣∣∣∣
µ∑
k=1

(Tk − ak)

∣∣∣∣∣+ |T ∗µ |+

∣∣∣∣∣
∞∑

k=µ+1

ak

∣∣∣∣∣ < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Por lo tanto, para cualquier ε > 0, existe δε tal que si Ṗ es δε-fina, entonces
|S(h; Ṗ )− A| < ε, es decir, h ∈ HK([0,∞]) y (HK)

∫∞
0
h = A =

∑∞
k=1 ak.

Observación 2.4. Sea la función h como en el Ejemplo 2.3. El valor absoluto
de h es una función que está dada por |h|(x) = |ak|, para x ∈ [k − 1, k)
con k ∈ N y |h|(∞) = 0. Si la serie

∑∞
k=1 ak es absolutamente convergente,

entonces |h| ∈ HK([0,∞]). Aśı, |h| es absolutamente integrable y

(HK)

∫ ∞
0

|h| =
∞∑
k=1

|ak|.

2.3 Propiedades de la Integral de Henstock-

Kurzweil

La integral de Henstock-Kurzweil satisface propiedades parecidas a la integral
de Riemann, sólo que la manera de probarlas son significativamente diferentes.
Estas propiedades mostradas son ciertas para los intervalos [a, b], [a,∞] y
[−∞, b] pero serán demostrados para R.

Teorema 2.3. Sean I = R, f, g ∈ HK(I) y c ∈ R. Entonces:

a) f + g ∈ HK(I) y (HK)
∫
I
(f + g) = (HK)

∫
I
f + (HK)

∫
I
g.

b) cf ∈ HK(I) y (HK)
∫
I
cf = c(HK)

∫
I
f .

Demostración.

a) Sean A = (HK)
∫
I
f y B = (HK)

∫
I
g. Dado ε > 0, existen δ′ε y δ′′ε

medidoras sobre I tales que si Ṗ ′ es δ′ε-fina, entonces |S(h; Ṗ ′)− A| < ε
2

y si Ṗ ′′ es δ′′ε -fina, entonces |S(h; Ṗ ′′)−B| < ε
2
.

Sea δε(t) = min{δ′ε(t), δ′′ε (t)}, para cada t ∈ I. Si Ṗ es δε-fina, entonces Ṗ
es δ′ε-fina y δ′′ε -fina. Es claro que S(f +g; Ṗ ) = S(f ; Ṗ )+S(g; Ṗ ). Luego,

|S(f + g; Ṗ )− (A+B)| ≤ |S(f ; Ṗ )− A|+ |S(g; Ṗ )−B| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Aśı, f + g ∈ HK(I) y (HK)
∫
I
(f + g) = (HK)

∫
I
f + (HK)

∫
I
g.
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b) Sean ε > 0 y c ∈ R. Entonces, ε
|c|+1

> 0 y como f ∈ HK(I), existe δε una

medidora sobre I tal que si Ṗ es δε-fina, entonces |S(f ; Ṗ )− A| < ε
|c|+1

.

Como S(cf ; Ṗ ) = cS(f ; Ṗ ), se tiene que |S(cf ; Ṗ ) − cA| = |cS(f ; Ṗ ) −
cA| < |c| ε

|c|+1
< ε. Aśı, cf ∈ HK(I) y (HK)

∫
I
cf = c(HK)

∫
I
f .

Teorema 2.4. Sea I = R. Si f ∈ HK(I) y f(x) ≥ 0 para todo x ∈ I, entonces
(HK)

∫
I
f ≥ 0.

Demostración. Sea ε > 0. Por hipótesis, existe δε una medidora sobre I tal
que si Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}n+2

i=1 es una partición δε-fina, entonces∣∣∣∣S(f ; Ṗ )− (HK)

∫
I

f

∣∣∣∣ < ε.

Como f(x) ≥ 0 para todo x ∈ I, entonces

S(f ; Ṗ ) =
n+1∑
i=2

f(ti)(xi − xi−1) ≥ 0.

Luego, 0 ≤ S(f ; Ṗ ) ≤ (HK)
∫
I
f+ε con ε > 0 arbitrario. Aśı, (HK)

∫
I
f ≥

0.

Corolario 2.2. Sea I = R. Si f, g ∈ HK(I) y f(x) ≤ g(x) para todo x ∈ I,
entonces (HK)

∫
I
f ≤ (HK)

∫
I
g.

Demostración. La prueba se sigue inmediatamente del Teorema 2.4.

Observación 2.5. Si f : I → R es una función continua sobre I un intervalo
cerrado de R, no necesariamente f es HK-integrable sobre I. Ejemplo: Sea
f : R→ R dada por f(x) = c, para cada x ∈ R y c > 0.

Observación 2.6. Si f : I → R es una función HK-integrable sobre I un in-
tervalo cerrado de R, no necesariamente |f | es HK-integrable sobre I. Ejemplo:
Sea f : [0, 1]→ R dada por

f(x) =

{
(−1)k+12k

k
, x ∈ [ck−1, ck) k ∈ N

0 , x = 1,

donde ck−1 = 1 − 1
2k−1 con k ∈ N. Esta función satisface que f ∈ HK([0, 1]),

pero |f | /∈ HK([0, 1]).

Corolario 2.3. Sea I = R. Si f, |f | ∈ HK(I), entonces
∣∣(HK)

∫
I
f
∣∣ ≤

(HK)
∫
I
|f |.
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Demostración. La prueba se sigue del Corolario 2.2.

El siguiente resultado es útil para probar que una función es HK-integrable
sin conocer el valor espećıfico de la integral de la función.

Teorema 2.5 (Criterio de Cauchy). Sea I = R. Entonces, f ∈ HK(I), si
y sólo si para todo ε > 0, existe δε una medidora sobre I tal que si Ṗ y Q̇ son
particiones δε-finas, entonces |S(f ; Ṗ )− S(f ; Q̇)| < ε.

Demostración.
⇒] Sean A = (HK)

∫
I
f y ε > 0. Como f ∈ HK(I), existe δε tal que si Ṗ y Q̇

son particiones δε-finas, entonces |S(f ; Ṗ ) − A| < ε
2

y |S(f ; Q̇) − A| < ε
2
. En

consecuencia,

|S(f ; Ṗ )− S(f ; Q̇)| ≤ |S(f ; Ṗ )− A|+ |S(f ; Q̇)− A| < ε.

⇐] Sea εn = 1
n
> 0, para cada n ∈ N. Por hipótesis, existe δn medidora

sobre I tal que si Ṗ y Q̇ son particiones δn-finas, entonces |S(f ; Ṗ )−S(f ; Q̇)| <
εn. Se puede asumir que estas medidoras satisfacen δn(t) ≥ δn+1(t) para toda
t ∈ I y n ∈ N, ya que si la medidora δn+1 no cumple la desigualdad anterior
se reemplaza δn+1(t) por δ′n+1(t) = min{δ1(t), ..., δn(t)}, para todo t ∈ I.

Para n ∈ N, se denota Ṗn la partición δn-fina. Si m ≥ n, entonces δn(t) ≥
δm(t) para todo t ∈ I y además Ṗm y Ṗn son particiones δn-finas. Por hipótesis,
se tiene que

|S(f ; Ṗn)− S(f ; Ṗm)| < εn =
1

n
, (2.1)

para m ≥ n. Consecuentemente, la sucesión (S(f ; Ṗm))∞m=1 es una sucesión
de Cauchy en R. Por tanto, existe A ∈ R tal que limm→∞ S(f ; Ṗm) = A.
Aplicando limm→∞ a (2.1) se obtiene

|S(f ; Ṗn)− A| < εn =
1

n
, (2.2)

para cada n ∈ N.

Ahora se verá que A es la integral de f . En efecto, dado ε > 0 y sea
k ∈ N tal que k > 1

ε
. Si Q̇ es una partición δk-fina, entonces por (2.2),

|S(f ; Q̇)− A| < 1
k
< ε. Aśı, f ∈ HK(I).

Para la demostración del siguiente teorema, se utilizará el Criterio de
Cauchy para los intervalos I = [a,∞] y I = [−∞, b].
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Teorema 2.6 (Teorema de la aditividad en R). Sea f : R −→ R y c ∈ R.
Entonces, f ∈ HK(R), si y sólo si f ∈ HK([−∞, c]) y f ∈ HK([c,∞]), además

(HK)

∫ ∞
−∞

f = (HK)

∫ c

−∞
f + (HK)

∫ ∞
c

f.

Demostración.
⇐] Sean f1 = f |[−∞,c] y f2 = f |[c,∞] con c ∈ R. Supóngase que f1 y f2 son
Henstock-Kurzweil integrables sobre [−∞, c] y [c,∞] cuyas integrales son A1

y A2, respectivamente. Se verá que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre R.
Sea ε > 0, existen medidoras δ′ε sobre [−∞, c] y δ′′ε sobre [c,∞] tales que si Ṗ1

es δ′ε-fina y Ṗ2 es δ′′ε -fina, entonces

|S(f1; Ṗ1)− A1| <
ε

2
y

|S(f2; Ṗ2)− A2| <
ε

2
.

Se define una medidora δε sobre R dada por

δε(t) =


δ′ε(−∞) si t = −∞
min{δ′ε(t), 12(c− t)} si t ∈ (−∞, c)
min{δ′ε(c), δ′′ε (c)} si t = c
min{δ′′ε (t), 1

2
(t− c)} si t ∈ (c,∞)

δ′′ε (∞) si t =∞.

Sea Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}n+2
i=1 una partición δε-fina de R. Es claro que el

primer y último subintervalo de Ṗ ya tienen predeterminadas sus etiquetas,
por ser Ṗ δε-fina. Si c ∈ [xi−1, xi], para algún i ∈ {2, ..., n+ 1}.

Afirmación. c es etiqueta del subintervalo [xi−1, xi] de Ṗ .

Caso 1: Si xi−1 < c < xi y la etiqueta cumple c < ti ó c > ti.
Para la primera condición de la etiqueta, c > ti − δε(ti), entonces 1

2
(ti − c) ≥

δε(ti) > ti − c, lo cual es una contradicción. Ahora, si ti < c, entonces c <
ti + δε(ti). Luego, c− ti < δε(ti) ≤ 1

2
(c− ti), lo cual es una contradicción.

Caso 2: Si xi = c con etiqueta ti < xi ó xi−1 = c con etiqueta xi−1 < ti.
Para el primer subcaso c ≤ ti+δε(ti), entonces 0 < c−ti ≤ δε(ti) ≤ 1

2
(c−ti), lo

cual es una contradicción. Ahora, si xi−1 = c con etiqueta xi−1 < ti, entonces
ti − δε(ti) ≤ c. Luego, ti − c ≤ δε(ti) ≤ 1

2
(ti − c), lo cual es una contradicción.

Aśı que no importa donde esté situado c en el subintervalo [xi−1, xi], c debe
de ser la etiqueta de tal subintervalo, es decir, ti = c. Ahora, si c pertenece a
dos subintervalos contiguos, c es etiqueta de ambos. Esto demuestra la Afir-
mación.
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Luego, si xi−1 < c < xi para algún i ∈ {2, ..., n + 1}, el subintervalo se
divide en [xi−1, c] y [c, xi] para crear una partición más fina que Ṗ , digamos Ṗ ∗

que cumple S(f ; Ṗ ) = S(f ; Ṗ ∗). Por otro lado, si xi−1 = c ó xi = c, entonces
Ṗ = Ṗ ∗ y por supuesto S(f ; Ṗ ) = S(f ; Ṗ ∗).

Sea Ṗ1 la partición de [−∞, c], que consiste en subintervalos de Ṗ ∗ con-
tenidas en [−∞, c] con sus correspondientes etiquetas. De igual manera se
define la partición Ṗ2 de [c,∞], que consiste en subintervalos de Ṗ ∗ contenidas
en [c,∞] con sus correspondientes etiquetas. Entonces,

S(f ; Ṗ ) = S(f ; Ṗ ∗) = S(f ; Ṗ1) + S(f ; Ṗ2).

Como Ṗ1 es δ′ε-fina de [−∞, c] y Ṗ2 es δ′′ε -fina de [c,∞], ya que Ṗ1 y Ṗ2 son
δε-fina de [−∞, c] y [c,∞], respectivamente. Se concluye que

|S(f ; Ṗ )− (A1 + A2)| ≤ |S(f ; Ṗ1)− A1|+ |S(f ; Ṗ2)− A2| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Entonces, f ∈ HK(I) y (HK)
∫∞
−∞ f = (HK)

∫ c
−∞ f + (HK)

∫∞
c
f .

⇒] Supongamos que f ∈ HK(R). Sea ε > 0, entonces existe δε una
medidora sobre R que satisface el Criterio de Cauchy para R. Sean f1 =
f |[−∞,c], δ′ε = δε|[−∞,c] y Ṗ1 y Q̇1 particiones de [−∞, c] que son δ′ε-finas. Se

puede añadir subintervalos con sus correspondientes etiquetas de [c,∞] a Ṗ1

y a Q̇1 de tal modo que sean particiones δε-finas de R. Por ello, se obtienen
Ṗ y Q̇ las particiones δε-finas después de agregar los mismos subintervalos y
etiquetas de [c,∞], los cuales verifican que

S(f ; Ṗ1)− S(f ; Q̇1) = S(f ; Ṗ )− S(f ; Q̇).

Entonces,
|S(f ; Ṗ )− S(f ; Q̇)| < ε.

Luego,
|S(f ; Ṗ1)− S(f ; Q̇1)| < ε.

Aśı, por el Criterio de Cauchy para [−∞, c] se muestra que f1 ∈ HK([−∞, c]).
De la misma forma se prueba que f2 ∈ HK([c,∞]) con f2 = f |[c,∞].

El Teorema de la Aditividad también es válido en intervalos [−∞, b] y
[a,∞], cuya demostración es similar a la del teorema anterior.

Corolario 2.4. Si f ∈ HK(R) y [a, b] ⊂ R, entonces f ∈ HK([a, b]).

Demostración. Sea a ∈ R, entonces por el Teorema 2.6 se cumple que f ∈
HK([a,∞]) y si b ∈ [a,∞), por el Teorema de la Aditividad para [a,∞] resulta
que f ∈ HK([a, b]).
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Corolario 2.5. Si f ∈ HK(R) y −∞ = c0 < c1 < ... < cn−1 < cn = ∞,
entonces f ∈ HK([ci−1, ci]) para cada i ∈ {1, ..., n} y

(HK)

∫ ∞
−∞

f =
n∑
i=1

(HK)

∫ ci

ci−1

f.

Demostración. La prueba es resultado de aplicar el Teorema 2.6 y el Corolario
2.4.

El siguiente teorema da una caracterización de una función HK-integrable
con respecto a otras funciones con la misma propiedad.

Teorema 2.7 (Teorema del Sándwich). Sea I = R. Entonces, f ∈ HK(I),
si y sólo si para todo ε > 0, existen h, g ∈ HK(I) tales que h(x) ≤ f(x) ≤ g(x)
para cada x ∈ I y (HK)

∫
I
(g − h) < ε.

Demostración.
⇒] Supóngase que f ∈ HK(I) y sea ε > 0. Considérese h(x) = g(x) = f(x),
para cada x ∈ I. Es claro que cumplen h(x) ≤ f(x) ≤ g(x), para cada x ∈ I
y (HK)

∫
I
(g − h) < ε.

⇐] Sea ε > 0, entonces existen h, g ∈ HK(I) con h(x) ≤ f(x) ≤ g(x), para
cada x ∈ I y (HK)

∫
I
(g− h) < ε

2
. Para cualquier partición etiquetada Ṗ de I

se tiene que
S(h; Ṗ ) ≤ S(f ; Ṗ ) ≤ S(g; Ṗ ).

Como h ∈ HK(I), existe una medidora δ′ε sobre I tal que si Ṗ es δ′ε-fina,
entonces |S(h; Ṗ ) − (HK)

∫
I
h| < ε

4
. De esto se obtiene que (HK)

∫
I
h − ε

4
<

S(h; Ṗ ). Similarmente, existe una medidora δ′′ε tal que si Ṗ es δ′′ε -fina, entonces
S(g; Ṗ ) < (HK)

∫
I
g + ε

4
.

Ahora, sea δε(t) = min{δ′ε(t), δ′′ε (t)} para cada t ∈ R. Luego, si Ṗ es δε-fina,
entonces

(HK)

∫
I

h− ε

4
< S(f ; Ṗ ) < (HK)

∫
I

g +
ε

4
. (2.3)

Además, si Q̇ es δε-fina, entonces

−(HK)

∫
I

g − ε

4
< −S(f ; Q̇) < −(HK)

∫
I

h+
ε

4
. (2.4)

Sumando (2.3) y (2.4), se obtiene

−(HK)

∫
I

(g − h)− ε

2
< S(f ; Ṗ )− S(f ; Q̇) < (HK)

∫
I

(g − h) +
ε

2
.
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Entonces,

|S(f ; Ṗ )− S(f ; Q̇)| < (HK)

∫
I

(g − h) +
ε

2
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Por el Criterio de Cauchy para R, se concluye que f ∈ HK(I).

2.4 Lema de Saks-Henstock

Esta sección establece un resultado importante para la integral de Henstock-
Kurzweil. Una de las aplicaciones del Lema de Saks-Henstock se da en la
demostración del Teorema de Hake.

Definición 2.10. Sea Q = {([ui, vi], ti)}pi=1 una colección finita de pares asoci-
ados del intervalo finito [a, b]. Se dice que Q es subpartición etiquetada de
[a, b], si ti ∈ [ui, vi] para i = 1, ..., p y los subintervalos que no se sobreponen.

Definición 2.11. Sea Q̇ = {([ui, vi], ti)}pi=1 una subpartición etiquetada del in-
tervalo finito [a, b] y sea δ una medidora sobre [a, b]. Se dice que la subpartición
Q̇ es δ-fina, si [ui, vi] ⊆ [ti − δ(ti), ti + δ(ti)] para i = 1, ..., p.

Teorema 2.8 (Lema de Saks-Henstock). Sean f ∈ HK([a, b]) con [a, b]
intervalo finito y ε > 0. Si δ es una medidora sobre [a, b] tal que∣∣∣∣S(f ; Ṗ )− (HK)

∫ b

a

f

∣∣∣∣ < ε,

para toda Ṗ partición δ-fina de [a, b], entonces∣∣∣∣∣∣
∑

([u,v],t)∈Q̇

(
f(t)(v − u)− (HK)

∫ v

u

f

)∣∣∣∣∣∣ < ε,

para toda Q̇ subpartición δ-fina de [a, b].

Demostración. La demostración se puede consultar en [1].

Observación 2.7. El Teorema 2.8 afirma que se mantiene la desigualdad, si se
sustituye la partición δ-fina por la subpartición δ-fina en la suma de Riemann y
el intervalo de integración por los subintervalos que contempla la subpartición.

Definición 2.12. Sea f : [a,∞] −→ R una función HK-integrable en [a, t],
para todo t ≥ a. A (HK)

∫∞
a
f se le llama integral impropia de Henstock.

(HK)
∫∞
a
f converge, si limc→∞(HK)

∫ c
a
f existe y es finito. Si el ĺımite an-

terior es infinito, la integral impropia de Henstock se dice que es divergente.
De forma análoga se define para (HK)

∫ b
−∞ f .



16 Integral de Henstock-Kurzweil

Definición 2.13. Sea f : R −→ R una función HK-integrable en todo intervalo
finito [a, b] de R. La integral impropia de Henstock (HK)

∫∞
−∞ f es converge,

si limb→∞
a→−∞

(HK)
∫ b
a
f existe y es finito.

2.5 Teorema de Hake para R
El Teorema de Hake es un resultado importante en la teoŕıa de la integral
de Henstock-Kurzweil, ya que relaciona la integral de Henstock-Kurzweil y la
integral impropia de Henstock.

Teorema 2.9 (Teorema de Hake en [a,∞]). Sea I = [a,∞] y f : I −→ R.
Entonces, f ∈ HK(I) con valor de su integral A ∈ R, si y sólo si f ∈ HK([a, c])
para todo c ∈ [a,∞) y

lim
c−→∞

(HK)

∫ c

a

f = A. (2.5)

Demostración.
⇒] Sea c ∈ [a,∞). Como f ∈ HK([a,∞]), entonces por la versión del Teo-
rema 2.6 para el intervalo [a,∞], se tiene que f ∈ HK([a, c]). Sólo resta
probar (2.5). Sea ε > 0, entonces existe una medidora δε sobre I tal que si
Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}n+1

i=1 es una partición δε-fina, entonces |S(f ; Ṗ )− A| < ε
2
.

Se tiene que xn es el penúltimo punto de la partición Ṗ y sea Mε > 0 tal
que c ≥ Mε ≥ xn. Como f ∈ HK([a, c]), existe una medidora δc,ε sobre [a, c]
tal que si Ṗc = {([yi−1, yi], hi)}mi=1 es una partición δc,ε-fina de [a, c], entonces
|S(f ; Ṗc)− (HK)

∫ c
a
f | < ε

2
.

Se puede suponer que δc,ε(t) ≤ δε(t), para todo t ∈ [a, c]. Si no se cumple la
desigualdad anterior, se reemplaza δc,ε(t) por δ′c,ε(t) = min{δc,ε(t), δε(t)}, para

todo t ∈ [a, c]. Sea Ṗ ∗c obtenido de Ṗc unido con {([c,∞],∞)}.

Afirmación: Ṗ ∗c es una partición δε-fina de I y S(f ; Ṗ ∗c ) = S(f ; Ṗc).

En efecto, para cada i ∈ {1, . . . ,m} se cumple que [yi−1, yi] ⊆ [hi −
δc,ε(hi), hi+δc,ε(hi)] ⊆ [hi−δε(hi), hi+δε(hi)] y 1

δε(∞)
≤ c, ya que 1

δε(∞)
≤ xn ≤ c

y

S(f ; Ṗ ∗c ) = S(f ; Ṗc) + f(∞)(∞− c) = S(f ; Ṗc).

Luego, con ayuda de la Afirmación anterior se tiene que∣∣∣∣(HK)

∫ c

a

f − A
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣(HK)

∫ c

a

f − S(f ; Ṗc)

∣∣∣∣+
∣∣∣S(f ; Ṗ ∗c)− A

∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε,
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para cualquier c ≥ Mε. Aśı, para todo ε > 0, existe Mε > 0 tal que si c ∈ R
con c ≥Mε, entonces |(HK)

∫ c
a
f − A| < ε, es decir, limc−→∞(HK)

∫ c
a
f = A.

⇐] Supóngase que se cumple (2.5) y f ∈ HK([a, c]), para todo c ≥ a. Se
verá que f ∈ HK([a,∞]). Sea ε > 0 y {cn}n∈N∪{0} una sucesión estrictamente
creciente con a = c0 y limn−→∞ cn =∞.

Afirmación 1: Para todo ε > 0, existe r ∈ N tal que si b ≥ cr, entonces∣∣∣(HK)
∫ b
a
f − A

∣∣∣ < ε
2
.

Sea ε > 0 y como limc−→∞(HK)
∫ c
a
f = A, existe M > 0 tal que si x ∈ R

con x ≥M , entonces
∣∣(HK)

∫ x
a
f − A

∣∣ < ε
2
. Como {cn}n∈N∪{0} es una sucesión

estrictamente creciente y M > 0, entonces existe r ∈ N tal que cr ≥ M . De
lo contrario, si para cada r ∈ N satisface cr < M , se aplica limr−→∞ a ambos
lados de la desigualdad y se tendŕıa que∞ < M , lo cual es una contradicción.

Luego, si b ≥ cr, entonces
∣∣∣(HK)

∫ b
a
f − A

∣∣∣ < ε
2
.

Sea ck ∈ [a,∞) con k ∈ N, entonces f ∈ HK([a, ck]). Después, ck−1 ∈ [a, ck]
por ende f ∈ HK([ck−1, ck]). Aśı, f ∈ HK([ck−1, ck]) para todo k ∈ N. Para
cada k ∈ N, sea εk = ε

2k+1 . Entonces, existe δk una medidora sobre [ck−1, ck]

tal que si Ṗk es una partición δk-fina de [ck−1, ck], de modo que∣∣∣∣∣S(f ; Ṗk)− (HK)

∫ ck

ck−1

f

∣∣∣∣∣ < εk.

Sin pérdida de generalidad, supóngase que

1. δ1(c0) ≤ 1
2
(c1 − c0).

2. δk+1(ck) ≤ min{δk(ck), 12d(ck, {ck−1, ck+1})} para k ≥ 1.

3. δk(t) ≤ 1
2
d(t, {ck−1, ck+1})} para t ∈ (ck−1, ck).

Se define δ : [a,∞] −→ R dada por

δ(t) =

{
δk(t) si t ∈ [ck−1, ck) k ∈ N
1
cr

si t =∞.

Entonces, δ es una medidora sobre [a,∞]. Sea Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}n+1
i=1 una

partición δ-fina de [a,∞], se tiene que la etiqueta del subintervalo no acotado
[xn,∞] de Ṗ es tn+1 =∞, al ser Ṗ una partición δ-fina.

Se sabe que 1
δ(∞)

≤ xn, entonces cr ≤ xn. Sea s = min{i ∈ N : xn ≤ ci}
y como cr ≤ xn ≤ cs, r ≤ s. Aśı, al menos hay s elementos de la sucesión
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{cn}n∈N∪{0} en el intervalo [a, xn].

Afirmación 2: Cada subintervalo de Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}n+1
i=1 puede con-

tener a lo más un elemento de {ck : k ∈ {0, .., s− 1}}.

Supongamos que existe un subintervalo [xi−1, xi] para algún i ∈ {1, ..., n},
con al menos dos elementos de {ck : k ∈ {0, .., s − 1}}, digamos ck, cj ∈
[xi−1, xi], para k, j ∈ {1, .., s − 1} con k 6= j. Sin pérdida de generalidad,
supóngase que ck < cj. Como ck < cj, entonces ck+1 ∈ [ck, cj] ⊆ [xi−1, xi]. Aśı,
ck+1 ∈ [xi−1, xi].

Caso 1: Si ti ∈ [xi−1, xi] \ {ck, ck+1} es la etiqueta de [xi−1, xi]. Entonces,
[xi−1, xi] ⊆ [ti − δ(ti), ti + δ(ti)].

Subcaso 1: Si ti ∈ (ck, ck+1), entonces

ck+1 − ck ≤ xi − xi−1
≤ 2δ(ti)

≤ d(ti, {ck, ck+1})
< ck+1 − ck.

Lo cual no puede ocurrir.

Subcaso 2: Si xi−1 ≤ ti < ck, entonces existe [cj−1, cj) con j ≤ k tal que
ti ∈ [cj−1, cj).

• Si ti = cj−1, entonces

δ(ti) = δj(cj−1)

≤ min{δj−1(cj−1),
1

2
d(cj−1, {cj−2, cj})}

≤ 1

2
d(cj−1, {cj−2, cj})

≤ 1

2
(cj − cj−1)

< cj − cj−1.

Por tanto, δ(ti) < cj − cj−1. Como ck < ck+1 ≤ xi ≤ ti + δ(ti), entonces
0 < ck − ti < δ(ti) < cj − cj−1. Aśı, 0 < ck − cj−1 < cj − cj−1. Lo cual
implica que ck < cj, pero cj ≤ ck.
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• Si ti ∈ (cj−1, cj), entonces

δ(ti) = δj(ti)

≤ 1

2
d(ti, {cj−1, cj})

≤ 1

2
(cj − ti) < cj − ti

< cj − ti.

Y como ck < ck+1 ≤ xi ≤ ti + δ(ti), se obtiene que 0 < ck − ti < δ(ti) <
cj − ti. Aśı, ck < cj, pero esto contradice cj ≤ ck.

De manera similar se llega a una contradicción si xi ≥ ti > ck+1.

Caso 2: Si ti = ck es la etiqueta de [xi−1, xi]. Entonces, [xi−1, xi] ⊆
[ck − δ(ck), ck + δ(ck)] con ck+1 ∈ [xi−1, xi]. Luego,

ck+1 ≤ xi ≤ ck + δ(ck) ⇒ ck+1 ≤ ck + δ(ck)
⇒ ck+1 − ck ≤ δ(ck) = δk+1(ck)
⇒ ck+1 − ck ≤ δk+1(ck) ≤ min{δk(ck), 12d(ck, {ck−1, ck+1})}
⇒ ck+1 − ck ≤ 1

2
(ck+1 − ck) < ck+1 − ck

⇒ ck+1 − ck < ck+1 − ck,

lo cual es una contradicción. Si se considera a ti = ck+1, también se llega a
una contradicción.

Esto prueba la Afirmación 2.

Afirmación 3: Para cada k ∈ {0, ..., s− 1}, ck es la etiqueta de cualquier
subintervalo de Ṗ que lo contenga.

Sea k ∈ {0, ..., s − 1}, entonces ck ∈ [xi−1, xi] para algún i ∈ {1, ..., n}.
Supóngase que la etiqueta de [xi−1, xi] es ti y cumple xi ≥ ti > ck, por ende
ti−δ(ti) ≤ xi−1 ≤ ck. Luego, 0 < ti−ck ≤ δ(ti) y por la Afirmación 2, [xi−1, xi]
tiene a un sólo elemento de la sucesión {cn}n∈N∪{0}, entonces ck+1 > xi. Aśı,
ti ∈ (ck, ck+1). Después,

ti − ck ≤ δ(ti)

= δk+1(ti)

≤ d(ti, {ck, ck+1})

≤ 1

2
(ti − ck)

< ti − ck,



20 Integral de Henstock-Kurzweil

lo cual es falso. Aśı mismo, se llega a una contradicción si se considera
xi−1 ≤ ti < ck. Por lo tanto, ti = ck. Esto prueba la Afirmación 3.

Sea M = {j ∈ {1, ..., n} | ck ∈ (xj−1, xj) para algún k ∈ {0, ..., s − 1}}.
Se refina la partición Ṗ = {([xi−1, xi], ti)}n+1

i=1 de la siguiente manera. Sea
ck ∈ [xi−1, xi], para algún i ∈ {1, ..., n}. Entonces, si ck ∈ (xi−1, xi) el
subintervalo se divide en [xi−1, ck] y [ck, xi] cada una con etiqueta ck. Si
ck = xi−1 ó ck = xi el subintervalo [xi−1, xi] se mantiene. Aśı, se obtiene
a Ṗ ∗ = {([xi−1, xi], ti)}i∈{1,...,n+1}\M ∪{([xi−1, cki ], cki)}i∈M ∪{([cki , xi], cki)}i∈M .

Afirmación 4: Ṗ ∗ = {([xi−1, xi], ti)}i∈{1,...,n+1}\M ∪ {([xi−1, cki ], cki)}i∈M ∪
{([cki , xi], cki)}i∈M es una partición δ-fina de I.

En efecto,

• Si i ∈ {1, ..., n} \M , entonces [xi−1, xi] ⊆ [ti − δ(ti), ti + δ(ti)].

• Si i ∈ M , entonces ck ∈ [xi−1, xi] para algún k ∈ {0, ..., s − 1}. Luego
por la Afirmación 3, ck es la etiqueta de [xi−1, xi], entonces [xi−1, xi] ⊂
[ck − δ(ck), ck + δ(ck)]. Aśı, [xi−1, ck] ⊂ [ck − δ(ck), ck + δ(ck)] y [ck, xi] ⊂
[ck − δ(ck), ck + δ(ck)].

• Si i = n+ 1, entonces 1
δ(∞)

= cr ≤ xn.

Ahora sean Q̇i = Ṗ ∗ ∩ [ci−1, ci] una partición etiquetada de [ci−1, ci] para
i ∈ {1, ..., s−1} y Q̇s = Ṗ ∗∩ [cs−1, xn] una subpartición etiquetada de [cs−1, cs].
Como Q̇i es una partición δi-fina de [ci−1, ci], se tiene que

∣∣∣∣S(f ; Q̇i)− (HK)

∫ ci

ci−1

f

∣∣∣∣ < εi,

para i = 1, 2, ..., s − 1. Como Q̇s es una subpartición δs-fina de [cs−1, cs], se
sigue del Lema de Sanks-Henstock que∣∣∣∣S(f ; Q̇s)− (HK)

∫ xn

cs−1

f

∣∣∣∣ < εs.

Si Q̇∞ = {([xn,∞],∞)}, se tiene que S(f ; Q̇∞) = 0. Además, Ṗ ∗ =
Q̇1 ∪ ... ∪ Q̇s ∪ Q̇∞ y S(f ; Ṗ ) = S(f ; Ṗ ∗). Entonces,
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∣∣∣∣S(f ; Ṗ )− (HK)

∫
I

f

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣S(f ; Ṗ ∗)− (HK)

∫ ∞
a

f

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
s∑
i=1

S(f ; Q̇i)− (HK)

∫ ∞
a

f

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣
s∑
i=1

S(f ; Q̇i)− (HK)

∫ xn

a

f

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣(HK)

∫ xn

a

f − (HK)

∫ ∞
a

f

∣∣∣∣
≤

s−1∑
i=1

∣∣∣∣S(f ; Q̇i)− (HK)

∫ ci

ci−1

f

∣∣∣∣+

∣∣∣∣S(f ; Q̇s)− (HK)

∫ xn

cs−1

f

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(HK)

∫ xn

a

f − (HK)

∫ ∞
a

f

∣∣∣∣
<

s∑
i=1

εi +
ε

2
<
∞∑
i=1

εi +
ε

2
=
∞∑
i=1

ε

2i+1
+
ε

2
=
ε

2
+
ε

2
= ε.

Por lo tanto, f ∈ HK([a,∞]).

Proposición. Sea f : [a,∞] → R una función. Entonces, limn→∞ f(cn) = l
con l ∈ R, para toda sucesión divergente (cn)n∈N, si y sólo si limx→∞ f(x) = l.

Demostración. La demostración se puede consultar en [12].

El siguiente corolario es una consecuencia del Teorema 2.9.

Corolario 2.6. Sea f : [a,∞] −→ R tal que f ∈ HK([a, c]) para todo c ≥ a.
Entonces, f ∈ HK([a,∞]), si y sólo si para todo ε > 0, existe Mε ≥ max{0, a}
tal que si p > q ≥M , entonces

∣∣∣(HK)
∫ p
q
f
∣∣∣ < ε.

Demostración.
⇒] Sea ε > 0. Por hipótesis, existe Mε ≥ max{0, a} tal que si c ≥ Mε, se
cumple |(HK)

∫ c
a
f − L| < 1

2
ε con L el valor de la integral. Si p > q ≥ Mε,

entonces ∣∣∣∣(HK)

∫ p

q

f

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(HK)

∫ p

a

f − (HK)

∫ q

a

f

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣(HK)

∫ p

a

f − L
∣∣∣∣+

∣∣∣∣(HK)

∫ q

a

f − L
∣∣∣∣

< ε.
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⇐] Sea (cn)n∈N una sucesión divergente. Supongamos que se cumple el con-
secuente de este resultado. Sea ε > 0, entonces existe Mε ≥ max{0, a} tal que

para p > q > Mε, se tiene que
∣∣(HK)

∫ p
a
f − (HK)

∫ q
a
f
∣∣ =

∣∣∣(HK)
∫ p
q
f
∣∣∣ < ε.

Como Mε > 0, existe N0 ∈ N tal que para n ≥ N0, se cumple cn ≥Mε.

Aśı, para ε > 0, existeN0 ∈ N tal que para n,m ≥ N0, entonces |(HK)
∫ cn
a
f−

(HK)
∫ cm
a

f | < ε, es decir, ((HK)
∫ cn
a
f)n∈N es una sucesión de Cauchy en R.

Por lo tanto, existe L ∈ R tal que limn→∞(HK)
∫ cn
a
f = L. Por la Proposición

anterior, se tiene que limc→∞(HK)
∫ c
a
f = L. Aśı, f ∈ HK([a,∞]).

Teorema 2.10 (Teorema de Hake en [−∞,b]). Sea I = [−∞, b] y f :
I −→ R. Entonces, f ∈ HK([−∞, b]) con valor de su integral B ∈ R, si y sólo
si f ∈ HK([c, b]) para todo c ∈ (−∞, b] y

lim
c−→−∞

∫ b

c

f = B.

Demostración. La prueba es similar al Teorema de Hake para [a,∞].

Teorema 2.11 (Teorema de Hake para R). Sea h : R −→ R una función.
Entonces, h ∈ HK(R) con valor de su integral A ∈ R, si y sólo si h ∈
HK([a, b]) para todo a, b ∈ R con a ≤ b y

lim
b→∞
a→−∞

(HK)

∫ b

a

h = A. (2.6)

Demostración.
⇒] Supóngase que h ∈ HK(R) con valor de su integral A ∈ R. Por el Teorema
2.6, h ∈ HK([−∞, c]), h ∈ HK([c,∞]) y A = (HK)

∫ c
−∞ h+ (HK)

∫∞
c
h, para

cualquier c ∈ R. Luego, las versiones del Teorema de Hake para [−∞, c] y
[c,∞] aseguran que h ∈ HK([a, c]) y h ∈ HK([c, b]) para todo a, b ∈ R con

a ≤ c ≤ b, además lima→−∞(HK)
∫ c
a
h = (HK)

∫ c
−∞ h y limb→∞(HK)

∫ b
c
h =

(HK)
∫∞
c
h, para cada c ∈ R. Entonces, h ∈ HK([a, b]) para todo intervalo

[a, b].

Sólo resta ver que se cumple (2.6). Sea ε > 0, existen M1 > 0 y M2 < 0

tales que si b ≥ M1, entonces
∣∣∣(HK)

∫ b
c
h− (HK)

∫∞
c
h
∣∣∣ < ε

2
y si a ≤ M2,

entonces
∣∣∣(HK)

∫ c
a
h− (HK)

∫ c
−∞ h

∣∣∣ < ε
2
. Sea M = max{M1,−M2} > 0 tal
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que si b > M y a < −M , entonces∣∣∣∣(HK)

∫ b

a

h− A
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣(HK)

∫ c

a

h− (HK)

∫ c

−∞
h

∣∣∣∣+

∣∣∣∣(HK)

∫ b

c

h− (HK)

∫ ∞
c

h

∣∣∣∣
< ε.

Aśı, limb→∞
a→−∞

(HK)
∫ b
a
h = A.

⇐] Sean c ∈ R fijo y b ∈ R tal que c ≤ b. Por hipótesis, se cumple que
h ∈ HK([c, b]). Sea ε > 0 y como se cumple (2.6), existe M > max{0, c} tal

que si b > M y a < −M , entonces
∣∣∣(HK)

∫ b
a
h− A

∣∣∣ < ε
2
.

Ahora, sean p, q ∈ R tales que p > q > M y a < −M , entonces
∣∣(HK)

∫ p
a
h− A

∣∣ <
ε
2

y
∣∣(HK)

∫ q
a
h− A

∣∣ < ε
2
. Aśı,∣∣∣∣(HK)

∫ p

q

h

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(HK)

∫ p

a

h− (HK)

∫ q

a

h

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣(HK)

∫ p

a

h− A
∣∣∣∣+

∣∣∣∣(HK)

∫ q

a

h− A
∣∣∣∣

< ε.

Por el Corolario 2.6 se concluye que h ∈ HK([c,∞]). De la misma manera
se prueba que h ∈ HK([−∞, c]) con el Corolario 2.6 para la versión [−∞, c].
Luego, con ayuda del Teorema 2.6 se concluye que h ∈ HK(R).

Observación 2.8. El Teorema de Hake afirma que la integral impropia de
Henstock es equivalente a la integral de Henstock-Kurzweil.

Corolario 2.7. Si f : R −→ R es integrable sobre R en el sentido impropio
de Riemann, entonces f es HK-integrable sobre R y los valores de las integrales
coinciden.

Demostración. La prueba se sigue del Teorema 2.11.

2.6 Aplicación del Teorema de Hake

A continuación se muestran algunos ejemplos de funciones que con ayuda del
Teorema de Hake se verifica si son HK-integrables.

1. Sea f : R→ R dada por f(t) = c 6= 0, para cada t ∈ R.
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Como f es Riemann integrable sobre todo intervalo finito [a, b] de R, f es

HK-integrable sobre [a, b] y (R)
∫ b
a
f = c(b−a) = (HK)

∫ b
a
f , pero (HK)

∫∞
−∞ f

no existe. Aśı, f no es HK-integrable sobre R. Este ejemplo muestra que una
función continua en R, [a,∞] o [−∞, b] no es necesariamente HK-integrable.

2. Sean µ, σ ∈ R con σ > 0 y f : R −→ R una función dada por

f(x) =

{
e−

1
2 (
x−µ
σ )2

σ
√
2π

si x ∈ R
0 si x ∈ {−∞,∞}.

Esta función es llamada distribución Normal o Gaussiana utilizada en
probabilidad y estad́ıstica. Como f es Riemann integrable sobre todo inter-
valo finito [a, b] de R, f es HK-integrable sobre [a, b] y limb→∞

a→−∞
(HK)

∫ b
a
f =

limb→∞
a→−∞

(R)
∫ b
a
f = 1. Entonces, f es HK-integrable sobre R y el valor de su

integral es 1.

3. Sea g : R −→ R dada por

g(x) =

{
1

1+x2
si x ∈ R

0 si x ∈ {−∞,∞}.

Sean a, b ∈ R con a ≤ b, entonces

(HK)

∫ b

a

1

1 + x2
dx = arctan(b)− arctan(a).

Además,

limx→−∞ arctan(x) = −1
2
π y limx→∞ arctan(x) = 1

2
π.

Por lo tanto, g es HK-integrable sobre R y (HK)
∫∞
−∞ g = π.



Caṕıtulo 3

Integral Múltiple de
Henstock-Kurzweil

La integral de Henstock-Kurzweil se puede definir para Rn
con n ∈ N, por

conveniencia sólo consideraremos n = 2. Las definiciones y teoremas que están
en la Sección 3.1, se pueden extender con facilidad a Rn

y tienen prácticamente
la misma idea que en el Caṕıtulo 2.

3.1 Definiciones

Definición 3.1. Se define R2
como R2

:= R× R.

Definición 3.2. Si x ∈ R2
, x = (x1, x2) con xi ∈ R para cada i = 1, 2.

Definición 3.3. Se dice que J es un intervalo bidimensional, si J = I1×I2
con Ii un intervalo en R, para i = 1, 2.

Definición 3.4. Sean J1, J2 intervalos bidimensionales. Si int(J1)∩int(J2) =
∅, se dice que J1 y J2 no se sobreponen.

Definición 3.5. Sea J = I1 × I2 un intervalo bidimensional. Se dice que

x = (x1, x2) ∈ R2
es una etiqueta de J , si xi es etiqueta de Ii para i = 1, 2.

Al par (J, x) se le llama par asociado.

Definición 3.6. Un conjunto elemental E de R2
es unión finita de inter-

valos bidimensionales.

Es evidente que R2
es un conjunto elemental.

Definición 3.7. Se dice que la colección finita de pares asociados Ṗ = {(J, x)}
es una partición etiquetada de un conjunto elemental E, si E =

⋃
{J :

(J, x) ∈ Ṗ} y los intervalos bidimensionales no se sobreponen.

25
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Definición 3.8. Sea Ṗ = {(J, x)} una partición etiquetada de E un conjunto

elemental. Se dice que Ṗ es una partición etiquetada sobre X, si x ∈ X
para cada (J, x) ∈ Ṗ .

Definición 3.9. Sea Ṗ = {(J, x)} una partición etiquetada de un conjunto
elemental E y f : E −→ R. La suma de Riemann sobre la partición

etiquetada Ṗ es

S(f ; Ṗ ) =
∑

(J,x)∈Ṗ
x/∈R2\R2

f(x)||J ||,

donde ||J || es el área del intervalo bidimensional J .

La definición de suma de Riemann incluye intŕınsecamente que f(x) := 0

para x ∈ R2 \ R2, como en la Definición 2.6. La medidora sobre un conjunto
elemental se define igual que en la Definición 2.4.

Definición 3.10. Sean δ : E −→ R una medidora y Ṗ = {(J, x)} una par-
tición etiquetada del conjunto elemental cerrado E.

• (J, x) es δ-fino con J = I1 × I2, si {(Il, xl)} es δ-fina para l = 1, 2.

• Ṗ es δ-fina, si cada (J, x) ∈ Ṗ es δ-fino.

Observación 3.1. Si δ1 y δ2 son dos medidoras sobre E un conjunto elemental
cerrado. Se define δ(t) := min{δ1(t), δ2(t)}, para cada t ∈ E. Entonces, δ es
una medidora sobre E. Además, toda partición δ-fina es δ1-fina y δ2-fina de
E. Esto puede ser extendido a un número finito de medidoras sobre E.

Teorema 3.1. Si δ es una medidora sobre un conjunto elemental compacto E,
entonces existe una partición δ-fina de E.

Demostración. Supóngase que E no admite particiones δ-finas. Como E es
unión de intervalos bidimensionales, entonces hay al menos un intervalo bidi-
mensional digamos J = [a1, b1]×[a2, b2] que no tiene particiones δ-finas. Ahora,
se divide a J por la recta ti = ai+bi

2
, para cada i ∈ {1, 2}. Se obtienen 4 inter-

valos bidimensionales de los cuales al menos uno de ellos no tiene particiones
δ-finas.

Repitiendo la construcción, se crean intervalos bidimensionales que no
tienen particiones δ-finas, con la propiedad

J = J1 ⊇ J2 ⊇ J3 ⊇ · · · .

Se cumple que liml→∞ diam(J l) = liml→∞ 21−ldiam(J1) = 0, entonces F =⋂
n∈N J

n 6= ∅.
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Sea t ∈ F . Se tiene que δ(t) > 0, por ende existe n0 ∈ N tal que si k ≥ n0,
diam(Jk) < δ(t). Entonces, Jn0 ⊂ B[t, δ(t)]. Como Jn0 = [s1, r1]×[s2, r2] y t =
(t1, t2), se cumple que [s1, r1] ⊂ [t1−δ(t), t1+δ(t)] y [s2, r2] ⊂ [t2−δ(t), t2+δ(t)].
Aśı, el par asociado (Jn0 , t) es δ-fino, lo cual es una contradicción.

Se necesita el siguiente resultado para hacer algunas definiciones viables y
trabajar en conjuntos no acotados.

Corolario 3.1. Dado una medidora δ : R2 −→ R, entonces R2
tiene una

partición δ-fina.

Demostración. Sea δ1(y) := δ(∞, y) para cada y ∈ R. Por el Corolario 2.1,
existe una partición δ1-fina, digamos Ṗ1 = {(L1, yL1)}. Sean

α1 = min{δ1(yL1)|(L1, yL1) ∈ Ṗ1}
y m1 ∈ R con 1

α1
≤ m1. Entonces, el par asociado

(
[m1,∞]× L1, (∞, yL1)

)
es

δ-fino por construcción, para cada (L1, yL1) ∈ Ṗ1. De manera similar se define
δ2(y) := δ(−∞, y) para cada y ∈ R, por lo que existe una partición δ2-fina,
digamos Ṗ2 = {(L2, yL2)}. Sean

α2 = min{δ2(yL2)|(L2, yL2) ∈ Ṗ2}
y m2 ∈ R tal que m2 ≤ − 1

α2
. Aśı,

(
[−∞,m2] × L2, (−∞, yL2)

)
es δ-fino por

construcción, para cada (L2, yL2) ∈ Ṗ2. Ahora, sea δ3(x) := δ(x,∞) para
cada x ∈ [m2,m1]. Por el Teorema 2.1, existe una partición δ3-fina, digamos
Ṗ3 = {(L3, xL3)}. Sean

α3 = min{δ3(xL3)|(L3, xL3) ∈ Ṗ3}
y m3 ∈ R con 1

α3
≤ m3, se tiene que

(
L3 × [m3,∞], (xL3 ,∞)

)
es δ-fino, para

cada (L3, xL3) ∈ Ṗ3. Se hace lo mismo para δ4(x) := δ(x,−∞) para cada
x ∈ [m2,m1], obteniendo una partición δ4-fina, digamos Ṗ4 = {(L4, xL4)}.
Definiendo

α4 = min{δ4(xL4)|(L4, xL4) ∈ Ṗ4}
y m4 ∈ R tal que m4 ≤ − 1

α4
, entonces

(
L4 × [−∞,m4], (xL4 ,−∞)

)
es δ-fino,

para cada (L4, xL4) ∈ Ṗ4. En la Figura 3.1 se muestran los intervalos constru-

idos hasta este momento, los cuales conformarán la partición de R2
.

Luego, δ es una medidora sobre el intervalo [m2,m1]× [m4,m3]. Entonces,
por el Teorema 3.1, este intervalo bidimensional tiene una partición etiquetada

δ-fina Ṗ . Finalmente, uniendo Ṗ con los intervalos bidimensionales anteriores

se obtiene una partición etiquetada δ-fina de R2
.

Observación 3.2. El Corolario 3.1 es válido para conjuntos elementales cer-
rados arbitarios E y la demostración es similar.
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Figura 3.1: Partición δ-fina de R2
.

3.2 Integral Múltiple de Henstock-Kurzweil

Definición 3.11. Se dice que f : E −→ R es una función Henstock-
Kurzweil integrable sobre E un conjunto elemental cerrado, si existe A ∈
R, tal que para todo ε > 0, existe δε una medidora sobre E tal que si Ṗ es una
partición δε-fina, entonces

|S(f ; Ṗ )− A| < ε.

Si f es HK-integrable sobre E un conjunto elemental cerrado, el valor de
la integral de f se denota como A = (HK)

∫∫
E
f .

Observación 3.3. Si f : R2 −→ R es una función Riemann integrable sobre
E un conjunto elemental acotado, entonces f es Henstock-Kurzweil integrable
sobre E y los valores de las integrales coinciden.

Definición 3.12. Sea δ : R2 \ R2 −→ R una medidora. El conjunto ele-
mental O =

⋃k
l=1 Jl es una aureola δ-fina, si {(Jl, xl)}kl=1 es una partición

etiquetada δ-fina sobre R2 \ R2 y EO := cl(R2 \ O) es un conjunto elemental
acotado.

Observación 3.4. El Corolario 3.1 garantiza la existencia de una aureola δ-

fina para cualquier medidora δ definida en R2 \ R2. Más aún, muestra una
forma de encontrarla.

Definición 3.13. Si E1 y E son conjuntos elementales tales que E1 ⊆ E, se
dice que E1 es un subconjunto elemental de E.

Los Teoremas 3.2, 3.3 y 3.4 son resultados parecidos a los del Caṕıtulo 2
y no se va a profundizar en ellos. Estos teoremas se trabajan en conjuntos
elementales cerrados.



3.2 Integral Múltiple de Henstock-Kurzweil 29

Teorema 3.2. f : E −→ R es una función HK-integrable sobre E, si y sólo si

para todo ε > 0, existe δε una medidora sobre E tal que si Ṗ y Q̇ son particiones

δε-finas, entonces |S(f ; Ṗ )− S(f ; Q̇)| < ε.

Demostración. La demostración se puede consultar en [7].

Teorema 3.3. Si f : E −→ R es una función HK-integrable sobre E y E1 es
un subconjunto elemental de E, entonces f es HK-integrable sobre E1.

Demostración. La prueba se puede ver en [7].

Definición 3.14. Sea Q̇ = {(J, x)} una colección finita de pares asociados

de E un conjunto elemental. Se dice Q̇ es subpartición etiquetada de E,

si x ∈ J para cada (J, x) ∈ Q̇ y los intervalos bidimensionales de Q̇ no se
sobreponen.

Definición 3.15. Sean Q̇ = {(J, x)} una subpartición etiquetada de E un

conjunto elemental cerrado y δ una medidora sobre E. La subpartición Q̇

es δ-fina, si (J, x) es δ-fino para cada (J, x) ∈ Q̇.

Teorema 3.4. Sean f una función HK-integrable sobre E un conjunto elemen-
tal cerrado y ε > 0. Si δ es una medidora sobre E, se tiene que∣∣∣∣∣∣∣

∑
(J,x)∈Ṗ

f(x)||J || −
∫∫

E

f

∣∣∣∣∣∣∣ < ε,

para cualquier Ṗ partición δ-fina de E, entonces∣∣∣∣∣∣∣
∑

(J,t)∈Q̇

f(t)||J || −
∫∫

⋃
(J,t)∈Q̇

J

f

∣∣∣∣∣∣∣ < ε,

para cualquier Q̇ subpartición δ-fina de E.

Demostración. La demostración se encuentra en [7].
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3.3 Teorema de Equivalencia para la Integral

sobre R2

El Teorema de Equivalencia para la Integral sobre R2
es un resultado que da

una caracterización de la HK-integral para funciones de varias variables. Pero
antes de presentar el teorema se demuestra el siguiente resultado.

Lema 3.1. Sean f : R2 −→ R una función y δ una medidora sobre R2 \ R2.
Si para cualquier O aureola δ-fina la función f es HK-integrable sobre EO,
entonces f es HK-integrable sobre cualquier conjunto elemental compacto.

Demostración. Sea E un conjunto elemental compacto. Sean u1 = max{x ∈ R
| (x, y) ∈ E}, u2 = min{x ∈ R | (x, y) ∈ E}, u3 = max{y ∈ R | (x, y) ∈
E} y u4 = min{y ∈ R | (x, y) ∈ E}. Entonces, el intervalo bidimensional
[u2, u1]× [u4, u3] contiene a E. De la misma forma que en el Corolario 3.1, se
obtienen Ṗi particiones etiquetadas δi-finas para encontrar mi ∈ R, para cada
i ∈ {1, 2, 3, 4}. Pero se agregan condiciones adicionales a las constantes mi’s,
los cuales son v1 ≤ m1, m2 ≤ v2, v3 ≤ m3 y m4 ≤ v4. Aśı, se forma una
aureola δ-fina O tal que E ⊆ EO = [m2,m1]× [m4,m3]. Además, por hipótesis
f es HK-integrable sobre EO. Por tanto, f es HK-integrable sobre E.

Un resultado fundamental para analizar la posible versión del Teorema de
Hake para funciones de varias variables es:

Teorema 3.5 (Teorema de Equivalencia para la Integral sobre R2
). Sea

f : R2 −→ R una función. Entonces, f es HK-integrable sobre R2
con valor

de su integral A ∈ R, si y sólo si para todo ε > 0, existe una medidora δε sobre

R2 \R2 tal que para cualquier aureola δε-fina O, la función f es HK-integrable
sobre E0 y ∣∣∣∣(HK)

∫∫
E0

f − A
∣∣∣∣ < ε.

Demostración.
⇒] Sean f una función HK-integrable sobre R2

con (HK)
∫∫

R2 f = A y ε > 0.

Aśı, existe δε : R2 −→ R tal que para cualquier Ṗ partición δε-fina de R2
,

entonces
|S(f ; Ṗ )− A| < ε

2
. (3.1)

La primera parte del Corolario 3.1 proporciona una forma de obtener una

O aureola δε-fina y se toma el correspondiente conjunto elemental EO = cl(R2\
O). Entonces, f es HK-integrable sobre EO. Aśı, existe una medidora δ0 sobre

EO tal que para cualquier Ṗ 1 partición δ0-fina, se tiene que∣∣∣∣S(f ; Ṗ 1)− (HK)

∫∫
EO

f

∣∣∣∣ < ε

2
. (3.2)
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Se puede suponer que δ0(x, y) ≤ δε(x, y) para cada (x, y) ∈ EO, (de lo

contrario se define δ′0(x, y) := min{δ0(x, y), δ(x, y)} para (x, y) ∈ EO). Sea Q̇

la partición δε-fina de R2
constituida por la aureola δε-fina O y la partición

δ0-fina Ṗ 1 de EO, para el cual se mantiene (3.1) y S(f ; Q̇) = S(f ; Ṗ 1). Por lo
tanto, sumando (3.1) y (3.2), se obtiene que∣∣∣∣(HK)

∫∫
EO

f − A
∣∣∣∣ < ε.

⇐] Supóngase que existe A tal que para ε > 0, existe δε : R2\R2 −→ R con
la propiedad para cualquier O aureola δε-fina, la función f es HK-integrable

sobre E0 = cl(R2 \ O) y |(HK)
∫∫

E0
f − A| < ε. Sean Ek = [−k, k] × [−k, k]

y Fk = int(Ek) \ int(Ek−1), para cada k ∈ N. Es claro que Fk ∩ Fm = ∅ con
k 6= m. Además, por el Lema 3.1, f es HK-integrable sobre cada Ek. Sea δk
una medidora sobre Ek tal que si Ṗ k es una partición δk-fina de Ek, entonces∣∣∣∣S(f ; Ṗ k)− (HK)

∫∫
Ek

f

∣∣∣∣ < ε

2k+1
. (3.3)

Por el Lema de Saks-Henstock (Teorema 3.4), en (3.3) Ṗ k puede ser reem-

plazado por cualquier subpartición de Ṗ k y Ek por la unión de los correspon-

dientes intervalos bidimensionales de esta subpartición. Ahora sea δ : R2 −→ R
dada por

δ(x) =

{
δε(x) si x ∈ R2 \ R2

min{δk(x), d(x, ∂Fk)} si x ∈ Fk.
(3.4)

Se toma cualquier partición δ-fina Ṗ de R2
y se considera la suma de Rie-

mann S(f ; Ṗ ). Sea Ṗ o ⊂ Ṗ la subpartición δε-fina de Ṗ etiquetado en R2 \R2,
el cual forma la aureola δε-fina O y el correspondiente conjunto elemental aco-

tado E0 = cl(R2 \O).

De acuerdo a la definición anterior de δ en (3.4), se tiene que si x ∈ Fk, en-

tonces el intervalo bidimensional asociado J de (J, x) ∈ Ṗ \ Ṗ 0 está contenido

en Ek. Para cada k ∈ N, sean πk = {(J, x) ∈ Ṗ | x ∈ Fk } y Gk =
⋃

(J,x)∈πk J .

Es claro que πk es una subpartición δ-fina de la partición δk-fina Ṗ k, que por

el Teorema 3.4 la expresión (3.3) se mantiene cuando πk sustituye a Ṗ k y Gk

reemplaza a Ek. La suma de todos los términos S(f ; πk) es S(f ; Ṗ \ ṖO).

Nótese que existe n0 ∈ N tal que Gk 6= ∅ y Gk ⊂ Ek para k ∈ {1, ..., n0}
y además

⋃n0

k=1Gk = EO. Ya que la partición etiquetada Ṗ \ ṖO de EO sólo
contiene una cantidad finita de pares asociados y por ende un número finito
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de intervalos bidimensionales, llega un momento donde πk es vaćıo y no habrá
intervalos bidimensionales que formen a Gk. Entonces,

S(f ; Ṗ ) = S(f ; Ṗ 0) + S(f ; Ṗ \ Ṗ 0) = S(f ; Ṗ 0) +

n0∑
k=1

S(f ; πk) =

n0∑
k=1

S(f ; πk)

y

(HK)

∫∫
EO

f =

n0∑
k=1

(HK)

∫∫
Gk

f.

Concluimos la prueba observando que

|S(f ; Ṗ )− A| ≤

∣∣∣∣∣
n0∑
k=1

S(f ; πk)−
n0∑
k=1

(HK)

∫∫
Gk

f

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣(HK)

∫∫
EO

f − A
∣∣∣∣

≤
n0∑
k=1

∣∣∣∣S(f ; πk)− (HK)

∫∫
Gk

f

∣∣∣∣+

∣∣∣∣(HK)

∫∫
EO

f − A
∣∣∣∣

≤
∑
n∈N

ε

2k+1
+
ε

2
= ε.

Corolario 3.2. Si f : R2 → R es una función Riemann-integrable sobre todo

conjunto elemental compacto de R2
, entonces f es HK-integrable sobre R2

con
A = (HK)

∫∫
E0
f ∈ R, si y sólo si para ε > 0, existe una medidora δε sobre

R2 \ R2 tal que para cualquier aureola δε-fina O, se cumple que∣∣∣∣(R)

∫∫
E0

f − A
∣∣∣∣ < ε.

Demostración. La prueba se sigue del Teorema 3.5.

3.4 ¿Versión del Teorema de Hake para R2
?

Ahora que el Teorema 3.5 ha sido probado, se responde a la siguiente pregunta.

Pregunta. Si f : R2 −→ R es Henstock-Kurzweil integrable sobre todo

intervalo bidimensional
2

Π
i=1

[ai, bi] con ai, bi ∈ R tales que ai ≤ bi, y satisface

lim
ai→−∞
bi→∞

(HK)

∫ b1

a1

∫ b2

a2

f = A ∈ R, (3.5)
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entonces ¿será f Henstock-Kurzweil integrable sobre R2
y el valor de su inte-

gral será A?.

Los intervalos diádicos Ikj = [j/2k, (j + 1)/2k) ⊂ [0, 1) con 0 ≤ k y 0 ≤
j ≤ 2k − 1, son usados para construir intervalos bidimensionales. Para 0 ≤ k
y 0 ≤ j ≤ 22k − 1 se crean:

Jk1,2j = [k, k + 1/2)× I2k+1
2j , Jk1,2j+1 = [k, k + 1/2)× I2k+1

2j+1 ,

Jk2,2j = [k + 1/2, k + 1)× I2k+1
2j , Jk2,2j+1 = [k + 1/2, k + 1)× I2k+1

2j+1 .

En la Figura 3.2, se muestran los intervalos bidimensionales anteriores.

Ahora sea la función f : R2 −→ R dada por

f(x, y) =


2k+2 si (x, y) ∈ Jk1,2j ∪ Jk2,2j+1

−2k+2 si (x, y) ∈ Jk1,2j+1 ∪ Jk2,2j
0 si (x, y) /∈ [0,∞)× [0, 1).

(3.6)

Figura 3.2: Intervalos bidimensionales.

Si J es un intervalo bidimensional acotado, se tienen dos casos:

1) Si J ∩ ([0,∞)× [0, 1)) = ∅, entonces f(x, y) = 0, para cada (x, y) ∈ J .

2) Si J ∩ ([0,∞)× [0, 1)) 6= ∅, entonces f es una función escalonada en J .

Aśı, f es Riemann integrable sobre todo intervalo bidimensional acotado J ,
en especial para Jk1,2j, J

k
1,2j+1, J

k
2,2j y Jk2,2j+1. Luego, los valores de la integral

de Riemann sobre cada uno de los intervalos bidimensionales son:
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(R)

∫∫
Jkp,q

f =


1
2k

si p = 1, q = 2j
1
2k

si p = 2, q = 2j + 1
− 1

2k
si p = 1, q = 2j + 1

− 1
2k

si p = 2, q = 2j,

(3.7)

para 0 ≤ k y 0 ≤ j ≤ 22k − 1.

Como f es Riemann integrable sobre J un intervalo bidimensional acotado,
también f es HK-integrable sobre J y los valores de las integrales coinciden.
Aśı, f es HK-integrable en [a, b] × [c, d] con a, b, c, d ∈ R. Para probar la
validez de las siguientes afirmaciones se emplean propiedades de la integral de
Riemann.

Afirmación 1. Si k ∈ N y c, d ∈ R tales que c ≤ d, entonces

(R)

∫ k

0

∫ d

c

f = 0.

En efecto, si 1 ≤ c ó d ≤ 0 es claro que se cumple la afirmación. Sólo resta
ver que pasa cuando [0, 1) ∩ [c, d] 6= ∅. Sean H ′i = {[c, d] ∩ I2i+1

2j 6= ∅ | j ∈
{0, ..., 22i − 1}} y H ′′i = {[c, d] ∩ I2i+1

2j+1 6= ∅ | j ∈ {0, ..., 22i − 1}}, para cada
i ∈ {0, ..., k − 1}. Entonces,

(R)

∫ k

0

∫ d

c

f =
k−1∑
i=0

(R)

∫ i+1

i

∫ d

c

f

=
k−1∑
i=0

 ∑
h∈H′i∪H′′i

(
(R)

∫ i+ 1
2

i

∫
h

f + (R)

∫ i+1

i+ 1
2

∫
h

f

)
=

k−1∑
i=0

 ∑
h∈H′i∪H′′i

(
(R)

∫ i+ 1
2

i

∫
h

f − (R)

∫ i+ 1
2

i

∫
h

f

)
= 0.

Afirmación 2. Para k ∈ N y j ∈ {0, 1, ..., 22k − 1}, se cumple que

(R)
∫ k+ 1

2

0

∫
I2k+1
2j

f = 1
2k

y (R)
∫ k+ 1

2

0

∫
I2k+1
2j+1

f = − 1
2k
.

Sean k y j como lo requiere la Afirmación 2. Con ayuda de la Afirmación 1 y
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(3.7), se tiene que

(R)

∫ k+ 1
2

0

∫
I2k+1
2j

f = (R)

∫ k

0

∫
I2k+1
2j

f + (R)

∫ k+ 1
2

k

∫
I2k+1
2j

f

= (R)

∫ k+ 1
2

k

∫
I2k+1
2j

f =
1

2k

y

(R)

∫ k+ 1
2

0

∫
I2k+1
2j+1

f = (R)

∫ k

0

∫
I2k+1
2j+1

f + (R)

∫ k+ 1
2

k

∫
I2k+1
2j+1

f

= (R)

∫ k+ 1
2

k

∫
I2k+1
2j+1

f = − 1

2k
.

Además, para k ∈ N e i ∈ {0, ..., 2k − 1}, el intervalo Iki ⊂ [0, 1) contiene
2k intervalos I2k+1

2j con 2ki ≤ j ≤ 2ki+ 2k − 1, entonces

2ki+2k−1∑
j=2ki

(R)

∫ k+ 1
2

0

∫
I2k+1
2j

f =
2ki+2k−1∑
j=2ki

1

2k
= 1. (3.8)

Afirmación 3. Si k ∈ N, entonces

(R)

∫ k+ 1
2

0

∫ 1

0

f = 0.

Sean k ∈ N y H ′k = {I2k+1
2j | j ∈ {0, ..., 22k − 1}} y H ′′k = {I2k+1

2j+1 | j ∈
{0, ..., 22k − 1}}. Entonces,

(R)

∫ k+ 1
2

0

∫ 1

0

f = (R)

∫ k

0

∫ 1

0

f + (R)

∫ k+ 1
2

k

∫ 1

0

f

= (R)

∫ k+ 1
2

k

∫ 1

0

f

=
∑
h∈H′k

(
(R)

∫ k+ 1
2

k

∫
h

f

)
+
∑
h∈H′′k

(
(R)

∫ k+ 1
2

k

∫
h

f

)

=
∑
h∈H′k

(
1

2k

)
+
∑
h∈H′′k

(
− 1

2k

)

=
22k

2k
− 22k

2k

= 0.
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Afirmación 4. Si a ≤ 0, 1 ≤ b, c ≤ 0 y 1 ≤ d, entonces

(R)

∫ b

a

∫ d

c

f = 0. (3.9)

Si 1 ≤ k ≤ b < k + 1
2

con k ∈ N, entonces

(R)

∫ b

a

∫ d

c

f = (R)

∫ b

0

∫ 1

0

f

= (R)

∫ k

0

∫ 1

0

f + (R)

∫ b

k

∫ 1

0

f

= (R)

∫ b

k

∫ 1

0

f

=
22k−1∑
j=0

(
(R)

∫ b

k

∫
I2k+1
2j

f + (R)

∫ b

k

∫
I2k+1
2j+1

f

)
= 0.

Ahora, si k + 1
2
≤ b < k + 1, entonces

(R)

∫ b

a

∫ d

c

f = (R)

∫ b

0

∫ 1

0

f

= (R)

∫ k+ 1
2

0

∫ 1

0

f + (R)

∫ b

k+ 1
2

∫ 1

0

f

= (R)

∫ b

k+ 1
2

∫ 1

0

f

=
22k−1∑
j=0

(
(R)

∫ b

k+ 1
2

∫
I2k+1
2j

f + (R)

∫ b

k+ 1
2

∫
I2k+1
2j+1

f

)
= 0.

Sea ε > 0. Por la Afirmación 4, existe M0 ≥ 1 tal que si a < −M0,
c < −M0, b > M0 y d > M0, entonces∣∣∣∣(HK)

∫ b

a

∫ d

c

f − 0

∣∣∣∣ < ε.

Es decir,

lim
b,d→∞
a,c→−∞

(HK)

∫ b

a

∫ d

c

f = 0.
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Ahora, supóngase que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre R2
y sea

ε0 = 1
2
> 0, entonces por el Teorema 3.5 existe una medidora δε sobre R2 \R2

tal que para cualquier aureola δε-fina O, se tiene que∣∣∣∣(HK)

∫∫
cl(R2\O)

f − (HK)

∫∫
R2
f

∣∣∣∣ < ε0. (3.10)

Para obtener una contradicción, se comparan dos aureolas δ-finas construidos
de la siguiente manera. Sea Tn = {y ∈ [0, 1] | δ(∞, y) > 1

n
} para cada n ∈ N.

Como [0, 1] =
⋃
n∈N Tn y [0, 1] es un intervalo compacto, por el Teorema de

Categoŕıa de Baire, existe n0 ∈ N tal que Tn0 no es nunca denso, es decir,
int(cl(Tn0)) 6= ∅. Sea (u, v) un intervalo abierto no vaćıo contenido en cl(Tn0),
entonces (u, v) ∩ Tn0 6= ∅ y además todo subconjunto no vaćıo de (u, v) tiene
puntos de Tn0 .

Dado que el conjunto de los números diádicos D = { j
2k
| k ∈ N y j ∈

{0, 1, ..., 2k}} es denso en [0, 1], existen k0 > n0 y j0 ∈ {1, ..., 2k0 − 1} tal que
u < j0

2k0
< j0+1

2k0
< v, es decir, Ik0j0 ⊂ (u, v). Además, I2k0+1

2j ⊂ Ik0j0 para cada

j ∈ {2k0j0, ..., 2k0j0 + 2k0 − 1}.

El par asociado
(
[k0 + 1

2
,∞]×cl(I2k0+1

2j ), (∞, y2j)
)

con y2j ∈ cl(I2k0+1
2j )∩Tn0

es δ-fino ya que:

• k0 + 1
2
> k0 > n0 ≥ 1

δ(∞,y2j) ,

• cl(I2k0+1
2j ) ⊂ [y2j − δ(∞, y2j), y2j + δ(∞, y2j)], puesto que |cl(I2k0+1

2j )| =
1

22k0+1 <
1
k0
< 1

n0
≤ δ(∞, y2j),

para cada j ∈ {2k0j0, ..., 2k0j0 + 2k0 − 1}.

De la misma manera se muestra que
(
([k0,∞]× cl(I2k0+1

2j+1 ), (∞, y2j+1)
)

con

y2j+1 ∈ cl(I2k0+1
2j+1 ) ∩ Tn0 es δ-fino, para cada j ∈ {2k0j0, ..., 2k0j0 + 2k0 − 1}.

Sea δ1(y) := δ(∞, y) para cada y ∈ R, es claro que δ1 es una medidora
sobre [−∞, j0

2k0
] y [ j0+1

2k0
,∞]. Por el Corolario 2.1 en las correspondientes ver-

siones, existen particiones Ṗ ′1 y Ṗ ′′1 δ1-finas de [−∞, j0
2k0

] y [ j0+1
2k0

,∞], respecti-

vamente. Sea α1 = min{δ1(yL) | (L, yL) ∈ Ṗ ′1 ∪ Ṗ ′′1 } y se toma m1 ∈ N tal que
1
α1
≤ m1. Aśı,

(
[m1,∞] × L, (∞, yL)

)
es δ-fino por construcción, para cada

(L, yL) ∈ Ṗ ′1 ∪ Ṗ ′′1 .

De manera similar, sea δ2(y) := δ(−∞, y) para cada y ∈ R, la cual es
una medidora sobre R, entonces existe Ṗ2 partición δ2-fina. Se toma α2 =
min{δ2(yL) | (L, yL) ∈ Ṗ2} y m2 ∈ R tal que m2 ≤ − 1

α2
. Aśı, el par asociado
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(
[−∞,m2]× L, (−∞, yL)

)
es δ-fino, para cada (L, yL) ∈ Ṗ2.

Ahora si δ3(x) := δ(x,∞) para cada x ∈ [m2,m1], entonces por el Teorema
2.1 existe Ṗ3 una partición δ3-fina. Sean α3 = min{δ3(yL) | (L, yL) ∈ Ṗ3} y
m3 ∈ R tal que m3 ≥ max{ 1

α3
, 1}. Aśı,

(
L × [m3,∞], (yL,∞)

)
es δ-fino, para

cada (L, yL) ∈ Ṗ3.

Por último, se define δ4(x) := δ(x,−∞) para cada x ∈ [m2,m1], entonces
existe Ṗ4 una partición δ4-fina. Luego, sean α4 = min{δ4(yL) | (L, yL) ∈ Ṗ4} y
m4 ∈ R tal que m4 ≤ − 1

α4
, entonces

(
L× [−∞,m4], (yL,−∞)

)
es δ-fino, para

cada (L, yL) ∈ Ṗ4. Todos los intervalos bidimensionales anteriores se usan para
formar la aureola δ-fina O, que se muestra en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Aureola δ-fina O.

Luego, con ayuda de la Afirmación 1 y 2 con (3.8), se tiene que

(HK)

∫∫
cl(R2\O)

f = (R)

∫∫
cl(R2\O)

f = (R)

∫ m1

m2

∫ m3

j0+1

2k0

f + (R)

∫ m1

m2

∫ j0

2k0

m4

f+

(R)

∫ 0

m2

∫
I
k0
j0

f +

2k0j0+2k01∑
j=2k0j0

(
(R)

∫ k0+
1
2

0

∫
I
2k0+1
2j

f + (R)

∫ k0

0

∫
I
2k0+1
2j+1

f

)
=

2k0j0+2k0−1∑
j=2k0j0

(
(R)

∫ k0+
1
2

0

∫
I
2k0+1
2j

f

)
=

2k0j0+2k0−1∑
j=2k0j0

(
1

2k0

)
= 1.

Para la misma δ se construye otra aureola O′ δ-fina, reemplazando cada
intervalo bidimensional [k0+ 1

2
]×cl(I2k0+1

2j ) en O por el intervalo bidimensional
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[k0,∞]×cl(I2k0+1
2j ) y manteniendo el resto de los intervalos bidimensionales que

están en O. Entonces,

(HK)

∫∫
cl(R2\O′)

f = 0.

Usando (3.10), se tiene que

1 =

∣∣∣∣(HK)

∫∫
cl(R2\O)

f − (HK)

∫∫
cl(R2\O′)

f

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣(HK)

∫∫
cl(R2\O)

f − (HK)

∫∫
R2
f

∣∣∣∣+

∣∣∣∣(HK)

∫∫
cl(R2\O′)

f − (HK)

∫∫
R2
f

∣∣∣∣
<

1

2
+

1

2
= 1,

lo cual es una contradicción. Aśı, f no es HK-integrable sobre R2
. Por lo tanto,

si una función es HK-integrable sobre todo intervalo bidimensional compacto
y existe el ĺımite correspondiente, no implica que la función sea HK-integrable

sobre R2
.
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Conclusiones

En este trabajo de tesis, se demostró que el resultado similar al Teorema de
Hake para funciones de varias variables no es válido, es decir, no se puede
generalizar el Teorema de Hake para Rn

. Puesto que para el caso n = 2, una
implicación de tal resultado no se cumple.

Sin embargo, el Teorema 3.5 llamado Teorema de Equivalencia para la

Integral sobre R2
, es válido para Rn

y su demostración es análoga, por supuesto
con las correspondientes modificaciones a las definiciones y resultados previos.
Por lo que el Teorema de Equivalencia para la Integral sobre Rn

, se puede
considerar como un resultado del tipo Hake para funciones de varias variables.

41
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