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Introduccion

El presente trabajo de tesis fue realizado sobre la teoria de continuos,
pero particularmente en los objetos llamados dendritas, donde por continuo
se entiende como un espacio métrico conexo, compacto y no vacio y una
dendrita es un continuo que es localmente conexo y que ademés no contiene
curvas cerradas simples.

Para el primer capitulo damos un vistazo a la teoria de continuos necesaria
para desarrollar nuestro estudio de las dendritas. Se atienden los conceptos
de limite inverso, limite de conjuntos, punto de corte y no corte, espacios
localmente conexos y graficas; asi como resultados interesantes de los teore-
mas de golpes en la frontera, entre otros. Se dan ejemplos de cada uno de
los temas anteriormente dichos, ademas se demuestran algunos teoremas y
proposiciones. En el Capitulo 2 se da la definicién de dendrita, hacemos las
demostraciones de lo siguiente:

Para un continuo no degenerado X, las siguientes condiciones son equi-
valentes.

(1) X es una dendrita.

(2) Para cualesquiera dos puntos en X existe un tercer punto que los separa
en X (vea el Teorema [2.7]).

(3) Cada punto de X es un punto de corte en X o es un punto extremo de

X (vea el Teorema [2.12).

(4) Cada subcontinuo no degenerado de X contiene una cantidad no nu-
merable de puntos de corte de X (vea el Teorema [2.13]).

(5) Para cada punto p € X, el nimero de componentes del conjunto X —
{p} es igual al ord(p, X) siempre que alguno de ellos sea finito (vea el

Teorema [2.19)).

(6) La interseccién de cualesquiera dos subconjuntos conexos de X es cone-
x0 (vea el Teorema [2.15]).
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Ademas probamos lo siguiente: Sea X un continuo localmente conexo.
Entonces X es una dendrita si y solo si X es hereditariamente unicoherente
(vea el Teorema [2.44)).

Demostramos que si X es una dendrita, entonces tiene las siguientes pro-
piedades:

(a) X es hereditariamente localmente conexo (ver Corolario [2.10)).

(b) El conjunto de puntos de ramificacién de X es numerable (ver Teorema
2.30)).

(¢) Todo subcontinuo de X es una dendrita (ver Corolario [2.11]).
(d) X es regular (ver Teorema [2.20)).

(e) Cada punto de X es de orden menor o igual que Xy en X (ver Corolario
2.27).

(f) X tiene la propiedad del punto fijo (ver Teorema [2.39)).

Recordemos que para un elemento X de una familia £, el espacio to-
polégico X es universal para la familia £ si podemos encontrar una copia
topoldgica de cada elemento de la familia £ en el espacio X. En este trabajo
se hace la construccién de una dendrita que es universal para la familia de
todas las dendritas (ver Teorema o ver [16, 10.37]), de manera similar
se realiza la construccion de la dendrita universal para la familia de las den-
dritas tal que sus puntos de ramificacién tienen orden menor o igual que tres

(ver Ejemplo o ver [I7, Seccién 3.2]).

David Rodriguez Hernédndez
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas,

Benemérita Universidad Auténoma de Puebla.
Mayo de 2023
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tiene como objetivo presentar parte del material necesario
para demostrar y entender algunos resultados del capitulo 2, el cual centra
nuestro estudio hacia el concepto de dendritas. En este primer capitulo se
repasan conceptos basicos de topologia general asi como conceptos de la teoria
general de continuos de Peano y graficas, también se mencionan algunos
importantes resultados de limites de conjuntos, limites inversos, teoremas de
golpes en la frontera, puntes de corte y no corte. No todas las demostraciones
de los resultados fueron escritas, sin embargo, se da una referencia adecuada
para la revision de cada caso omitido.

A continuacién se presenta la notacion de algunos términos que hemos
convenido a usar en este trabajo.

= Designamos a N como el conjunto de los niimeros naturales.

= 7 como el conjunto de los niimeros enteros.

Q como el conjunto de los niimeros racionales.

R como el conjunto de los niimeros reales.

R™ al n-ésimo espacio euclideano. con n € N

También, si A es un subconjunto de un espacio topolégico X denotamos:

» Intx(A) como el interior de A

—X
m A" como la cerradura de A
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» Fry(A) como la frontera de A

Ademas si X y Y son espacios topoldgicos, A C X'y f: X — Y una
funcion.

» La funcién f | A denotard la funcién restringida al subespacio A.

En este trabajo se utilizara la siguiente nociéon de vecindad de un punto:

Sean X un espacio topologico y x € X. Un subconjunto V de X es una
vecindad de x si existe un abierto U en X tal que x € U C V.

1.1. Teoria basica

Para esta primera seccion daremos un vistazo a conceptos basicos de los
temas de Compacidad y Conexidad pues nos serviran mas adelante para de-
finir que es un continuo, es importante tener una idea de estos dos conceptos
pues es en una rama de los continuos en que centramos este trabajo.

Fue René Maurice Fréchet (1878-1973) quien a principios del siglo XIX
defini6 a los conjuntos compactos como aquellos que contienen sélo un ntime-
ro finito de puntos o si cada uno de sus subconjuntos infinitos tiene al menos
un punto limite. Aunque més tarde se asumié que esta idea no era muy ade-
cuada en el contexto de espacios topologicos abstractos, fue entonces cuando
se formuld el concepto de compacidad en términos de cubrimientos del espa-
cio por conjuntos abiertos. y es actualmente la manera en que se trabaja la
compacidad en cualquier espacio topoldgico.

Definicién 1.1. Sea Y C X. SiY C U U, con U, conjunto abierto en X;

acl
a la familia {U,}aer se le llama cubierta abierta de Y .

Sil' C I estal queY C U U,, entonces decimos que la subfamilia {Uy}aer

acl’
es una subcubierta de Y .

Si ademds I' es un conjunto finito, diremos que la subfamilia es una sub-
cubierta finita de Y .
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Definicién 1.2. Sea X un espacio métrico y Y C X. Decimos que Y es
compacto si toda cubierta abierta de Y admite una subcubierta finita.

Ejemplo 1.3. Sea Y = {0} U{: :n € Z*} CR, a saber, Y es compacto.

Demostracién: Sea A una cubierta abierta de Y, luego debe existir un
abierto U de A que contiene al 0 y por la forma en que estd definido Y
el conjunto U debe contener a todos los puntos de la forma % excepto a
un numero finito de ellos; digamos y1, ..., yx. Ahora, para cada una de estos
puntos que no estan en U, tomemos un elemento de A que los contenga,
digamos Ay, ...Ag. Luego U U {A;}F_, es una subcubierta abierta para Y y

por tanto Y es compacto.m

Definicién 1.4. Sea Y un subconjunto no vacio de (X, d) un espacio métrico.
Decimos que Y es acotado si existe k € R tal que para todo z,y € Y se
tiene que d(z,y) < k.

El teorema que a continuacion se enuncia relaciona los intervalos acotados
y cerrados de R con el concepto de compacidad.

Teorema 1.5. [7, Teorema (2.G.6)] Cada intervalo cerrado y acotado de R
es compacto.

Teorema 1.6. Si (X, d) es un espacio métrico compacto y C' un subconjunto
cerrado de X, entonces C' es compacto.

Demostracién. Sea {U,}.c; una cubierta abierta para C, luego al ser
C' cerrado, tenemos que C° abierto, ndtese que {U, }oer U C es una cubierta
abierta para X y al ser X compacto, este admite una subcubierta finita. A
saber C'° puede ser o no parte de la subcubierta finita.
En el caso de que C° no sea parte de la subcubierta finita de X se tendria
que existe k € N tal que {U,,, ..., Us, } es una subcubierta finita para X, es
decir X ¢ ¥, U,, y como C' € X, entonces C'  |J5_, U,, y por tanto C
compacto.
En el caso de que C° sea parte de la subcubierta finita de X, esta seria de
la forma {U,,, ..., Uas,,C°} para algin k& € N, luego al igual que en el caso
anterior C' C Ule Uy, UC® pero C ¢ C° por lo que C' C Ule U,, y por tanto
C compacto. g

Siguiendo ahora con el concepto de conexidad. La definicién actual de es-
ta fue introducida en 1893 por C. Jordan (1838-1922) para la clase de los
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subconjuntos del plano. El estudio sistematico de la conexidad fue iniciado
en 1914, por F. Hausdorff (1878-1973), y en 1921 por B. Knaster (1893-1980)
y K. Kuratowski (1896-1980).

Siempre podemos pensar de manera intuitiva a un conjunto conexo como
un conjunto de una sola pieza (que no se puede dividir), pero en términos
m&s precisos y a manera de no generar ambigiiedad, se tiene la siguiente
definicién.

Definicién 1.7. Sea X un espacio métrico y sean P y Q) subconjuntos abier-
tos no vacios de X. Diremos que P Y () son una separacion de X si
X=PUQuyPnNnQ=0.

Diremos que X es disconexo si existe una separacion de X y en caso con-
trario diremos que X es conexo, o bien. X es conexo si no puede ser descrito
como union disjunta de dos conjuntos abiertos.

Ademds, si Y C X, entonces Y es disconexo o conexo si lo es como subespa-
cio con la topologia relativa.

Proposicion 1.8. Sean C un subespacio métrico conexo de X. Si C C B C
C, entonces B es conexo.

Demostracion. Supongamos que B es disconexo, entonces deben existir
M y N abiertos tales que B = M UN y M NN = (. Luego como C es
conexo, C debe ser subconjunto de M o bien de N, sin perdida de generalidad
supongamos que C' C M, entoces C C M por lo que CN'N = 0. Y como
B C C se tiene que BNN = (), luego N = (J, pero esto es una contradiccion.
Por lo tanto, B es conexo. g

A continuacién un teorema que caracteriza los subconjuntos conexos del
espacio R.

Teorema 1.9. [7, Teorema (2.A.8)] Un subconjunto I de R es conexo si y
solo si I es un intervalo o un subconjunto unitario.

Noétese que la unién de conjuntos conexos puede ser un conjunto no cone-
X0, pero si la interseccién de estos conjuntos es al menos un punto, entonces
la unién dara como resultado un conjunto conexo. El siguiente teorema ge-
neraliza esta idea.

Teorema 1.10. [7, Teorema (2.A.10)] Si {X;}2, es una familia de subcon-
guntos conexos en un espacio topologico X tales que para i # j, se cumple
que X; N X; # 0, entonces | ;- X; es conexo.
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Teorema 1.11. [7, Teorema (1.F.6)] (Teorema de pegado de funcio-
nes). Sean A y B subconjuntos cerrados de un espacio topoldgico X. Sea
Y wun espacio arbitrario y supongamos que f: A — Y y g: B — Y son
funciones continuas tales que f | ANB = g | AN B. Entonces la funcion
h: AUB —Y definida, para cada x € AU B, por

h(z) = {f(x), s? x € A,
g(x), six € B.

es continua.

Un punto fijo de una funcién f: X — X es un punto x € X tal que

flz) = .

La Teoria del punto fijo tiene gran variedad de aplicaciones en diversos
campos de la ciencia, tales como: las matematicas, fisica y economia y la
posibilidad de hallarlo aborda cuestiones de gran importancia.

Ejemplo 1.12. Es facil verificar que la funcion f : R — R definida por
f(z) = x? — 2z tiene como puntos fijos a 0y 3.

Ejemplo 1.13. De igual forma es facil verificar que f : R — R definida por
f(z) = x +5 no tiene puntos fijos.

Definicién 1.14. Se dice que un espacio topoldogico X tiene la propiedad
del punto fijo si cada funcion continua f: X — X, tiene un punto fijo.

Ejemplo 1.15. Denotemos como I al intervalo cerrado [0,1] veamos que
tiene la propiedad del punto fijo. En efecto, sean f: I — I una funcion
continua, A ={x €1 :2 < f(zx)} y B={x e l:xz> f(x)}. Observe,
I = AUB vy, que A y B son subconjuntos cerrados de I, ademds 0 € A y
1 € B. Entonces, como I es un conexo, existe xo € AN B, es decir xg € A y
xo € B por lo que xo < f(xg) y xo > f(x0) y en consecuencia f(xy) = xo.

Es importante mencionar que la propiedad del punto fijo se preserva bajo
homeomorfismos.

1.2. Continuos

La primera definicién de continuo fue dada en 1883 por G. Cantor (1845-
1918) y nos dice que un continuo es un subconjunto cerrado y denso en si
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mismo y conexo en un espacio Euclidiano. Pero esta definicion habia sido for-
mulada sobre la base del estudio de otro objeto de investigacion matemaética:
El concepto de linea o curva, las cuales eran mas importantes en esa época
(vea en [0, pag. 225-226]).

Tengamos en consideracion lo siguiente:

= Decimos que un conjunto es no degenerado. si dicho conjunto tiene
mas de un punto.

= Decimos que un conjunto es numerable si es finito o si tiene cardina-
lidad igual a la del conjunto N.

= Se entiende que un subconjunto D de un espacio métrico X es denso
en X, si cada subconjunto abierto y no vacio en X intersecta a D.

= Decimos que un espacio topolégico X es separable si este contiene un
subconjunto denso y numerable.

Definicién 1.16. Un continuo es un espacio métrico, conexo, compacto
y no vacio. Ademds si X es un continuo y 'Y C X se dird que Y es un
subcontinuo de X, st 'Y es un continuo.

Nota: Con los puntos anteriores y dado que cada espacio métrico com-
pacto es separable, [10, pdg. 90-93], en consecuencia podemos decir que cada
continuo es separable.

Ejemplo 1.17. Cualquier conjunto unitario es un continuo. Sean a, b € R,
donde a < b, el intervalo [a,b] es un continuo. Pues [a,b] es conezo por[1.9

y es compacto por[1.5

Ejemplo 1.18. Sea X = {(z,y) € R? : d((0,0), (z,y)) = 1} donde d es la
métrica usual de R%. X es la circunferencia unitaria y es un continuo.

Circunferencia unitaria.
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Ejemplo 1.19. 5i W = {(z,sen(2)) e R? : 0 < x < 1}, entonces X = we

es un continuo llamado la curva sinoidal del topologo. Observe que

R

WY =W u{(0,y) eR*: —1<y<1}.

El continuo X se puede observar de manera aproximada en la siguiente figura.

|

Continuo sen(2)

Llegados a este punto es valido hacernos la pregunta: ;La uniéon de con-
tinuos es un continuo? y aunque la respuesta es que no necesariamente, el
siguiente teorema nos dice bajo que condiciones esto es posible.

Teorema 1.20. La union de dos continuos es un continuo siempre que ten-

gan un punto en comun.

Definicién 1.21. Un arco es un espacio topolégico homeomorfo al intervalo
[0,1].

Sea A un arco. Para cualquier homeomorfismo f: [0, 1] — A, se tiene que
{p,q} = {f(0), f(1)}. Por esto, los puntos extremos del arco A son p y q.
Podemos decir que A es un arco de p a ¢ o de g a p.

Arco.
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El intervalo [0, 1] es un continuo, asi un arco es un continuo. En el ejem-
plo m probamos que el intervalo [0, 1] tiene la propiedad del punto fijo,
por la definicién [1.21] y como la propiedad del punto fijo es una invariante
topoldgica, entonces todo arco tiene la propiedad del punto fijo.

Definicién 1.22. Una curva cerrada simple es un espacio topologico
homeomorfo a la circunferencia unitaria.

Curva cerrada simple.

Definicién 1.23. Una 2—celda es un espacio topologico homeomorfo a

[0,1] x [0, 1].
//
/

2-celda.

1.3. Limites inversos

En esta seccién se presentan algunos resultados bésicos sobre limites in-
versos, enunciamos teoremas tanto basicos, como fundamentales de limites
inversos de espacios compactos y continuos, en los cuales nos muestran ma-
neras particulares de escribir a ciertos espacios topoldgicos.

comencemos con la siguiente definicién.
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Definicién 1.24. Sea {X;}3°, una coleccion numerable de espacios métricos.
Para cada i € N, sea f; una funcion continua de X;11 en X;. La sucesion
{Xi, fi}32, de espacios y funciones es llamada una sucesion inversa. Las
funciones f;: X;11 — X; son llamadas funciones de ligadura.

Si { X, fi}2, es una sucesion inversa, algunas veces escrita como sigue:

X1<f—1X2<f—2X3<—...<—Xi(f—iXi+1 e,
entonces el limite inverso de {X;, f;}32,, denotado por @{Xi, fi}2y, es

el subespacio del espacio producto cartesiano || X; definido por:
i=1

o0
, 00 0o . — 1
Im{X;, fiyes, = {(x)2, € HXi . filziv1) = x4, para toda i}.
i=1
A continuacién un teorema importante que nos relaciona la definicién
anterior con los continuos y compactos.

Teorema 1.25. [16, 2.4/ El limite inverso de espacios métricos, compactos
Y Mo vacios es un espacio métrico, compacto y no vacio. También el limite
nverso de continuos es un continuo.

Los siguientes resultados sobre limites inversos nos seran de utilidad en
el Capitulo 2, especificamente para demostrar resultados que nos ayudaran
para demostrar la existencia de una dendrita universal (vea en la pagina .

Lema 1.26. [16, 2.6] Sea {X;, fi}32, una sucesion inversa de espacios métri-
cos con limite 1nverso Xo. Para cada i € N sea m; 1 Xoo — X; la i-ésima
proyeccion. Sea A un subconjunto compacto de X. Entonces, {m;(A), fi |
mir1(A)}2, es una sucesion inversa con funciones de ligadura suprayectivas

Y
Lim{mi(A), fi | mip1(A)}2 = A = Hl?Tz‘(A) N Xeo.

El siguiente teorema de limites inversos es llamado el Teorema del Encaje
de Anderson-Choquet. Este Teorema se aplicard en el Capitulo 2, cuando
veamos que las dendritas pueden ser encajadas en el plano.

Teorema 1.27. [10, 2.10] Sean X un espacio métrico con la métrica d y
{Xi, fi}32, una sucesion inversa, donde cada X; es un subconjunto compacto
no vacio de X y cada f; es una funcion suprayectiva. Para todo j > i+ 1 sea
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fig="tio...ofim: Xy = Xi y figry = i
Asuma las condiciones siguientes:

(1) Para cada e > 0, existe k € N tal que para toda p € Xy,

didm[Uj>k fk_Jl(p)] <&

(2) Para cada i € N y cada § > 0, existe &' > 0 tal que, siempre que j > 1
y p,q € X; tales que d(fi;(p), fij(q)) > 9, entonces d(p,q) > 0'.

Entonces [im{ X, fi}32, es homeomorfo a Nizi (Upss Xm). En particular: si
para cada i, X; C Xiy1 entonces [im{X;, fi}72, es homeomorfo a Uiz, Xi.

El siguiente lema nos muestra que la familia de cerrados del limite inverso
esta estrechamente relacionada con los limites inversos de los subconjuntos
cerrados de los espacios factores.

Lema 1.28. [15, Lema 1.25] Sea {X;, f;}2, una sucesion inversa de espacios
métricos. Si A es un subconjunto compacto de @{Xi, fi}, entonces

{mi(A), fi | miga (A)}i2y

es una sucecion inversa con funciones de ligadura suprayectivas y

Lim{mi(A), fi | mir1(A)}2y = A= 2y m(A)] N {im{ X5, fi}2,.

El siguiente resultado se debe a A. D. Wallance [3, pag. 233].

Proposicién 1.29. Sean X, = @{Xi,fi};’il, A y B subconjuntos com-
pactos de Xoo y C = AN B. Para cada i € N, sea C; = m(A) N mi(B).
Entonces

C= M{Cu fi] Cig1}i2y.
Demostracién. Sea (z;)2, € @{CZ-, fi ] Ciz1}2,. Asi, para cadai € N:
(a) z; € m(A),



1.3 Limites inversos 11

(c) fil Ciz1(zi1) = @;.

Para cada i € N notemos que f; | Ciy1: Cizn — Ci vy fi | Ciza(xin) =
fi(ziy1). Como z;41 € Ciy1 = mip1(A) N1 (B), se tiene que x4 € m41(A)
Y Tiv1 € mip1(B). Ademas,

(€) fi| min(A)(zin) = filzinr) = fi | Cinr(mia) = iy
() fi | mia(B)(@in1) = filzin) = fi | Cin(wiga) = 25
Por lo tanto de (a) y (e) (de (b) y (f), respectivamente) se tiene que
(2:)i2y € lim{mi(A), fi | mia(A) 12
((i)i2y € [im{mi(B), fi | miy1(B)}Z,, respectivamente).
Asi, por el Lema [1.28] se tiene que (z;)2°, € Ay (z;)3°, € B. Concluimos
que (z;)2, € ANB=C.

Notemos que cada reciproca de las implicaciones de esta demostracion es
verdadera. Por lo tanto, si (z;)5°, € C, entonces (z;)7°, € @{C’i, fi | Ciz1}
[

El siguiente teorema nos da una manera de definir una funcién entre
limites inversos y dicha funcién es llamada la funciéon inducida.

Teorema 1.30. [74, Teoremas (2.1.46)-(2.1.48)] Considere la situacion ilus-
trada en el diagrama donde cada rectangulo es conmutativo (es decir, p;o f; =
gi 0 @iy1 para cada i € N) y

Xoo = lIm{X;, fi}i2) y Yoo = lim{Yi, gi 132,

f1 Ji
X; — Xo+— .. — X; — X1 — ... Xoo
o1 O Lo ©0i 4 O i Poo 4
Y «— Yo«— ... «— Y, «— Y ¢+— ... Yoo
a1 gi

Ahora, definamos poo: Xoo — Yoo para cada (z;)2, € Xo, como sigue;
oo ((2:)321) = (pi(24))$2,. Entonces (a)-(c) son vdlidas:



12 Preliminares

(a) poo €s una funcion suprayectiva de Xoo en Yoo,
(b) Si cada p; es continua, entonces po, €S continua;
(c) Si cada p; es uno-uno, entonces Yo, €S UNO-UNO.
El siguiente lema muestra una base para el limite inverso.
Lema 1.31. [T}, Proposicion 2.1.9.] Sean Xoo = {X;, fi}2, ¥y
B={m*(U): U es abierto en X; yi € N}.
Entonces B es una base para la topologia de X .

Teorema 1.32. [9, Lema 4] (Teorema de Aproximacion Interior)
Sean'Y un espacio métrico compacto y {Y;}5°, una sucesion de subconjuntos
compactos de Y tal que para cada i € N, existen funciones continuas y su-
prayectivas g;: Yie1 — Y; ymi: Y — Y, tal que g; o w1 = m;; st la sucesion
{m;}32, converge uniformemente a la funcion identidad sobre Y, entonces Y
es homeomorfo a @{E, gi}2,.

El siguiente teorema nos dice que para cierto tipo de subsucesion de la
sucesiéon inversa, esta subsucesion converge al mismo limite.

Teorema 1.33. [1], Teorema 2.1.38] Sea {X;, f;}52, una sucesion inversa
de compactos, con funciones de ligadura suprayectivas cuyo limite inverso
es Xoo, y sea {j(i)}32, una sucesion creciente de elementos de N. Si Yo, =
@{Kagi,(ﬂrl)}; donde para cada i € N, Y; = X6y v gigv1) = fi).ji+1)
entonces Yo, es homeomorfo a X.

1.4. Limite de conjuntos

Algunos continuos son mejor examinados cuando se utilizan sucesiones
de conjuntos. Por ejemplo, se necesitan sucesiones de conjuntos para realizar
la construccién de la curva universal de Sierpinski, o para el estudio de limi-
tes inversos. En especial, en este trabajo utilizaremos esto para construir la
dendrita universal.

Definicién 1.34. Sean X un espacio topoldgico y {A;};~, una sucesion de
subconjuntos de X, el limite inferior y el limite superior de la sucesion
son los siguientes conjuntos, respectivamente.
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(1) lim inf A; = {z € X : para cada abierto U en X tal que x € U,
UNA; #0 para toda i € N excepto tal vez, una cantidad finita de i}.

(2) lim sup A; = {z € X : para cada abierto U en X tal que x € U,
UNA;#0 parai € F, donde F CN y F es infinito }.

A N

Liminf A,

> Lim supp A,

/

Limites de conjuntos

Definicién 1.35. Sean X un espacio topoldgico, {A;};o, una sucesion de
subconjuntos de X, el limite de la sucesion es A cuando

lim inf A;, = A y lim sup A; = A.
lo cual se denota por lim A; = A.

Teorema 1.36. [1, Teorema 20] Sean X un espacio métrico y, {A;}32, vy
{B;}$2, dos sucesiones de subconjuntos cerrados y no vacios de X tales que
ellim A; = A ylim B; = B, donde A y B son subconjuntos cerrados y no
vacios de X, entonces:

(1) si A; C B; para cada i € N, entonces A C B,
(2) im A;UB; = AU B,
(3) si A; N B; # 0 para cada i € N, entonces AN B # (),

(4) no siempre es cierto que lim A; N B; = AN B.
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1.5. Teoremas de golpes en la frontera

En esta seccion definimos la componente de un espacio topoldgico, abor-
damos el concepto de frontera de un conjunto, también definimos conexidad
en pequeno y continuo de convergencia.

Definiciéon 1.37. Sean X un espacio topologico y A un subespacio de X.
Entonces A es una componente de X si:

(1) A es conezo.
(2) Si B es un subespacio conexo de X que contiene a A, entonces B = A

los puntos anteriores nos dicen que en realidad una componente es un subes-
pacto conexo mazrimal.

A continuacién algunos ejemplos de componentes de un espacio topoldgi-
co:

Ejemplo 1.38. Si consideramos X = [0,1] U [2,3]. En este espacio, cada
intervalo es una componente.

Ejemplo 1.39. Sea X = [0,1] x [0, 1], notemos que éste es un espacio de una
sdla componente. Considere el conjunto A = {(z,3) : 0 < z < 1}. Observe
que X — A es la union de dos componentes.

Definiciéon 1.40. Sean X un espacio topologico y A C X. definimos La
frontera de A (en X ), denotada por Frx(A) o simplemente por Fr(A)
como

Fr(A)=ANnX — A

Ahora, damos una lista de resultados conocidos como teoremas de golpes
en la frontera.

Teorema 1.41. [106, 5.4/ (Primer teorema de golpes en la frontera)
Sean X un continuo y A un subconjunto propio, abierto y no vacio de X.
Si Z es una componente de A, entonces Z N Fr(A) # 0 (equivalentemente,
puesto que Z C A y A es abierto, se tiene que Z N (X — A) #10).

Teorema 1.42. [16, 5.6] (Segundo teorema de golpes en la frontera)
Sean X un continuo y A un subconjunto propio no vacio de X. Si Z es una
componente de A, entonces Z N Fr(A) # 0 (equivalentemente, ZNX — A #

).
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Teorema 1.43. [16, 5.7] (Tercer teorema de golpes en la frontera)
Sean X un continuo, A un subconjunto propio no vacio de X y Z una com-
ponente de A.

(1) Si A es abierto en X, entonces Z N (X — A) # 0, es decir, Z — A # 0.
(2) Si A es cerrado en X, entonces ZNX — A # ).

Terminamos el listado de tres teoremas de golpes en la frontera. Veamos
lo siguiente.

Teorema 1.44. Sean X un continuo, C'y D subcontinuos de X tales que
D#X yC CD. SiZ esuna componente de X — D tal que Z — Z C C,
entonces Z U C' es un continuo.

Demostracion. Sea A = X — D. Asi, A es un subconjunto no vacio de
X y A +# X. Notemos que X, Z y A satisfacen las condiciones del Teorema
. Luego, como A es abierto, ) # Z N (X — A) = Z N D. Ahora, como
Z C X — D, se tiene que Z N D = (). Puesto que

0W£ZND=(Z-2)uZ)ND=(Z-ZND)u(ZND))=(Z-2Z)ND,

Se tiene que (Z — Z)ND # (). Luego, Z — Z # (). Ademés, como Z—-7ZcCC,
se sigue que ZNC # (). Asi, por el Teorema [1.20} se tiene Z U C' es continuo.
Veamos que

ZUC=27UC.

EsclargqueZUC’C?UC’. a -

Como Z —Z C C, se cumple que ZUC = [(Z - Z)UZJUC C [CUZ|UC =
ZUC'. Por lo tanto, ZUC C ZUC. Asi, concluimos que Z U C es continuo.
[

El siguiente es una consecuencia del Teorema [1.44]

Corolario 1.45. Sean X un continuo y C un subcontinuo propio de X. Si
Z es una componente de X — C', entonces Z U C' es un continuo.

Demostracion. Como Z es cerrado en X — C' se sigue que Z = VA
Afirmamos que Z — Z C C, de no ser asi, existe rezZ -2 tal que = ¢ C,
estoes,t € ZN(X—-Z)yx e X —C,esdecirz € ZN(X-2Z)N(X -C) =

ZQ(X—C)H(X—Z):7X_CH(X—Z):Zﬂ(X—Z):@,peroesto
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es una contradiccién. Por lo tanto, Z — Z C C. Por ltimo, supongamos que
D = (C en el Teorema|l.44] notemos que se satisfacen las hipotesis con lo que
concluimos que Z U C' es un continuo. o

Dos importantes conceptos en el estudio de la estructura de continuos son
la nocién de conexo en pequeno y el concepto de continuo de convergencia.

Definicién 1.46. Sean X espacio topologico y p € X. El espacio X es
conexo en pequeno en p si toda vecindad de p contiene una vecindad
conexa de p.

Veamos lo que es un continuo de convergencia.

Definicién 1.47. Sea X un espacio métrico. Un subconjunto no degenerado
K de X es un continuo de convergencia de X, si existe una sucesion de
subcontinuos de X {K;}:2,, donde para todai € N, imK; = K y KNK; = (.

=1’

Algunos continuos no contienen continuos de convergencia, por ejemplo;
un arco, una curva cerrada simple, una 2-celda, entre otros. Algunos continuos
que contienen continuos de convergencia son:

(a) Sea W = {(z,sen(%)) € R* : 0 < x < 1} para este continuo el
continuo de convergencia es [0, 1] sobre el eje Y.

(b) Sea R = U{K; C R?: K; = [0,1] x {3}, donde i € N}. Este conjunto
contiene al continuo de convergencia dado por [0, 1] sobre el eje X. R es el
representado de manera aproximada en la siguiente figura.
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K
Continuo de convergencia.

El siguiente teorema es fundamental, éste nos da una condicién suficiente
para la existencia de un continuo de convergencia.

Teorema 1.48. [16, 5.12] Sean X un continuo y
N ={z € X : X no es conexo en pequeno en x}.

Si p € N, entonces existe un continuo de convergencia K en X tal que
pe K CN.

Una observacion para un espacio topolégico que no es conexo es que puede
ser escrito como la unién de mas de uno pero sélo una cantidad numerable
de subconjuntos no vacios, cerrados y disjuntos; a continuacién definimos los
espacios topoldgicos que no pueden ser escritos de dicha manera.

Definicién 1.49. Un espacio topologico X es 0 conexo si X no es la union
de mas de uno y a lo mds una cantidad infinita numerable de subconjuntos
cerrados, no vacios y disjuntos dos a dos.

En particular los continuos gozan de esta propiedad, es decir:
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Teorema 1.50. [16, 5.16] Todo continuo es o conezo.
Ahora demos las demostraciones de las siguientes cinco proposiciones.

Proposicién 1.51. Sea U un subconjunto de un espacio topologico X. FEn-
tonces U — U = Fr(U) si y solo si U es abierto en X.

Demostracién. Supongamos que U — U = Fr(U), se demostrard que U
es abierto en X. Por la Definicién se debe cumplir la siguiente igualdad

(@) Fri0)=UNX -U=U-U=Un(X-0).

Veamos que X —U = X —U. Supongamos que X — U # X — U, existe
al menos © € X — U tal que x ¢ (X — U), entonces

e X-U)=X-UNX-(X-U)=Xx-0UnT,

asi € U, con lo que concluimos que z € UNX —U yx ¢ UNX — U, pero
esto no es posible por (a), asi concluimos que X — U es cerrado, por lo tanto
X — (X —=U) =U es abierto.

Ahora se demuestra el reciproco, supongamos que U es abierto y demos-
tremos que U — U = Fr(U), como U = int(U), entonces X — U es cerrado,
es decir, X — U = X — U, por lo que siguiendo de la definicién de frontera
Fr(U)=UNX—-U=UnNX —U con lo que se concluye la demostracién
de (a) de esta proposicién. o

Proposicion 1.52. Si X es métrico compacto y K un continuo de conver-
gencia entonces existe una sucesion {B;}52, de subcontinuos de X disjuntos
dos a dos tal que lim B; = K y para cada i € N, B; N K = ().

n—oo

Demostracion. Como K es un continuo de convergencia, existe una
sucesion {K;}22, de subcontinuos de X tales que lim K; = K y K; N K = 0.
1— 00

Veamos que existe m; € N tal que K,,, N K; = . Supongamos, por el
contrario, que para todo i € N, K1 N K; # () . Asi, por el Teorema m (c),
se tiene que K; N K # (), pero esto es una contradiccién a la hipétesis. Por
lo cual K1 N K,,, =0. Sea K,,,, = K;.

Ahora, afirmamos que existe un elemento my € N, tal que (K,,, U K,,,) N
K, = 0. De no existir dicho elemento, para todo i € N, (K,,, UK, )NK; # ()
. Por el Teorema [1.36] (c), se tiene que (K, U Kn,) N K # 0, esto es,
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K, NK # 0o K,, N K # 0 pero esto es una contradiccién a la hipotesis,
por lo tanto existe my € N tal que (K,,, U K,;,,) N K,,, = (). Continuando
sucesivamente se tiene que existe una sucesién { K, }52, de subcontinuos de
X, de tal manera que para cualesquiera r # s, K,,, N K,,, = () y ademéds lim
Ky, = Ky K, NK ={. Con lo cual queda demostrada la Proposicién. o

Definicion 1.53. Sean X un espacio métrico y A, B,C C X. El conjunto
C separa a A y B en X si existe una separacion U y V' de X — C' tal que
AcUyBcCV.

Proposicion 1.54. St K es un continuo de convergencia en un espacio
métrico X yp,q € K, entonces no hay subconjuntos de K que puedan separar

a{p} y{q} en X.

Demostracién. Sean K un continuo de convergencia de X y p,q € K.

Supongamos, por el contrario, que existe A C K tal que separa a {p} y {¢}
en X. Luego, existen P y () son abiertos de X — A, disjuntos y no vacios
talesquepe P,ge Qy X —A=PUQ.
Por otro lado, como K es continuo de convergencia, existe una sucesion
{K;}32, de subcontinuos de X tal que lim K; = K y para cada i € N se
cumple que K N K; = () (de aqui, K; C (X — K) C (X — A)). Como P es
abierto en X — A, existe un abierto V' en X tal que P =V N (X — A). Como
p € V, existe un subconjunto finito F de N tal que para todo i € (N —F),
se tiene que V N K; # () (de aqui, P N K; # ). Asi, para todo i € (N —T),
ya que cada K; es conexoy K; C PUQ, se tiene que K; C P. De manera
semejante, como () es abierto en X — A, existe un abierto W en X tal que
Q =WnN(X —A). Como q € W, existe un subconjunto finito G de N tal que
para todo 7 € (N — G), se tiene que W N K; # () (de aqui, Q N K; # 0). Asi,
para todo i € (N—G), ya que cada K; es conexo y K; C PU(Q), se tiene que
K; C Q. Por lo tanto, para i € (N — {FUG}), se tiene que K; C PNQ, esto
es una contradiccion ya que Py () son una sepacion de X — A. o

1.6. Puntos de no corte y puntos de corte

El teorema mas importante de esta secciéon es una caracterizacién de arco
(vea el Teorema [1.65)), de modo que los siguientes esfuerzos se hardn para
probar tal resultado.
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Cuando estemos pensando en una relacion binaria como orden parcial, o
que un conjunto sea linealmente ordenado, o que tenga un orden total, etc.,
lo entenderemos como, por ejemplo, en [7, (0.B.7)-(0.B.11)].

Definicién 1.55. Dos conjuntos totalmente ordenados (X, <) y (Y, <) son
del mismo tipo de orden si existe una funcion biyectiva f: X — Y tal
que para cualesquiera x,y € X, se tiene que v <y si y sdlo si f(x) < f(y) a
tal funcion se le conoce como isomorfismo de orden.

Teorema 1.56. [3, Teorema 1.1.2] Si D es un conjunto totalmente ordenado
(con orden <) y numerable tal que

(1) D no posee un elemento mdzimo ni minimo respecto a su orden y
(2) Para cualquiera a,b € D, existe c € D tal que a < ¢ < b.

Entonces D es del mismo tipo de orden que QN (0,1) con el orden usual
heredado de R.

Teorema 1.57. [3, Teorema 1.1.1] Si X y Y son dos espacios topoldgicos
totalmente ordenados, entonces todo isomorfismo de orden es un homeomor-
fismo relativo a la topologia de orden de X en la topologia de orden de Y .

Definicién 1.58. Sean A y B dos subconjuntos no vacios de R, se dice que
(A, B) es una cortadura de R si

(1) AN B =10,
(2) AUB=Ry

(8) Para cualquier a € A y para cualquier b € B, se tiene que a < b (en
adelante esta propiedad la denotamos como A < B).

Teorema 1.59. [2, Propiedad de Cortadura 7.2/ Si (A, B) es una cortadura
de R, entonces existe un unico elemento y € R tal que

(1) para cualquier a € A, se tiene que a <y y
(2) para cualquier b € B, se tiene que y < b.

Varios de los resultados en la teoria de los continuos tienen que ver con
la nocién que sigue.
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Definicién 1.60. Sean X un espacio topoldgico conexo yp € X. Si X —{p}
es conexo, entonces p es llamado punto de no corte de X. Si X — {p} no
es conexo, entonces p es llamado punto de corte de X.

Por ejemplo, sea A un arco de p a ¢. El arco A tiene sélo dos puntos de no
corte, a saber, p y ¢, y tiene una cantidad no numerable de puntos de corte
que son los elementos de A — {p, ¢}. Un ejemplo de un continuo que no tiene
puntos de corte es la circunferencia unitaria S*.

Demos las siguientes nociones que, también, seran de utilidad para de-
mostrar el mencionado Teorema [L.65

Definicién 1.61. Sean X un espacio topologico y p,q € X con p # q.
Definamos al conjunto S(p,q) como sigue:

Sp.q) ={p,a} U {z € X : {z} separa a {p} y a {¢} en X}.

Teorema 1.62. [10, 6.12] Sean X wun espacio topoldgico y p,q € X con

PF#q.

(1) Para cualquier x € S(p,q) — {p,q}, existen conjuntos unicos (que de-
penden de x) P, y Q. tales que

S(p,q) — {2} = P, | Qu, dondep € P, y q € Q.

(2) Si X satisface el axioma de separacion T, entonces P, y Q. son abier-
tos en S(p,q).

En seguida se define una relacién binaria <, para el conjunto S(p, q).

Definicién 1.63. Sean X un espacio topolégico conexo yp,q € X con p # q.
El orden de separacion para S(p,q), denotado por <, es definido como
stgue:

(1) Para cualquier z € S(p,q) — {p}, se tiene que p <y z.
(2) Para cualquier z € S(p,q) — {q}, se tiene que z < q.

(3) Para cualquier x,z € S(p,q) — {p,q}, se tiene que z <s x si y sdlo si
z € P,, donde P, es como en (1) del Teorema .
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Teorema 1.64. [10, 6.16] Sea (X, T) un espacio topoldgico, compacto, cone-
xo, no degenerado y que satisface el axioma de separacion Ty. Si X contiene
exactamente dos puntos que no son de corte, entonces existen p,q € X tales
que X = S(p,q) y 7 es igual a la topologia determinada por el orden de se-
paracion.

Inversamente: Si T es la topologia de orden obtenido por algiun orden simple
< en X, entonces X tiene exactamente dos puntos que no son de corte.

Teorema 1.65. Sea X un continuo. Entonces X es un arco si y solo si X
contiene exactamente dos puntos que no son de corte.

Demostraciéon. Supongamos que p y ¢ son los tinicos puntos de no corte
de un continuo X. Demostremos que X es un arco. En virtud del Teorema
se tiene que X = S(p,q) y la topologia de X es la misma que la
proporcionada por el orden de separacion.

Como X es continuo, existe un subconjunto denso numerable D de X.
Notemos que D estéd totalmente ordenado (con el orden heredado de X).
Veamos que D no tiene elemento méaximo ni minimo: para cada d € D, se
tiene que [p,d) es abierto en S(p,q) y como D es denso, existe ¢ € D tal
que ¢ € [p,d), es decir, ¢ <4 d. Por lo cual D no tiene elemento minimo; de
manera similar podemos demostrar que D no tiene elemento maximo.

Como D es denso y X es conexo, dados dy,dy € D con d; <, ds, existe
ds € D tal que di <, d3 <, d>.

Luego, por los teoremas N existe un homeomorfismo f que
preserva el orden

f:D—-Qn(0,1).

Con el fin de poder definir la regla de correspondencia de una funcién de
X en [0,1] (que serd el homeomorfismo buscado F: X — [0, 1]), veamos
que para cada z € X — {p, ¢} existe un tnico F(z) € (0,1). Para esto sea
r € X = 9(p,q) conx # pyx#q, por el Teorema , existen P, v Q.
abiertos en X tales que X — {z} = P, | @,. Notemos que en virtud del orden
se tiene P, <s Q.. De lo anterior, f(P, N D)y f(Q. N D) es una separacién
de QN (0,1) que se puede extender a una separacion en el intervalo (0, 1) de
la siguiente manera: Sea

A={te(0,1): paratodar e f(Q,N D), se tiene que t < r},

por construccién notemos que A < ((0,1) — A) y por la propiedad de la
cortadura de Dedekind (vea el Teorema , existe un unico F(x) € (0,1)
tal que



1.6 Puntos de no corte y puntos de corte 23

(1) para cualquier a € A, se tiene que a < F(z) y
(2) para cualquier b € ((0,1) — A), se tiene que F(z) <b.

Definamos F': X — [0,1] como sigue: para cada z € X — {p,q} (como
acabamos de ver) a z le asignamos F'(x); F(p) = 0y F(q) = 1. De esta
manera, F' es una funcién.

Para ver que F' es un homeomorfismo, por el Teorema [[.57] basta demos-
trar que F' es un isomorfimo de orden.

Veamos que F es suprayectiva. Sea t € (0, 1). Luego, los conjuntos G' = (0, t)
y H = [t, 1) forman una cortadura en (0,1). Sean Ry = GNQy Ry = HNQ,
como

f: D — Ry U Ry es un homeomorfismo,

se tiene que f~!(R;) y f~!(Ry) forman una separacién de D.

Sea z; = f~1(t), por el Teorema existen, unicos, P, y (., abiertos
en X tales que X — {x;} = P,, | Q,. Notemos que en virtud del orden se
tiene P, <s Q, vy que DN P,, y DN @Q,, forman una separacién de D.

Por lo cual:

fﬁl(Rl):Dmet y fﬁl(RQ):DmQart'

De acuerdo a la definicién de F, se tiene que F'(z;) = t. Por lo tanto, F' es
suprayectiva.

Después de todos estos argumentos, no es dificil convencerse que F' es
inyectiva y que cumple que si z,y € S(p,q) — {p,q} son tales que =z <; y,
entonces F(z) < F(y). Por lo tanto, F': X — [0,1] es un isomorfismo de
orden.

Con todo esto, F' es un homeomorfismo y asi, X es un arco.

Reciprocamente, como X es un arco, X es homeomorfo a [0, 1]. Notemos
que los elementos de (0, 1) son puntos de corte y solo 0 y 1 son puntos de no
corte. Como ser punto de corte o de no corte es un invariante topologico, X
contiene exactamente dos puntos que no son de corte.

Corolario 1.66. Sean X; y Xs arcos con puntos extremos pi,q1 Y P2,q2,
respectivamente y sean Dy y Dy subconjuntos densos numerables de X, —
{p1, 1} y Xo—{p2, 2}, respectivamente, entonces Dy y Dy son homeomorfos
y, ademds, existe un homeomorfismo h: X1 — X, tal que h(Dy) = Ds,

h(pl) =p2, Y h(Ql) = Q2.
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Demostracion. Utilizando los argumentos desarrollados en la prueba del
Teorema [1.65], existen homeomorfismos

F11X1—>[0,1] y F22X2—>[0,].]

tales que Fi(D;) y Fy(Ds) son homeomorfos a [0,1] N Q y Fi(p1) = 0,
Fi(q1) = 1, Fy(p2) = 0y Fy(qz) = 1. Finalmente, h = F; ' o F| satisface
los requerimientos de este corolario.

Al principio de esta seccién hablamos de los puntos que no son de corte. En
algunos continuos, estos puntos tienen un nombre especial, puntos extremos.
Veamos cuales son las condiciones que se deben cumplir para llamarle un
punto extremo.

Definicién 1.67. Sea X un continuo. Un punto p de X es llamado punto
extremo de X si para todo V abierto en X con p € V existe U abierto en
X tal quepeUCV y|Fr(U)|=1.

Definicién 1.68. Sean X un espacio métrico conexo y C' C X. El conjunto
C es un corte de X, si X — C es disconexo.

Notemos que el conjunto A = {(z,3) : 0 < = < 1} es un corte para el
conjunto X = [0,1] x [0, 1].

Lema 1.69. Sea X un espacio métrico conexo separable. Entonces

(1) Si € = {Chlaca €s una coleccion no numerable de conjuntos de corte
(para cada o € A, tenemos que X — Cy, = U, | Vo) disjuntos dos a dos
y cerrados en X, entonces existe iy € A tal que

Uas N(UE) # 0y Vo, N(UE) # 0.

(2) Si K es un continuo de convergencia de X, entonces K no contiene
una coleccion no numerable de conjuntos de corte, disjuntos dos a dos
y cerrados en X . Notemos que esto implica que a lo mas una cantidad
numerable de puntos de K son puntos de corte de X; asi K contiene
una cantidad no numerable de puntos de no corte de X.

(8) SiY es una coleccion no numerable de puntos de corte de X, entonces
existen y1,y2 € Y que son separados en X por un tercer punto ys € Y.
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(4) Sea'Y el conjunto de todos los puntos de corte de X. Si Z es un sub-
conjunto conexo de X, entonces todos excepto a lo mds una cantidad
numerable de puntos de Y N Z son puntos de corte de Z.

Demostracién. (1) Supongamos, por el contrario, que para cada o € A,
U,NUE) =0 o V,N(UE)=0.

Luego, existe B subconjunto de A, no numerable, tal que para cada 5 € B :
Us N (UaepCa) = 0 o para cada € B : V3N (UpepCa) = 0.

Sea €5 = {Cs}pep vy supongamos que para cada € B, V3N (UCg) = 0,
es decir, (UCg) C X — V3 = Uz U Cy. Asi, para cada § € B, tenemos que

[(UCp) — Cs] C Us.
Veamos que si 51, 82 € B con 1 # (5, entonces
X = (Uﬁl U Ub’z) U (V/31 N V/BQ)'

En efecto, sea x € X. Consideremos los dos casos posibles.

(a) Existe fy € B : x € Cg,. Supongamos que fy # 1. Luego, x € Cp, C
[(U€g) — Cs,] C Us, C (U, UUg,) U (V, N V).

(b) Para cada f € B:x ¢ Cg. Asi, v € X —Cy, = Up, | V,. Si x € Up,,
terminamos. Supongamos que x € Vj,. Notemos que x € X —Cp, = Up, | V,.
En caso de que = € Ug,, terminamos. Si x € Vjg,, entonces x € Vg, N Vg, C
(Us, UUs,) U (Vs NV3,).

Con todo esto, de (a) y (b), tenemos que X C (Ug, U Ug,) U (Vz, N V3,).

Notemos que si 81, B2 € B con 1 # (s, entonces Vs, N Vg, = 0. Porque de
lo contrario, tendremos que X = (Ug, U Ug,) | (V3, N Vs,), lo cual es una
contradiccién ya que X es conexo. Por lo tanto, tenemos demostrado (1).

(2) Supongamos que K es un continuo de convergencia de X y que K
contiene una coleccion € no numerable de conjuntos cerrados en X que cortan
a X y disjuntos dos a dos. Por el inciso (1) de este lema, existe C' € € tal
que X —C=U |V, UNUE) #Dy VN(UL) #0D. Seanp € UN (UC) y
qg € VN (UL). Asi, p,q € K. Por lo tanto, C' es un subconjunto de K que
separa a p y ¢, esto contradice la Proposicién [I.54] Por lo tanto, no puede
existir dicha familia €. Con lo cual ya demostramos (2).
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(3) Supongamos que Y es una coleccién no numerable de puntos de corte
de X, es decir, Y = {y}yey. Por el inciso (1) de este lema, existen U,V y
ys € Y tales que Y — {y3} = UUV. Sean y; € U y yo € V. Asi, demostramos

(3).

(4) Sea Y el conjunto de todos los puntos de corte de X. Supongamos
que R es la coleccion de todos los puntos de no corte de Z contenidos en
Y NZ. Ademas, supongamos, por el contrario, que R no es numerable. Como
R C Y, tenemos que R es una colecciéon no numerable de puntos de corte de
X. Por el inciso (8), existen y;,y2 € R que son separados en X por un tercer
punto y3 € R. Es decir, X —{y3} =U | V tal que y; € U y y € V. Notemos
que y3 es un punto de no corte de Z, de donde Z — {y3} es conexo. Por lo
tanto, Z — {ys} C U o Z — {ys3} C V. Supongamos que Z — {y3} C U. Como
Y2 € Z — {y3}, tenemos que ys € U NV, esto es una contradiccién. De donde
(4) estd demostrado. o

1.7. Continuos localmente conexos

El concepto actual de conexidad local se debe a G. Peano (1858-1932).
Alrededor de 1913 H. Hahn (1879-1934) y S. Mazurkiewicz (1888-1945) ob-
tuvieron, independientemente, un resultado que caracterizé a la conexidad
local. Los primeros resultados relacionados con este concepto también fueron
obtenidos por P. Nalli, S. Mazurkiewicz y H. Hahn. En esta seccién daremos
algunos ejemplos y propiedades bésicas de espacios localmente conexos.

Definicién 1.70. Un espacio métrico X es localmente conexo enp € X,
st para cada vecindad V' de p existe un subconjunto abierto y conexo U de X
tal que p € U C V. Decimos que X es localmente conexo si es localmente
conexo en cada uno de sus puntos.

Proposicién 1.71. Un espacio topoldgico es localmente conexo si y solo si
cada componente de un conjunto abierto es un conjunto abierto.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio topoldgico localmente
conexo. Sea U un subconjunto abierto de X y sea C' una componente de U.
Para cada punto x € C, existe un abierto y conexo de V, tal que x € V, C U.
Entonces C'UV, es un subconjunto conexo de U. Asi, V, C C. Es decir, cada
punto de C' es un punto interior de C'. Por lo cual se concluye que C' es
abierto.
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Inversamente, sean x € X y U un subconjunto abierto de X tal que
x € U. Por hipétesis, la componente C' de U es abierta, entonces C' es un
abierto y conexo tal que x € C' C U, esto es, X es localmente conexo. o

Proposicion 1.72. Un espacio topologico X es conexo en pequeno en cada
uno de sus puntos si y solo si X es localmente conexo en cada uno de sus
puntos.

Demostracion. Sea X localmente conexo en cada punto, esto es, para
cada z € X y cada vecindad V' de x, existe un subconjunto abierto y conexo
U de X tal que x € U C V. Notemos que U es una vecindad conexa que
contiene a x y esta contenida en V. Por lo tanto X es conexo en pequeno en
X.

Ahora supongamos que X es conexo en pequeno en cada punto. Sea U
un un subconjunto abierto de X, no vacio y C' una componente de U. Sea
x € C' C U. Por hipdtesis, existe una vecindad conexa W de x tal que
xeIntW CcW CUydeaqui que W C C. Asi, x € intC, se tiene que C' es
abierto y conexo que contiene a x. Por lo tanto X es localmente conexo. o

Ejemplo 1.73. Un arco, una curva cerrada simple y una 2— celda, son ejem-
plos de continuos localmente conexos.

Ejemplo 1.74. Considere P = ([0,1] x 0) U (A x [0,1]), donde A = {= :
n € N}U{0}. Conocemos a P como el Peine, es un continuo que es conexo
y no es localmente conezxo.

Ejemplo 1.75. Notemos que no todo subcontinuo de un continuo localmente
conezo es localmente conexo. Sea W = {(x,sen(1)) € R*: 0 < x < 1}. No es
dificil probar que W es un subcontinuo de [0,1] x [0, 1] que no es localmente
conezo.

El siguiente concepto se debe a Sierpinski [18].

Definicién 1.76. Sea X wun espacio métrico. Un subconjunto no vacio Y
de X tiene la propiedad S si para cada € > 0, existe un numero finito
de subconjuntos Ay, Ag, ..., A, deY tales que Y = U | A; donde para cada
i€{l,2,...,n}, didm(A;) < e.

En el siguiente teorema decimos que si X es un espacio métrico compacto,
y tiene la propiedad S esto es equivalente a que el espacio es localmente
conexo.
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Teorema 1.77. [16, 8.4] Un espacio métrico, compacto y no vacio X es un
espacio localmente conexo si y solo si X tiene la propiedad S.

El siguiente teorema muestra que para un espacio métrico X que tiene
la propiedad S, podemos encontar una cantidad finita de conjuntos conexos
talque su union es S y tales que tienen la propiedad S.

Teorema 1.78. [16, 8.9] Si X es un espacio mélrico y tiene la propiedad S,
entonces para todo € > 0, X es la union de una cantidad finita de conjuntos
conezos tales que cada uno tiene la propiedad S y el diametro de ellos es
menor que €; estos conjuntos pueden ser escogidos abiertos en X o cerrados
en X.

La demostracion del siguiente teorema estéd basada en los teoremas ante-
riormente mencionados.

Teorema 1.79. [16, 8.10] Si (X,d) es un espacio métrico, entonces, para
todoe > 0, X es la union finita de continuos localmente conexos con diadmetro
Menor que €.

Definicién 1.80. Un espacio métrico X es uniformemente localmente
arco conezxo, si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que para x,z € X con
xr # z sid(x,z) <0, entonces existe un arco A C X tal que didm(A) < € y
A tiene como puntos extremos a T y z.

Una definicién intimamente relacionada con la nocién de conexidad local
es la siguiente.

Definicién 1.81. Sea X un espacio topolégico. X, es arco conexo si para
cualesquiera x,y € X con x # vy, existe un arco A en X de x a y.

El siguiente resultado nos dice que los continuos localmente conexos son
arco conexos. Notemos que la inversa no siempre es verdadera un ejemplo de

esto es el peine (Ejemplo [1.74]).
Teorema 1.82. [16, 8.23] Todo continuo localmente conexo es arco conezo.

Todo espacio topoldgico arco conexo es conexo, pero la inversa no siempre
es verdadera, para la inversa debemos pedir algo mas a un espacio conexo.
Veamos la siguiente definicion.



1.7 Continuos localmente conexos 29

Definicién 1.83. Sean X wun espacio topologico y p € X. Entonces X es
localmente arco conexo en p, si toda vecindad de p contiene una vecindad
arco conexa de p. Asi X es localmente arco conexo si es localmente arco
conexo en todo punto de X.

Teorema 1.84. [16, 8.25] Todo subconjunto abierto de un continuo local-
mente conexo es localmente arco conezo.

Teorema 1.85. [16, 8.26] Todo subconjunto abierto y conexo de un continuo
localmente conexo es arco conezo.

Veamos la siguiente proposicion.

Proposicién 1.86. [16, 8.30] Todo continuo localmente conezo es unifor-
memente localmente arco conexo.

Definicién 1.87. Sean X un espacio topolégico, Z C X y p € Z. Entonces
p es arco accesible en X — Z si existe un arco en (X — Z)U{p} que tiene
a p como punto extremo.

Proposicién 1.88. [10, 8.32.a] Si X es un continuo localmente conexo y U
es un subconjunto abierto de X tal que tiene la propiedad S, entonces todo
punto de la frontera de U es arco accesible en U.

Proposicién 1.89. [16, 8.45] Si X es un continuo localmente conexo y p
es un punto de no corte de X, entonces para cada € > 0 existe U abierto y
conexo en X tal que p € U, diam(U) < e y X — U es conezo.

Definicion 1.90. Sean X y Y espacios topoldgicos y sea f una funcion que
va de X en'Y, decimos que f es monotona si para cada y € Y se tiene que
I~ Hy) es conexo.

El siguiente lema es una caracterizacién de funciones monétonas, el cual
serd herramienta para demostrar la Proposicién [1.92

Lema 1.91. [T}, 2.1.12] Sea f una funcion continua para un espacio métrico
compacto X sobre un espacio métrico Y, entonces f es mondtona si y solo
si para todo subconjunto conexo A de'Y, f~1(A) es conezo.

En la siguiente proposicion vemos que el limite inverso de continuos lo-
calmente conexos con funciones de ligadura mondtonas y suprayectivas es
localmente conexo y ademas se demuestra que si las funciones de ligadura
son mondtonas entonces las funciones proyeccién también lo son.
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Proposiciéon 1.92. Sea X, = lim{X,, fi}2, donde cada X; es un conti-
nuo localmente conexo y cada f; es una funcion mondtona y suprayectiva,
entonces X, es un continuo localmente conexo.

Demostracion. Que el espacio X, es un continuo, es inmediato por el
Teorema [1.25] Veamos que X, es localmente conexo. Sean (2,)52; € X,
y U un subconjunto abierto de X, tal que (x,,)%2, € U. Por la Proposicién
1.31} existe N € N y un subconjunto Uy de Xy tal que

(22)22 € T3 (Ux) C U

Como Xy es un continuo localmente conexo, existe un subconjunto abierto
y conexo Vy de Xy tal que xny € Viy C Uy. De aqui,

()22, € W&I(VN) C W&I(UN) cU.

Ahora demostrararemos que cada funcién proyeccion es mondtona. Sean
meNyux, €X,,,ypara cada n € N sea

_YnMIum,aan;

B {fmn(xm)}, sin < m.

n

Tenemos que Z, es subcontinuo de X,,, asf construimos {Zy,, fint1)n | Zn+1 ooy
una sucesiéon inversa de continuos. Luego, por la Proposicién tenemos
que Z = m{Z,, fu | Zni1}nZy es un subcontinuo de Xe.

Veamos que Z = 7! (x,,), para esto sea (y,)°%, € 7. (x,,). Luego, ym, =
Tp,. Para cadan < m, y, = foun(z,m) y paracadan > m, y, € . (z,) = Z,.
Por lo tanto (y,)%2; € Z. Por lo tanto, pi,!(z,,) C Z.

Como m,,(Z) = Z,, = {xm}, tenemos que Z C 7, '(z,,). Por lo tanto
Z = 7, (). Por lo atnto, 7, es monétona.

Asi, 75 (Vi) es conexo y abierto en X, esto por la Proposicién m
Por lo tanto, X, es localmente conexo. g

1.8. Graficas

Las Graficas, en general, tienen diversas caracterizaciones, pero en este
trabajo s6lo mencionaremos tres de ellas. A continuacién damos las nociones
de grafica y el orden de un conjunto en un espacio topoldgico.
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Definicién 1.93. Una grdfica es un continuo que puede escribirse como la
union finita de arcos tales que cualesquiera dos de ellos o son ajenos o se
intersectan en una cantidad finita de puntos.

Cabe mencionar que todo espacio topolégico homeomorfo a los espacios
que mencionaremos en seguida son graficas:

Ejemplo 1.94. Sea X = S'U([1,2] x {0}). Este continuo es llamado Paleta
y es una grafica.

Paleta.

Ejemplo 1.95. Consideremos los puntos del plano cartesiano ¢ = (—2,0),
Yy @2 = (2,0) y el intervalo [—1,1] x {0}. Sean R y S dos circunferencias
de radio uno, centradas en los puntos q1 y qo, respectivamente. Ahora, sea
X =RUSU([-1,1] x {0}). Este continuo es llamado la Pesa y también es
un ejemplo de grifica.

Pesa.

Ejemplo 1.96. FEl siguiente ejemplo es la union de tres arcos que sélo se
intersectan en un punto. A este continuo se le conoce como Triodo Simple.
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Triodo simple.

Tratando de dar una definicion de orden, Z. Janiszewski usé el concepto de
continuo irreducible introducido en 1909 por L. Zoretti (vea [6]). Actualmente
la definicion del orden de un conjunto en un espacio topolégico X es dada
por la siguiente definicion.

Definicién 1.97. Sean X wun espacio topolégico, A C X y B un numero
cardinal. A es de orden menor o igual que [3, si para cada abierto V de X,
eziste U abierto de X tal que AC U CV y |fr(U)| < . Ademds A es de
orden igual a § en X denotado como ord(A, X) = si ord(A, X) < 5y
ord(A, X) £ « para todo a < .

Notemos que si A = {p} escribiremos ord(p, X) en vez de ord({p}, X).
Claramente, ord(p, X) = 1 si y s6lo si p es un punto extremo de X.

Proposicién 1.98. [16, 9.4] Sea X es un continuo. Si para toda x € X se
tiene que ord(x, X) < Ng, entonces todo subcontinuo de X es un continuo
localmente conexo. Toda grdfica X tiene ord(x,X) < Vg para toda x € X,
asi todo subcontinuo de una grdfica es localmente conexo.

Teorema 1.99. [16, 9.10] Un continuo X es una grifica si y sélo si cumple
las siguientes condiciones:

(1) Para toda x € X, ord(z, X) < Ro.
(2) Para todo pero sélo una cantidad finita de x € X, ord(z, X) < 2.

Ahora definamos arbol, se dard cuenta que la familia de los arboles es
una subfamilia de la familia de las graficas. Para el desarrollo de este trabajo
es necesario tener la nocion de arbol ya que en el siguiente capitulo veremos
como aproximar una dendrita por arboles. Enunciemos una caracterizacion
de arbol y curva cerrada simple las cuales seran auxiliares en el siguiente
capitulo.
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Definicién 1.100. Un drbol es una grdfica que no contiene curvas cerradas
simples.

Ejemplo 1.101. En la siguiente figura esquematizamos lo que es un drbol,
observe que éste es una grafica.

7/

Arbol.

En el periodo 1916-1920 W. Sierspinski, S. Strazewicz y R. L. Moore ob-
tuvieron caracterizaciones topoldgicas del arco como el tinico continuo que
contiene exactamente dos puntos que no son de corte. R. L. Moore ademés
caracterizé a la curva cerrada simple como un continuo que es separado por
cualquier par de sus puntos.

Ahora, como un arbol es la unién de un conjunto finito de arcos que se
intersectan en uno de sus puntos y que no contiene curvas cerradas simples,
podemos pensar en la siguiente caracterizacion.

Teorema 1.102. [16, 9.28] Un continuo X es un drbol si y sdlo si X contiene
una cantidad finita de puntos de no corte.

Algunas de las caracterizaciones de curva cerrada simple fueron con-
sideradas en 1911, por Z. Janiszewski. En 1924, J. R. Kline demostré que
un continuo el cual no es separado por subconjuntos conexos es una curva
cerrada simple. R. L. Moore caracterizo a la curva cerrada simple como sigue.

Teorema 1.103. [16, 9.31] Un continuo X es una curva cerrada simple si
y solo si para cada x,y € X, tenemos que X — {z,y} es disconezxo.
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Capitulo 2

Dendritas

Se ha puesto un especial interes en los continuos localmente conexos que
no tiene curvas cerradas simples, llamados Dendritas. Algunos ejemplos de
Dendritas son los darboles. Cabe mencionar que Gemahn realizé la construc-
cion de una dendrita que lleva su nombre, dicha dendrita tiene como puntos
extremos el conjunto de Cantor. Las dendritas se caracterizan por ser ejem-
plo para muchos conceptos de la teoria de los continuos localmente conexos.
Es sorprendente las diversas maneras de caracterizaciéon de una dendrita,
ademas de las propiedades que éstas tienen. Otros resultados relacionados
con estos continuos es la construccién de una dendrita universal, hecha en
1923 por T. Wazewski (1896-1972). Ademds, Wazewski construyé una den-
drita universal para subfamilias de la familia de las dendritas, clasificadas
respecto a el orden méximo de sus puntos.

2.1. Algunas caracterizaciones

La siguiente definicién es la base sobre la cual daremos seguimiento a este
capitulo.

Definicién 2.1. Una dendrita es un continuo localmente conexo que no
contiene curvas cerradas simples.

A continuacién se muestran algunos ejemplos de dendritas:

Ejemplo 2.2. Sean A, = {r(cos 5%, sen;=) : 0 < r < L3} definamos a

F, = U,enA,. Este continuo es una dendrita, y es llamada F,, o también,
en ocasiones, el punto peludo.

35
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Fy.

Ejemplo 2.3. Sea W = U{{1/n} x [0,1/n] :n € N} U ([-1,1] x {0}).
Este continuo es llamado Peine Nulo y es un ejemplo de dendrita.

dl

Peine Nulo.

Ejemplo 2.4. Consideremos

Hoy = ({0, 1} x [0,1]) U ([0, 1] x {0})

k . 1
H, = {(,—,r) 0 < k <27k natural impar,r € [O, —,] }
2i+1 ]
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para cada it € N.

Luego el conjunto
H= (U H) U Ho
ieN

es una dendrita.

H.

Observe que una curva cerrada simple es una grafica y no es dendrita. F,
es una dendrita, sin embargo no es grafica, esto lo justifica (1) del Teorema
[1.99] Por lo que, no toda dendrita es grafica y no toda grafica es dendrita.
Las gréaficas que son dendritas son los arboles, por lo que la interseccién del
conjunto de las dendritas con el conjunto de las graficas es precisamente el
conjunto de los arboles.

La siguiente proposicion ayudara en la demostracion que para cualesquiera
dos puntos en una dendrita existe un tnico arco que los une. Observe que
este hecho no funciona para las graficas ya que en una curva cerrada simple
existen dos arcos que unen a un par de puntos.

Proposicion 2.5. Sean X un continuo y p,q € X. Si A y B son arcos
distintos en X que van de p a q, entonces AU B contiene una curva cerrada
simple.

Demostracién. Sea A un arco en X que va de p a ¢. Supongamos que
existe otro arco B en X que va de p a q. Notemos que A y B son arcos que
tienen al menos a p y ¢ como puntos comunes. Se afirma que AU B contiene
una curva cerrada simple, sean
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f:10,1] —-Ay g: [0,1] — B

9(0) =py f(1) = g(1) = q. Como Ay B

homeomorfismos tales que f(0) =
1) tal que f(t) =r conr € Ay r ¢ B. Ahora,

son distintos, existe ¢t € (0,
sean

={s€0,0): f(s)=g(s)} y Ao ={s € (t,1]: f(s) = g(s)}
estos conjuntos son no vacios ya que al menos 0 € A; y 1 € A,. Luego, sean
tl = fl’lfAl y t2 = sup A2

observe que f(t1) = g(t1) y f(t2) = g(t2), y f([t1,12]), g([t1,12]) son arcos.
Sea C' = f([t1,t2])U g([t1,12]), C es una curva cerrada simple donde C' C
(AUB) C X. Con lo que concluimos la prueba.

Proposicién 2.6. Sean X una dendrita y p,q € X, entonces existe un unico
arco A en X que va de p a q.

Demostracién. Supongamos que existen A y B dos arcos disjuntos en
X que van de p a ¢, por Proposicién 2.5 AU B contiene una curva cerrada
simple, pero esto contradice el hecho de que X es una dendrita. Asi, existe
un unico arco A en X que va de p a q. g

El siguiente teorema es una caracterizacion para las dendritas.

Teorema 2.7. Sea X un continuo. Entonces X es una dendrita si y sélo st
para cualesquiera dos puntos en X existe un tercer punto que los separa en

X.

Demostracion. Sea X una dendrita, se demostrara que dados p,q € X
existe 7 € X — {p,q} donde X — {r} = P|Q tal que p € Py q € Q.
Sean p,q € X con p # ¢, como X es un continuo localmente conexo, por el
Teorema [1.82, X es arco conexo, esto es, existe un arco A en X donde p y ¢
son sus puntos extremos. Luego, sea r € A—{p, ¢} y sea U la componente de
pen X — {r}, ahora supongamos que ¢ € U, como X es localmente conexo,
U C X—{r}, donde X —{r} es abierto, por la Proposicién[L.71], U es abierto.
Asf se tiene que U es conexo y abierto en X y X es localmente conexo, por
el Teorema [1.85] U es arco conexo, es decir, existe un arco B en U donde p y
g son sus puntos extremos. Observe que A y B tienen como puntos extremos
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apy q, pero esto contradice la Proposicion [2.6| ya que X es una dendrita por
la Proposicién [2.6] existe un unicoarco en X que une a p y ¢, por lo tanto
q ¢ U. Notemos que U es abierto y cerrado. Ahora, sea V = [X — {r}] - U
con g € V, V es abierto y cerrado. Asi, se tiene que U y V abiertos tales
que DUV =X —{r},UNnV =0ypeUy qeV.Porlo tanto r es una
separacion en X de py q.

Ahora, supongamos que para cualesquiera dos puntos en X existe un
tercer punto en X que los separa en X. Por la Proposicion [1.54, X no con-
tiene continuos de convergencia, y aplicando Teorema [1.48] X es conexo en
pequeno en cada punto de x € X, de la Proposicién [1.72) X es localmen-
te conexo. Luego, supongamos que X contiene curvas cerradas simples, sea
D C X, donde D es una curva cerrada simple y sean p,q € D. Por hipdtesis
existe r € D —{p, ¢} tal que D — {r} = P|Q donde p € P y q € Q; pero esto
contradice el Teorema [1.103, ya que D se vuelve disconexo si se extraen al
menos dos de sus puntos. Por lo tanto X no contiene curvas cerradas simples.
Asi se concluye la prueba del Teorema 0

Definicién 2.8. Sea X un continuo. X es hereditariamente localmente
conexo si todo subcontinuo de X es localmente conexo.

Las graficas son conjuntos hereditariamente localmente conexos y la Pro-
posicién verifica este hecho. Observe que [0,1] x [0,1] no es here-
ditariamente localmente conexo, ya que sen(=)U({0} x [0,1]) con z € (0, 1] es
un subcontinuo de X que no es localmente conexo. Ademas observe que este
conjunto contiene un continuo de convergencia, el cual es [0, 1]. La siguiente
es una caracterizacién sobre este hecho.

Teorema 2.9. Un continuo X es hereditariamente localmente conexo si y
solo si X no contiene continuos de convergencia.

Demostracion. Supongamos que X tiene continuos de convergencia, se
demostrara que X no es hereditariamente localmente conexo. Sea A C X tal
que A es un continuo de convergencia en X, esto es, para A un subcontinuo
no degenerado de X existe una sucesion {A;};°, donde para cada i € N, 4;
es subcontinuo de X tal que:

(2) Paratodai e N, A;NA =1,
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(3) Parai#j, A;NA; =0 (porla Proposicién [1.52]).

Ahora, si X no es localmente conexo, entonces X no es hereditariamente
localmente conexo, ya que X es subcontinuo de X.

Asi, X un continuo localmente conexo. Sean p,q € A con p # g. Notemos
que X es de Hausdorff por lo tanto existen U; y Vi abiertos en X tal que
pelU;yqeViconU NV; =0. Como X es regular existe Uy abierto en
X tal que p € Uy C Uy C U;. Luego, X es localmente conexo. Entonces
para U, existe U abierto y conexo en X tal que p € U C Uy, C Uy C Uy asf,
peUcCUy,CU y, comoU NV, ={setiene quepc UyqéeU. De (1) se
tiene que el lim A; = A = liminf A; esto es, existe N € N tal que para toda
i> N,los A;NU # (. Sea

Y =AuUU[UJZy Al

se probara que Y es un subcontinuo de X. Para ello observe que Y es conexo
y notemos que A y U son conexos v p € AN U; por el Teorema , AUU
es conexo. Por otro lado, para toda ¢ > N los A; son conexos tales que
A; MU # 0, entonces para toda i > N los A; N U # 0. Asf, )2\ [4;NT] =
Uy 4] NU # 0y aplicando el Teorema @L U2y 4] U U es conexo.
Nuevamente aplicamos el Teorema , y se obtiene que la unién de AU U
v U2y AU U es conexo, asf se concluye que Y es conexo. Ahora, se afirma
que Y es compacto, para eso se demostrard que Y =Y. Como Y C Y, falta

por ver que Y C Y. Sea z € Y entonces z € [AUU U [J:2 A;]] entonces
x € [A UUUIUZ AZ]} asi se tienen tres opciones;

(1) z € A,

(2) €U,

(3) v € Uy Al

Siz € Aentonces z € Y. Si 2 € U entonces z € Y. Si z € [J;°y Al
. ., o0 o0 . ’
existe una sucesién {z;};~, en [J;Z A; tal que converge a z. Si para algin
g, {xi}io, C A, como A; es cerrado, la sucesién {x;};~, converge a x € A;,
entonces x € Y. Ahora, si {z;};-, C [Uioy Ai] con z; € A;, para cada j,
entonces # € liminfA; = A, asi z € Y. Asi Y C Y y por lo tanto Y es
compacto. Luego se concluye que Y es continuo.
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Ahora, se demostrara que Y no es localmente conexo, y para ello supon-
gamos lo contrario, que Y es localmente conexo. Entonces Y — U es abierto
en Y que contiene a p, existe V; abierto en Y tal que p € Vi C Y — U, como
Y es regular, para V) existe V5 un abierto en Y tal que p € V5 C Vo Cc Wy
como Y es localmente conexo para V5 existe V' un abierto y conexo en Y tal
quepeV cV cV,CV,CV,observe que ViNU = () como V C 1}
entonces V N U = 0. Luego, notemos que

V=V nAUUEyAN V]

yV #0vyaqueqe VNAycomolimA; = A =liminf A para toda i > N,
A; NV # (. V se escribe como la unién infinita numerable de subconjuntos
cerrados, disjuntos, por la Definicién [1.49, V no es o conexo. Notemos que
V es continuo, esto es una contradiccién al Teorema m Por lo tanto ¥ no
es localmente conexo. Se concluye que X no es hereditariamente localmente
€onexo.

Ahora, supongamos que X no tiene continuos de convergencia. Sea A
subcontinuo de X, como X no tiene continuos de convergenciay A C X, A
no tiene continuos de convergencia, aplicando el Teorema [1.48] A es conexo
en pequenio para cada © € X y por la Proposicién [I.72, A es localmente
conexo. Por lo tanto, X es hereditariamente localmente conexo.

Los arboles son hereditariamente localmente conexos pero, ;Sera valido
para todas las dendritas?.

Corolario 2.10. Toda dendrita es hereditariamente localmente conexo.

Demostracién. Sea X una dendrita, por el Teorema [2.7, para cuales-
quiera dos puntos en X existe un tercero que los separa en X, aplicando
la Proposicién [I.54] X no contiene continuos de convergencia. Aplicando el
Teorema [2.9] X es hereditariamente localmente conexo. g

Corolario 2.11. Todo subcontinuo de una dendrita es una dendrita.

Demostracién. Sean X una dendrita y Y un subcontinuo de X. Por
el Corolario [2.10] X es hereditariamente localmente conexo y asi Y es lo-
calmente conexo. Como Y C X y X no contiene curvas cerradas simples
entonces Y no contiene curvas cerradas simples y por la Definicion 2Y
es una dendrita. Con lo que concluimos la prueba de este corolario.
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Todo punto extremo es un punto de no corte y un punto de corte es
aquel que al extraerlo del continuo, éste se vuelve disconexo, en particular
sucede para las dendritas. El siguiente teorema es una caracterizacion para
las dendritas en base a estos términos.

Teorema 2.12. Sea X un continuo no degenerado. Entonces X es una den-
drita si y solo st cada punto de X es un punto de corte en X o un punto
extremo en X.

Demostracion. Supongamos que X es una dendrita y que existe x € X
tal que z no es punto de corte en X y x no es un punto extremo en X. Como
X es una dendrita, por el Teorema [1.77], se sigue que X tiene la propiedad
S. Por el Teorema para algin ¢ > 0, se tiene que X = |J_, V;, donde
los subconjuntos V; son abiertos y conexos en X que tienen la propiedad S
y diam(V;) < &q.

Ahora, como = € X, existe algin ¢ € N, tal que =z € V;, y asi, por la
Proposicién [1.89, V; es de tal manera que X — V; es conexo. Sea V; = U.
Luego, como = no es punto extremo en X entonces |F'r(U)| > 2. Recuerde
que U es un abierto en X que tiene la propiedad S. Asi, por la Proposicion
se tiene que todo punto de la F'r(U) es arco accesible en U, esto es,
para cualesquiera p,q € Fr(U) con p # g,entonces, existen C'y D arcos en
U U{p, ¢} tales que, C' tiene como puntos extremos a p y a donde a € U, y
D tiene como puntos extremos a ¢ y b donde b € U. Como U es abierto y
conexo en X, por lo que siguiendo el Teorema [I.85] se tiene que U es arco
conexo; asi, existe un arco £ en U con puntos extremos a y b. Fijémonos en
la siguiente unién:

A=CUDUE

notemos que A es un arco contenido en U U {p, ¢} con puntos extremos p y
q vy ademas p,q € X — U. Por otro lado X — U es cerrado en X por lo que
del Teorema [1.6] podemos decir que X — U es compacto. Luego, X — U es un
subcontinuo de X, y por el Corolario|2.10], X — U es un continuo localmente
conexo. Aplicando el Teorema [1.82, X — U es arco conexo, por lo que existe
B un arco en X — U con puntos extremos p y ¢q. Ahora, A y B son arcos
distintos con puntos extremos p y ¢ donde A C UU {p,q} y B C X — U,
por lo que podemos decir que A y B son distintos. Asi AU B es una curva
cerrada simple y esto es una contradiccién ya que AU B C X y X por ser
dendrita no contiene curvas cerradas simples.
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Inversamente, sea X un continuo no degenerado y z € X. Supongamos
que x es un punto de corte en X o x es un punto extremo en X. Se demostrara
que X es una dendrita. Supongamos que K es un continuo de convergencia
en X, entonces para cada r € K, r es un punto de corte en X o r es un
punto extremo en X, observe que r no es punto extremo en X, ya que no
existe algin conjunto abierto en X que contenga a r tal que |Fr(V)| = 1,
asi, como r no es punto extremo en X, se tiene que r es punto de corte en
X; mas aun, como K es un continuo no degenerado, tiene una cantidad no
numerable de puntos de corte, lo que contradice a (b) del Lema m, por
lo que X no tiene continuos de convergencia, asi, por el Teorema 2.9, X es
hereditariamente localmente conexo, en particular X es localmente conexo.

Ahora supongamos que Z es una curva cerrada simple contenida en X.
Claramente ningin punto de Z es un punto extremo de X. Por hipdtesis,
cada punto de Z es un punto de corte de X. Por el inciso (d) de Proposicién
[1.68] existe un punto de corte de Z. Esto contradice el que Z sea una curva
cerrada simple ya que todos sus puntos son de no corte. Por lo tanto, X no
contiene curvas cerradas simples. Asi, X es una dendrita.

Sea Z C X una curva cerrada simple. Para z € Z, por hipdtesis que
z es punto de corte o es punto extremo en X. Como Z es curva cerrada
simple, z no es punto extremo ya que para cada z € Z, la cardinalidad de
la frontera de todo abierto en X que contiene al punto z, es mayor o igual
que dos. Entonces por hipdtesis z es punto de corte en X, lo que contradice
el Teorema |1.103] Por lo tanto Z no es curva cerrada simple y asi X es una
dendrita. g

Las dendritas tienen diferentes formas de ser interpretadas, estudiandolas
puntualmente tienen caracteristicas que soélo las dendritas cumplen como
la que se dio en el Teorema [2.7, de igual manera al estudiarlas mediante
propiedades de sus subcontinuos. ésto ultimo es lo que revisaremos en la
siguiente caracterizacion.

Teorema 2.13. Sea X un continuo. Entonces X es una dendrita si y solo si
cada subcontinuo no degenerado de X contiene una cantidad no numerable
de puntos de corte de X.

Demostracién. Sean X una dendrita y Y un subcontinuo no degenerado
de X. Por el Corolario [2.10] Y es un continuo localmente conexo. Por el
Teorema [1.82] se tiene que Y es arco conexo, es decir, para p,q € Y existe un
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arco A en Y con puntos extremos p y ¢q. Dado que A contiene una cantidad
no numerable de puntos. Para cada r € A— {p, ¢}, r no es punto extremo en
A ya que los tnicos puntos extremos en el arco A son p y q. Observe que el
ord(r, A) = 2, por lo que el ord(r, X) > 2, y por el Teorema se obtiene
que 7 es punto de corte de X. Por lo tanto A contiene una cantidad no
numerable de puntos de corte de X y como A C Y, Y contiene una cantidad
no numerable de puntos de corte de X.

Inversamente, sea X un continuo no degenerado y supongamos que to-
do subcontinuo no degenerado de X contiene una cantidad no numerable
de puntos de corte de X. Por (b) del Lema [1.69] X no tiene continuos de
convergencia y por el Teorema [2.9] X es hereditariamente localmente cone-
x0; en particular X es localmente conexo. Se demostrara que X no contiene
curvas cerradas simples. Sea Z una curva cerrada simple en X. Por hipdtesis
Z contiene una cantidad no numerable de puntos de corte de X. Por (c) del
Lema , existe r € Z, tal que r es punto de corte, esto es Z — {r} es
disconexo, pero esto contradice el Teorema [1.103] Por lo tanto Z no es una
curva cerrada simple. Asi, se concluye que X es una dendrita.

Se demostrara la siguiente proposicion la cual serd utilizada para la de-
mostracién del Teorema 2.15]

Proposicién 2.14. Todo subconjunto conexo no degenerado de una dendrita
es arco conero.

Demostracion. Sea C' un subconjunto conexo no degenerado de una
dendrita X. Sean p,q € C tales que p # ¢. Notemos que C es subcontinuo
de X, por el Corolario [2.11] ﬂ C es una dendrita y por el Teorema |1.82) _ C es
arco conexo, es decir, para p,q € C existe un arco A en C que va de p a q.
Se demostrara que A C C. Sea s € C — C, notemos que C C C — {s} c C
aplicando la Proposicién , se tiene que C — {s} es conexo, por lo tanto s
es punto de no corte en C, por lo que cada punto de C' — C' es punto que de
no corte de C. Como C es una dendrita, por el Teorema [2.12) - 2} todo punto de
C' es punto extremo de C o es punto de corte de C. Asf cada punto de C' — C
es punto extremo de C. Observe que los tinicos puntos extremos en el arco
Asonpy q, ademds p, ¢ € C, como A C C'ycadar € A— {p,q} es punto
de corte en A, entonces cada r es punto de corte en C, asi AN (C —C) =0,
por lo que A C C.

Otra caracterizacién de las dendritas ahora basada en sus subconjuntos
conexos es la siguiente.
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Teorema 2.15. Sea X un continuo. X es una dendrita si y solo si la inter-
seccion de cualesquiera dos subconjuntos conexos de X es conexo.

Demostracion. Sea X una dendrita y supongamos que existen dos sub-
conjuntos conexos C7 y Cy de X tales que C; N Cy no es conexo. Sean p y
q dos elementos en componentes diferentes de C; N Cy, como C; y Cy son
subconjuntos conexos de X, aplicando la Proposicién [2.14] se tiene que C} y
(5 son arco conexos, esto es, para p y ¢q existe un arco A en C que va de p a
q v existe un arco B en (5 que va de p a q. Notemos que A y B son distintos,
vaque si A= B, como A C Cyy B C Cs entonces AN B C C; NCs, esto es
A =B cC C;NCy, pero como A es conexo, entonces A esta contenido en una
componente de C; N Cy, asi que p € A o ¢ € A, pero no ambas, pero esto
es una contradiccién ya que A es un arco que va de p a ¢, asi que A # B.
Asi, por la Proposicién 2.5, AU B contiene una curva cerrada simple, esto
es una contradiccion ya que AU B C X y X es una dendrita, con lo cual se
concluye que C7 N Cy es conexo.

Ahora, sea X un continuo y asuma que la interseccién de cualesquiera dos
subconjuntos conexos de X es conexo, se demostrara que X es una dendri-
ta, es decir, X es localmente conexo y no contiene curvas cerradas simples.
Supongamos que X no es localmente conexo, entonces X no es hereditaria-
mente localmente conexo. Por el Teorema [2.9) X contiene un continuo de
convergencia, sea K dicho continuo. Aplicando (c¢) del Lema [1.69, se tiene
que K contiene una coleccién g no numerable de subconjuntos de K que son
mutuamente disjuntos y de corte de K. Por (b) del Lema[1.69] existe C' € p
tal que K — C' es conexo, por hipdtesis K N (X — C') es conexo. Pero esto no
es posible ya que K N (X — C) = K — C y C es de corte de K, por lo tanto
K — C no es conexo. Asi, X no contiene continuos de convergencia. Por lo
tanto, por la Proposicién 2.7, X es localmente conexo.

Ahora, supongamos que D es una curva cerrada simple contenida en X. Para
r,s € D existe un arco A en D que va de r a s, y existe un arco B en D dis-
tinto de A que va de r a s, tal que AN B = {r, s}. Asi que se han encontrado
dos subconjuntos conexos de X tales que su interseccién es disconexa, lo cual
es una contradiccion a nuestra hipotesis. Por lo tanto X no contiene curvas
cerradas simples y de lo anterior X es localmente conexo, entonces por la
Definicién 2.1] X es una dendrita. Con lo que concluimos la demostracion de
este teorema

En el Capitulo 1 se dio la definiciéon de orden de un punto en un conjunto
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(veaen la pégina, ahora definimos el niimero de componentes de un punto
en el conjunto. ;Habra una relacion entre ellos? en el caso de las dendritas
tienen una relacion especial. Vea el lema y el teorema siguiente, pero antes
una definicién.

Definicién 2.16. Sean X un espacio conexo y p € X. El nimero de
componentes de p en X, denotado como ¢(p, X), es la cardinalidad del
conjunto de las componentes de X — {p}.

Ejemplo 2.17. Considere F,, con centro en a (vea el Ejemplo , notemos
que c(a, F,) = X ya que F, — {a} tiene Xy componentes.

Se demostrara el siguiente lema.

Lema 2.18. Sean X un continuo no degenerado y p € X. Si ord(p, X) es
finito entonces c(p, X) es finito y ¢(p, X) < ord(p, X).

Demostracién. Sean X un continuo no degenerado y p € X. Suponga-
mos que ord(p,X) =ny c¢(p,X) > ord(p, X) = n. Notemos que X — {p}
contiene mas de n componentes, sean 4y, Zs, ..., 2,1 algunas componen-
tes. Aplicando el Segundo Teorema de Golpes en la Frontera|1.42] para cada
ie{l,2,...,n+ 1},

como Z; C X — {p} entonces Z;N X — (X — {p}) # 0

esto es,

ZiNX—(X-{pH)=ZinXNnX—(X—{p}) =
=Z:n{p} = Zin{p} #0.

Ast Z; 0 {p} = {p} por lo que, para cada i € {1,2,...,n+ 1}, p € Z,.

Luego, sea z; € Z; y sea € = min{d(z;,p) : 1 <i <n+ 1} donde d es la
métrica definida en X. Ahora, sea U un subconjunto abierto de X tal que
p € Uy diam(U) < e. Notemos que para cada i € {1,2,...n + 1} se tiene
que:
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se afirma que Z; N Fr(U) # ). Supongamos lo contrario, observe que U es
abierto, asi que por la Proposicion m, Fr(U)y=U-U,asiU = Fr(U)JU,
luego, X — (Fr(U)UU) y U son abiertos en X y y

Z;C X —(Fr(U)UU)UFr(U)uU
pero como Z; N Fr(U) = (), entonces
ZicX=X—-(Fr(U)uU)uUU.

Observe que X — (Fr(U)UU)NU = ). Como para cadai € {1,2,...,n+
1}, Z; es conexo, se tiene que:

() Zi c X — (Fr(U)UU)
(i) Z c U.

Supongamos que pasa (i), entonces Z; N U = (), pero esto no es posible
por (a).
Ahora supongamos que pasa (ii). Por (b) se tiene que Z; — U # 0); esto es,
Z;NX —U # 0, por lo que Z; ¢ U, con lo que concluimos que (ii) no puede
pasar. Por lo tanto, para cada i € {1,2,...,n+ 1}, Z; N Fr(U) # 0.
Recuerde, que las componentes de un conjunto son disjuntas entre si y por
como fue escogida U, se tiene que |Fr(U)| > n + 1, y asi se obtiene que
ord(p,X) > n + 1, pero esto contradice nuestra hipdtesis. Asi se concluye
que ¢(p, X) < ord(p, X) con lo que queda demostrado el lema.

El siguiente teorema es otra caracterizacién de las dendritas.

Teorema 2.19. Un continuo no degenerado X es una dendrita st y solo si
c(p, X) = ord(p, X), siempre que alguno de ellos sea finito.

Demostracién. Supongamos que ¢(p, X) = ord(p, X) para p € X, siem-
pre que alguno de ellos sea finito. Se demostrara que X es una dendrita. Sea
p € X tal que p no es punto de corte de X, es decir, ¢(p, X) = 1. Por la
hipétesis ¢(p, X) = ord(p, X) = 1 asi, por la Definicién [L.67] p es un punto
extremo. Observe que para 1 < ¢(p, X) = ord(p, X) p es punto de corte de
X, y por el Teorema [2.12] X es una dendrita.

Ahora, supongamos que X es una dendrita. Para cada p € X demostre-
mos que c(p, X) = ord(p, X) siempre que alguno de ellos sea finito. Para ello
revisaremos dos casos:
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(i) ord(p, X) es finito,
(ii) ¢(p, X) es finito,

Supongamos que sucede (i). Por el Lema [2.18 se tiene que c(p, X) es
finito, por lo que la prueba se reduce a demostrar el caso (ii).
Sean ¢(p, X) =ny Ly, Lo, ..., L, las componentes de X — {p}. Observe que
{p} es un subcontinuo propio de X y para cada i € {1,...,n}, L; es una
componente de X —{p}, asi, por el Corolario L;U{p} es un subcontinuo
de X y por el Corolario , L; U {p} es una dendrita. Luego para cada
ie{l,...,n}, (L; U{p}) — {p} = Li es conexo, por lo que de acuerdo a la
Definicién se tiene que p es un punto extremo de L; U {p}. Ahora, para
cadaie {l,...,n},seanl; € L; y

e =min{d(p,l;) : 1 <i<n}.

sea U un abierto en X tal que p € U y el diam(U) < . Notemos que para
cada i € {1,...n}, se tiene:

(a) Como p € L;, todo U abierto en X que contenga a p intersecta a cada
L;, es decir, UNL; # 0y,

(b) L; — U # 0 por la forma en que fue escogido .

Luego, se afirma que L; N Fr(U) # (), ya que de lo contrario, se tiene que
U= Fr(U)UU, observe que X — (Fr(U)UU) y U son abiertos en X y

LicX=X—-(Fr(U)UU)UFr(U)uU
pero como se asumié que L; N Fr(U) = (), entonces
LicX—-(Fr(U)uU)UU

observe que X — (Fr(U)UU)NU = 0 y como para cada i € {1,...,n}, L,
es conexo, se tiene que:

(@) Ly c X —(Fr(U)UU) o

(b)) L; C U.
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supongamos que pasa (a’), entonces se tiene que L;NU = (), lo que contradice
(a). Ahora supongamos que (b’) es vdlido, por (b) se tiene que L; — U # ),
esto es, L;NX —U # (), por lo que L; ¢ U, con lo que se contradice (b’). Por lo
tanto, para cada i € {1,2,...,n}, L;NFr(U) # 0. Recuerde, que las compo-
nentes de un conjunto son disjuntas entre si, por lo que |Fr(U)| = n. Ademas
por como fue escogida U, podemos observar que por definicién se tiene que
ord(p, X) = n. Asi se concluye que ¢(p, X) = ord(p, X) siempre que alguno
sea finito. Con lo que concluimos la demostracién de esta caracterizacién. g

2.2. Propiedades cardinales para las dendri-
tas

En esta parte, recordaremos el concepto de continuo regular, y entre otros
resultados se probara que las dendritas son continuos regulares. También
definimos los puntos de ramificaciéon y demostraremos una propiedad cardinal
para las dendritas.

Definicién 2.20. Sean X un continuo yp € X. Entonces X es un continuo
regular en p si existe una base local de p, L,, tal que la frontera de cada
elemento de L, es de cardinalidad finita. Un continuo X es un continuo
regular si X es un continuo reqular en cada uno de sus puntos.

Los siguientes resultados son basicos en la teoria de los continuos regula-
res.

Proposicion 2.21. Todo subcontinuo de un continuo reqular es reqular.

Demostracion. Sean X un continuo regular y Y un subcontinuo de X.
Se demostrard que Y es regular. Se tiene que para cada z € Y, z tiene una
base local L, en X, donde cada elemento de L, tiene frontera de cardinalidad
finita. Observe que para cada U € L,, UNY es un basico local en Y que
contiene a z y la [Fr(UNY)| < |Fr(U)| < oo, Asi z tiene una base local en
Y, por la Definicién Y es regular. o

Teorema 2.22. Todo continuo reqular es hereditariamente localmente co-
nexo.

Demostracion. Sea X un continuo regular y supongamos que X no es
hereditariamente localmente conexo. Aplicando el Teorema [2.9] X contiene
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un continuo de convergencia K; es decir, existe una sucesion {K;}°, de
subcontinuos de X, tales que lim K; = lim supK Ky KNK; =0, para

1—00

todo 7 € N, por tanto para cadax € Ky todo U ablerto de X tal que z € U,
U N K; # () para una cantidad infinita de #; esto es, la cardinalidad de la
frontera de U es infinita en X, pero esto contradice nuestra hipétesis de que
X es un continuo regular. Por lo tanto, X es hereditariamente localmente
conexo. g

Afirmamos que, no siempre es cierto que todo continuo hereditariamente
localmente conexo es regular y un ejemplo de ello es lo siguiente:

Sean

A={(z,0)eR*: 0 <z < 1};

para cadan € Ny cada k € {1,...,2""1}

Buj={(z,y) €R*: (w = ) +y* =47y y > O}

yparacadanENycadak:G 1,...,3" sea

Cop ={(z,y) eR*: (z = T5F) +9° = 1- 9" yy <0}

Pongamos X = AU [U (U2 B i) U [U (U, Cr)],

representada esquematicamente en la siguiente figura.

Continuo regular.

X es hereditariamente localmente conexo, pero no es regular ya que para
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los puntos sobre la linea central, la cardinalidad de la frontera de los abier-
tos que lo contienen es infinito, en particular fijémonos en el origen de la
circunferencia mas grande.

Definicién 2.23. Sea ¢ una coleccion de subconjuntos cerrados de un espacio
métrico X . C es aditivo si para C1,Cy € ( se tiene que C1UCy € (. Decimos
que ¢ es hereditario si para A un subconjunto cerrado de C, donde C' € (,
se tiene que A € (. Ademds ( es un sistema hereditariamente aditivo
st ¢ es aditivo y hereditario.

Pasemos a la siguiente proposicion.

Proposicion 2.24. Sean X un continuo y ( un sistema hereditariamente
aditivo de subconjuntos cerrados de X. Entonces (1) y (2) son equivalentes:

(1) Cada x € X tiene una base local 0, tal que para cada U € 6., U es
abierto en X y Fr(U) € (.

(2) Cualesquiera dos puntos de X son separados en X por algin elemento

de C.

Demostraciéon. Sean z,y € X.
(1) = (2). Como X es de Hausdorff, existen U, € 9, y U, € 0, abiertos en

X tales que z € U, y € U, y U, NU, = . Notemos que y € X — U, y como
U, es abierto, se tiene que X — U, = X — U, = Fr(X — U,) Uint(X — U,).
Se afirma que y € int(X — U,), de lo contrario y € Fr(X — U,); es decir,
todo abierto que contenga a y intersectara al conjunto X — U, y a su com-
plemento U,. En particular y € Uy; esto es, U, N U, # 0; lo que contradice
la forma en que se escogio a dichos abiertos. Por lo que y € U, C int(X —U,).

Sea Uy = int(X —U,) el cual es un abierto de X y U, € d,. Observe que
X = U, UFr(U,) UU, U Fr(U,)
asi,
X — (Fr(U,) U Fr(Uy)) = U, UT,,

donde z € U, y y € Uy, ademas Fr(U,), Fr(U,) € ¢ por lo que Fr(U,) U
Fr(Uy) € ¢, asi se ha encontrado un elemento de ¢ que separa a x y y en X.



52 Dendritas

(2) — (1). Sea W un abierto en X tal que p € W. Para cada x € Fr(W)
se tiene que algin elemento C, € ( separa a py x en X, esto es, existen dos
abiertos G, y H, en X — C,, tales que

peG,yreH, G,NH,=0yG,UH, = X —C,.

Notemos que, F'r(H,) es un subconjunto cerrado de C, y C,, € (. Como ( es
hereditario,

(1) Fr(H,) € (.

El conjunto de los abiertos construidos anteriormente § = {H, : = €
Fr(W)} es una cubierta abierta para Fr(WW) y como Fr(WW) es cerrado en
X, Fr(W) es compacto, por lo que existe { H,, : 1 <1i < n} una subcubierta
abierta finita de [ tal que

(ii) Fr(W) Cc U;, Hy,.

Sea H = J;_, H,,. Claramente

(iii) Fr(H) C U, Fr(H,,).

Utilizando los resultados (i) y (ii), y dado que ( es un sistema heredita-
riamente aditivo se tiene que J;_, Fr(H,,) € ¢ y por lo tanto

(iv) Fr(H) € (.

Ahora, sea V = W — H. Notemos que:

V-VCcW-W-H=WnX-W-H)=Wn({(W-W)UH)
=WnNW-WHUWNH)=(W-W)UWnH)=Fr(W)u(WnH).
y por (ii)
V-VCHUWNH)CH
Asi, V -V C H.

Observe que H es un abierto en X y como V. = W — H se tiene que
HNV =0y HNV =1,y entonces (V — V)N H = (. Luego, se tiene que
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V-VcHyV-V)nH=0,
entonces
V-VcH-H

asi, porque V' y H son abiertos en X y por la Proposicién [1.51] se tiene que
Fr(V) C Fr(H) y por lo tanto utilizando (iv) se concluye que Fr(V) € (.
Notemos que p € Vyaquepe W—-Hy H = Uj—, H; y paracada j, p ¢ H;.
Asi, pe V. C W, donde V es un abierto en X, de esta manera se termina la
prueba y concluimos que existe la base local d, requerida en (1). o

La siguiente caracterizacién de continuo regular, es similar a la caracte-
rizacién dada en la pagina |38|

Teorema 2.25. Un continuo X es reqular si y solo si cualesquiera dos puntos
de X son separados en X por algun conjunto finito de X.

Demostracion. Para ambas implicaciones considere la coleccion:
¢(={A C X : Aes finito y cerrado}

observe que esta coleccion es un sistema hereditariamente aditivo.

Ahora, supongamos que X un continuo regular, y sean p € X, 4, base
local de p y U un elemento de d,. Observe que Fr(U) € ¢ yaque |Fr(U)| < oo
y es cerrado en X. Aplicando la Proposicién [2.24] cualesquiera dos puntos
de X son separados por un elemento de ¢ en X.

Inversamente, sean p,g € X y A € ( tal que A separaapy q en X. Por
la Proposicién [2.24] cada x € X tiene una base local 0, y cada U € 9§, es
abierto en X y Fr(U) € (, esto es, |[Fr(U)| < oo, Asi por la Definicién [2.20]
X es un continuo regular. o

Estas son algunas propiedades mas para las dendritas.
Teorema 2.26. Toda dendrita es regular.

Demostracion. Sea X una dendrita. Aplicando el Teorema cuales-
quiera dos puntos de X son separados por un tercero en X y por el Teorema

X es regular. o

Corolario 2.27. Cada punto de una dendrita X es de orden menor o igual
que Ny en X.
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Demostracion. Del Teorema [2.26| se obtiene que X es regular y por la
Definicién [2.20] todo = € X tiene base local ¢,, donde la cardinalidad de la
frontera de cada uno de sus elementos es finita; de donde, por la Definicién

ord(z, X) < RWg. g

En la Definicion se dijo que lo puntos en un continuo X que tienen
orden uno son puntos extremos, y también hemos visto que los puntos de
orden mayor o igual que dos son puntos de corte en X, pero los puntos tales
que su orden es estrictamente mayor que dos tienen un nombre especifico en
nuestro estudio, por lo que se da la siguiente definicién.

Definicién 2.28. Sean X wuna dendrita y b € X. Entonces b es un punto
ramificacion de X siord(b, X) > 2.

Se demostrara el siguiente lema.

Lema 2.29. St X es un espacio métrico, conexo separable y ¢ es una co-
leccion no numerable de subconjuntos cerrados, disjuntos dos a dos que son
de corte de X, entonces existen p,q € X tales que una cantidad no numerable
de elementos de ¢ separan ap y q en X.

Demostracién. Sea D = {z; : i € N} un subconjunto denso numerable
de X. Para cada i # j, sea ((i,7) = {C € ¢ : C separa a z; y zjen X}. Se
afirma que cada elemento C' de ( separa dos puntos de D en X pues de lo
contrario existe C' € ( tal que X — C = U|V, donde U y V son abiertos en
X y uno de dichos abiertos no contiene elementos de D. Sea U es el abierto
que no contiene elementos de D, esto es, D = X — U. Pero esto es una
contradiccién ya que D = X. Por lo tanto cada elemento de ¢ separa dos
elementos de D en X. Asi

U{C@,5) i # 33 < ¢,

y como ( es no numerable, existen x y y dos elementos de X tal que el
conjunto ((z,y) es no numerable. o

Ahora, estamos listos para el siguiente teorema, el cual es una propiedad
cardinal para las dendritas.

Teorema 2.30. El conjunto de los puntos ramificacion de una dendrita es
numerable.
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Demostracién. (Realizaremos la demostracion por contradiccién). Su-
ponga que el conjunto Z = {x € X : ord(x,X) > 2} es no numerable. Por
el Teorema [2.12] cada punto de Z es un punto de corte. Asi por el Lema
, existen p y ¢ en X y un subconjunto no numerable B = {r € Z : r
separa a p y q}. Por el Teorema X es arco conexo, por lo que existe
un arco A en X que va de p a ¢, y es unico por la Proposicién Observe
que B C A—{p,q}. Si b € B, b es punto de ramificacién y por lo tanto
X — {b} tiene al menos tres componentes y una de ellas no intersecta al arco
A. Sea W, dicha componente. Notemos que X — A es un abierto en X y W,
es también una componente de X — A. Por el segundo teorema de golpes en
la frontera [1.42]

Wy N (X — (X — A)) #0; es decir, W, N A £ 0.

Se afirma que dicha interseccién es exactamente {b}, para mostrarlo supon-
gamos que existe al menos otro elemento a € W, N A donde a # b. Como
W, = W, U {b} entonces a € (W, N A); pero esto contradice la forma en que
fue escogida la componente W,. Por lo tanto W, N A = {b}.

Ahora, sean z, y € X con x # y. Sean W, y W, componentes corres-
pondientes de X — {z} y X — {y} tales que W, NA =0y W, NA=0. Se
demostrara que W, N W, = 0. Observe lo siguiente:

{,CE} :me (WyUA) = (mewy) U (meA) = (Wxﬂwy) U {‘r}a
esto es, puede pasar que:
(a) WonW, =00
(b) = € W, NW,,
Observe que (b) no puede pasar ya que w, NA={y}comoz#yy
r € A, x ¢ W,. De esta manera, se obtiene que W, N W, = @, por lo que
W, NW, =0, con lo que se obtiene que {W;, : b € B} es una coleccién no
numerable de conjuntos abiertos disjuntos, pero esto es una contradiccion,

con lo cual se concluye que el conjunto de puntos ramificacién de una dendrita
es numerable.
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2.3. Aproximacién por arboles

En esta seccién se dard la nocién de la funcién llamada primer punto (vea
en [16], 10.26]), para lo cual comezaremos con dos lemas que nos ayudaran a
definirla. Ademads, serda muy interesante la demostracion del teorema llamado,
Aproximacién por arboles, el cual nos dice que para las dendritas existe
una sucesion de arboles tales que reunen una diversidad de propiedades que
se enlistaran en el Teorema [2.34] este teorema nos ayudard a manejar las
dendritas a partir de arboles contenidos en ellas, que seran subcontinuos mas
comodos para trabajarlas, en algunas ocasiones. También, demostraremos
un corolario del teorema de aproximacién por arboles donde veremos, que
podemos escribir una dendrita como la uniéon de arcos y el conjunto de sus
puntos extremos, donde el diametro de los arcos decrece infinitamente.

Comencemos con el siguiente lema.

Lema 2.31. Sean X wuna dendrita y Y un subcontinuo de X. Para cada
r € X =Y existe un tnico punto r(x) € Y tal que r(x) es un punto de
cualquier arco en X que va de x a cualquier punto de Y .

Demostracion. Fijemos z € X —Y yseay, € Y. Como X es un continuo
localmente conexo, (Teorema X es arco conexo, por lo que existe un
arco A en X que va de x a yy. Consideremos el orden '<én el conjunto A
tal que x < yo. Sea M = {x <t:t€ ANY}, por el Teorema de Zorn el
conjunto M tiene minimo, sea r(z) = minM. Asi r(z) € ANY. Ahora, sean
y1 € Y y B un arco en X que va de z a y;. Se demostrard que r(z) € B.
Como Y es un subcontinuo de X, entonces por el Corolario 2.11, Y es una
dendrita y por el Teorema Y es arco conexo; y asi, existe un arco C' en
Y que va de r(x) a y;. Sea D un arco en X que va de r(z) a z. Notemos
que CND ={r(z)} y CUD es un arco en X que va de = a yi, asi, C' U D
y B son arcos de la dendrita X con los mismos puntos extremos; y por la
Proposicién 2.6 B = C'U D; con lo que se demuestra que r(x) € B.

Ahora, se demostrara la unicidad de r(x). Para lo cual, supongamos que
para ¢ € X — Y existen r(z),s(z) € Y, con r(x) # s(z), tales que tienen
la propiedad anteriormente demostrada. Como X es arco conexo, existe un
arco A" en X que va de z a r(x), notemos que s(z) € A’ ya que s(z) tiene
la propiedad de estar contenido en cualquier arco que va de x a cualquier
punto de Y. Asi, s(x) < r(x). De manera similar, existe un arco A” en X
que va de z a s(z), notemos que r(z) € A" ya que r(z) tiene la propiedad de
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estar contenido en cualquier arco que va de = a cualquier punto de Y. Asi,
r(z) < s(x). Por lo tanto, r(x) = s(z). Con lo se concluye la demostracién
del Lema. o

Lema 2.32. Sean X una dendrita y Y un subcontinuo de X. Definimos
r: X =Y porr(z) como en|2.3]six € X =Y yr(x) =x six €Y.
Entonces la funcion r es continua (esto es una retraccion de X sobre Y ).

Demostracion. Demostremos que r es continua. Para esto, sea xz € X y
consideremos los siguientes casos:

Caso 1: Supongamos que z € X —Y y que X —Y = UyenC,, donde cada
C, es una componente de X — Y. Ahora, supongamos que para o, € A,
x € C,,. Sea W un abierto de Y tal que r(xz) € W. Notemos que X — Y
es abierto y conexo, por lo tanto C,, es un abierto y conexo en X tal que
€ C,, yr(Cy)={r(x)} CW.

Caso 2: Supongamos que = € Y. Asi r(x) = z. Sea V un abierto de Y
tal que r(z) € V. Existe W abierto de X tal que V.=WnNY yz € W.
Si W = UgeaW,, donde W, son componentes de W existe § € A tal que
x € Ws. Notemos que Wj es un abierto y conexo de X. Se demostrard que
r(Wgs) C V. Para esto observe lo siguiente:

WBI (WgﬂY)U[Wgﬂ(X—Y)].

Entonces para todo z € (WzNY), r(z) =z€ V,yast (WgNnY) CV.
Ahora, sea z € [WsN (X —Y)]. Como z € (W3NY)y X es una dendrita,
(por el Teorema , existe un arco B en X que va de x a z. Notemos que
como z < r(z) <z, r(z) € BC Wz C V. Asi se concluye la demostracién
del Lema. g

Notacién 2.33. La funcionr: X =Y definida en[2.39 es llamada funcion
primer punto para Y .

Denotemos al arco que va de r a s como [r,s]. Ahora, estamos listos
para el siguiente teorema, el cual nos permitirda aproximar una dendrita por
arboles.

Teorema 2.34. Sea X una dendrita no degenerada. Entonces existe una
sucesion {Y;}32, que satisface los siguientes proposiciones:
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(1) Cada'Y; es un drbol;
(2) Para cadai € N, Y; C Yiiq;
(3) imY; = X;

1—00

(4) Existe {p;}3°, tal que Y1 = {p1} vy, para cada i € N, Y;11 —Y; es un

arco con punto extremo p; tal que Yiy1 — Y; NY; = {p:i};

(5) Para cada i € N se tiene que r;: X — Y; es la funcion primer pun-
to para Y;. La sucesion {r;}32, converge uniformemente a la funcion
1dentidad sobre X .

Demostracion. Supongamos que X no es un arbol. Como todo continuo
es separable, sea {z; : j € N} un subconjunto denso numerable de X. Sean
Y1 = {1} y p1 = z1. Por el Teorema , existe el arco [p,x2] C X. Sean
Ys = [p1, 23] vy p2 = xo. Notemos que

Yo = Y1 NY1 = [p1,pa] — {p1} N {p1} = [p1,p2] N {p1} = {p1}-

Luego, para k = min{j : z; ¢ Y5}, existe el arco [ps, zx] C X donde
po € Ya. Sea x, = p3y Y3 = Y3 U [pg, p3]. Notemos que

Y5 —YonYs = (YaU [pe,ps]) — YaNYa = [pa, ps] NYs = {pa2}.

Ahora, supongamos que para k > 0, Y, es un arbol, y que Y, # X.
Escojamos a m = min{j : z; ¢ Y;}. Por el Teorema [1.82] existe el arco
[Pk, Tm] donde py € Y. Sean pry1 = Xy v Yier1 = Yi U [Pk, Pm). Observemos
que

Yit1 — Y N Y = (Y Uk, prs1]) — Y 0O Y = [pr, Pea] N Y = {px}-

Por induccién, para cada ¢ € N, se tienen definidos a Y; y p;, donde cada
Y; es un arbol. Con esta construccién los incisos (1), (2), vy (4) del teorema
son validos.

(3) Se demostrara que limY; = X. Haremos ver que para ¢ > 0, existe
ntal quesii >n, (1) Y; C N(e,X) y (2) X C N(e,Y;). Notemos que (1)
se cumple inmediatamente ya que cada Y; C X. Para ver que se cumple (2),
sea t € X, (demostremos que existe [; € Y; tal que d(t,l;) < €). B(t,e) es
la bola con centro en ¢ y radio €, existe x; del conjunto denso numerable tal
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que z; € B(t,¢e). Asi d(x;,t) <e. Seaz; € Y, y sean =1. Ahora, sii>n =1
entonces V; C Y; y asi ; € Y; , y por lo tanto X C N(e,Y;). Por lo que (3)
es valido.

(5) Sea ¢ > 0. Como X es uniformemente localmente arco conexo, ga-
rantizamos la existencia de § > 0 que satisface la Definicién [1.80] Por (),
existe N € N tal que Hy(X,Y;) < ¢ para cada i > N. Pero, Hy(X,Y;) < 0
siysélosi (i) X € N(6,Y:) vy (2)Y; C N(J,X). Por la densidad del con-
junto {z; : j € N}, para cada x € X, existe y € Y; tal que d(z,y) < .
Notemos que d(z,r;(x)) < d(z,y) < §, como X es uniformemente localmente
arco conexo, entonces el arco [x,r;(x)] es tal que didm([z,r;(x)]) < € esto es
d(z,r;(z)) < e. Con lo que se concluye la prueba de este teorema.

Aqui damos la siguiente notacién: Cut(X) denotard el conjunto de pun-
tos de corte de X. Recordemos que F(X) es el conjunto de puntos
extremos de X. Se demostrard ahora una consecuencia del teorema [2.34

Corolario 2.35. Sea X una dendrita no degenerada. Entonces X puede ser
escrita como sigue:

X =EX)U(UZ 4)

donde E(X) es el conjunto de los puntos extremos de X y para cada i € N,
A; es un arco con puntos extremos p; y q; tal que A;; 1 N (U;Zl Aj> ={pii1}
y el diam(A;) — 0 cuando i — oo.

Demostracién. Sean X una dendrita no degenerada y {Y;}°; una su-
cesién donde los Y; son como en (i), (ii) y (iv) del Teorema Ahora, sea

Aiy1 = Y9 — Y1 un arco con punto extremo p; ;1. Notemos que

Yieo =Y NYiy ={pini} =4nN [U;Zl Al

por (v) se tiene que para § > 0, existe N € N, talque si n > N entonces
d(r,(z),xz) < § para toda r € X. Se demostrard que didm(A;) — 0 cuando

i — 00; esto es, se verd que para i > N, diam(4;) < e.

Paran >¢> N,sean A, =Y,,1 —Y,,ya,be A,. Como ay bestan en
el mismo arco, entonces r(a) = r(b) asi,

d(a,b) < d(a,r(a)) +d(r(a),b) = 5+ 5 =¢.
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por lo tanto didm(A;) — 0 cuando i — oc.

Finalmente se demostrara la siguiente igualdad:
X =EX)u Uz A)

es claro que E(X) U (U2, 4i) C X. Se probard que X C E(X) U (s, 4i),
para eso notemos que J;—; Y; es un conjunto conexo y denso en X, y como
U2, Y = U2, Ai, entonces J;-; A; es un conjunto conexo y denso en X,
esto es, [Jio, A; = X. Se afirma que Cut(X) C |J;2, 4;, para demostrar esto,
supongamos lo contrario, esto es, existe x € Cut(X) y = ¢ |J;°, A;,

veX=UZ A= [UZ AU FrlUzZ, Al

entonces © € FrJ;2, Ai]. Pero Fr(J:2, A;] C E(X), por lo que z es un
punto extremo de X, pero esto es una contradiccion ya que x fue tomado de
Cut(X). Luego, observe que R = X — [J;2, A;] C E(X) por lo que

X = RU(UZ, A) € B(X) U (U, A).

Con esto ultimo queda demostrado el Corolario. o

2.4. Propiedad del punto fijo

En esta seccion demostrarémos que las dendritas tienen la propiedad del
punto fijo (Vea el Teorema 2.39)). La siguiente proposicién nos dard informa-
cion para demostrar lo anteriormente dicho.

Proposicion 2.36. Si X es un continuo y existe una sucesion de funciones
continuas que van de X en X, {fi}32,, que converge uniformemente a la
funcion identidad sobre X, idx, tal que para cada i@ € N, fi(X) tiene la
propiedad del punto fijo. Entonces X tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracion. Sean f: X — X una funciéon continua y € > 0. Para
cada ¢ € N, la funciéon

fio £ f(Xi): f(Xi) — f(Xi)

tiene un punto fijo, es decir, existe z; tal que f;(f(z;)) = ;.
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Por la convergencia uniforme de { f;}5°, tenenmos que d(f;,idx) < € para
1> N. Y por lo tanto

d(xs, f(25)) = d(fi(f(2:)), f(23)) <e,

y asi, x; = f(z;). Ahora, como X es compacto, la sucesién {z;}32, es conver-
gente en X, sea z el punto al que converge, entonces f(z) = x. Asi concluimos
que X tiene la propiedad del punto fijo. o

Necesitamos saber si los arboles tienen la propiedad del punto fijo. Para
esto, probaremos el siguiente Lema.

Lema 2.37. Si X yY son dos continuos con la propiedad del punto fijo tales
que X NY = {p}, entonces X UY tiene la propiedad del punto fijo.

Demostraciéon. Sea f: XUY — XUY una funcién continua. Sin pérdida
de generalidad asumamos que f(p) € X. Definamos r: X UY — X como

r(z) = {z, siz e X;

p, sizeY.

Se afirma que la funcién r es continua y lo justifica el Teorema [1.11]
Fijémonos en f | X, notemos que es continua. Ahora, ro (f |x): X — X
es composicién de funciones continuas, por lo tanto es continua y tiene un
punto fijo, ya que X tiene la propiedad del punto fijo, entonces existe b € X
tal que r(f(b)) = b. Entonces, si f(b) € X entonces b = r(f(b)) = f(b) y si
f)eY, r(f(b) =p=0b,yasi f(p) = f(b) € XNY, con lo que concluimos
que f(p) = p. Por lo tanto X UY tiene la propiedad del punto fijo. o

Lema 2.38. Todo drbol tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracién. Sea Y un 4rbol. Por el Teorema [[.1I02] Y contiene una
cantidad finita de puntos extremos. Sea E' el conjunto de los puntos extremos
de Y. Asi, |E| = n. Realizaremos la demostracién por induccién tomando
como base los puntos extremos de Y.

Paso (i): Sea A; = [x1,23] un arco en Y, donde z1, 2o € E, por la
Definicién[L.21] A; es homeomorfo al intervalo [0, 1], el cual tiene la propiedad
del punto fijo y como dicha propiedad es una invariante topolégica entonces
A, tiene la propiedad del punto fijo. Luego, sea Ay = [p;, x3] un arco en Y,
donde x3 € E y p; € [x1,29] tal que p; ¢ E'y Ao N Ay = {p1}, A tiene la
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propiedad de punto fijo (justificando como anteriormente se hizo para A;),
asi por el Lema [2.37] As U A; tiene la propiedad del punto fijo.

Paso (ii): Supongamos que | J Ay, tiene la propiedad del punto fijo, y | A
contiene los puntos extremos xy,Zs,..., T 1. Sea Ay un arco en Y con
puntos extremos py y Tpio, donde xpio € E, pp € |JA tal que pp & E'y
U Ax] N Aks1 = {pr}, notemos que Ag,; tiene la propiedad del punto fijo,
asi por el Lema |J Ax+1 tiene la propiedad del punto fijo. Notemos que
Y =J A,_1, por induccién se concluye que todo arbol tiene la propiedad del
punto fijo. o

Teorema 2.39. Toda dendrita tiene la propiedad del punto fijo.

Demostracién. Sea X una dendrita no degenerada. Por el Teorema[2.34]
existe una sucesion {Y;}22, tal que cada Y; es un drbol. Para cada i € N, sea
r;: X — Y; una funcién continua definida como en el Teorema [2.32. Por el
lema [2.38| cada Y; tiene la propiedad del punto fijo, entonces cada funcién
continua 7; | Y;: Y; — Y; tiene un punto fijo, asi r;: X — X tiene un punto
fijo; y por (v) del Teorema {r;}32, converge uniformemente a la funcién
identidad sobre X. Ahora, aplicando la Proposicion [2.36] se concluye que X
tiene la propiedad del punto fijo. o

El siguiente teorema es més bien una consecuencia del Teorema [2.39]

Teorema 2.40. Toda dendrita no degenerada satisface las hipdtesis del Teo-
rema de Aprozimacion Interior (1.39), donde la {Y;}32, pedida en sa-
tisface las condiciones del Teorema |2.34, ademads g;: Y;r1 — Y; del Teorema
es definida como la identidad en Y; y para p; como en el Teorema|2.3

g (p) =Yy — Y.

Demostracién. Sean Y; y r; como en el Teorema [2.34] Notemos que se
satisfacen las condiciones que requiere el Teorema [[.32] Sean para cada 1,
0i =1y gi =7i| Yip1: Yiy1 — Y. Por el Lema w; y g; son continuas
y suprayectivas. Por como esta definida r; en el Lema Ji © Vir1 = ©; €8s
vélida. Por (v) de[2.34{Y;}32, converge uniformemente a la funcién identidad
sobre X. Por tultimo, las condiciones extras que debe cumplir cada g; en este
teorema son inmediatas por como esta definida cada r; y por las condiciones
(ii) y (iv) del Teorema Con lo cual se completa la demostracién a este
teorema.
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2.5. Una dendrita universal

Sea M una familia de espacios topoldgicos y sea R un elemento de M,
decimos que R es universal en M si y solo si R contiene una copia topoldgica
de cada elemento de la familia M. Algunos ejemplos de esto son:

Para el primer ejemplo damos la nocién de curva, como aquella que tiene
dimensién uno (vea en [16, pag. 186]). Algunos ejemplos de curva son: las
dendritas y las grafica. Ahora si, pasemos con el primer ejemplo de espacio
topoldgico universal.

Ejemplo 2.41. Sea L la familia de todas la curvas planas.

Consideremos el cuadrado sélido Xy = [0, 1] x [0,1] y ahora

sea X1 = Xog— (%, %) X (%, %) Esto quiere decir que de manera grafica X, es el
resultado de dividir Xy en 9 cuadrados congruentes y extraerle el central. A
continuacion para construir Xo nos fijamos en los 8 cuadrados congruentes
que conforman X, y dividimos cada uno en 9 nuevos cuadrados congruentes
para extraer el central a cada uno y siguiendo este procedimiento podemos
obtener X3, Xy y cada X; con i € N. En la siguiente figura esquemdtizamos

dicha curva.

Curva Universal de Sierpinski.
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Sea X = (N2, X;. Este continuo es llamado la curva de Sierpinski y
es universal para la familia L.

Ejemplo 2.42. Sean F la familia de todos los continuos y para i € N,
I, =10,1] = I;. Ahora, sea X =112, 1;. Al continuo X le es llamado el cubo
de Hilbert y es universal para la familia F.

Una pregunta que puede llegar a nuestra mente es, jExistirda una den-
drita que sea universal en la familia de todas las dendritas? En esta seccién
contestaremos esta pregunta, pero antes de responderla daremos una carac-
terizacion mas de las dendritas utilizando la siguiente definicion.

Definicién 2.43. Un espacio topoldgico conexo X es unicoherente, si para
cualesquiera A y B subconjuntos cerrados conexos de X tales que X = AUB,
se tiene que AN B es conexo. Ademds, si todo subconjunto conexo de X es
unicoherente, entonces diremos que X es hereditaritamente unicoheren-
te.

El siguiente teorema es una consecuencia del Teorema [2.15]

Teorema 2.44. Sea X un continuo localmente conexo. Entonces X es una
dendrita si y solo si X es hereditariamente unicoherente.

Demostracion. Supongamos que X es una dendrita. Se demostrard que
cada subconjunto cerrado y conexo de X es unicoherente. Sea R un subcon-
junto cerrado conexo de X, notemos que R es un subcontinuo de X y, por el
Corolario 2.11} R es una dendrita. Sean M y N dos subconjuntos cerrados
conexos de R tales que R = M U N, por el Teorema [2.15] M N N es conexo,
asi, R es unicoherente.

Ahora, supongamos que X es hereditariamente unicoherente. Demostre-
mos que X es una dendrita, para esto sélo basta probar que X no contiene
curvas cerradas simples. Supongamos que existe una curva cerrada simple A
en X. Notemos que A no tiene la propiedad de ser unicoherente, por lo que
X no es hereditariamente unicoherente, pero esto es una contradiccién a la
hipdtesis. Por lo tanto, X no contiene curvas cerradas simples, y como X es
localmente conexo, X es una dendrita. Con esto se concluye la demostracion
de esta caracterizacién. g

Existen més caracterizaciones que tiene que ver con conjuntos localmente
conexos, como la caracterizacién anterior. ver [4]



2.5 Una dendrita universal 65

El siguiente teorema sera utilizado mas adelante.

Teorema 2.45. Todo limite inverso de dendritas con funciones de ligadura
mondtonas, es una dendrita.

Demostracidén. Sea X, = lim{X;, f;}5°, donde cada X; es una dendrita
—

y cada fi: X;11 — X, es mondtona; esto es, f; es continua y f; '(y) es
conexo para cada y € X;. Veremos que X, es hereditariamente unicoherente
y localmente conexo. Para lo primero es suficiente mostrar que la interseccion
de dos subcontinuos de X, es conexo. Sean A y B subcontinuos de X, y sea
C' = AN B. Para cada i € N, sea C; = m;(A) Nm;(B), donde 7;: Xoo — X;
es la i—ésima funcién proyeccién. Entonces por la Proposicién [1.29]

(1) C= @{Civ fz‘|Cz‘+1}fi1a

se demostrard que C es conexo. En caso de que C' = () se tiene que C' es
conexo, ahora supongamos que C' # (). Claramente C; # () para cada i € N,
de no ser asi (1) no podria ser construida. Luego, como m; es continua, m;(A) y
7;(B) son subcontinuos X;. Ahora aplicando el Teorema[2.44)a m;(A) y m;(B),
se obtiene que para cada i € N, C; = m;(A) Nm;(B) es conexo. Ademds como
la interseccion de dos conjuntos cerrados es un conjunto cerrado se tiene
que ;(A) N m;(B) es un conjunto cerrado de X; el cual es compacto, por
el Teorema [1.6] C; = m;(A) N m;(B) es compacto y siguiendo la definicién
de continuo cada C; es un continuo. Asf por (1) y el Teorema [1.25] C es
continuo.

Ahora se demostrara que X, es localmente conexo. Notemos que si cada
fi son funciones suprayectivas, entonces X, es localmente conexo por el
Teorema [L.92]

Luego por el Lema [1.26)

KXo = @{7@ (X<>0> i | Ti4+1 (Xw)}?ila

se demostrara que cada f; | mi11 (Xoo): Tit1 (Xoo) = T (Xoo) €s mondtona y
suprayectiva.

Por hipétesis se tiene que para y € m;(Xo) C Xy, fi ' (y) € X411 es conexo.
Luego, observe que [f; | 7 (Xl (y) = [/ 1(5) M 7oss (Xoo)] © Koo,
Como f; '(y) C X1 es conexo v i1 (Xoo) = X4 conexo, entonces se

concluye por ol Teorema [L10) [f; | my (Xo)] () = [ () N et (Xoo)]
es conexo. Con lo cual se obtiene que cada f; | mi11 (Xo) €s monétona. Por
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ultimo se demostrard que f; | m11 (X&) es suprayectiva. Observe que para
cada i € N, por el Lema[l.26] f; o mp1 = m; esto es, f;(mi1(Xoo)) = mi(Xoo)
por lo cual cada f; | 41 (X&) es suprayectiva. Aplicando el Teorema m
concluimos que X, es localmente conexo. Por ultimo aplicando el Teorema

X es una dendrita. o

El siguiente resultado contestara la pregunta planteada al principio de
esta seccion.

Teorema 2.46. (Dendrita universal de Wazewski). Eziste una dendrita uni-
versal.

Demostracion. Para demostrar la existencia de una dendrita universal,
comenzaremos realizando la construccién de un continuo, realizando uniones
de dendritas, después, demostraremos que el continuo construido, realmente
es una dendrita, el siguiente paso que daremos es demostrar que dicha den-
drita es encajable en el plano, R?, y por tltimo haremos la demostracién de
que dicha dendrita es universal. Dicho esto, comenzamos con la construccion:
Paso 1: Construccién de D.

Sea ¢ € R?, se construird F, con vértice en ¢ formada por segmentos de lineas
rectas B; de R? donde para cada j € N, ¢ es punto extremo de B;, ademds
para j # k, B; N By, = {c}, y el diam(B;) — 0 cuando j — oo.

Sea D; = U]EN B;. Observe que D; C R

Construccién de D;.
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Luego, para cada j € N, sea m; el punto medio de cada B;. Ahora for-
maremos nuevos conjuntos S; homeomorfos a F,, con vértice en los puntos
m;, repectivamente, de tal manera que cada S; N Dy = {m;}, ademéds para
J#k, S;NSy =0y el diagm(S;) — 0 cuando j — occ.

Sea Dy = Dy U [UJ;ey Sj]- Observe que Dy C R

Construccién de D,.

Ahora, para la siguiente construccién, nos fijamos en el punto medio s; de
cada segmento de linea recta de cada S; donde formaremos nuevos conjuntos
R; homeomorfos a F,,, de tal manera que R; N Dy = {s;}, ademds para cada
Jj#k, RiNR, =0 yeldiagm(R;) — 0 cuando j — oo. También para cada By,
nos fijamos en los puntos medios b; de los siguientes segmentos: uno que va
del punto extremo c a el punto medio m; y el otro subarco que va del punto
medio m; al otro punto extremo del arco B; que no es c. Donde formaremos
nuevos conjuntos 7; homeomorfos a F,,, de tal manera que 7; N Dy = {b;} vy
T;,NR; =0
Sea D3 = D2 U D1 U [UjeN T‘]] U [UjeN R]]
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Construccién de Ds.

De esta manera seguiremos construyendo cada D; con ¢+ € N, observe que
cada D; es una dendrita y ademas D; C D; 1.

Ahora, definamos las funciones f;: D;11 — D; de la siguiete manera; para
cada x; € Sj, donde S; C D41y S; ¢ Dy, se tiene que f;(x;) = m;.

Observe que cada f; es una funcién mondtona.

Sea Do, = @{Di, fire,

Paso 2: Demostremos que D, es una dendrita.

Por la manera en que fue construida D, se satisfacen las hipotesis del
Teorema [2.45] Asi D, es una dendrita.

Paso 3: Demostremos que Do es encajable en R2.

Por la construccién que se hizo en el paso 1, de D, se obtienen los incisos
del Teorema [1.27] Por lo tanto, como para cada ¢ € N, D; C D;,, entonces el
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Do = [im{D;, f;}32, es homeomorfo a U, D;. Notemos que >, D; C R?,
con lo que se concluye que D, es encajable en R2

Paso 4: D, es universal para la familia de las dendritas.

Por el paso 3, se tiene que D, es encajable en el plano. Dado que para
cada i € N, D; C D;;1, por el Teorema , Do =2, D;.

Ahora, sea Cy = {c} donde c es el vértice de Dy y para cada i € {2,3,...}
sean C; el conjunto de todos los puntos centrales de cada copia topoldgica
de F,, en ;2 D;, excepto los puntos centrales de las copias topoldgicas de
F,en D;,_q. Sea C = (7 U (5. Observando la construccion hecha en el paso
1, se tiene que C' es el conjunto de todos los puntos ramificacién de D, y
también las siguientes propiedades:

(2) ord(z, Ds) = Wy para toda z € C.

(3) Para cada i > 2, C;N(A—{z,y}) es un subconjunto denso numerable
de un arco A de D, con puntos extremos = y y.

Veamos la siguiente notacién para las funciones de ligadura f;

Sij>i—i—1entonces fm:floof],lD]—>Dlyfu:fl

Demostremos que Dy, = @{Di, fi}2, es una dendrita universal. Sea
X una dendrita no degenerada, veamos que X tiene una copia topoldgia en
D, Por el Teorema 0 X = L{Yl,gZ <., donde para cadai € N, Y; y ¢;
satisfacen las COIIdlClOIleS del Teorema [2.34

Ahora, sea B el conjunto de los puntos ramificacién de Y, por el Teorema
2.00)

(4) |B[ < Ro.

Luego, por (iv) del Teorema Y1 = {p1}. Sea n(1) = 1. Definamos
hi: Y1 — Dy tal que hi(p1) € Cy, esto es posible por (3) enunciado ante-
riormente. Por (iv) del Teorema [2.34] Y5 es un arco con uno de sus puntos
extremos p;. Sea Yy = Yy — {p1,¢1} donde p; # ¢;. Aunque BNY, puede no
ser denso en Y;, nos permite obtener un subconjunto denso numerable E, de
Y; tal que BNY, C E,. Ahora, sea A un arco en D,,2) que va de hy(p1) a ph
donde hy(p1) € (Dnay N Cs) y Py € Dy2)41. Observe que
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(5) faa)me)(Yoa = Y1) = {hi(p1)},

esto es, fr(1)n(2) envia a los puntos del arco al punto hy(py).

Seguimos, por (3) mencionado anteriormente nos permite aplicar el Co-
rolario , para obtener un homeomorfismo hy: Y — A C Dy, esto es,
Y es encajable en D, (5 para algin n(2) > n(1) tal que:

(a) ho(BNY3) C Cuays1,

(b) h2(p2) € Crgz)41,

(¢) ha(p2) = hi(p1),

(d) ha(Yz = Y1) C Dag) — Dug.

Afirmamos que el siguiente diagrama es conmutativo (utilizando el Teo-

rema [2.40)

g1
Yi — Y,
hl i/ O \l/ h?
Dnay <= Dy
Ja)m@)

demostremos que h10g; = fy(1)n(2)0h2. Seat € Ys , observe que gy (t) = pi,
ya que g es una funcién que va del arco Y5 al conjunto unitario {p; }, entonces
hi(g1(t)) = hi(p1) € (Dyay N Cs). Ahora, supongamos que t = p;, entonces
ha(p1) = hi(p1) esto por las propiedad (c¢) que cumple del homeomorfismo
ho, veamos ahora,

Fayn@) (ha(p1)) = fayne (ha(p1)) =
fay(Pa(p1)) o ... 0 fu@—1(hi(p1)) = ha(p1)

esto es vélido ya que hq(p1) € (Dy1) N Cs) y por como estd definida cada
Jn(iy funcién de ligadura, deja fijo el punto k4 (p1). Luego, supongamos que ¢ #
p1, observe que hy(t) € Dya) — Dpry, entonces fr(1yn(2)(ha(t)) = hi(p1), ésta
ultima igualdad es valida por la observacién (5) mencionada anteriormente,
asi concluimos que el diagrama anteriormente senalado es conmutativo.
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Ahora, por (iv) del Teorema m, Y5 — Y5 es un arco As donde uno de
sus puntos extremos es po. Sea Ay = Az — {ps, 2} donde g, es punto ex-
tremo de Aj diferente de ps. Entonces, haciendo uso de (4) como lo hicimos
anteriormente, se obtiene un subconjunto denso numerable F3 de A} tal
que BN A; C FEs. Sea A’ un arco en Dy que va de ha(ps) a pf, donde
ha(p2) € (Dn@) N Cu2)+1) ¥ Ps € Dnz)41, Observe que

(6) fu@)ne(Ys — Ya) = {ha(p2)}

esto es, fn(2)n(3) envia a los puntos del arco al punto hs(p,). Notemos que
(3) nos permite aplicar el Corolario m, para obtener un homeomorfismo
hs:Ys — A" C Dy 3) para algin n(3) > n(2) tal que

() hy(BNAY) € Coayin,
(b") hs(ps) € Ch(3)+1,
(C’) hs | Yy = ho,

(') h3(Ys —Y3) C Dya) — Dyga).

Afirmamos que el siguiente diagrama es conmutativo (utilizando el Teo-

rema [2.40)

g2
Y, — Y3
hy | O 1 I
Dni) <= D
Jn@)m)

demostremos que hy 0 go = fr2)ne3) © h3, sea t € Y3 . se realizard la de-
mostracion en dos casos:

Caso 1: Supongamos que t € Y,. Notemos que ¢o(t) = t, asi ha(g2(t))
ha(t) y ho(t) € Dpiy — Dyy por la propiedad (d). Luego, utilizando (¢’
y (d) se tiene que hg(t) = hg(t) c Dn(g) - Dn(l), asi fn(2),n(3)<h3(t))
Jn@) @) (ha(t)) = he(t), ya que la funcion fy,2)n@s): Dn) — Da(2) deja fijos a
los puntos de D,,(2). Por lo tanto, hyogs = fi2)n(3) © I3 es vélida en este caso.

~—
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Caso 2: Supongamos que t € (Y3 —Y5). Notemos que g2(t) = po, asi usan-
do éste hecho y la propiedad (b) se tiene que hy(g2(t)) = ha(p2) € Crn2)41-
Luego, por la propiedad (d’), hs(t) € Dy3) — Dy2), ahora, fuo)ns)(hs(t)) =
ha(p2), esto ultimo es valido por la observacion hecha en (6). Por lo tanto
ha o ga = fu2).ne3) © hs es vdlida en este caso.

Continuando como arriba, pero utilizando (2) junto con (3), se define h;
para cada ¢ < 4. Se obtiene el siguiente diagrama en donde cada rectangulo
es conmutativo, y cada h; es un encajamiento de Y; en D,;, y para cada ¢,
n(i+1) > n(i)

1 i
Y, <g— Yo +— ... «—Y; <g— Yisg —...Y
hy O 1 hy hi | O 1 hiy
Dn(l) — Dn(g) — ... Dn(i) — Dn(i+1) — ... 7
Fn@)m) Futiy (i)

Asi, la funcién inducida ho,: Y — Z definida en el Teorema [1.30] existe
y por (a)-(c) de[1.30} hoo es una funcién continua y uno-uno, esto es, hy, es
un encajamiento de Y en Z. Por la Proposicién [1.33] Z es homoeomorfo a
D.. Asi, X es encajable en D,,. Por tanto, hemos demostrado que D, es
universal para la familia de todas las dendritas.

Asi, hemos demostrado la existencia de una dendrita universal.

2.6. Dendrita universal de orden tres

A las dendritas las podemos clasificar de acuerdo a ciertas caracteristicas,
por ejemplo podemos clasificarlas en subfamilias de acuerdo al orden maxi-
mo de sus puntos de ramificaciéon. En la seccién anterior se construyd una
dendrita universal para la familia de todas las dendritas, ahora, veremos que
se puede construir una dendrita universal para cada una de las subfamilias
de las dendritas mencionadas. En esta seccién se dard la construccién de
una dendrita que es universal para la familia de las dendritas tales que sus
puntos de ramificacion tienen orden menor o igual a tres. Notemos que la
construccién es similar a la hecha en la seccién anterior.
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Ejemplo 2.47. Fijémonos en la familia de dendritas que tienen puntos de
ramificacion de orden menor o igual a tres, daremos la construccion de una
dendrita universal para esta familia llamada dendrita universal de orden 3.

Considere un triédo tal que sus arcos R; con i € {1,2,3} son de igual
medida.

Sea D1 = U?:l Rz

Paso 1.

Fijémonos en el punto medio z; de los arcos R; y forme un arco S;

de tal manera que los arcos S; son disjuntos entre si, para ¢ € {1,2,3}, y

Sea DQ = U?:l(sl U Rl)
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Paso 2.

Ahora, nos fijamos en el punto medio de cada subarco de R; y en el pun-
to medio de cada arco S; y trazamos nuevos arcos 7; de tal manera que son
disjuntos entre si y la interseccion de cada T; con cada subarco de R; y cada
S; es exactamente el punto medio de donde parte el arco.

Sea Dy = U7, (R; U S)] U UL, 7o)

Paso 3.

Siguiendo con esta construccién formemos D4 como se da en la siguiente
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figura.

]
N

||
s

Paso 4.

Afirmamos que para cada entero positivo n puedemos construir D,,. Con-
sideremos D, = Uzozl D,,, ésta es una dendrita universal de orden tres.

Asi como se hizo la anterior construccién, podemos obtener una dendrita
universal de orden n, para n un entero positivo. Tome en cuenta que la
dendrita universal de orden n es universal para la familia de las dendritas
cuyos puntos de ramificacién son de orden menor o igual que n.
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2.7. Dendrita de Gemahn

Con el siguiente proceso construiremos la dendrita de Gemahn y la de-
notamos por G3. Esta dendrita tiene como puntos extremos el conjunto de
Cantor y todos sus puntos de ramificacién tienen orden 3, por lo que es-
ta dendrita tiene una copia topoldgica en la dendrita universal de orden 3.
También se puede hacer la construccion de las dendritas G,,, para n > 3.

Realizemos los cuatro primeros pasos para la construccion de Gj.

Paso 1: Sea D; la unién de los segmentos de recta que unen el punto
(1/2,1) con los puntos extremos (0,0) y (1,0) del conjunto de Cantor.

Paso 1.

Paso 2: Ahora, sean = y y los puntos medios de los dos segmentos de D,
y trazemos los segmentos (1/3,0) a x y (2/3,0) a .
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Paso 2.

Paso 3: Para construir D3 nos fijamos en los puntos medios x; y y; de
los segmentos formados en el paso anterior y también los puntos medios x5
y y2 de los segmentos (0,0) y (1/3,0), respectivamente. Unimos Dy con los
segmentos rectilineos que van de 21 a (1/9,0), de y; a (2/9,0), de 25 a (7/9,0)
y de yo a (8/9,0) para obtener Dj

Paso 3.
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En el paso n, D, se construye a partir de D,,_; de forma similar, to-
mando siempre como puntos extremos los elementos del conjunto de Cantor.
Definamos G3 = U,enD,, como la dendrita de Gemahn.
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