BENEMERITA UNIVERSIDAD

AUTONOMA DE PUEBLA
FACULTAD DE CIENCIAS FiSICO
MATEMATICAS

Solucién del problema inverso de la tomografia de
capacitancias, para un fluido bifasico con una inclusion
circular

TESIS PARA OBTENER EL TITULO DE LICENCIADO EN
MATEMATICAS APLICADAS
Autor: AURELIO REYES MORA
Director de tesis: DR. ANDRES FRAGUELA COLLAR

Codirector de tesis: DR. EMMANUEL ABDIAS ROMANO
CASTILLO

Tesis realizada con el apoyo econémico del proyecto PRODEP, clave
UTMIX-PTC-068
7 de agosto de 2020



DEDICATORIA

En especial para mi familia



AGRADECIMIENTO

A mi familia por su apoyo incondicional a lo largo de la carrera, por sus
consejos, observaciones, &nimos y en especial a mi hermana la DRA.
SILVIA REYES MORA, también quiero agradecer al DR. ANDRES
FRAGUELA COLLAR por su apoyo por dirigir este trabajo de tesis, al
DR. EMMANUEL ABDIAS ROMANO CASTILLO por su ayuda
brindada durante este proceso.



INDICE

RESUMEN . . ... ... . .

1. Introduccion

1.1.
1.2.

Tomografia de Capacitancia Eléctrica . . . . . ... ...
Modelado matematicodelaTCE . . . . .. ... ... ..
1.2.1. Deduccién de la ecuacién div (eVV)=0 . . . . .
1.2.2. Deduccion de las condiciones en la frontera . . . .
1.2.3. El modelo y planteamiento del problema . . . . .
1.24. Marcotedrico . . . . . . . . . .. ...

II. Formulacion débil del problema inverso

2.1.

2.2.
2.3.

Conceptos bdsicos . . . . . .. .. ... ... ...
2.1.1. Algunas definicionesde laFisica. . . . . . .. ..
2.1.2. Algunos conceptos de Andlisis funcional . . . . .
2.1.3. Espaciosde Sobolev . . . .. ... .. ......
Formulacién débil del problema de contorno en §2; U €2y

Planteamiento débil del problema inversoen £2; . . . . . .

I11.Solucion del problema inverso

3.1.
3.2

3.3.
3.4.

3.5.

Informacién a priori sobre la solucién . . . . . .. .. ..
Solucién del problema en término de la condicion de irro-
tacionalidad . . . . ... ... Lo oL
Aproximacion de la solucién del problema inverso
Solucién del problema inverso cuando se tiene una inclu-
siéncircular . . . ... Lo
Experimentos numéricos . . . . . . ... .. .. ... ..

27
27
28
29
32
33
36

38
38

39
43



RESUMEN

En esta tesis se presenta un modelo matematico para la tomografia de
capacitancia eléctrica y se estudia la deduccion del mismo. Posteriormen-
te se plantea el problema inverso de identificacion de la permitividad, en
término de la solucion débil de un problema de contorno. Se propone un
método para resolver el problema inverso, para el caso que se tiene un flui-
do compuesto por dos fases, cada una con permitividad diferente y en la
que una de ellas es una inclusioén circular.

Este método de solucién propuesto, se basa fuertemente en el cono-
cimiento de valores de permitividad en ciertos puntos en el interior de la
region de estudio, los cuales se obtienen en una tesis doctoral en curso a
partir del conocimiento de las capacitancias mutuas. Por lo que, a partir la
aproximacion a esos datos, se obtiene la reconstruccion de la permitividad
dentro de la region de estudio.



Capitulo I

Introduccion

La produccién de un pozo petrolero es una mezcla compleja que con-
tiene principalmente aceite, agua y gas, cuya medicién implica grandes
dificultades. Existe un método tradicional para realizar la medicién, que
consiste en separar la mezcla en sus tres componentes, los cuales se miden
independientemente usando métodos convencionales de medicion de flu-
jo monofésico, como placa de orificio para el gas y turbina para el aceite.
Estos métodos, tienen la desventaja de que los separadores trifasicos reque-
ridos son excesivamente voluminosos, tienen un alto costo de instalacion
y necesitan una atencién considerable para su operacion y mantenimien-
to. Por lo tanto, se necesita contar con un medidor de flujo multifdsico
relativamente simple, que permita medir directamente cada componente
sin necesidad de efectuar la separacion de la mezcla. El medidor de flujo

multifasico ideal tendria, entre otras, las siguientes caracteristicas:

1. No invasor, para evitar caidas de presion y la erosion del sensor.



2. Respuesta inmediata, para proporcionar una retroalimentacion ins-

tantanea al operador de produccion.

3. Medicion en linea, para evitar problemas de representatividad de la

muestra.

4. Alta confiabilidad (sin partes mdviles) para minimizar el costo del

mantenimiento.

5. Independiente del régimen o patrén de flujo.

En los ultimos afos se han realizado grandes esfuerzos a nivel mundial
por desarrollar medidores de flujo multifdsico, y actualmente hay varios
modelos disponibles en el mercado, basados en diversos principios. Sin
embargo, ninguno de ellos ha resultado ser cien por ciento satisfactorio, y
todos presentan limitaciones son sensibles, en mayor o menor medida, a los
cambios en el régimen de flujo; la mayoria requiere que el flujo sea homo-
géneo para alcanzar una exactitud aceptable, condicién que en ocasiones
no es posible lograr, sobre todo en tuberias inclinadas u horizontales.

En el futuro, habrd una demanda creciente de medidores de flujo multifési-
co para ser instalados en el fondo marino y ain dentro de los mismos pozos.
En estos casos el régimen de flujo puede ser diferente de la mezcla homo-
génea ideal, y se ahorraria en los costos de bombeo y mantenimiento si se
pudiera prescindir de los mezcladores en linea. Para ello, los medidores de
flujo multifésico de la proxima generacidn deberdn ser independientes del

régimen de flujo.



A diferencia de los medidores actuales, cuya correcta operacion depen-
de de la distribucién de componentes en la mezcla, el empleo de técnicas
tomograficas de visualizacién de flujo permite la posibilidad de desarrollar
un nuevo tipo de medidor de flujo multifdsico conceptualmente simple,
insensible a las variaciones del régimen de flujo, y cuyas caracteristicas
se acercan mucho a las del medidor ideal. Alternativamente, la tomogra-
fia puede ser empleada como un instrumento para determinar el régimen
de flujo, y asi poder compensar los efectos del mismo en los medidores
actuales.

En términos generales, la tomografia (cuyo nombre se deriva del griego
tomos, que significa corte 0 seccidn) sirve para obtener una imagen del
corte transversal de un objeto en un plano determinado. La tomografia de
rayos X fue la primera en ser desarrollada (en la década de los setenta)
y actualmente se usa de manera rutinaria en el drea médica, asi como en
algunas aplicaciones industriales para realizar inspeccion interna de piezas
y deteccion de fallas en materiales, por ejemplo.

Posteriormente, se han venido desarrollando nuevos métodos de tomo-
grafia orientados mds bien a procesos industriales, conocidos con el nom-
bre genérico de tomografia de procesos. La finalidad de estos métodos, es
obtener una imagen de la distribucion de fases o componentes en un pro-
ceso industrial, usando Unicamente sensores externos y sin causar alguna
perturbacion en el proceso. Esto representa un modo radicalmente distinto
de obtener informacidén estructural del proceso a nivel global, a diferen-

cia de los métodos tradicionales, que se basan en el muestreo local en un



determinado nimero de puntos. El proceso puede ocurrir en un reactor o
mezcladora, en un lecho fluidizado, en el interior de un separador, o dentro
de una tuberia transportando flujo multifasico, por poner algunos ejemplos.

Existen diferentes principios y técnicas que pueden ser explotados en
la tomografia de procesos, incluyendo métodos eléctricos basados en la
medicion de impedancia, ultrasénicos, de resonancia magnética, opticos, y
a base de radiacion ionizante (rayos X o gama). En general, los métodos
de radiacion ionizante producen las imdgenes de mejor definicién, pero
son relativamente lentos. Por otro lado, los métodos eléctricos producen
imagenes de baja resolucién pero son mucho mds rdpidos, de construc-
cion robusta y de costo relativamente bajo. Particularmente en el caso de
la tomografia eléctrica, se ha dado un progreso muy notable en los ulti-
mos afos. Este tipo de tomografia tiene dos modalidades principales: la
tomografia de capacitancia y la tomografia de resistencia.

En esta tesis nos enfocamos al estudio de flujos multifasicos dieléctri-
cos con componentes no reactivas y que fluyen por una tuberia vertical, en
el que utilizaremos la Tomografia de Capacitancia Eléctrica, que a conti-

nuacién describimos.

1.1. Tomografia de Capacitancia Eléctrica

La Tomografia de Capacitancia Eléctrica (TCE) es una técnica emer-
gente dirigida a la visualizacion interna no invasiva de mezclas eléctrica-

mente no conductoras en procesos industriales como mezclado, separacion



y flujo multifasico. El principio bésico de este método consiste en colocar
un sensor que contiene un arreglo de N electrodos de deteccién contiguos
alrededor de la tuberia que transporta los fluidos en proceso, en la seccién
transversal a ser investigada. La pared de la tuberia debe ser eléctricamen-
te no conductora en la zona de los electrodos. El sensor también tiene una
cubierta exterior cilindrica de metal que lo cubre por completo, la cual se
conserva siempre a un potencial eléctrico de cero volts (se conecta a tierra).
La TCE ha sido probada recientemente para obtener imigenes en una
seccion transversal de una tuberia que contiene un fluido multifésico die-
léctrico cuyas componentes no son reactivas, con la finalidad de determinar
la distribucién de permitividades y, por lo tanto, la distribucion de las fases
que componen el fluido.
El equipo electrénico de medida proporciona los datos de las llamadas ca-
pacitancias mutuas, que se obtienen de aplicar un potencial conocido a un
electrodo, llamado “electrodo de referencia” y de medir la capacitancia
mutua de cada uno del resto de los electrodos con el electrodo de referen-
cia. Este proceso de medicion se repite cambiando el electrodo de referen-
cia entre todos los electrodos del arreglo; de modo que al final, se miden las
capacitancias mutuas entre todos los pares de electrodos posibles. Es decir,
en un sensor compuesto por NV electrodos se efectdan N (N — 1)/2 medi-
ciones de capacitancias mutuas independientes en cada registro de datos.
En la préctica, la determinacion de las cargas de los electrodos es normal-
mente hecha directamente por mediciones de las corrientes del electrodo,

y el potencial aplicado a los electrodos es en la forma de una sefal periddi-



ca de amplitud y frecuencia conocida ([3]). Las capacitancias medidas son
funciones no lineales respecto a la permitividad eléctrica relativa descono-

cida ([6]).

La computadora tiene la funcién principal de utilizar los datos obteni-
dos de las mediciones y usar un adecuado algoritmo de reconstruccion para
obtener una imagen de la distribucion de las permitividades de la seccién
transversal determinada por el anillo de electrodos.

Cuando la tuberia estd compuesta de un material dieléctrico y a su al-
rededor se coloca un arreglo de electrodos que actian como superficies
equipotenciales, fijando uno de ellos como referencia se pueden medir las
capacitancias mutuas entre dicho electrodo y los restantes. Para un electro-
do arbitrario j denotemos mediante C;; la capacitancia mutua entre dicho
electrodo y el electrodo de referencia :. Entonces la relacion entre la ca-
pacitancia C;;, la distribucion de permitividades ¢(x, y) y el potencial %48
generado por el campo de desplazamiento eléctrico, puede expresarse co-

mo:

1 oV
Cij = _V/S 8(2)7(2)d87 (11)

donde S; es la superficie total del electrodo j, y V' es el potencial indu-
cido, que se considera igual a 1. A partir de la ecuacién (1.1) se obtiene
una relacién funcional entre las capacitancias mutuas C;;, medidas en el
arreglo de electrodos al variar el electrodo de referencia y la distribucion

de permitividades en la seccion transversal:



Usando esta relacion es posible desarrollar métodos alternativos a fin de
resolver el problema inverso de determinar la permitividad a través de las
mediciones de capacitancias. Sin embargo, la solucién del problema (1.2)

tiene las siguientes dificultades:
1. Esta relacion es altamente no lineal.

2. El nimero de mediciones de capacitancia independientes N (N —
1)/2, donde N es el nimero de electrodos, es mucho menor que el
orden de la discretizacion requerida para identificar la distribucién
de permitividades y de esta forma el problema discretizado estd in-

determinado, por lo cual su solucién puede no ser tnica.

3. Cualquier método que se utilice para obtener una solucion particu-
lar seria inestable, debido a que este problema de identificacion es

sensible al error en las mediciones.

De lo anterior se concluye que cualquier método que intente resolver este
problema debe considerar su no linealidad y debe brindar una solucién nu-
méricamente estable. Los métodos iterativos necesitan resolver un proble-
ma de contorno en cada iteracion, lo cual resulta en un costo computacional

elevado ([5],[6]).

1.2. Modelado matematico de la TCE

Denotamos por €2 a la regién que corresponde a una seccién transversal

de una tuberia, la cual estd conformada por la union de tres subregiones:



un circulo 2 y dos anillos concéntricos adyacentes {25 y {25.

(2, representa el interior del tubo, donde fluye la mezcla o sustancia de la
cual se intenta obtener informacién. La region (2, representa el grosor del
material del cual estd hecho el tubo, generalmente un material dieléctri-
co; la frontera interior de esta region representa la superficie interior del
tubo y la frontera exterior representa la superficie exterior del tubo. Final-
mente (13 representa la region comprendida entre la superficie exterior del
tubo y la proteccion de los electrodos, en esta region estan colocados los
N electrodos, fijos a la superficie exterior del tubo. Los electrodos al ser
muy delgados y tener huecos muy pequeios entre ellos, se pueden modelar
como superficies equipotenciales (lineas en el modelo bidimensional) que
cubren toda la frontera entre €2y y €23. La proteccion de los electrodos se
modela como una linea equipotencial en el perimetro exterior de 2. Asi la

region {2 se puede representar como:

INTERIOR DEL TUBO
£1

Figura 1.1: Corte transversal de la tuberia, que es nuestra region de estudio.

de manera que Q2 = Q; U, UQs,y
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O ={2€R?: |2| <R},
Qy={2z€R?: Ry <|z| < Ry},
Qs = {2 € R?: Ry < |2| < Rs},

Debemos considerar que el electrodo ¢-ésimo se puede describir y de-
notar por:
Si={zeR?: |z| = RQY# <arg(z) < %N}
De esta manera cuando el electrodo ¢-ésimo definido se toma como elec-
trodo de referencia, se obtienen /N — 1 mediciones de capacitancias mutuas
Cij, 1 < 3 < N, j # i; luego, al variar el electrodo de referencia ¢ con
1 < i < N, habremos efectuado un total de N(N — 1) mediciones de

capacitancia mutua. Como se cumple que Cj; = C}; entonces tendremos

N(N—-1)
2

mediciones independientes. Las capacitancias se expresan mate-

maticamente como una integral sobre la superficie del electrodo como:

ov

(@)
Cij = K/sj e(m,y)ﬁds, (1.3)

donde V) es el potencial generado en el interior de la regi6n al inducir un
potencial en la superficie del electrodo i-ésimo, €(z, y) es la permitividad
del medio, S; es la superficie del electrodo j-ésimo y K es la permitividad
del vacio. Denotemos por ¢ la permitividad relativa en la regién €2 para
k=1,2,3ypor V\(2),i=1,2,3,...,N, k = 1,2,3; al potencial produ-
cido en €2, cuando el potencial en el electrodo i estd ajustado a 1 y en los

electrodos restantes ajustado a cero.
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1.2.1. Deduccion de la ecuacion div (eVV) =0

Para nuestro problema, suponemos que el medio es homogéneo, lineal
e isotropico, suponiendo que el flujo cambia infinitesimalmente durante el
tiempo requerido para un conjunto de mediciones, y que la frecuencia del
voltaje de excitacion es tan pequefia que la correspondiente longitud de on-
da es mds grande que las dimensiones del sensor, se puede considerar un
modelo estético.
Se conoce que las leyes de Maxwell son:

—

V-D= Py, Ley de Gauss para el campo eléctrico;

—

- B = 0, Ley de Gauss para el campo magnético;

<l

VxE= —%—IE, Ley de Faraday;
VxH=J + %—?, Ley de Ampere-Maxwell;

donde:

Ees campo eléctrico, Hesel campo magnético, D es la densidad de flujo
eléctrico, B la densidad de flujo magnético, J es la densidad de corriente
eléctrica y p'es la densidad volumétrica de carga eléctrica.

Ademés D = eE, B = ,LLI’_j , J = oE; donde e, 4y o son la permitividad
eléctrica, permitividad magnética y la conductividad respectivamente.
Estamos considerando que nuestro modelo representa un modelo aislado
de cualquier campo magnético exterior, ademds también todos los elec-
trodos estdn aislados entre si para evitar induccién de campos magnéticos
entre ellos, de tal manera que de existir un campo magnético dentro del

sistema, este es tan pequefio que se puede descartar. Por ello podemos con-

siderar que V - B = 0. Como el campo E es constante, entonces su rota-
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cional es el vector cero, asi VxE = 0, ademas en caso de existir densidad
de flujo magnético esta debe ser constante y por lo tanto %—lf = 0; pues la
derivada parcial respecto a cualquier variable de un vector constante, es el
vector cero. Como D = ¢F y V x E = 0, entonces existe una funcién
potencial tal que E = —VV, por lo tanto: V - D = V - (EE) = po, luego
V- (e(=VV)) = py, por tanto —V - (eVV) = p,.

Como p, representa la densidad volumétrica de carga eléctrica al inte-
rior del tubo y en el interior hay un medio no conductor, en el cual no se
ha introducido desde el exterior carga adicional alguna, entonces la carga
libre total en todo el volumen del dieléctrico se conserva igual a cero, es
decir que p, = 0, otra forma de explicar que la divergencia dentro de la
region dieléctrica es cero, es que aunque hay cargas positivas dentro de la
region, estas estdn en reposo pues no hay electrones libres que las trans-
porten de un punto a otro dentro de la region, por lo tanto en cada punto
de la region no hay fuentes ni sumideros y de esta manera no hay densidad
de flujo eléctrico y por lo tanto la divergencia del campo eléctrico es cero
y si se induce un campo eléctrico desde fuera de la region, entonces en
cada superficie cerrada en una vecindad de cada punto la cantidad de flujo
eléctrico que entra es la misma que la que sale de la superficie. Por lo tanto

la ecuacidn que satisface el potencial eléctrico es: V - (eVV') = 0.

13



1.2.2. Deduccion de las condiciones en la frontera

Las condiciones en la frontera para los vectores de campo eléctrico, en
la zona interfacial entre dos medios pueden obtenerse aplicando la ley de
Gauss. Estos medios pueden ser dos dieléctricos con diferentes propieda-
des, un medio dieléctrico y un medio conductor o dos medios conductores.
El vacio suele considerarse como un dieléctrico de permitividad €. Debido
a que nuestra region de estudio estd conformada por medios dieléctricos,
consideremos dos medios dieléctricos en contacto con permitividades €; y
€5 respectivamente.

Supondremos que hay una densidad superficial de carga externa, a la cual
llamaremos o, que puede variar de un punto a otro en la zona interfacial.
Construyamos ahora una pequea superficie S en forma de cilindro, (ver
Figura 1.2) que corta a la zona interfacial y encierra un area AS de dicha
zona, siendo la altura del cilindro muy pequeiia comparada con el didmetro
de las bases. La carga encerrada por S es: cAS + %(Pl + p2)V,

Donde el volumen V' del cilindro es despreciablemente pequefio, de modo
que el dltimo término puede despreciarse. Aplicando la ley de Gauss a S,
vemos que

Dy - 115V S + Dy -iiuVS = 0AS = (Dy — D) s =0

en este caso D1 = ¢; El y Dy = 6252 son los desplazamientos eléctricos
en ambos medios dieléctricos.

Puesto que 77, es la normal exterior a la zona interfacial, entonces.

Dy, — Dy, = 03

en esta igualdad Dy, = D5 - 7is y D1, = Dy - i3 son las componentes nor-

14



Figura 1.2: Representacion gréfica de la interpretacion de las condiciones
de frontera del modelo.

males a la superficie interfacial de los vectores de desplazamiento eléctrico
en los medios dieléctricos. De modo que la discontinuidad en la compo-
nente normal de D estd dada por la densidad superficial de la carga externa
sobre la zona interfacial. Dicho de otra forma, si no hay carga en la zona
interfacial entre dos medios, entonces la componente normal de D es con-
tinua. Es decir D,,, — Dy = 0; lo cual nos lleva a D,,, = Dx;

y como Dy, = Dy -y y Dy,, = Dy - 1ig y ademds Dy - iy = €3 Fy - 11y =

—eVVy -1y = —g—q‘g (definicién de derivada normal), como consecuencia

v _ Ve
AT A

llegamos a €;
Debido a que el campo electrostitico £ puede obtenerse como menos el
gradiente de un potencial, la integral de linea de F - dl alrededor de cual-

quier trayectoria cerrada se anula. Apliquemos este resultado a la trayecto-
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ria rectangular ABCD de la Figura 1.2. Sobre esta trayectoria, los segmen-
tos AB y CD se consideraran iguales a Al y los segmentos AD y BC se
supondran despreciablemente pequenos. Por consiguiente Fy - Ay + Ej -
(—Al) = 0 lo cual implica que (E2 — E4) - Al = 0, donde Ey y E; son
los campos eléctricos en ambos medios. En consecuencia, el resultado es
E5 = F44; que son las componentes tangenciales de los campos eléctricos.
Demostraremos que si Fy; = F;5 Entonces 61% = 62%.

Denotemos por £ al campo eléctrico en €2 = €2; U€)y y por E; al campo E

en ()1, andlogamente por F al campo E en €2y, Como F = —ﬁgb entonces

Ey= -V y Ey=—Vy (1.4)

multiplicando por el vector normal 7ie; y €5 a (1.4) tenemos:
e By -n= —616(?1 ‘nyekly -n= —626@ -n
pero €1y = D1y e;E2 = D2 entonces
Dy, =—eiV¢1-ny Doy =~V -1
Luego
€1V -n=eVaoy-n (1.5)

pero como:

ﬁ¢ ‘nds = %ds entonces:

9P _ . 0¢2

€179, = 2%,

Por lo tanto, la componente tangencial del campo eléctrico es conti-
nua al atravesar una zona interfacial. Por lo anterior, el potencial eléctrico

Vk(i) (z), parai = 1, ..., N satisface la siguiente ecuacion:

16



dz’v(ek(z)VVk(i)) =0,paraz € Q, k=1,2,3.

1.2.3. El modelo y planteamiento del problema

Resumiendo lo analizado anteriormente, en nuestro problema la confi-
guracion de la seccidn transversal estd formada por tres circulos concén-
tricos que determinan tres regiones (2, & = 1,2,3. Dentro del circulo
interior {2; (con radio R;) se tiene un flujo multifdsico con una permitivi-
dad desconocida 1 (z), mientras que en las regiones anulares {2, y (23, con
radios exteriores [?y y 3, se tienen materiales con permitividades cons-
tantes y conocidas £5(z), £3(z). Se considera un arreglo de N (8 a 16)
electrodos contiguos S; colocados de manera equidistante sobre la super-
ficie del circulo intermedio. El potencial V) generado en esta configura-
cién por el campo de desplazamiento eléctrico, cuando los electrodos son
considerados como superficies equipotenciales con potencial igual a uno
en un electrodo de referencia ¢ y con el resto de los electrodos j, j # 1,
j €{1,..., N} conectados a tierra, tiene tres componentes Vl(i) , V;i) y V})(i)
asociadas de manera natural a cada una de las regiones (), k = 1,2, 3.

La pantalla se modela como una linea equipotencial circular, que co-
rresponde a la frontera exterior de {23, con potencial igual a cero. El mo-
delo que satisfacen los potenciales Vk(i), 1=1,2,..,. Nyk=1,2,3;esel

siguiente:

div (gl(z)vvl(i)(z)> =0, para z € €y; (1.6)

17



AVI(z) =0,  paraz € Qy; (1.7)
AV (z) =0,  paraz € Qs (1.8)

con las condiciones de continuidad de los potenciales y de las corrientes

normales:

V() = V), si |zl =Ry (1.9)
Vi(z) = 0, si |z|=Rs; (1.10)
av(l) 8‘/2(i)

e1(2) 67; (2) = e(2) I (2), si|z| =Ry (1.11)

VQ(i)(z) _ V;i)(z) _ ga(i)(z), si |z| = Ry; (1.12)

donde n; es el vector unitario exterior al circulo {z : |z| = R;},1 =1,2

y ) (2), en coordenadas polares, se define como:

0, si%+?0§9§ 7r(]iv—1)_%07
09 () = 6;§;+1, si 2”(;;7—1) b < f < 2 Nl)_f_%o’
b si EE g <0< -y
| G+l s B oL <o<T

— _ 2mw(i—1) 0o + _ 2mi 6o
donde 0; = —— + 2 y0 = — 3.
La capacitancia mutua entre el :—ésimo electrodo, considerado como

electrodo de referencia, y el j—ésimo electrodo con j # i, que de acuerdo
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ala férmula (1.1), estd dada por:

oV
Cij = /i/sj £(2) s ds, (1.13)

k es la permitividad del vacio, ny es el vector unitario normal exterior al
circulo de radio Ry, £(2) es la permitividad relativa en el interior de £2; U,
y S, es la superficie total del electrodo j—ésimo.

De la ecuacién (1.13) se puede obtener la siguiente relacion debido a
que se considera al electrodo como parte de la frontera de (25 y €23 respec-

tivamente.

8‘/'2(1)

8’/12
- +
S; S

i) g
vy ds—cU : (1.14)

ons K

€9 ds = < €3
donde S; y S;r denotan el arco S obtenido como un conjunto de pun-

tos limite de {2, y (13, respectivamente.

Para ilustrar a la funcion pontencial ¢ y a la distribucién de los electro-

dos, vamos a suponer que tenemos cuatro electrodos e inducimos el voltaje

igual a 1 en el electrodo uno y suponemos que el dngulo de separacion es

de 0y = 3.

En la Figura 1.3, mostramos la gréfica de la funcién ¢ cuando i = 1y

N =4.
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- w6 0o .
0, si T < g < %,
2000—6o si — O 0 < 0o .
(1) 0) — 2 ) 2 — — 27
() = , ,
Y T—0o
1, si 3 <0< 75
T—600—20 . w0y T+6o
\ 200 S1 2 < 0 < PR

= 1

Figura 1.3: Gréfica de ¢ (), con 6, = %.

Ahora bien observamos que la funciéon V:,,(i) se puede desacoplar en el
modelo (1.6)-(1.12), primero hallaremos una expresion para V;i) en 23y
como es arménica y de periodo 27, entonces representamos a () (#) como

un desarrollo en serie de Fourier de la forma:

o0

sy - A ; ;
0D () = 70 + Z{A,(C)(Qo)coské’ + B,g)(ﬁo)senkg},
k=1

donde
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A 1 [?
AW (gy) = —/ 0@ (0)coskddd, k = 0,1,2, ...
0

™

) 1 21 )
B (8y) = = /0 0 (0)senkfdf, k = 1,2,3, ...

S6lo para ilustrar, calcularemos A{ () :

(=) — (+) (+)
) 1 0; 0 — 0( ) 05 JSRENN 9(+) )
A9 (g :—/ i 4 1)df / do / i 1do|
o (0o) - [ 95_)790( G +1)df + - + 0 ( 5 +1)
L[1 (0260 (-)g(0i” ) _ o)
T or {00 ( 3 ot gy ~ O Ol g, ) O =0 T

()
_ 2 |% ot 0
2 ’9(“ + ol
K3

1
k(e

0 46— M ,

|
> J = e 8]
. [\DI
5
| I

Andlogamente, se puede ver que:

) i k6
A(Z)(e ) — 2512)33"%

k 0 k270o

. (i) kb

(i) _ 20y sen—"
Bk (00) - k270,
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Al sustituir los valores en ¢ () podemos calcular explicitamente la

expresion en serie de Fourier de ¥ (6):

. 9 00 92 k90 ) (2) k6o
’) N + Z { Bk ey 2_coskl + ﬂsenkﬂ} (1.15)

1 kzﬂ'@() k27ﬂ90
donde
(7)) 2%k 2m(i—1)k () 2r(i—1)k 2kmi
PR Sen—— N Sen—N y Oék = COS—N COS_N

Una vez conociendo a ¥ (), resolveremos el problema de contorno:

Avg(i)(z) = 0en Q3.

@ 0, st r = Rs;
Vo) ={ (1.16)
©(0), si r=Ry.

Debido a que v;f“ satisface AVB@ = 0 en ()3, entonces buscamos la

funcion arménica V})(i) (r,0) en el anillo en la forma:

Vg@)(r,ﬁ) = a(()i)—l—b((f)lnr

+ [(a,(f)rk + b,(:)rk> coskb + <c,(f)rk + d,(f)rk) senk@]
k=1

que ademds cumpla con las condiciones de contorno (1.16). Por lo ante-

rior en las fronteras |z| = Ry y |2| = R3 deben cumplirse las siguientes
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relaciones:

a(()i) + b(()i)lnRg
a(()i) + b(()i)lnRQ
al) RE + 0\ Ry "
o)) RS + b Ry *
'Ry + dY Ry

o RE + d Ry*

= 0
1
N;
0;

2518)3671%

k‘271'90 ’
0;
2a,§i)sen@

2
l{f271'90

Asi tenemos un sistema de 6 ecuaciones con 6 incégnitas que al resol-

verlo obtenemos que:

(4) 1 lnR3

a = ——F
0 N lng—;”
. 1

by, = ———,
0 Nin%2

a(i) = —_2 Sen
k k270,

@ _ 2

bk: = mSen

c(i) = —_2 sen
k k270,

@ _ 2

dk = ]{:2—7%8671

2 R R¥

ko R

(@)
R%kﬁk )

2 R -

kb RER2

B,
kb,

RS 0

B e 1 0]
2k 2k k0

k6o RER3"

o R ROk

Al sustituir los coeficientes en la ecuacion se llega a una expresion para la
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funcién arménica Vi (r, 6).

V3( )(7’, 0) = ——= mlnr
N Ing? Ning?
S (@ 2 ) R2R2k ok R} k
—|—Zﬁk Ry sin 5 (R% R% — i _ngr cos k6

k@o i R% —k RS EY .
+ Z k:27r00 9 (W - mr sin k6,
donde

2kmi 2km(i — 1) () 2rk(i — 1) 2k
—Sen—— Y Q) = 05— — COS—

6,(;) = sen

Esto nos permite obtener el valor del lado derecho de la ecuacion (1.14),
ya que también conocemos los valores de las capacitancias mutuas Cj;
medidos experimentalmente. Por tal razon, a estos valores conocidos los

denotamos por:

luego, de la ecuacion (1.14) se cumple:

vy
ch 252/ 652 ds. (1.17)

i

En adelante, nos referiremos a ¢;; como “capacitancias mutuas modifi-

cadas”.
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Como ya hemos calculado al potencial Vg(i), el problema (1.6)-(1.12)

se reduce al problema de contorno siguiente:
div <sl(z)VV1(i)(z)> =0, para z € ()y; (1.18)

AI/Q(i)(z) =0, para z € {)y; (1.19)

con condiciones de continuidad de los potenciales y de las corrientes nor-

males en 1?; y con condicion de Dirichlet en Ro:

‘/2(1')(2,) - @(i)(2)7 si |z] = Ry; (1.21)
aVl(z') 8‘/2(2‘)

e1(2) on, (2) = eaz) ony (2), si |z] = Ry; (1.22)

donde n; es el vector unitario exterior al circulo {z : |z| = R}y ¢ (2),
es la funcién que describe el potencial inducido en los electrodos.

El problema directo consiste en calcular a la solucién Vl(i) (2)y VQ(i) (2)
del problema con valores en la frontera (1.18)-(1.22), a partir del conoci-
miento de la permitividad £;(z); el problema directo es un problema bien
planteado en el sentido de Hadamard y es numéricamente estable ([7]).

El problema inverso consiste en determinar aproximadamente el valor
de £1(z) usando el modelo (1.18)-(1.22), a partir de los N (N — 1)/2 valo-
res ¢;; de las capacitancias mutuas modificadas, donde i, j = 1,2, ..., N
con ; < j. Se puede ver que el problema inverso es mal planteado en sen-

tido de Hadamard ([6]).
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Se debe resaltar que aunque las hipétesis basicas de trabajo estan orienta-
das a resolver un problema de la industria petrolera, este problema tiene

muchas otras aplicaciones dentro de la tomografia de procesos.

1.2.4. Marco teorico

En [7], se encuentra la solucién del problema directo para el caso de
un fluido bifédsico anular. En [8] se encuentra la solucién del problema
directo para cuando se tiene un medio dieléctrico bifasico, cuando una de
las dos fases no necesariamente pasa por el centro del ducto; esta solucion
se da explicitamente en forma de serie de Fourier. En [4], se expone un
planteamiento para detectar el tamafio minimo de una inhomogeneidad en
un medio bifésico.

En [6] se describe un método para resolver el problema inverso; este
método no es iterativo y consiste en desacoplar el problema original en
cinco problemas de menor complejidad. Sin embargo, los autores no pre-

v

sentan la forma explicita para la aproximacion de —2—.
"2

En este trabajo de tesis resolvemos el problema inverso de identificacion
de ¢(z,y) a partir del conocimiento de datos de permitividad eléctrica en
el interior de la regidn de estudio; los cuales son aproximaciones obtenidas
a partir de la formulacién débil y de informacion a priori sobre el campo

generado en la regién donde pasa el flujo.

26



Capitulo 11

Formulacion débil del problema

inverso

En este capitulo vamos a hacer la formulacién débil del problema in-
verso que resolveremos en la tesis; para ello vamos a exponer algunas defi-
niciones y teoremas principales que son necesarios para obtener la formu-

lacién débil del problema.

2.1. Conceptos basicos

En esta seccidn vamos a citar algunas definiciones, teoremas e inclusive
algunos ejemplos de la teoria que serd necesaria para desarrollar la tesis.
Primero describiremos algunos conceptos de la Fisica y posteriormente
algunos conceptos de matematicas.

Comenzaremos con algunos conceptos de la Fisica, que intervienen en el

problema de la TCE; fueron tomados de [2].
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2.1.1. Algunas definiciones de la Fisica

Medio Isétropo: Objeto o sustancia que tiene una propiedad o carac-

teristica fisica medible, la cual tiene el mismo valor cuando se mide en
cualquier direccion a partir de un punto (localmente). En el caso del mo-
delo de TCE, el medio en el cual se hacen las mediciones es heterogéneo;
y la caracteristica a medir es la permitividad eléctrica e. La permitividad
depende del punto en el que se hace la medicién, pero como las sustancias
presentes en el medio no se mezclan completamente, se puede considerar
que localmente nuestro medio es isétropo; asi que al ubicarnos en un punto
y medir la permitividad, ésta tendrd el mismo valor en cualquier direccion
en una vecindad pequefia del punto.
Medio homogéneo: Medio o sustancia con las mismas propiedades fisi-
cas y quimicas en cualquier punto. En nuestro caso cuando la permitividad
no depende del punto de posicion, el medio es homogéneo. En la mayo-
ria de los casos, los materiales usados para la experimentacién muestran
no homogeneidad muy pequefia, por lo que se les da el tratamiento como
materiales homogéneos. La atmésfera es un ejemplo de medio no homo-
géneo, ya que su permitividad varia con la altitud. Nuevamente en nuestro
caso, aunque dentro del modelo hay un medio heterogéneo, las sustancias
no se mezclan completamente, por lo tanto consideraremos que de manera
local nuestro medio se comporta como un medio homogéneo. Es decir que
la permitividad no cambia de un punto a otro en una vecindad, excepto tal
vez en la frontera de dicha vecindad.

Medio lineal: Un medio lineal es aquel en que se mantiene la propor-
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cionalidad causa- efecto entre dos magnitudes relacionadas por una carac-
teristica fisica. Los materiales en los cuales sus pardmetros constitutivos
€, 14y 0 no estdn en funcién de la intensidad del campo eléctrico, magné-
tico, o de ambos (bianisotrépicos) se conocen como lineales. En el caso
contrario se conocen como no lineales. En un medio lineal, la relacién
entre el campo eléctrico E y la densidad de flujo eléctrico B y también
entre el campo magnético ﬁ y la densidad de flujo magnético ﬁ es lineal.
Un material dieléctrico en el que se aplica B = eﬁ es lineal si la densi-
dad de campo eléctrico B varia linealmente con la intensidad del campo
E, y no lineal en caso contrario. La permitividad y la permeabilidad son
escalares cuando las cargas estdn en medios homogéneos e isétropos. En
medios is6tropos y heterogéneos, en los cuales las sustancias o materiales
no se mezclan completamente, la permitividad y la permeabilidad atn si-
guen siendo escalares, aunque dependen de la posicion, pues la regién de
interés puede dividirse en subregiones, en cada una de las cuales el medio

puede considerarse homogéneo.

2.1.2. Algunos conceptos de Analisis funcional

Debido a que trabajaremos con el espacio de Sobolev H'(€2), vamos a
citar algunas definiciones y resultados principales que nos permitirdn defi-
nir y trabajar con estos espacios que intervienen en la soluciéon de nuestro

problema. Estas definiciones y teoremas fueron tomados de [10].

Definicion 1. (Producto Escalar, Espacio Pre-Hilbert). Sea X un espacio

vectorial sobre el campo K= R o K = C. Un producto escalar o producto
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interno es una funcion

(,): XxX =K,

con las siguientes propiedades:

i) (x+y,2)=(x,2)+(y,2), Va,y,z € X,
i) (ax,y) = a(z,y), Ve,ye X,a € K,

(
(
(#1) (z,y) =
(
(v

y,x), Va,y e X,
) (z,x) € R, (z,x) >0,Vz € X,
) (x,z) >0, six#0.
Un espacio vectorial X sobre K con producto interno (-, ) es llamado es-

pacio pre-Hilbert sobre K.

Las siguientes propiedades son una consecuencia de la Definicién 1:
(vi) (z,y +2) = (z,9) + (2,2), V5,2 € X,

(vii) (z,ay) = a(x,y), Vr,y € X;a € K.

Definicion 2. Sea X un espacio vectorial sobre el campo K= R o K= C.

Una norma sobre X es una funcion

l-1: X =R
con las siguientes propiedades:
(2) ||z]| > 0, Vx € X, = # 0;
(17) ||azx|| = |a ||z]], V2 € X,a € K;

(@) [|z + yll < l[ +[lyll, Y,y € X.
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Un espacio vectorial X sobre K con norma || - || es llamado espacio
normado sobre K.
La propiedad (7i7) es llamada desigualdad del tridngulo, que aplicdndola a
las identidades x = (x — y) + y , vy = (y — =) + z produce la segunda
desigualdad triangular ||z — y|| < |||z]| — [|y|||. V =,y € X.
Antes de continuar con mds definiciones, vamos a dar un ejemplo de un

espacio normado y Pre-Hilbert.

Ejemplo 1. El espacio Cla,b] (funciones continuas sobre [a,b]) es un es-

pacio pre-Hilbert sobre R con producto interno:

(x,y) ::/ z(t)y(t)dt, =,y € Cla,b].

Ademads, es un espacio normado con la norma dada por:

2] := /(z, 2) = /[ |=(t)]2dt, V& € Cla,b).

Definicion 3. (Espacio de Banach, Espacio de Hilbert).
Un espacio normado X sobre K es llamado completo o espacio de Banach
si cada sucesion de Cauchy converge en X. Un espacio completo pre-

Hilbert es llamado espacio de Hilbert.

El espacio de C" y R" son espacios de Hilbert con respecto a su pro-

ducto interno candnico.

Ejemplo 2. L? dotado del producto interno (f, g) = [ fg dp, es un espa-

cio de Hilbert.
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Definicion 4. (Sistema ortogonal) Un conjunto contable de elementos

A={z, -k =1,2,3,...} es llamado un sistema ortonormal si:

(@) (zr,25) =0, YV k # j,
(i) ||zk]| = 1, V k € N.

El conjunto A es llamado sistema ortonormal completo o sistema orto-

normal maximal si B C A, para todo conjunto ortonormal B con A # B.

2.1.3. Espacios de Sobolev
Definicion de los espacios de Sobolev

Definicion 5. Sea I C R* un intervalo abiertoy seap € Rcon1 < p <

0o, definimos el espacio de Sobolev W1?(I) por:

WYP(I) .= {u € LP(I):3g € LP(I) tal que/wp, = —/g(p Vo € CHI)}
T I

donde C!(I) es el espacio de las funciones de clase C' y de soporte com-
pacto. En particular, H*(I) := W12(I) .

Dado u € W2(I), a la funcién g dada en las condiciones de la Defini-
cion, la llamaremos derivada débil de u y denotaremos por g = u'. A las

funciones  se les suele llamar funciones test.

Lema 6. (Linealidad de la derivada débil) Sean u,v € W'P(I)y c € R,

entonces
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(u+cv) =u +cv'.
WP esta dotado de la norma
[lullws = lullze + 1] o
0 a veces, si 1 # p # oo, con la norma equivalente (||ul[5, + ||u'|[%,)"/".
El espacio H'(I) esta dotado del producto escalar
(u,v) g = (u,v) 2 = [, (w + u'v')

con la norma asociada

1/2 1/2

allz = (u ) e + (u'yu') ) 7 = ([l + |u]172)

Finalizamos el capitulo con el planteamiento del problema inverso a

resolver.

2.2. Formulacion débil del problema de contorno

cn Ql UQQ

Comenzamos planteando la formulacién débil del problema de con-
torno (1.18)-(1.22), para posteriormente incorporar las capacitancias mu-
tuas modificadas.

A partir de las ecuaciones (1.18) y (1.19), podemos escribir:
div (e(2)VV@(2)) =0,  para z € Qi UQy;

donde (2) = &1(2) en O, £(2) = e2(2) en o, VO (2) = V,7(2) en

Oy VO(2) = V49(2) en Q. Al multiplicar por cualquier funcién V €
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HY (2, U Q) tal que V(2) = Vi(z2) para z € Oy y V(z) = Vi(z) para

z € ()5 e integrar sobre €21 U {25, obtenemos:

0 = / div(e(2)VV ) Vdz;
Q1UQ9

que en términos de V;, Vs, Vl(i) y ‘/'Q(i) y, la identidad div(fF) =

fdivF + F'V f se expresa por:

0 — / div(e1(2)VVV)dz — / e1(2)VV IV Vidz +
951

951

£ / div(VVyVa)dz — / e VVI W Vadz.
Qg QQ

Aplicamos el teorema de la divergencia a la primera y tercera integral

y obtenemos:

oVt A
0 = / er(2)Vi—=L—ds — / e (2)VV I VVidz +
|z|=R1 ony 0

8v(i) ]
£ / Vo——2—ds — &y / VOV Vada.
0% ony Qs

Como 0y = {z: |z| = R1} U{z: |z| = R»}, al descomponer la ter-

cera integral en dos integrales obtenemos:
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oVt A v,
0 = / er(2)V =2 ds—/ el(z)vm“)vmz+sg/ Vo—2—ds
|z|=R1 ony o |z|=R2 ony
ov," »
—52/ V2 ds—SQ/ VIV Vada. 2.1)
|z|=R1 ony Q2

Por las condiciones de compatibilidad en |z| = Ry, y dadas en la ecua-

cion (1.22), se cumple lo siguiente:

oV oV
/ e1(2)Vi—=2—ds — 52/ Vi—2—ds =0, (2.2)
S 0 B

ni ni

Sustituyendo (2.2) en (2.1), obtenemos la relacién integral:

vy » »
= / Vo—2—ds = / e (2)VVIVVidz + 29 / YV Vadz.
|z|=Ro ongy N Qo

De lo anterior, formulamos la definicion de solucién débil del problema de

contorno (1.18)-(1.22) como sigue:

Definicion 7. La pareja de funciones V(i), Vz(i) es la solucion débil del

problema (1.18)-(1.22), si se cumplen las tres condiciones siguientes:
1. Vi(2) = o (2) para z € {z : |2| = Ry}
2. Vl(i)(z) = ‘/'Q(i)(z) para z € {z : |z| = R1};
3. para todo par de funciones Vi € H*(Qy), Vo € H'(Qy) tales que:

Vi(z) = Va(z) para z € {z : |z| = Ry}, se cumple la igualdad:
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ds.

- vy
YV Vadz = e, / Vy—2
=R, ON2

/ e (2)VV IV Vidz + &4 /
1951

Qo

(2.3)

Observacion 8. Notese que la segunda condicion en la definicion ante-
rior implica que si V"' pertenece a H' () y V) pertenece a H'(€2),
entonces la funcién V@ construida “pegando” a Vl(i) y VQU), pertenece a

H' (U Q).

2.3. Planteamiento débil del problema inverso
en Ql

En [9] se puede ver que este problema se puede reducir a un problema
s6lo en (2 en lugar de €2; U (25. En esta tesis vamos a resolver el problema
a partir de este planteamiento reducido.

Denotemos mediante:
L£3(N) = {e1(z) € L*() : Existe M > 0, tal que &1(z) > M,c.den Q}

y sea

) avl(i)
! 8711

E() == ei(z) € L2(Sy) : ‘ < eaMy,

L?(|z|=R1) L?(|z|=Rz)
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Entonces el problema inverso consiste en identificar la funcién €, (z) en la clase £,(£2;),

que satisface simultdneamente /N problemas de tipo Calderén:

div <51(2)V%(i)(z)) = 0, para z € {y; (2.4)
(i)

SOD() = U0, pra e =R @9
1

V() = o9(2), para z € {|z| = R }; (2.6)

parai = 1,2, ..., N y donde la funcién () es ortogonal a las constantes en L?(|z| = R;)
y consta de un niimero finito de coeficientes de Fourier <\If(') \II£L)2> conn=1,2 .. %,

n,1»

que satisfacen el sistema de ecuaciones algebraicas:

N

(P (whal) +0lha0) } = 72 LY (o (e + 8950)}, @
n=1

[M]=

n=1

y la funcién ®* estd definida mediante:

- <&>”
o L _\R)

(B)" -1 |
’ <w(l) cosnf + wff,)z sin n9) . (2.8)

n,1l

37




Capitulo I11

Solucion del problema inverso

3.1. Informacion a priori sobre la solucion

En el capitulo anterior, obtuvimos el planteamiento final del proble-
ma inverso, en el que la condicion de Neumann dada por U satisface
restricciones adicionales.

En este capitulo vamos a resolver el problema inverso utilizando infor-
macion a priori sobre la solucion; esta informacién a priori, es informacion
que tenemos acerca de la solucién. En nuestro caso, lo que sabemos acerca
de la solucion es que el flujo no forma vortices en su paso por la tuberia, al
momento de la extraccion; es decir, la informacién a priori acerca de la so-
lucion es que la funcioén €, satisface rot <51 vvf“) = (. Asi, denotamos y

definimos a la clase de funciones en la que buscaremos a la solucién como:
() = {61 € &.() :e1>0,rot (51V‘/1(i)> = 0} ’
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donde £,(2;) se ha definido anteriormente y estd dado por:

an(i)

U

avl(i)

5*(Q1) = 61(2) S LQ(Ql) : 1 anl

< M,

— I

L%(|z|=R2)

€

<&My
L2(|z|=R1)

y donde M; y M, son constantes que se definen en término del error del
equipo de medicién, el nimero de electrodos, los radios de las tuberias y
su grosor y de la separacion entre cada dos electrodos consecutivos.

En este capitulo plantearemos un método de solucién al problema inver-
so y; resolvemos el problema para el caso en que se tiene una inclusién

circular. Ademads presentaremos la implementacién numérica.

3.2. Solucion del problema en término de la con-
dicion de irrotacionalidad

Como estamos buscando a la solucion en la clase de funciones & (€;),
entonces €1 y Vl(i) satisfacen la llamada condicién de irrotacionalidad, que

estd dada por:

rot (51V‘/1(i)> —0, en Q. 3.1)

A partir de la condicion de irrotacionalidad (3.1), se puede obtener la ecua-

cién equivalente:

0219V _ 951 OV"
or 0Oy dy Ox

=0, en Qy, (3.2)
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que utilizaremos mads adelante. Pero la misma condicién de irrotacionali-

dad garantiza la existencia de una funcién Wl(i) (2), que satisface:
e VvV (2) = VW (2), para z € Q, (3.3)

Como:

VW) = aVV(z2),2 € Q,
entonces
VWl(i) ‘ny(z) = elvvl“’ ‘ny(2),z € 08y

de donde se sigue que:

ow v
8711 (Z) - 8n1

(Z), A 891

por tanto

i) .
M (2) = e20D(2), 2 € O

on1

Por otro lado, debido a que:

YWz = VV(2),z €M,
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al aplicar divergencia en ambos lados de la igualdad tenemos:
V-V () = V.-V (z) =0,

luego, para Wl(i) obtenemos que:
AW (z) = 0.

y, por lo tanto, de las ecuaciones (2.4)-(2.5) se obtiene el planteamiento del

problema para Wl(i):
AWP(z) = 0, para z € Q; (3.4)
aw(i) ‘
L = 5, 09(2), para z € {|z| = R,}. (3.5)
877,1

Este problema tiene solucién que se puede escribir en la forma:
Wl(i) (r,0) = Z r" (a,(f) cos nf + b sin nf) (3.6)
n=1

donde aﬁf ) y bg ) se determinan de la condicién de contorno (3.5), y son:

ay” = n—17 bn = n—1"
nRy nRy

(3.7)

Al sustituir los coeficientes de Fourier en la soluciéon (3.6) obtenemos:

- E () (s ) o
n=1

A partir del planteamiento del problema inverso, para aplicaciones prac-
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ticas utilizaremos la aproximacién a Wl(l) (r,0), siguiente:

Wl(i) (r,0) ~

S
I Mw\z
I

R " ; ;
2 (L) (@/1?1 cosnf + 1/12)2 sin n@) .39
n Ry ’ ’

Ahora bien, con el conocimiento de Wl(i) (x,y) y a partir de la ecuacién
dada en (3.3) se deduce que:

ow? ov?  aw®  oavl)

9r Y og Y oy — oy’

(3.10)

y en consecuencia, al multiplicar por €; a ambos lados de la ecuacion

(3.2), esta ecuacion se escribe como:

Oz OW," _ Oz, OW"

— =0 Q 3.11
ox Oy oy Ox » ER G-11)
que en coordenadas polares equivale a:
der OWD ey oW
— — =0, en (). (3.12)

or 00 00 or

La ecuacién (3.11) es una ecuacion para €; en términos de la funcién co-
nocida Wl(l). Por el método de las caracteristicas se puede ver que todas las

soluciones de la ecuacién (3.11) se escriben como:

e1(e,y) = GO (W) (3.13)

Un problema abierto que consiste en encontrar una forma de G,
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Por ello, en lo que sigue, vamos a suponer que conocemos a la funcién

el (Wl(l) (2, yk)>, en algunos puntos (T, yx)-

3.3. Aproximacion de la solucién del problema
inverso

Notemos que a partir de la ecuacion (3.13), obtenemos s6lo una fun-
cién g1 y varias expresiones que dependen de i. Por ello para cada 1 fijo;
resolveremos un problema de optimizacién para aproximar a la solucién

€1, suponiendo que es de la forma:

L

er= it (3.14)

Jj=1

donde Egj ) denota la permitividad de una componente circular, contenida
en la regioén €2y; L el nimero maximo de componentes que pueden ser
detectables por el equipo de medicion y, a; son constantes distintas de
cero.

Como se espera que la permitividad sea constante en cada componente
circular, proponemos que las funciones 59 ) sean funciones gausianas, con
centro en (x;,y;) y radio r;, que fuera del circulo toman un valor constante

b, y su altura méxima es a;. En este sentido, vamos a considerar que la

funcién e, (z, y), es de la forma:

ewy) = 3 ase ((ﬁ—mj)Qﬂ;(y—ij) b

J=1



donde ¢, es una de estas funciones gausianas ', como por ejemplo:

_(@%+y?)

e 22, siz? 4y < R%

€0 (.T, y) =
0, si 2?4 y? > R
donde ¢ > —1, ¢ # 0y R es una constante positiva. Asi, el problema de

optimizacién que resolveremos es:

2

, (3.16)
La(|z|<R1)

-

min E ‘
aj7b’mj7yj7rj i=1

donde N es el nimero de electrodos y las incognitas a;, b, x;, y;, 7}, satis-

facen las siguientes restricciones:

b = &%, donde c* es constante; (3.17)

Jri+ i+ < Ry (3.18)
Emin < b < Emags (3.19)

0<éemin < a; < Emazs (3.20)

0< Foin < 7 3.21)

La condicién (3.17) significa que la permitividad toma un valor £* cons-

'Esta funcién se puede obtener al considerar a la curva gaussiana c(t) en el plano yz,
dada por:

2

c(t) = (t,efzt?) , —R<t<R;

donde ¢ > —1, ¢ # 0y rotarla sobre el eje z. Obtenemos la forma paramétrica de la
superficie:

+2
x=tcosf, y=tsinf, z=e 22; donde0 < <7, —Ry <t<R;. (3.15
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tante fuera de cada inclusion
La condicioén (3.18) significa que toda inclusidon debe estar contenida en el

circulo de radio R; y que a lo mds puede ser tangente a este.

Las condiciones (3.19) y (3.20) significan que la permitividad b esta
acotada por €, ¥ €maz ¥ 1a condicién (3.21) significa que el radio de cada
inclusion r; debe ser mayor que 7,,,;, donde 7,,,;,, €s el radio de la inclusion
mads pequeia que puede detectarse por el equipo de medicidn.

Observamos que las ecuaciones (3.18) y (3.21), determinan que la re-
gién en forma de un cono truncado, que es un conjunto compacto y, las
ecuaciones (3.17), (3.19) y (3.20), determinan que la region es un paralele-
pipedo, que es un conjunto compacto. Como el producto cruz de conjuntos
compactos es compacto, se tiene que la regién es un conjunto compacto;
esto significa que existe el minimo del funcional.

Ahora bien, en lo que sigue vamos a buscar una forma explicita del
funcional, en el que aparezcan las incognitas a optimizar.

Como se cumple:

Sle-comOf, = 3 (e - GO e - GO )

=1 =1

N N
“Soiene) — 23 (e o) + 3o
i=1

=1

Lo(|= |<R1)

El dltimo sumando se puede calcular aparte ya que no depende de ¢;.
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El primer sumando se desarrolla como sigue:

v Z < ((x - >+ (v - W) o, ((x - >+ (v - yz)2> +b>

l,j=1

. ZL: v <EO ((x —x]-)Z;; (y—yj)Q) . ((:c —:cz)2;l; (y—yz)2)>

Lj=1

L — )2 )2
+N7rR%b2+2NbZajal<5o((m i) —Z<y y]))71>

l,j=1

Como <€0 <w) , €0 (M)> = 0 paraj 7£ l’ enton-
J

T 7‘2
/ l
ces:
- - —7r.)2 2 2
Y ena)=NY d? 60((:1: 7)) t(y yj))

= =t " La(|z|<rj)

L e Y
+NTRI +2Nb Y aja <€0 <(x ;) ;(y Y;) ) ’1>'

J

Lj=1

Ademads, a partir de la norma de la funcién y mediante el cambio de varia-

ble:

obtenemos:
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2

N

o (Lm0

<.

y también:

xr—XT;
_ / (€0<( j
La(|2]<r)) [2]<r;

(o (i mnl) ) /H( :

De lo anterior, concluimos que:

N L

Z(€1,51> :NZa?/

i=1 j=1

L

z|<1

(g0 (2% +77)] 2 r?dz +

+N7TRIV® +2Nb ) / eo (22 +7°) ridz.

j=1

lz1<1
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Por otra parte, una expresion para <51, G (Wl(z)) >, se obtiene como sigue:

|2|<R1

aic0 ((x — l’g) + (y — ZJJ) ) i b> G(i)(Wl(i))dZ

- Z 2
/zlgRl <]~_ F;
/Z|<R1

o (o (=50 o

X r;
j= j

A partir de este resultado, obtenemos:

N L
—22<61, W12)> = —2ZZGJ/ 7“ 60 4y )G(i)(Wl(i))dE—
i=1 j=1 lz]<1
N
- 2y / GOW N dz. (3.23)
|z|<R:1

De (3.22) y (3.23), tenemos una expresion para el funcional, en término de
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las incégnitas:

N , .
) = N az-/ eo (22 +9%)] ridz +
;H ! La(|2|<R1) ; o [ 0( )} J
L
+N7TR%[)2 + QNbZaj/ €0 (j:2+g2) T?di—
j=1 |z]<1
N L N
_222%/ T o (72 + 7 )G(i)(Wl(z))dZ - 2 b/ G(Z)(W]_(l)>d2;+
==t FI=t i=1 |z|<R1

+ / (G“')(Wf”))2 dz.  (3.24)
|z|]<Ri1

De la ecuacion para el funcional dado en (3.24), podemos observar que las

incognitas aparecen como funciones polinomiales.

Desarrollaremos el funcional para L = 1 y encontraremos los valores

para aq, b, y 1. Vamos a considerar que la funcién ¢;(z, y), es de la forma:

_((@=z)?*+y—yD?)

ei(z,y) = are arye? + b;

3.4. Soluciéon del problema inverso cuando se
tiene una inclusion circular

El funcional dado en (3.24), debe minimizarse a partir del conocimien-
to de GO (W, ’)) en algunos puntos del interior de €2;. En lo que sigue,
vamos a suponer que tenemos un fluido bifésico, en el que existe sélo una

inclusién de centro (z1, ;) y radio 71; vamos a obtener una aproximacion
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a la permitividad €; en el interior del circulo de radio R;. Para esto, utili-
zaremos el funcional obtenido en la seccion anterior.

Hemos visto que el primer sumando es:

2
(=% +y-y?

N
<€1,€1> = NCL% e 2T%62
=1

¢ La(|z|<r1)

_ (@—z)?+(y—yD?)

+N7R3b* + 2bNa, ( e 1

Y

Ademds, a partir de la norma de la funcién y mediante el cambio de varia-

ble:
. T=xr _ Y=Y
r=——, y "
T1 T1
obtenemos:
2 2y [|2 2
~ ((z—=z7) +(;J*y1) ) (32452)
e 2% = / e 22 ridz;
z|<1
La(lz|<m) 1=
Luego usando el cambio de variable © = rcosf y, § = rsenfl tenemos
que:
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Por otra parte:

_ <<z—z1>2+(3—y1>2> _ <<z—z1)2+(3—y1)2>
e 2(327"1 , 1 — / e 262’/‘1 dz
|2]<r1

_(502+@2) _
= / e 22 ridz.
EEs!

Luego usando el cambio de variable = = rcos#, § = rsenf tenemos que:

_@245?) 45
e 22 ridz = rle 2 rdrd@
|z/<1
2
= —rlc/ / - e 2c2d7"d9
= —T%CQ/ e 22 d@
0

= —r’c*2r (e 2z — 1)

De lo anterior obtenemos que:

N
Z £1,61) = —Nriaic*n (e_c% — 1) + NmR3b?
i=1
— 4riNbayetr (75 1), (3.25)

Por otra parte, la expresion para <51, G® (Wl(z))> se transforma en:

<51,G<i>(Wf“)> = a / r2e= 2t GO(W)dz
|z1<1

+ b / GOW N dz;
|2|<R1
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A partir de este resultado, obtenemos:

N

23 (GO - 23

=1

@2+3% . i
al/ rie” 2t GO (W, ))dé—
|zI<1
N

— 23 b / GOW N dz. (3.26)

i=1 |2|<R:

De (3.25), (3.26) y el ultimo sumando de la ecuacion (3.24) tenemos una

expresion para el funcional, en término de las incognitas:

2

e1 — GOWD) — _Na¥Zn (e*c% - 1) 4 NoR2 —

3 ’
i=1

La(|z|<R1)
N 2, 2
—4Nbriac*n <e_$ - 1) - QZal/ r%e_(w;cr?y )G(i)(Wf“)dz -
j=1 lz]<1
N . N L\ 2
23"y / aOWNd: + Y / (GU)(Wf’))) d=.  (3.27)
i=1 |2|<Ry i—1 7 |zI<R1

De la ecuacién para el funcional dado en (3.27), encontraremos los valores
para a;, b y r; que minimizan el funcional y con ello una aproximacién
para €1(x, y) que estamos buscando.

Observamos que la integral del cuarto sumando de (3.27)

(@452

—2 Zjvﬂ U Jjz1<1 rie 2t GOW)dz

en el circulo de radio 11, GO(W") es igual que r2¢” 22 ; mds atin si

la aproximacion a la solucion es lo suficientemente buena, entonces podre-

mos considerar que la integral anterior estd dada por:

52



T N EQ -2 2
9 Zal/ T‘%e_( +y )G(z (W(z )dZ - _9 Zal/ <€—< ;crzy)) 4d§
z |z1<1

J=1

= 2Na1r12/ / (——re c2)drd9
= 2Na1r12/0 e L?

= 2Nayric*m <e_c*2 — 1)

d@
0

Asi finalmente tenemos la expresion del funcional a minimizar, que es co-

mo sigue:

L

— _Na¥?n ( 7 1) + NoR2B —

z)‘

81—

3 ‘
i=1

—4Nbria,c*n <e_ﬁ — 1) + 2Na17‘lc 7T ( —@ >

N

23 / GOWNdz + / W Y) dz. (3.28)
z; [+|<R, ' |z<Rl< " >

1=

La(|2[<R1)

Observemos que el funcional a minimizar no dependerd de =1, y; y que
ademds el valor minimo que puede alcanzar r;, es cero. Sin embargo, 74
no puede ser cero; pues r; > i, que es el radio detectable por el equipo
de medicién; esto nos lleva a concluir que necesitamos otro método que
nos permita encontrar los valores de 71, x1 y y;.

Por lo anterior, vamos a encontrar los valores para a; y b, que minimicen
el funcional. Para esto, debe cumplirse que:

Pr = —arim(e” @ — 1) — 2br¥Pm(e 3 — 1) + rj‘c%r(e*c% —-1)=0,

= NWR%b—QNT%alcQW(e_ﬁ —-1)—2 ZZ 1 fz|<R W )dz = 0;
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y resolviendo el sistema anterior tenemos que:

2N7“%C47T(6_$ —1)+2 Zfil f\z|<R G(i)(Wfi))dZ
b= —
N7R? + ANrict(e 22 — 1)2

(3.29)

1 _1 N i i
o 2% (722 — 1)2Nrictn(e 22 — 1)+ 2350, Jien, GOW ) dz]
L= :

(e — 1)[NwR? + ANr2ct(e 52 — 1)2]

(3.30)

3.5. Experimentos numéricos

En esta seccidén vamos a construir experimentos sintéticos con el ob-
jetivo de mostrar la recuperacion de la distribucion de permitividades en
21. Vamos a aproximar numéricamente los valores de r, 1 y ¥1, a partir
del conocimiento de las permitividades en un niimero finito de puntos al
interior de ;.

Para obtener una aproximacioén a los valores de la permitividad en la in-
clusién y fuera de ella, usaremos las aproximaciones dadas para a; y b
obtenidas analiticamente. Es decir vamos a resolver el problema inverso
a partir del conocimiento de las permitividades en una cantidad finita de
puntos (zx, yx), k = 1,2, ..., ko al interior de €2;. Para ello, vamos a supo-
ner conocidos los valores GO (W (1, y1)).

Ejemplo 1.- Consideramos un primer caso en que se tiene una distribucion
de dos fases; una de ellas consiste en una inclusion circular en 2] con una

permitividad relativa €;(x,y) = 80; mientras que su complemento tiene
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una permitividad relativa €.(z,y) = 16,5; como se muestra en la Figura

3.1, donde €2; es un circulo de radio 2 y €2} es un circulo de radio 0.5.

Figura 3.1: Distribucién de permitividades en €2; con inclusién circular
concéntrica (27.

Para recuperar z; y; y r1; utilizamos una aproximacién numérica; la
cual nos mostrard la geometria de la inclusién, a partir del conocimiento
de la permitividad en un nimero finito de puntos (xy, yx) dentro de 2;.
Esta aproximaciéon numérica consiste en elegir un punto (zx,yx) € ;3
del cual se conoce su permitividad G (Wl(z) (xk, yx)) para posteriormente
construir y agrupar a todos los puntos que tengan la misma permitividad,
en un conjunto A.

A continuacién se define el radio r,,;, del menor circulo detectable por
el equipo de medicidn y se construyen circulos con centro en cada pun-
to del conjunto A y radio 7,,;,. La unién de estos circulos conforman
una primera aproximacion a la region dentro de €2; que tiene permitividad

G(i)(Wl(i) (zx,yx)), y cuyo complemento sera la aproximacion a la regién
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dentro de €2y con permitividad distinta que denotamos por €3.

Como un segundo paso, se toman parejas de puntos en 2y y se construye
el circulo de drea minima que contenga a esos puntos y cuyo radio sea ma-
yor o igual a r,,;,, siempre que este circulo no contenga a un punto que
tenga permitividad €5 nuevamente se unen estos circulos para formar una
segunda aproximacion a la region dentro de 2; con permitividad €] y cuyo
complemento tendrd permitividad €.

En un tercer paso, se toman tercias de puntos en €2 y se construye el circu-
lo de 4drea minima que contenga a estos puntos y cuyo radio sea mayor o
igual que 7,,;,, siempre que este circulo no contenga a un punto que tenga
permitividad €; al unir estos circulos se obtiene un tercera aproximacion.
Bajo el mismo esquema se eligen 4,5,...,l para [ < k; de manera que al
final se obtiene una aproximacion a la distribucién de permitividad dentro
de Ql.

Los resultados se muestran para dos casos:

= Caso 1: Regién €2, con una inclusién circular concéntrica. Asi des-

pués de aplicar el algoritmo y de acuerdo a los datos G¥ (Wl(l) (Tk, Yr))

se obtienen distintas recuperaciones para distintos nimeros de datos

conocidos; estas recuperaciones se muestran en la Figura 3.2

56

9



50 puntos y 3 pasos

100 puntos y 3 pasos

500 puntos y 3 pasos

Figura 3.2: Recuperacion de la forma y localizacion de las fases aplicando

el algoritmo.

A continuacién se hace una descripcion de la recuperacion de las

fases siguiendo los pasos de algoritmo, obteniendo la forma y loca-

lizacion.

Como podemos observar cuando se tienen 20 puntos, la recuperacion
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no se ve claramente en la imagen la separacion de las dos fases pues
la unién de circulos verdes deja espacios en azul claro; sin embargo
en la imagen con 50 puntos la nube verde que es la unién de puntos
con la misma permitividad se empieza a visualizar en el centro de el
circulo; pero a diferencia de la imagen con 100 puntos la nube verde
cubre casi todo el circulo y se empieza a visualizar las dos fases vy,
por ultimo con 500 puntos se distingue claramente la distribucion de

las dos fases.

Caso 2: Regidn €2; con una inclusidn circular no concéntrica. Consi-
deramos ahora el caso en que se tiene una distribucion de dos fases;
una de ellas consiste en una inclusién circular en €2} que no estd ne-
cesariamente en el origen, con una permitividad relativa e(x,y) =
80; mientras que su complemento tiene una permitividad relativa

€(z,y) = 16,5.

En lo que sigue resolveremos el problema inverso a partir del co-
nocimiento de las permitividades en una cantidad finita de puntos
(g, yk), k = 1,2,3,..., ko aleatorios al interior de 2. Para ello,
vamos a suponer conocidos los valores G(i)(Wl(i) (Tk, yx)) en esos
puntos.

Asi, después de haber aplicado el algoritmo y de acuerdo a los datos
G® (Wli) (k, yr)); se obtienen distintas recuperaciones para distin-
tos nimeros de datos conocidos; estas recuperaciones se muestran

en la Figura 3.3
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a) 20 puntos y 3 pasos

b) 50 puntos y 3 pasos

¢) 100 puntos y 3 pasos

d) 500 puntos y 3 pasos

Figura 3.3: Recuperacion de la forma y localizacion de las fases aplicando

el algoritmo.

Como podemos observar cuando se tienen 20 puntos, la recupera-
cién no se ve claramente en la imagen la separacion de las dos fases
pues la unién de circulos verdes deja espacios en azul claro; mas sin
embargo en la imagen con 50 puntos la nube verde que es la unién

de puntos con la misma permitividad se empieza a visualizar en el
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centro de el circulo; pero a diferencia de la imagen con 100 puntos
la nube verde cubre casi todo el circulo y se empieza a visualizar
las dos fases y, por tltimo con 500 puntos se distingue claramente la

distribucion de las dos fases.
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Conclusiones

Con el desarrollo de la teoria para lograr resolver el problema inver-
so de encontrar la permitividad del flujo nos dimos cuenta que, no es tan
simple como esperdbamos ya que en el caso de un flujo bifasico sélo nos
enfocamos en un fluido con patrén de flujo anular, de ahi la inclusién circu-
lar que desarrollamos con el algoritmo, entre las desventajas del desarrollo
de la solucién fue que el funcional a minimizar no dependerd de =1, y; y
que ademas el valor minimo que puede alcanzar 74, es cero. Sin embargo,
r1 no puede ser cero; pues 11 > i, que es el radio detectable por el equi-
po de medicién; esto nos llevo a concluir que necesitamos otro método que
nos permita encontrar los valores de r1,z; y y;. También quedamos a la
espera de G(i)(Wl(i) (xk,yx)) para cada punto que suponemos que conoce-
mos las permitividades en una cantidad finita de puntos.

Como problemas abiertos de este trabajo se encuentran los siguientes:

1.- Buscar otras formas para obtener teéricamente los valores de r1,x1 y
Y-

2.- Proponer nuevas formas de minimizacion del funcional; para lograr

identificar la inclusién, a partir del conocimiento de G'*) (Wl(z) (Tk, Yk))-
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