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Resumen

El objetivo de este trabajo es proporcionar una nueva relacién entrépica de incertidumbre mediante
la utilizacién de la teoria de mediciones generalizadas en mecanica cuantica y la relacién que existe con
la perturbacién en las mediciones [1,12].

En primer lugar se revisan algunos aspectos de algebra lineal tales como espacios vectoriales, en
particular, los espacios de Hilbert. También se repasa un poco sobre operadores y sus propiedades.

Se lleva a cabo una revisién de los postulados y cuadros de la mecénica cuantica, ademas del Principio
de incertidumbre de Heisenberyg.

Las mediciones generalizadas se revisan exhaustivamente en la cuarta parte, ahi, se estudia el operador
densidad y su utilidad para facilitar el estudio de sistemas cudnticos complejos y se introduce el formalismo
de los POVM(Positive Operator Valued Measured por sus siglas en inglés) [2-5,18].

Los POVMSs son una parte fundamental en el desarrollo del trabajo y junto con el teorema de Naimark
[18], establecen las bases para la medicién de sistemas cudnticos compuestos.

Después se repasa el concepto de entropia desde el punto de vista de la mecanica estadistica y de la
teoria de la informacion. A partir de ahi se muestran algunos ejemplos de relaciones entropicas y se revisa
a fondo el trabajo de Masanao Ozawa [1], donde se propone la Relacion de incertidumbre generalizada de
Ruido - Perturbacion, de donde se tomo la idea de la realizacion de este proyecto.

Finalmente se propone la Relacion Entropica de incertidumbre de mediciones generalizadas y la Re-
lacion Entropica de Incertidumbre para la perturbacion con sus debidas conclusiones.






Introduccion

Las ciencias exactas abarcan muchas dreas del conocimiento, entre ellas, la biologia, quimica, ma-
tematicas y fisica, y siendo esta una gran area de estudio de la naturaleza, seria imposible plasmar todos
y cada uno de los tépicos de los que la fisica se compone y forma parte.

La mecénica cuantica es una de las partes fundamentales de la fisica, dentro de este formalismo se
estudian los fenémenos de la naturaleza desde sus componentes méas pequenas.

El esfuerzo de los fisicos por entender las cosas més fundamentales ha llevado al desarrollo de una
teorfa cudntica sélida y fuerte. Entre estos cimientos destaca el llamado Principio de Incertidumbre [1-13].

En esta tesis se tratard de explicar lo que es una relacién de incertidubre [9,13] en el contexto de
la mecédnica cuéntica, entre otras cosas, su utilidad y significado. Se dard un repaso a las herramientas
matematicas necesarias para la comprensién de este tema ademds de ideas y conceptos fisicos que nos
permitirdn entender cuantitativamente de lo que estamos hablando.

El mundo en el que vivimos estd formado por millones y millones de elementos, a los que llamamos
particulas, y estas, como su nombre lo indica, son elementos diminutos y unitarios a los cuales no podemos
distinguir sin la ayuda de algun aparato, e inclusive hasta nuestros dias, es sdlo posible saber de su
existencia mediante mediciones indirectas [1,3]. Es por esto que a nuestra escala macroscépica vemos lo
que nos rodea como un continuo, no como un enorme rompecabezas donde cada pieza esta unida a la
otra perfectamente.

Un hecho clave en esta tesis y en la mecénica cuantica es que debido a nuestro tamano es imposible
tratar con un sélo elemento de ese rompecabezas sin alterar su estado, es decir, al tratar de conocer alguna
propiedad del sistema, nosotros perturbamos irremediablemente alguna propiedad de este [1,9,10]. Esta
idea se tratara a fondo mas adelante.

Asi, es la escala de 1o medido y el que mide, desde el punto de vista del que mide, determinante en
la explicacién de la naturaleza, es esto lo que nos imposibilita a conocer perfectamente los secretos del
universo, no es posible tener un precisién infinita para medir algo que no podemos ver a simple vista.

VII






Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios de Hilbert

Para comenzar a hablar acerca de los espacios de Hilbert, recordemos algunas propiedades y defini-
ciones de los espacios vectoriales [6,14-16].

Definicién: Un espacio vectorial complejo V' es llamado un espacio con producto interior, si hay una
funcién compleja (,) sobre V x V' que satisface las siguientes condiciones para todo u,v,w eV y a e C.

» (0,v) 20y (v,v) =0 v=0
s (u,v+w) = (u,v) + (u,w)

s (u,aw) = a(u,v)

s (u,v) = (v,u)

Esta funcién (,) es llamada un producto interior.

Notemos que de las propiedades segunda, tercera y cuarta obtenemos que (u,av + fw) = a(u,v) +
Blu,w) y que (cqu,v) = au,v). Esta es una convencién que deberemos recordar, el producto interior se
considerard lineal y lineal conjugado por la derecha.

Definicién: Dos vectores u y v, en un espacio con un producto interior V', son ortogonales si (u,v) = 0.
Una coleccién {u;} de vectores en V es conocido como un conjunto ortonormal si (u;,u;) = 1 para toda
iy (us,uj) =0sid#j.

Teorema. Cada espacio vectorial con producto interior es un espacio lineal normado con norma:
Jall = ().

Definicién: Sean v, w dos vectores en V', la distancia entre estos, que se simboliza como d(v,w), se
define como la norma de su diferencia, d(v, w) = v — w].

Definicién: Un conjunto es un espacio métrico, si a cualquier pareja (u,v) de elementos del conjunto
se le puede asociar un nimero p(u,v), que llamaremos la distancia entre los elementos y cumple con las
siguientes propiedades:

» p(u,v) = p(v,u).

s p(u,v) = 0 satisfaciendose la igualdad en el caso en que u = v

= p(u,v) < p(u,a) + p(b,v)

Siendo V un espacio vectorial con producto interior, también es un espacio métrico y por lo tanto
podemos usar el andlisis matematico para tratarlo; de este sélo tomaremos los conceptos de limite y
completez.

Definicién: Supongamos que V' es un espacio métrico, entonces la sucesién {vq,vq,---} € V es
convergente si existe v € V' tal que Ve > 0,3IM € Z, tal que si n > M = p(v,,v) < ¢, es decir,

lim v, =v
n—oL
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Definicién: Sea V un espacio métrico, entonces la sucesién {vy,va,---} € V es de Cauchy si Ve >
0,3M € Z tal que si ¢,p > M, entonces p(vg,vp) < €

Definicién: Se dice que un espacio métrico es completo si toda sucesién de Cauchy es convergente.

Definicién: Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial complejo con producto interior, el cual
como espacio métrico es completo.

1.2. Operadores

Ahora recordemos algunas cosas acerca de operadores [14,15].

Ya que el producto interior nos permite relacionar V' con V*, de igual manera un operador de V. — V'
puede identificarse con uno que va de V* — V*.

Definicién: Sea V un espacio vectorial, para un operador A : V' — V definimos, AT, como su adjunto
hermitiano por la siguiente relacion:

(v, A(w)) = (AT(v),w) Yv,weV

En notacién de Dirac tenemos que v — |v),w — |w), A(v) = AJv) y asi (v, A(w)) — (|Jv), Alw)) =
(v Alw), luego (v|A|lw) = (w]AT|v).

Definicién: Un operador es autoadjunto si es igual a su adjunto hermitiano, es decir A : V. — V es
autoadjunto < A = AT

Teorema: Un operador A : H — H, con H un espacio de Hilbert, es autoadjunto < (v, A(v)) €
R Yve H.

Definicién: Sea A : H — H y v € H diferente de cero, tal que Av = A\v, con A un escalar, cuando
esto sucede, se dice que v es un vector propio o eigenvector de A 'y que A es su wvalor propio o eigenvalor
correspondiente al vector v.

Teorema: Los eigenvectores y eigenvalores de operadores autoadjuntos tienen tres propiedades cru-
ciales [6].

= Los eigenvalores de operadores autoadjuntos son reales.
= Los eigenvectores de operadores autoadjuntos que tienen diferentes eigenvalores son ortogonales.

= Los eigenvectores de operadores autoadjuntos forman una base para el espacio al que pertenecen.




Capitulo 2

Mecanica cuantica

2.1. Preliminares de mecanica cuantica

El estudio del comportamiento de la naturaleza a un nivel microscépico se puede realizar mediante el
formalismo de la mecénica cudntica; el cual estd basado en una serie de maximas o axiomas, a los cuales
se les conoce como postulados [2].

Postulado 1. Asociado a cualquier sistema fisico aislado hay un espacio vectorial complejo con producto
interior (esto es, un espacio de Hilbert) conocido como el espacio de estados del sistema. El estado del
sistema estd completamente descrito por su vector de estado, el cual es un vector unitario del espacio de
estados de un sistema.

Postulado 2. La evolucion de un sistema cudntico cerrado estd descrita por una transformacion uni-
taria. Esto es, el estado |¢) del sistema al tiempo ¢; estd relacionado al estado [1)") del sistema al tiempo
to por un operador unitario U que depende sélo de los tiempos ¢1 y to,

19" = Uly). (2.1)

Postulado 2’. La evolucion en el tiempo del estado de un sistema cerrado esta descrita por la ecuacion
de Schrodinger,
d
i _ i, (2.2)
dt

En esta ecuacién, i es una constante fisica conocida como la constante de Planck cuyo valor debe ser
determinado experimentalmente. El valor exacto no es importante para nosotros. En la practica, es comun
absorber el factor i en H, haciendo i = 1 efectivamente. H es un operador autoadjunto fijo conocido
como el Hamiltoniano del sistema cerrado.

Postulado 3. Las mediciones cudnticas estdn descritas por una coleccién {M,,} de operadores de me-
dicion. Estos son operadores que actiian en el espacio de estados del sistema que se estd midiendo. El
indice m se refiere a las salidas de las mediciones que pueden ocurrir en el experimento. Si el estado del
sistema cudntico es |ty inmediatamente antes de la medicién, entonces la probabilidad de que el resultado
m ocurra esta dado por

p(m) = (M, M), (2.3)
y el estado del sistema después de la medicion es
M,

I M
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El operador de medicién satisface la ecuacion de completez,

SIMfE M, =1 (2.5)

Para el caso de mediciones de Von Neumman, los operadores de medicion son los proyectores Pp,.
Recordando siempre que los proyectores provienen de los eigenvectores de observables del sistema.

Postulado 4. El espacio de estados de un sistema fisico compuesto es el producto tensorial de los
espacios de estado de los sistemas fisicos componentes. Méas atn, si tenemos sistemas numerados de 1 a
n, y el sistema nimero i esta preparado en el estado |1¢);), entonces el estado compuesto del sistema total

es Y1) ® Y2 ® - -+ [thn).

2.2. Los cuadros de la mecanica cuantica

En el desarrollo de la teoria cudntica a lo largo de la historia, se hicieron dos distintas formulaciones
vectoriales espaciales o cuadros [7,8]. Uno, el principal y més usado, el de Schrédinger y el otro, el cuadro
de Heisenberg, el cual es menos usado pero igualmente aceptado. Cabe mencionar que existe un tercer
cuadro en la mecanica cuantica, conocido como cuadro de interaccién o cuadro de Dirac, el cual no
utilizaremos en esta ocasién. Si se desea saber més de este tema vea [7].

2.2.1. El cuadro de Schrodinger

Supongamos un sistema cudntico cuyo estado esta representado por una funcién de onda, la cual
representa el estado del sistema a un tiempo t: |1 (¢)).
La evolucién temporal de nuestro sistema estd dada por:

|[b(t)) = Ulto, 1) [ (o)) (2.6)

donde, Ul(tg,t) es el operador unitario de evolucién temporal del sistema y [1(tg)) el estado inicial del
sistema al tiempo tg.

Sea L un operador autoadjunto que representa un observable de nuestro sistema, este actia sobre uno
de sus eigenvectores y se obtiene un eigenvalor L;, es decir, obedece la ecuacién de eigenvalores:

LIL;) = L;|L;) (2.7)

Debido a que L es un operador autoadjunto, sus eigenvectores forman una base del espacio de estados
del sistema, es decir, cualquier funcién de onda se puede escribir como una combinacién lineal de estos
eigenvectores:

() = Z ¢lLip (2.8)

donde ¢; es el producto interior entre los eigenvectores del operador y el estado del sistema: (L;[1(t)).
La probabilidad de encontrar al sistema en el estado L; es, entonces:

KLl ()1 (2.9)

2.2.2. El cuadro de Heisenberg

Comenzaré diciendo que la existencia de otro cuadro equivalente al de Schrédinger se asegura consi-
derando dos puntos cruciales:

= Los operadores correspondientes a observables conservan su espectro de eigenvalores.

= El producto interior de estados fisicos con eigenvectores con el mismo eigenvalor son iguales en
ambos cuadros.
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Partiendo del cuadro de Schrédinger se obtiene un nuevo cuadro aplicando un operador unitario de
evolucién a los estados y operadores. Cada vector de estado cambia de |()) a U'(tg,t)[1b(t)) tal que
Ut(to, t)|0(t)) = U(t, to)|[v(t)> = [¥b(to)). En este nuevo cuadro, denominado cuadro de Heisenberg, los
vectores de estado del sistema son constantes e iguales a sus valores al tiempo inicial ¢o. Denotaremos a
estos vectores como: |(tg)) = | x.

Los observables, que en el cuadro de Schrodinger son operadores independientes del tiempo (a me-
nos que tengan una dependencia explicita del tiempo), se representan en el cuadro de Heisenberg por
operadores con dependencia temporal, tal que:

Ly (t) = Ut(to,t)LU (to, t) (2.10)
Notemos que al tiempo ty tenemos que: R R
Ly(to) =L (2.11)

Es decir, al tiempo inicial, el operador de Heisenberg es igual al operador de Schrédinger.
En cuestiéon de los eigenvectores correspondientes a mismos eigenvalores, estos sélo difieren en los dos
cuadros por la transformacién unitaria U (to,t), tal que:

Ly, tym = U'(to, t)|L;) (2.12)
0 equivalentemente
|L;> = Ulto, t)|Lj, t)u (2.13)

Debido a la conexién entre los dos cuadros mediante una transformacién unitaria, las amplitudes de
probabilidad o productos internos son iguales para ambos casos:

(L)) = Ly, tlbyn (2.14)

2.3. El principio de incertidumbre de Heisenberg

El principio de incertidumbre es sin duda una de las expresiones matemaéaticas mas enigmaticas y que
lleva consigo un gran significado fisico, el cual viene respaldado por la teoria cudntica desarrollada a lo
largo del Siglo XX [1-13].

Heisenberg publicé en 1927 [11] el principio de incertidumbre para la posicién y el momento de un
sistema; esta relacién declara que existe una cota superior para la precisiéon en que se pueden medir dichas
propiedades del sistema.

0x0p = (2.15)

N | St

El significado de §z y dp no fue adecuadamente expuesto ni explicado por Heisenberg en su documento
original. Fue hasta 1929 [11,12] que Robertson les dio la interpretacién estadistica a tales cantidades como
las desviaciones estandar de la posicién y el momento.

0% = () — (a)? (2.16)

oy = ) —p)? (2.17)
La relacién de incertidumbre en su presentacion més general fue propuesta por Robertson y Kennard
[1,6,11,12].

o(A)o(B) = WI[Qﬂ (2.18)

Esta relacién tiene fallas, en el sentido de que no es cierta en todos las casos posibles, ya que su
dependencia del estado del sistema en esos casos hace que la cota superior sea cero, lo cual no nos da
informacién y la convierte en una relacién trivial en el sentido de que las desviaciones estandar siempre
son cantidades positivas [9,10,12,13].

Ahora veremos la demostracién del Principio de Incertidumbre generalizado de Heisenberg.
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2.4. PRUEBA DEL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE GENERALIZADO

2.4. Prueba del principio de incertidumbre generalizado

Para realizar esta demostracién, necesitareos de 2 resultados [6]:
Desviacién estandar: Estéd definida como el segundo momento probabilistico, en notaciéon de Dirac
tenemos que la desviacién estandar asociada a un observable @) en un estado determinado es

a5 = (Q = (@) =(Q = (Q)¥|(Q — (@)T) (2.19)
Desigualdad de Schwarz: Vv, w € V espacio vectorial, tenemos que
Ko, w)| < [[vf|w] (2:20)

Prueba [14, 16]: Si w = 0, la relacién se cumple trivialmente. Ahora, supongamos que w = e es un
vector unitario, esto es e € V' y |e| = 1. Si ¢ es la componente de v a lo largo de e, entonces v — ce
es perpendicular a e y por ende, perpendicular a ce. Ahora por el teorema de pitdgoras (Si v,w son
perpendiculares, entonces |[v + w|* = |v[|* + |w|?), tenemos que:

Jol* = o — ce|* + |ce]”

= o cel + ¢

Entonces, ¢ < ||v]?, asf que |¢| < ||[v|. Finalmente, si w es arbitrario # 0, entonces e = m es un vector

w
K%N<Wﬁ
ol

[Cvs wpl < Jwl]o]-

unitario, asi que por esto tenemos que:

Entonces

Como se queria demostrar.

Ahora veamos la prueba del Principio de Incertidumbre [2]:

Supongamos dos operadores autoadjuntos A y B, con |¢) un estado cudntico. Supongamos que
(Y|AB|Y)Y = = + iy, donde = y y son reales. Notemos que {(¢|[A4, B]|¢v) = 2iy y Y|{A, B}|¢) = 2.
Esto implica que:

[KUIA, Bl + [0 [{A, BHw)|* = 4Ky ABJ)I

Por la desigualdad de Schwarz para los vectores Ay y Bi:
[CAY, BY)* = [CYIABI)[* < | A2y B2 ()

dénde, recordemos que la norma de un vector v es: ||v|| = 4/{v,v). Combinando estas dos tdltimas ecua-
ciones obtenemos:

[KOILA, Bllwy|* < 4 A2 )y | B2 )

Ahora supongamos que C'y D son dos observables. Substituyendo A = C —{C)y B = D — (D)
en la ultima ecuacion y recordando la definicién de desviacion estandar , asi obtenemos el Principio de
Incertidumbre generalizado de Heisenberg:

_ 1WIIC, DIy

0copD B




Capitulo 3

Mediciones generalizadas en
Mecanica cuantica

3.1. El operador densidad

Ya hemos formulado la mecénica cudntica usando el lenguaje de vectores de estado. Una formulacién
alternativa es posible si utilizamos una herramienta conocida como el operador densidad o matriz densidad
[2,3,18]. Esta formulacién es completamente equivalente a la que habfamos revisado, la diferencia radica
en que proveé un lenguaje més convencional que nos permite pensar con mayor facilidad en escenarios
que suceden en la mécanica cuantica.

3.2. Ensambles de estados cuanticos

El operador densidad nos proveé de medios convenientes para describir sistemas cuanticos cuyo estado
nos es desconocido. Més precisamente, supongamos que un sistema cudntico estd en uno de los estados
|1;>, donde ¢ es un indice, con p; su respectiva probabilidad. Llamaremos a {p;, |1;>} un ensamble de
estados puros. El operador densidad para este sistema estd definido como:

p= Zpi|¢i><¢i|- (3.1)

Supongamos, por ejemplo, que la evolucién de un sistema cuantico cerrado estd descrita por un
operador unitario U. Si el sistema estaba inicialmente en el estado |¢;) con probabilidad p;, entonces,
después de la evolucidn, el sistema estard en el estado Uly;) con probabilidad p;. Asi, la evolucién del
operador densidad esta descrita por la ecuacién:

p= Zp¢|wi><wi| - ZPiU|wi><'l/1i|UT =UpU*. (3.2)

Las mediciones son también algo que es facil describir mediante el lenguaje del operador densidad.
Supongamos que realizamos una medicién descrita por los operadores de medicién M,,. Si el estado inicial
era |1;), entonces la probabilidad de obtener el resultado m es

p(mli) = | M}, Min|thiy = tr(MF, M [15)5]) (3-3)

Por la ley de la probabilidad total, la probabilidad de obtener el resultado m es
p(m) =" p(mli)p;
= > patr(M], My [t

= t’I’(MLMmp)
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3.3. PROPIEDADES GENERALES DEL OPERADOR DENSIDAD

Podemos también conocer el estado del sistema después de haber obtenido el resultado m en la
medicién. Si el estado inicial del sitema era |1);) entonces:

Mm|¢i>

A O MEL M)

Asi, después de la medicién, que dio como resultado m, tenemos un ensamble de estados |]") cada
uno con probabilidad p(i|m). El operador densidad correspondiente p,, es

Mo [ i M,
| Mty M [1hiy

Por probabilidad elemental, p(i|m) = p(m,i)/p(m) = p(m|i)p;/p(m). De esta manera obtenemos:

P = Z M7rL|wz><wz|M;1
" ' tr (M5, Mo p)
_ MmpM;q
tr (M5, Mo p)

[¥i") =

(3.4)

Pm = Zp(ilm)lwz’”X?/)?I = Zp(ilm) (3.5)

)

(3.6)

Es conveniente introducir algunos conceptos para completar el estudio del operador densidad. Un
sistema cudntico, cuyo estado |¢)) es conocido con exactitud es llamado un estado puro. En este caso, el
operador densidad es simplemente p = |[¢)){%|. En otro caso, p es un estado mezclado, es decir, una mezcla
de diferentes estados puros en el ensamble para p. Un estado puro satisface que tr(p?) = 1, mientras que
para un estado mezclado tr(p?) < 1.

Por dltimo, imaginemos que un sistema cuéntico estd preparado en un estado p; con probabilidad p;;
el sistema estd descrito por la matriz densidad Y, p;p;.

Prueba [2]. Supongamos que el operador densidad p; proviene de el ensamble {p;;,|1;;>} de estados puros.
Asi, la probabilidad de tener el estado |1;;) es p;p;;. Entonces el operador densidad del sistema es:

p = Y pibilthis}is]
7
= D.pipi (3.7)

Donde p; = },; pij|ij {¥i;|- De esta manera, decimos que p es una mezcla de estados p; con probabilidad
pi- Un ejemplo de la utilidad de este resultado se observa cuando por alguna razén perdemos nuestro
registro en el cual obtuvimos el resultado m. Nosotros tenemos entonces un sistema cuantico en el estado
Pm con probabilidad p(m), pero no conocemos el valor actual de m. El estado de tal sistema debera ser

p=>p(m)pm

MmpMan
tr (M5, Mo p)

= My pM,. (3.8)

= Z tT(MJ;LMmp)

3.3. Propiedades generales del operador densidad

El operador densidad fue introducido con el afdan de describir ensambles de estados cudnticos, pero en
esta seccidn, nos apartaremos de este punto de vista y mostraremos una descripcién més intrinseca. La
clase de operadores que son los operadores de densidad esté caracterizada por el siguiente teorema.
Teorema [2]:(Caracterizacién de operadores densidad). Un operador p es un operador densidad asociado
a algun ensamble {p;, |1);>} si y s6lo si satisface las siguientes condiciones:

= (Condicién de la traza) p tiene traza igual a uno.
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= (Condicién de positividad) p es un operador positivo.

Prueba.
Supongamos que p = Y. p;|1; )(1);| es un operador densidad. Entonces

tr(p) = Zpitr(|¢i><1/’i|> = Z =1,
A Pi
asi la condicién de la traza se satisface. Supongamos un vector arbitrario |¢) en el espacio de estados. De
esta manera

(Dlpldy = Zpi<¢|¢i><¢i|¢>
= Zpi|<¢|¢i>|2 =20

de esta forma se cumple la condicién de positividad.

Inversamente, supongamos que p es cualquier operador que satisface las condiciones de traza y posi-
tividad.
Asi, como p es positivo, tiene que tener una descomposicién espectral

p =2 Nlil-

notemos que |j» son ortogonales y ademds que A; son positivos y reales. De la condicién de traza obtenemos
que Y. y Aj = 1, entonces, un sistema en el estado |j) con probabilidad A; tendrd un operador densidad p,
es decir, el ensamble {);, |7>} es el ensamble correspondiente al operador densidad p.

Ahora revisemos los postulados de la mecdnica cudntica en términos del operador de densidad [2].

= Postulado 1: Asociado a cualquier sistema fisico aislado existe un espacio vectorial complejo, que
tiene un producto interior (esto es, un espacio de Hilbert), conocido como el espacio de estados del
sistema. El sistema esta completamente descrito por el operador de densidad, que es un operador
positivo p con traza uno, que actua sobre el espacio de estados del sistema. Si un sistema cuantico
estd en el estado p; con probabilidad p;, entonces el operador de densidad del sistema es Y., p;p;.

= Postulado 2: La evolucién de un sistema cudntico cerrado esta descrita por una transformacion
unitaria. Esto es, el estado p de un sistema al tiempo ¢; esté relacionado con el estado p’ del sistema
al tiempo to por un operador unitario U que depende sélo de los tiempos t; y to,

P =UpUT. (3.9)

» Postulado 3: Las mediciones cudnticas estdn descritas por una coleccién {M,,} de operadores de
medicion. Estos son operadores que actuan sobre el espacio de estados del sistema que estd siendo
medido. El indice m se refiere a los resultados de las mediciones que pueden ocurrir en el expe-
rimento. Si el estado del sistema cuantico es p inmediatamente antes de la mediciéon entonces la
probabilidad de que el resultado m ocurra estd dado por

p(m) = tr(M}, My, p), (3.10)
y el estado del sistema después de la medicién es
My pM,
tr (M, My, p)

Los operadores de medicion satisfacen la ecuacion de completez

DM M, =1
=1

= Postulado 4: El espacio de estados de un sistema fisico compuesto es el producto tensorial de
espacios de estados de cada sistema fisico que lo compone. Més atin, si tenemos sistemas numerados
de 1 hasta n, y el sistema ¢ estd preparado en el estado p;, entonces el estado compuesto del sistema
total es p1 @ P2 ® - - - .-
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3.4. El operador densidad reducido

Tal vez la aplicacién més profunda del operador densidad es como una herramienta descriptiva para
subsisternas de un sistema cudntico compuesto [2,18]. Una descripcién es proporcionada por el operador
densidad reducido, que es el objeto de estudio de esta seccién. El operador densidad reducido es muy util,
si no indispensable en el andlisis de sistemas cuanticos compuestos. Supongamos que tenemos un sistema
fisico A y uno B, cuyos estados estdn descritos por un operador densidad pAZ. El operador densidad
reducido para el sistema A estd definido por

p = trp(pP) (3.11)

donde trp es un mapeo de operadores conocido como la traza parcial sobre el sistema B. La traza parcial
estd definida por:

trp(lai)az ® [b1)Xba|) = |ar)Xaz| tr([b1)<bz]) (3.12)

De manera més general, supongamos que el estado del sistema compuesto es p?Z = p ® o, entonces el
operador densidad reducido para el sistema A es:

ph =trp(p®o) =tr(o)p = p (3.13)

3.5. POVMs

El tercer postulado de la mecénica cudntica(3.10) se refiere a las mediciones y hace énfasis en describir
estadisticamente la medicion, esto es, nos da una regla para obtener las respectivas probabilidades de los
diferentes resultados de la medicion, y ademas, permite describir el estado del sistema después de la me-
dicién. Para estos y muchos otros casos existe una herramienta matemédtica que describe especificamente
las mediciones conocida como POVM(EL acrénimo POVM en inglés significa Positive operator-valued
measured) [2-4,18]. La teoria de POVMs es ampliamente utilizada y tiene su origen en la descripcién
general de las mediciones.

Supongamos una medicién descrita por los operadores de medicién M,,, esta se realiza sobre un
sistema cuantico descrito por el estado |¢). Entonces la probabilidad de obtener el resultado m esté dado
por p(m) = (Y| M}, M, |1y Supongamos que definimos

0, = M} M,, (3.14)

m

Entonces, II,, es un operador positivo tal que >, II,, = I y p(m) = {Y|IL,|¢). Asi el conjunto de
operadores II,, es suficiente para determinar las probabilidades de los diferentes resultados de las
mediciones. Los operadores II,,, son conocidos como los elementos POVM asociados con la medicién. El
conjunto completo {II,,} es conocido como un POVM. Como un ejemplo de un POVM, consideremos
una mediciéon proyectiva descrita por los operadores P,, donde P,, son los proyectores tales que
P Pp = 0pmm P y 3., Pm = I. En esta instancia todos los elementos POVM son los mismos que los
operadores de medicion, es decir, II,, = PJle =P,.

Los operadores POVM son positivos y satisfacen ), 1L, = I. Ahora supondremos que {II,,} es algin
conjunto arbitrario de operadores positivos tal que >, 1II,, = I. Demostraremos que existe un conjunto
de operadores de medicién M,, que definen una medicién descrita por el POVM {II,,}. Definamos
M,, = /1L, vemos que > M} M, =Y T, = Iy por lo tanto el conjunto {M,,} describe una
medicién con POVM {1I,,,}. Por esta razon es conveniente definir un POVM como cualquier conjunto de
operadores {II,,,} tal que: (a) cada operador 1L, es positivo; y (b) la relacion de completez Y., 11, =1
es obedecida, expresando este hecho que la suma de las probabilidades es uno. Para completar la
descripcién de POVMs, notemos de nueva cuenta que dado un POVM {II,,,}, la probabilidad de obtener
el resultado m esta dado por p(m) = (WY|IL,, [).

En conjunto, los operadores de deteccion M,, representan una generalizacion de los proyectores P,
mientras los elementos POVM I1,,, generalizan P2 . El postulado para las mediciones cuanticas puede ser
reformulado como sigue [18]:
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[ Las cantidades observables estdn asociadas a POVMs, es decir, descomposiciones de la identidad
> O =T en términos de operadores positivos II,,, = 0. Los posibles resultados m etiquetan los
elementos del POVM y la construccién puede ser generalizada al espectro continuo.

[i1 Los elementos de un POVM son operadores positivos expresables como II,, = M, M,, donde los
operadores de deteccién M,,, son operadores genéricos con la tinica restriccién ), M} M, =1

[1i1 (Regla de Born) La probabilidad de que un resultado particular sea encontrado como el resultado
de la medicién es p,, = Tr[M,pM} ] = Tr[pM}, M,,] = Tr[pIl,,].

[Iv (Regla de reduccién) El estado después de la medicién es p,, = iMmpM;;l si la salida es m.

[v Si realizamos una medicién pero no registramos los resultados, el estado post-medicién estd dado
por f =3, Pmpm = X MypMJ,.

Debido a que la ortogonalidad ya no es un requerimiento, el nimero de elementos de un POVM no tiene
restricciones y asi tampoco el nimero de posibles resultados de la medicién [2,3]. La formulacién anterior
generaliza tanto la regla de Born como la de reduccién, y dice que cualquier conjunto de operadores
que satisfacen [ii] corresponden a operaciones legitimas que llevan a una distribucién de probabilidad
apropiada y a un conjunto de estados post-medicion. Este esquema es llamado una medicion generalizada.
Note que en [iv] asumimos un mecanismo de reduccién que envia estados puros a estados puros.

3.6. El teorema de Naimark

El teorema de Naimark [18] bésicamente dice que cualquier medicién generalizada que satisface los
postulados anteriores puede ser vista como una medicién estandar en un espacio de Hilbert més grande,
y reciprocamente, cualquier medicién estandar que involucre més que un sistema fisico puede ser descrita
como una medicién generalizada en uno de los subsistemas. En otras palabras, si centramos nuestra
atencion en una porciéon de un sistema compuesto donde una mediciéon estandar toma lugar, entonces
las estadisticas de las salidas y los estados post-mediciéon del subsistema pueden ser obtenidas con las
herramientas de las mediciones generalizadas. En general, tenemos

Teorema(Naimark) [18] Para cualquier POVM dada } II, = I, II, > 0 en un espacio de Hilbert H4
existe un espacio de Hilbert Hp, un estado pp = |wpXwp|, una operacién unitaria U, UUY = UTU =1,
y una medicién proyectiva P,,, Py P, = Smm Py en Hp tal que I1,,, = Trp[l® ppUT® P,,U]. La
disposicion se llama una extensién de Naimark del POVM. Reciprocamente, cualquier disposicén donde
el sistema estd acoplado a otro sistema, a partir de ahora llamado la ancilla, y después de la evolucion, se
realiza una medicién proyectiva en la ancilla puede ser visto como la extensién de Naimark de un POVM,

i. e. uno puede escribir la regla de Born p,,, = Tr[pall,,] y la regla de reduccién ps — p = pi mpA M

al nivel del sistema, en términos de los elementos del POVM I1,,, = Trp[I®pp Ul P, U ] ¥ los operadores
de deteccién My, |Yay = {m|U|¢pa,wp).

Una vez establecidos todos los requerimientos para nuestro objetivo, dedicaremos ahora espacio para
revisar las relaciones entropicas. Un desarrollo mas amplio de los temas vistos en esta seccién se pueden
revisar en [2, 18]
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Capitulo 4

Principio de incertidumbre Ruido
perturbacion y relaciones entroépicas

4.1. Entropia

El origen de la palabra entropia es griego(entropia, tropos), y significa punto de inflexidn o trans-
formacion. El primero en usar tal término fue Rudolph Clausius en 1864, quién postulé la segunda ley
de la termodindmica. Tal ley fisica, dice que no puede existir un mévil perpetuo y que la entropia en
un sistema aislado siempre incrementa. El concepto de Entropia lleva consigo una sutileza intelectual
que todavia en nuestros dias es dificil de comprender debido, entre otras razones, a sus implicaciones
universales [2]. Tiempo después L. Boltzmann le dio una nueva definicién a la entropia como una medida
natural del desorden en un sistema fisico. Los precursores y fundadores de la teoria de la informacién(L.
Szildrd, H. Nyquist, R. Hartley, J. von Neumann, C. Shannon, E. Jaynes y L. Brillouin) relacionaron de
muchas maneras la medicién de la informacién y la cantidad de desorden en un sistema material, lo cual
no es para nada intutivo, ya que la cantidad de informacién podria parecernos lo opuesto a la cantidad
de desorden [2].

En mecanica estadistica, la derivacion de la entropia se basa en el trabajo de Boltzmann.

Ahora, consideremos un sistema con N particulas, cada una de las cuales puede ocupar uno de los m
estados microscdpicos, que corresponden a una determinda energfa E; (i = 1...m), y llameremos N, al
numero de particulas ocupando el microestado de energia F;. El numero total de particulas en el sistema
es:

N=>N, (4.1)
y la energia total del macrosistema es
E=S N.E, (4.2)

Tenemos N particulas cada una con m posibles estados energéticos, y cada estado con una poblacion V;.
El nimero de maneras W de acomodar las N particulas en estas m cajas de poblaciones N; estd dada
por:

N!

W=—ee— 4.3
N1IN3!...Ny,! (43)
Cuando el nimero de particulas N es grande, obtenemos el siguiente limite:
., logW -
H= lim —— = —;pz log ;. (4.4)
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donde p; = IX, representa la probabilidad de encontrar la particula en el microestado de energia E;. Como

se formuld, el limite H puede ser intrepretado como representando el valor promedio de la cantidad
—logp;, esto es, H = —{logp). Este resultado se convirtié en el teorema de Boltzmann, cuyo autor
llamé “entropia” H [2].

La definicién de Shanon de la entropia es algo diferente y surge de la busqueda de una definicién
mejorada y comprensiva de la medicién de la informacion.
Supongamos una variable aleatoria X, que puede tomar N valores, cada uno con probabilidad p; (i =
1...N). La funcién, H buscada para medir la cantidad de informacién debe cumplir tres requerimientos
[2,17]):

(1) H = H(p1, p2, ---, pn) es una funcién continua del conjunto de probabilidades p;;

(2) Si todas las probabilidades fueran iguales (siendo, p; = %), la funcién H debe incrementar mondto-
namente con V;

(3) Si cualquier ocurrencia se divide en dos posibilidades sucesivas, la H original debe dividirse en una
suma ponderada de los valores individuales correspondientes de H.

La tnica funcién que satisface esto, segin la demostracién de Shanon [2] es:

N
H=—K Y pilogp, (4.5)
i=1

donde K es una constante positiva arbitraria, que podemos hacer K = 1, ya que la definicién del logaritmo
log, ©

aplica a cualquier eleccién de base (K = o
q

con p # ¢ nimeros reales positivos). Es claro que una
notacién equivalente de esta ecuacién es:

H(X) == ) px)logp(x) = ) p)I(z), (4.6)

zeX xeX

donde = es un simbolo de la fuente X y I(z) es la medicién de la informacién asociada. En teorfa de
informacién(TI) la entropia juega un papel central.

Notemos que mientras que en la definicién de Boltzmann, la entropia es un limite asintético, para
Shanon, la entropia es un valor promedio de la cantidad I(z) = —log p(z) y estd definida para un nimero
finito de elementos. La entropia es entonces la cantidad promedio de informacién por elemento.

Si tenemos una distribucién de probabilidad donde todos los elementos tienen la misma probabilidad,

es decir, p(z) = %, su entropia asociada es [2,17]:

11
H=- Z p(z)logp(x) = — Z log — =log N, (4.7)

zeX =1

4.2. Relacion de incertidumbre de Robertson

Como ya vimos en la seccién de preliminares, el principio de incertidumbre generalizado, es una parte
fundamental en nuestro estudio. La siguiente relacién se cumple para cualesquiera observables A, B y
cualquier estado

<A, BT 1)l
2

Donde o (X, )% = (| X >ty — (| X|1))? para un observable X y un estado 1.

La aparicion de relaciones de incertidumbre diferentes dentro de la mecédnica cudntica y en otras
ramas de la fisica fue un suceso que no se hizo esperar en el mundo cientifico, como ejemplo puedo citar a
Kipfmiiller [11], que en 1924 derivé su relacién de incertidumbre para analizadores lineales de frecuencia.
La teoria de la informacién surge en los afios cuarenta [11], y junto con ella Shanon y la entropia que
lleva su nombre. La entropia de Shanon es una generalizacién de la medida de incertidumbre que en 1928
propuso Hartley [11].

o(A,4),0(B,¢) = (4.8)

14



CAPITULO 4. PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE RUIDO PERTURBACION Y
RELACIONES ENTROPICAS

4.3. RELACION DE INCERTIDUMBRE UNIVERSALMENTE VALIDA DE RUIDO -
PERTURBACION.

n

S ==Y P(a;) In(P(x;)) (4.9)

i=1

donde P(z) es la probabilidad de que un evento dado ocurra.

Dicha medida de incertidumbre es bastante interesante de estudiar y analizar con cuidado. En
conjuncién con la mecanica cuantica se han realizado trabajos que tienen como meta la obtencion de
relaciones de incertidumbre con base en la entropia de Shanon, tal es el caso de los trabajos de Deuscht
y Partovi [9,10], en los cuales se llega a relaciones de incertidumbre que no dependen del estado del
sistema, y por lo tanto son mas generales en ese sentido. Un factor importante que se debe mencionar es
que tales relaciones dependen més de cémo se miden ciertas cantidades fisicas que matematicamente se
representan como operadores (ya que son observables) segin la mecdnica cudntica.

La entropia de Shanon es entonces expresada como:
S == > Kail)|* n [ ) (4.10)
i=1

donde [{c;|t)|* es la probabilidad de encontrar la particula en un estado con eigenvalor «;. R
Para el caso particular presentado por Deustch, la relacién de incertidumbre para dos operadores A
y B en el caso de espectros discretos es:

Si(l) +5p([¥)) =21 (4.11)

2
n—_ =
1 + sup{{a|b)}
Partovi realizé una generalizacién a partir de dicha relacién, la cual contempla espectros continuos y
operadores de proyeccién no sélo dados por la relacién de completez.

supi,ijriA + 7

Sal¥) +5(¥)) = 2In (23) (4.12)

4.3. Relacién de incertidumbre universalmente valida de ruido
- perturbacién.

En el trabajo de Masanao Ozawa [1], se desarrolla la idea de encontrar una relacién de incertidumbre
para el ruido y perturbacién. El concepto de perturbacién es comun en el contexto de la mecanica
cudntica debido a la interaccién que se da en la medicién. Mientras, el ruido que Ozawa maneja, se
relaciona al aparato de medicién y a su incapacidad de poder darnos resultados con toda presicién. Un
punto importante que hay que decir es que Ozawa utilizé el cuadro de Heisenberg en el desarrollo de su
trabajo.

Supongamos un aparato A que mide un observable A con algin ruido. Para evaluar el ruido, es
necesario describir el proceso de medicién. La interaccién de la medicién se supone desde un tiempo tg a
un tiempo to + At entre el objeto S y el sistema P, que denominaremos prueba. Llamamos U al operador
unitario que representa la evoluciéon temporal del sistema compuesto S+P. Justo antes de la medicién
el objeto S se encuentra en un estado arbitrario |1/) y la prueba en un estado |£), el estado del sistema
S+ Pes || = | ®E), donde en la notacién se omite el subindice H para denotar a los vectores en
el cuadro de Heisenberg.

Introducimos el operador de ruido, N(A) y el operador de perturbacién, D(B).

N(A) — Mout _ AML
D(B) — Bout _ an (413)
donde M°* y B°“ son los observables de prueba y A™ y B™ son los valores teéricos que deberfan
obtenerse. . B N B o o o

~ Donde M4, B, A'" y B estan dados por A = A®I, B" = B®I, B = UNB®I)U y
Mewt = UTN(I®M)U en el cuadro de Heisenberg. Es decir, los operadores llevan la dependencia temporal
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en este caso.
M, B son observables en diferentes sistemas, asi, [M°“!, B°“*] = 0. Entonces

[N(A),D(B)] — [Mout _ Ain,Bout _ Bm
— [Mout Bout _ [Mout Bm _ [Azn Bout + [Am Bm
— _[Mout)Bin _ [A7n7 Bout + [Azn)an (414)

[N(A),Bm — [Mout _ A“L,Bm
— [Mout, B?ﬁn _ [Am7 Bz’n (415)

[Am,D(B)] — [Ain’Bout _ Bm

— [Am7 Bout _ [Am, B'L’n (416)
Entonces
[N(4), D(B)] + [N(A), B + [A™, D(B)] = ~[A™, B™ (4.17)
Asi,
IKIN(A), D(B)]) + ([N (A), B™) + ([A™, D(B))]| = [{[A™, B™)| (4.18)

Entonces, usando la desigualdad triangular [14]

[K[A, BRI = LA™, B™)|| = [KIN(A), D(B)]) +<[N(4), B™) +{[A™, D(B)D)|
KIN(A), D(B)D| + IKIN(A), B™) + ([A™, D(B)])|
KIN(A), DB)D] + IKIN(A), B™)| + LA™, DB (4.19)

Se define el ruido [1] €(A4,1, A) como:

<|
<|

(A, 1, A) = (M — A™)2)3 = (N?(A))* (4.20)
y la perturbacioén [1] n(B, v, A) como:
n(B,y,A) = (B — B™)?)% = (D*(B))* (4.21)

y en general el cuadrado medio es mayor o igual que la desviacién estandar:

o2 (A, ) = (A% — (A)? (4:22)
S(A,p) = (A%)* (4.23)
Asi,
o(A, ) = ((A% - A?)” (4.24)
' (A% > (A% - (A, (4:25)

pues los valores esperados son positivos. Entonces

Szo (4.26)
Por tanto:
(A, 0, A) =2 o(N(A), v ®0) (4.27)
n(B,¢,A) =z o(D(B), ¢ ®0) (4.28)
= €(A, 9, A)n(B, P, A) = 0(N(A), ¢ @0)o(D(B), ¢ ®0) (4.29)
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Usando la relacién de incertidumbre de Robertson, tenemos:
€(A, 1, An(B, v, A) > |<[N(A)’2D(B)]>| (4.30)
Sustituyendo en Ec. (4.19):
(A)(B) + |<[N(A)7Bi">J;<[Ai"7D(B)]>| > |<[A»QB]>| (4.31)
() + XA B KA DB, KA BD )
Usando la relacién de Robertson en los términos con conmutador:
KIN(A), B™)] (Az)’ B < o(N(A)o(B) < c(A)o(B) (4.33)
|<[Ama5(3)]>| < o(A)o(D(B)) < o(A)n(B) (4.34)
Obtenemos la relacién de incertidumbre generalizada de ruido-perturbacién [1]:
o(A(B) + (A)o(B) + o(A)(B) > LAL LI (4.35)

2
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Capitulo 5

Reformulacion del principio de
incertidumbre ruido- perturbacion
en términos de la entropia de Shanon

El trabajo de encontrar nuevas formas de caracterizaciéon del principio de incertidumbre nos abre un
gran campo de trabajo, donde nuevas formas y herrramientas nos son tutiles para realizar la tarea. La
cuestion aqui es encontrar nuestra unidad de medicién para la incertidumbre y luego proporcionar una
nueva relaciéon de incertidumbre.

En nuestro caso, primero daremos una relacién entrépica de incertidumbre de medicion generalizada
para dos observables del sistema.

5.1. Relacion entrépica de incertidumbre de medicionces gene-
ralizadas.

Supongamos que tenemos un sistema cuantico compuesto, formado por un sistema .S y un sistema
de prueba P. El sistema S tiene un estado descrito por pg y el sistema de prueba tiene un estado

pp = |wp)Xwp|.

El sistema S tiene dos cantidades medibles A y B. Podemos medir la cantidad A mediante una
medicién proyectiva, Py, sobre el sistema.

Existe una operacién unitaria U tal que 14 = trp[I® ppUTI® P4U]. Asfi, la probabilidad de obtener
la cantidad A al realizar la medicién es:

pA = tTA[p_gHA] (5.1)

La entropia de Shanon asociada a esta probabilidad es:

Sa==Ypalnps =Y tra[psla]ntra[psIial (5.2)
A A
Ahora, el estado del sistema después de haber obtenido un resultado A es:
1
psA = pfﬁp [Ups ® lwp)Xwp|UTT® Pa] (5.3)

Ahora queremos saber cudl es la probabilidad de obtener el valor B al medir el observable B. Para
eso utilizamos otra medicién al sistema S mediante el sistema de prueba P. Donde la probabilidad de
obtener el valor B es:

pp =trpsallp (5.4)
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CAPITULO 5. REFORMULACI(:)N DEL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE RUIDO-
~ PERTURBACION EN TERMINOS DE LA ENTROPIA DE SHANON
5.1. RELACION ENTROPICA DE INCERTIDUMBRE DE MEDICIONCES GENERALIZADAS.

con IlIg = TT[H@pPUTH®PBU].
La entropia asociada a esta probabilidad es:

Sp == Y tr[psallg]Intr[psallp] (5:5)
B

Ahora queremos acotar la suma de las entropias anteriores

Sa+Sp ==Y TrlpsTalIn(Tr[psTa]) = > Trlpsallg] In(Tr[psallp])
A A

= = > TrlpsllalIn(Trlpsllal) Y trlpsallp] — Y Tripsallp] In(Tr[psallg]) Y tr[pslial
A B B A

=— Z trlpsllaltr[psallg](Intr[pslla] + Intr[psallg])
AB

1 1
> — trlpsIlzltr 1I 1-— +1-—
Az‘é [psta)irlpsalls] < trlpslla] tT[PSAHB])
= — Z trlpslaltr[psallp] (2 - L — ! )
w: trlpsllal  tr(psallp]
= -2 Z trlpsaltr[psallp + Z trlpsallp] + Z tr(pallal
A,B A,B A,B
(5.6)
Doénde se usa el hecho de que
mr>1— 2 (5.7)
nr>1-— .
x

De esta manera econtramos la Relacién entrépica de incertidumbre para mediciones geralizadas.
Ya obtenido este resultado, supongamos ahora un sistema compuesto, cuyo estado estd representado
por pa ® pp en el cual medimos un observable ). La probabilidad de obtener el resultado ¢ es

pg = trpally] (5.8)
El estado del sistema después de obtener el resultado ¢q es

1
PAq = Pa quM;V (5.9)

q

Luego, realicemos otra medicién de mismo observable, ahora, la probabilidad de obtener el resultado ¢’
es

Py = tr[paglly] (5.10)

Podemos relacionar estas mediciones a la entropia de la perturbacién de la medicién del observable Q
mediante la suma de las entropias asociadadas a cada medicién y debido a la relaciéon entrépica para me-
diciones generalizadas obtenemos la relacién entrépica de mediciones generalizadas para la perturbacion.

Sq + Sp = =2 trpsTlytripaglly] + D trlpaglly] + Y tr{pgIly] (5.11)

4,9 q,q' q,q'
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Conclusiones

El resultado mds importante de este trabajo se refleja en las ecuaciones (5.6) y (5.11) que son propuesta
de relaciones entropicas de incertidumbre. En ellas se utiliza el formalismo de mediciones generalizadas
y por tanto son diferentes a cualquier relacién de incertidumbre realizada anteriormente. El introducir
dos mediciones en el proceso de medicién, es algo discutible y que lleva a otro nivel estos procesos. Las
relaciones de incertidumbre son un tema que actualmente se encuentra en efervescencia y cuya importancia

crece dia con dia.
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