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Formulacion de Plebanski para la relatividad general

[Zi/\FZ[A]—%ZZ/\Z]—i-gZZ/\Ei ,

smaqz/

M4

o A’ es una 1-forma de conexién valuada en su(2) y
F[A] = dA" + 3&' ;A7 A A¥ es su curvatura.

e Cj; es una matriz compleja, simétrica y de traza cero.

e A es la constante cosmoldgica.
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Formulacién de Plebanski

Ecuaciones de movimiento para la accion de Plebanski

SM&Q:/

: 1 A ) )
|:22 N FZ[A] — = (O’LJ + —(5”> YA E]} ,
" > 3

dA": DX =0, (3 x 4 = 12 ecuaciones),
0%i:  Fi[A] = C¢ ;X0 + 2%, (3 x 6 = 18 ecuaciones),
6Cy; « SIAYT — L698F NS, =0, (5 ecuaciones).
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Formulacién de Plebanski

6Cy;:  EIAY —2895F AT =0

5 ecuaciones para 18 variables X' = ¥/ dx* A da”.

EZ:eO/\eZ+§€’jkeJ/\ek
{

ii:eo/\ei—
2

el el AP
que satisfacen o
SIAY =0,
SIAD AT AL =0,

. T
YEAYE = 6iePAel A2 Aed ==X AN
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Formulacién de Plebanski

Métrica de Urbantke y operador de Hodge

Se define la métrica de Urbantke para el conjunto de 2-formas
U? como:

~ i ] k ~ 4
gl“/ = E’i]'kU/ZLa Ué'y U6unaﬁ’y .

El operador de Hodge sobre una k-forma
Q= Qiyiy.i, AT A ... A dz™* se define como:

*

| det(gi;)]

i1l il 1 L,
(n _ k)' €l..0n9 Y -g b kail...ikd$ LA U Ade
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Formulacién de Plebanski

La métrica de Urbantke usando las soluciones X y DR
G = —12det (e]) eﬁe;’nu,
donde n;; = diag(—1,+1,+1,+1). Definimos
G = 904, 0,) = eeymuy,  €'(9y) = 85,

Usando esta métrica se obtiene

= —ix.

Mercedes Veldzquez
Modificacién de Krasnov a la accién de Pleblariski



Formulacién de Plebanski

GA": DY =dX'+¢& A AT =0

Suponemos que la conexién de espacio tiempo es la conexién
de spin w! ; que satisface

del +wl jne! =0,

dnry —wry —wyr =0,
y tenemos
DY =&y (A —iw" + & ™) BF
por lo tanto

Al = inJ + g’ klwkl

Mercedes Veldzquez
Modificacién de Krasnov a la accién de Pleblariski



Formulacién de Plebanski

Con
F[A] = dA" + %ei p A NAE y AT =i e gt
se obtiene
F'=iR"w] — %ei R (W],
donde

R! jlw] = dw'" ; + w' g A" ;.
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Usando
1oy K L T K L
R :§R xLe Ne’ y inFKLe Ne”,
se tiene:

7 - 07 ) k
Frop=1R"y— € kT o,

7 - 1507 i k
F' i = iR™ py, — € kR 1.

De modo que las componentes de [ estin en términios de las
36 componentes de la curvatura R’ ;.
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Formulacién de Plebanski

Usando
1oy K L T K L
R :§R xLe Ne’ y inFKLe Ne”,
se tiene:

7 - 07 ) k
Frop=1R"y— € kT o,

7 - 1507 i k
F' i = iR™ py, — € kR 1.

De modo que las componentes de [ estin en términios de las
36 componentes de la curvatura R’ ;.

R =R
Rl Ael —0 IJKL KLIJ
! Rk =0
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I

Por componentes

Floj = C';+ <6
Fly = i(Cij‘f'_(si') &

. 1J
En términos de R'’ kg,

C'; + §5;' = iR" o — 5 wR" o5,
A L[ o i
Olj + g&; = 5 (ROZ klf‘:klj + 551 mann klgkl j) :
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Método

= nel 4 55" ke’ A eF

° EZ/\EJ—%(SZJEk/\EkZO — ii:eo/\eifggijkej/\ek

o dYi 4 AN =0 — A =% 4 &yt
o FI[A]=C';%7 +4%  — RV
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Modifiacién de Krasnov

Modificacion de Krasnov

Partiendo de la accién de Plebanski
i 1 A i j
S[A,E]: EZ/\F[A]_§ Oij+§5ij PN
M4
Krasnov considera la siguiente modificacion

ﬂAR@:/

M4

{Bi A F[A] _% [@j + (g + <I>(</52,</53)> 51’3‘] B'A Bj}

® ¢;; es una matriz simétrica de traza cero.
o ¢ :=Tre?y g3 :=Trg?®
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Modifiacién de Krasnov

Cosideramos

ﬂAR@:/

M4

{Bi A FiA] - % [@j + (% - aTr¢2) 51-]-] B A BJ'} ,

e o modula el acoplamiento del término Tr¢?.

e Si o = 0 recuperamos la accién de Plebanski.

Mercedes Veldzquez
Modificacién de Krasnov a la accién de Pleblariski



Modifiacién de Krasnov

Cosideramos

ﬂA&@:/

M4

{Bz A FZ[A] — % |:(’251] —+ (% + aTrqf)g) 51]:| B' A B]} ,

e o modula el acoplamiento del término Tr¢?.

e Si o = 0 recuperamos la accién de Plebanski.

§A": Bl el AV N BR =0, (3 X 4 = 12 ecuaciones)
§B': F'A]=¢' ;B + (4 +aTr¢?) BY, (3 x 6 = 18 ecuaciones)
5¢ij: B'ABI—L1AUBk A By =0, (5 ecuaciones)

donde AV =§ — 6ag”.
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Modifiacién de Krasnov

Sehij - B'A B — tAYBF A B, =0

Tomando ' -

BZ = aszj —|— bz jij,
donde ¥ y ¥ son las 2-formas de la formulacién de Plebariski,
tenemos

[ai kajk — bl kb]k — %Aij(ak lakl - bk lbk l):| El AN El = 0.

Con X! A, # 0, las soluciones estan dadas por:

aij :i(dzj —3()[¢ij), Clij :Z|:30é¢’ij,
bij::I:?)agbij, bljzﬂ:(éz]—goéd)zj)
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Modifiacién de Krasnov

Encontramos 4 tipos de soluciones

1Bi
2Bi
3Bi

4Bi

(6 + A" )X+ (8

i .
J

o Aij)ij-
-(5ij + A — (6 - Aij)ij-
(67— AT)ST 4 (68, + AT )Y

(0 =AY (5 + AT
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Modifiacién de Krasnov

En términos de las tétradas los 4 sectores se escriben como

) i ) T ..
B = e | A€+ §Alj53 mn€ N\ e"} ,
) [ ) 7 . )
B = e |A"je" Nel + = el A ek} ; L g
L 2 A" = Y — 6V
SBY = e | Ael — §A’j£] mn€ A e"} ,
i = ¢ A’jeo Nel — 55’ k€ A ek} .
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Modifiacién de Krasnov

En términos de las tétradas los 4 sectores se escriben como

1Bi

2Bi

3Bi

4Bi

€1

€9

€3

€4

e Nel + §Alj53 mn€ N e"} ,
A’jeo/\eJJr—szjke]/\ek}, o .
2 A" = § — 6ag¥

0 % % m n
e/\e—gAjsjmne /\e},

A’jeo/\ej—isljkej/\ek}.

S [61, Ai, (ﬁl j] = €1 / |:60 Ne; + iAijeSj mn€ ™ A en:| A FZ[A]
M4 2

A
—32’/ (— — aTr¢2) e Net Ae? Aed.
Mma\ 3
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Modifiacién de Krasnov

Es facil ver que se satisfacen las relaciones

1B A3B = o, 2 A4B = o,
IB'AB, +3B' A3B;, = 0, 2B A2B, + 4B AYB; =

Condiciones de realidad

DAY =0, SAY AT AT =0

Mercedes Veldzquez
Modificacién de Krasnov a la accién de Pleblariski



Modifiacién de Krasnov

Definimos una métrica de Urbantke a partir de cada sector de
la solucién:

G = €iji Byo By, By, 1%°.

Asi se obtiene que

1§;w =€ h;w; 2.@;”/ = €2 kuw
35}#1/ =€ h;wa 4§uu = €4 kul/a
donde
hy, = —12det (el) [—6263 + det (Aij)(A_l)ijeief;]
y

ki = —12det (e]) [— det (A" j)epe) + Agjelel ]

- u-v
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Modifiacién de Krasnov

Definimos h = hynyeM @ e y k= kyne™ @ eV con

hMN = —59\45?\, + det(Aij)(A_l)kléﬂdfv,
k]WN = — det(A’j)ég/fé?\, + Akléﬂéé\[

Cuyas inversas estan dadas por

(h—l)MN — _5OM50N Ak 5 5
det(Aé ;) *
50M60N

B = gy

T (ATYYHgMY.
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Modifiacién de Krasnov

Denotamos por o al operador Hodge con respecto a la métrica
harn y por e al operador Hodge con respecto a kjsn. Entonces

) 1 . .
o (eO A ez) = —§A’j53 mn€ " Ae",

o (ei A ej) = (ATHF e Ae™,

° (60 VAN ei) = —§(A_1)i j5j mn€" Ne",

. (ei /\ej) =W AR O A€
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Modifiacién de Krasnov

Denotamos por o al operador Hodge con respecto a la métrica
harn y por e al operador Hodge con respecto a kjsn. Entonces

) 1 . .
o (eO A ez) = —§A’j53 mn€ " Ae",

o (ei A ej) = (ATHF e Ae™,

o('B") = i('B"), o(B") = i(*B"),
o®B") = —i(3B"), (‘B = —i(*B").
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Modifiacién de Krasnov

6A":  DB'=dB'+¢ AV ANB"=0

Usando B’ = $B' yne™ AN eV, dB' = dB" ynpe™ neV nel, y

Al = Al MeM,

1 1 |
_dijjNBeM A GN + 581 jkAj MBk NLSA[ N €N VAN eL = 0.

3

Podemos escribirla en forma matricial dB — = A = 0, donde

0 T, T,
E= Y 0o 13 |, con T, matrices complejas 4 x 4.

T ~T
T, T3 0
(dB)T = (dB%237 dB(1]23» dB(1)137 dB(%127 dB%237 cety nglZ)
(A)T = (Al AM 1 Al A5 A%, A%y)
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Modifiacién de Krasnov

Dada la ecuacién = A = dB calculamos
det(Z) =—(4 det(A))2,

por lo que la matriz (Z) tiene inversa, que estd dada por

Ui Vi Vs
Eh = Uy Uy Uy |,
Ugy W3y Wss

donde \Ilij = \I}l’j(A, A_l, det (A))

Mercedes Veldzquez
Modificacién de Krasnov a la accién de Pleblariski



Modifiacién de Krasnov

Para cada uno de los sectores se encuentra la conexién dada
de la forma

oA — _EEQdQB] IJKﬁIJKRQBZRNQBjNTeT-
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Modifiacién de Krasnov

Para cada uno de los sectores se encuentra la conexién dada
de la forma

oAt — _EEQdQBj 1K ﬁIJKRQBZ RNQBjNTeT-

Suponemos que la conexién w’ ; para los sectores 1y 3 es tal
que

de! +w! ;nel =0,

L L
dhyn —w” mhpy —w” yhyr =0,
y para los sectores 2 y 4 la conexién @’ ; es tal que

de! +w! ;nel =0,

dkyn — @ sk — @ vk = 0.
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Modifiacién de Krasnov

Usando las conexiones de spin se obitene para cada sector

doBi: _oail/\oBl,

donde
1% i . g -1 0
ap=w+iEe™ (AT w o,
2 i rk (i j A 0
a =& 1(5 jkwj'r_ZA kW r),
3 i i . i -1 0
a;p=w =AW,
4 i rk [ _i j A 0
Q| =¢& 1(6 jkwjr-l—zA ko T).
Con wIJ:wﬁKQK, wl =k, vy Cal;=°a" jgek

obtenemos d°B" .
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Modifiacién de Krasnov

Sustituyendo dB’ ;i en Al = —Le1dBI ;i KB Bi gy By N e
obtenemos
; 1 v - ] .
A= _561 det(Alj) Lo’ nl 'B" L 'B’ N 1Bj N T€T7

?

QA’i _ —§€2det<AZ]) 2ajnl QBnlLZBiLNQBjNTeTa
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Modifiacién de Krasnov

Sustituyendo dB’ ;i en A" = —Le1dBI [y 7R Bl gy B; N pel
obtenemos .
- _%61 det(Aij) 1ajnlanlLlBiLNlBjNT€T7
24" = —%GQ det(A" ) 24/ nl 2p™ L 2p'* ~°B; N el
34" = %63 det(A’ ) 3o u3B™ 3B § *B; N re’,
- %64 det(Aij) 4o/ nl4Bnl L4BZL N4Bj N el

En términos de w se tiene

1A:__((A—1)il_<A ) 6”)w l+25

i j ) - i in n gt Kl
(W AT ) (AT 07+ AT — A" 6 )er ' B e
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Modifiacién de Krasnov

Sustituyendo dB! IJK €n Al = —1—1261dBj ]JKﬁIJKR B RN Bj NTST
obtenemos

IAZ = —561 det(Alj) lOéj nl anl L lB’LL N 1Bj N TeTv

: i , 4 ;
QAI _ —Eégdet(AZ]‘) 20(] . 2BnlLQBzLNQBjNT€T7

SAZ = %63 det(Ai j) 3aj nl SBnl L 3BZ‘L

N2B; N el
4A = 564 det(AZ]’) 4CYJ nl 4B lL 4B

L 4 N T
NBj TE .

En términos de w se tiene

) . . 1. )
— _5 (A’Ll _Appazl) wOZ + §(€znjwjn
)

r j - i SN in n i l
—56 k n (Eljkw] rl — ’LAl kwo T[) (A léq + A 5lq —A l5q) €2 2Bq TeT.

ZA
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Resumen

o BIANBI—AUB*AB, =0 — 'B' 2B B ‘B
— hMNa. le\(- '

o dB' + £, AV A BF =0 — 1A' 24,347, 44

o FI[A|=¢' ;B + (5 +aTr¢?) B —
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Conclusiones

e Estudiamos la modificacién propuesta por Krasnov a la
accién de Plebanski.

e El andlisis muestra que los nuevos campos de 2-formas
modifican la métrica de la formulacién de Plebanski.

e Se modifica la forma funcional de la conexién interna en
términos de la conexién de spin.

e A partir de la curvatura de la conexién A?, podemos
ocupar la tercera ecuacién de movimiento para entender
cémo se relaciona el campo ¢ con las componentes de la
curvatura R[w].
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Modificacion de Krasnov a la accion de Pleblanski

La accién de Plebanski para la relatividad general esta dada en
términos de un conjunto de 2-formas, una 1-forma de conexién y
un campo escalar como multiplicador de Lagrange. Recientemente
Krasnov propuso una modificacién a esta accidn que consiste en
convertir la constante cosmoldgica en una funcién arbitraria de
invariantes construidos a partir del multiplicador de Lagrange.
Aparentemente esta generalizacidén describe una familia de teorias
para la gravedad. Sin embargo, el significado geométrico de los
campos involucrados en la generalizacién de Krasnov difiere del
que se conoce para los campos en la accién de Plebanski. En esta
platica analizaremos el significado geométrico de los campos
considerados por Krasnov estudiando una modificacién minima a la
accion de Plebanski.
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