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En Fisica existen algunos problemas que aun no han podido ser resueltos.

La geometria no conmutativa parece ofrecer un escenario matematico
prometedor para la solucién de estos problemas.
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TEORIAS DE CAMPO NO CONMUTATIVAS

En afos recientes, las teorias de campo no conmutativas han llegado a ser el
foco de interés en la actividad cientifica.
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En afos recientes, las teorias de campo no conmutativas han llegado a ser el
foco de interés en la actividad cientifica.

Los pasos para construir una teoria no conmutativa a partir de una teoria
ordinaria son los siguientes:

+ Lateoria de campo no conmutativa apropiada se construye en términos de
campos no conmutativos A(X) analogos a los campos ordinariosA(X): »

A(X) = A(X) ?=~
L_E > L

o —

~ —

« Reemplazar al producto usual (ordinario) entre campos
en la accion de la teoria de interés por un producto no
conmutativo (deformado) asociativo adecuado,

A (DA, (X) = A (x)* A, ()
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La idea consiste en utilizar un producto asociativo no conmutativo que depende
de cierto parametro.
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antisimeétrico vy * denota al producto estrella no
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<Producto Moyal

La idea consiste en utilizar un producto asociativo no conmutativo que depende
de cierto parametro.

El producto Moyal es el producto deformado mas comunmente empleado en la
literatura.

AX)* A, () = exp( 65,0,

=A1(X)A2(X)+i ;j ieiﬂl---e‘n"nail---ainAl(x)ah---ajnAz(x), (1)

n!

0 es el pardmetro de no conmutatividad real vy
antisimeétrico vy * denota al producto estrella no
conmutativo.

Obviamente se requiere que este producto se reduzca al
producto ordinario en el limite 8 — 0.

Este producto especial fue introducido por Groenewold [3] y
Moyal [7].




TEORIA DE YANG-MILLS NO CONMUTATIVA

Por ejempilo, al realizar este procedimiento en la accidon que describe a la teoria
de Yang-Mills obtenemos

s=ajMd4xTr(FWFW)—>§=ajMd4xTr(ﬁW*ﬁW), )

donde el tensor de curvatura esta definido por

E.=0,A-0.A —i(A*A A *A).
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donde el tensor de curvatura esta definido por
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La accion (2) es invariante bajo la transformacion
oA, =0,A—i[A,A]l > A, =8, A-i[A,A],

donde
[AAl =A*A-AxA,.

En teorias de campo ordinarias algunas caracteristicas son
obvias sin embargo en teorias no conmutativas se debe
proceder con precaucion y verificar que estos resultados
también se cumplen en lugar de asumirlos por ciertos.




En el marco de una teoria de campo no conmutativa, los conmutadores que
aparecen en la teoria ordinaria (conmutativa) son reemplazados por
conmutadores estrella:

[AA]=AA-AA >[A AL =A*A-AA.

Esto implica que el grupo de norma SU(N) ya no puede ser consistentemente el
grupo de simetria de una teoria no conmutativa.
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En la formulacion usual de la teoria de Yang-Mills podemos X
escribir .—&

a b
A =AT Yy A=AT",

donde los {T,} son los generadores del grupo de norma SU(N), .
con las condiciones
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De modo que, por ejemplo,

A, =5(ATT,) =0, (AT~ [(ATT,) (AT,)].
Y

Analicemos con un poco mas de detalle al conmutador:

(AT (AT )] = (AT)AT,) - (4T )(AT,)
=(AA)T.T,)- (A" ADT,T,)
=(AA)T.T,) - (AA)T,T,)
= (AT, -TyT,)
= (AT, T,].




Si en la teoria de Yang-Mills no conmutativa escribimos
A Aa A _ 4 Tb
Au :AuTa y A=AT",

donde los {T,} son los generadores hermiticos de algun algebra de Lie g en
algunarepresentacion R, y satisfacen las relaciones de conmutacion

[T,.T,]=if, T .

Entonces, en la transformacion de norma tenemos

5Aﬂ = 5(A|.?Ta) = 8/1 (;IbTb) o I [(ASTa)i(;IbTb )]* .




Si en la teoria de Yang-Mills no conmutativa escribimos
A Aa A _ A Tb
Au :AuTa1 y A=AT",

donde los {T_} son los generadores hermiticos de algun algebra de Lie g en
algunarepresentacion R, y satisfacen las relaciones de conmutacion

[T..T,]=if T .

Entonces, en la transformacion de norma tenemaos

A, =5(AT,) =0,(AT,) - (AT )(AT,)L.;
1

Nuevamente, examinemos el conmutador [(ASTa),(/AIbTb)]*i ‘—é

[(AT)(AT)L, = (ATT,) # (A'T,) - (AT, ) # (AT,
= (As >k;lb)(-ra-rb) B (;Ib * AS)(rbTa) .




Caso conmutativo «Caso no conmutativo
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Caso conmutativo «Caso no conmutativo

(AT (AT)1= (AT)AT) - (A T)AT,) = [(AT)(AT)L. = (AT,) * (L°T,) - (4°T,) * (AT,)
= (ALA)(T,T,) - (A°A)(T,T,) = (A} = A°)(T,T,) - (4° = AD(T,T,)
= (ALA")(T,T,) - (AL A°)(T,T,)
= (AJA°)(T,T, - T,T,)
= (AT, T,].

Sin embargo, es posible reescribir al conmutador [(ASTa),(/AIbTb)]*

de la siguiente manera
A ~ ~ ~ " R ‘—é
[(AT)(AT)], = (A« 2°)(T,T,) - (4° * AS(T,T,) - -

) ; [A: 20147, T3 +AAL AT, T

donde

{Ta’Tb}: TaTb +TbTa J
Ry, = K204 20 A




De modo que
oA, =8, (A°T,)-i [(ALT) (A°T,)].
= (0,4°)T, -[[Au PITTIHA LML ©)

La expresion (3) establece que el campo A debe expresarse no sélo en términos
de los generadores {T,} sino también en funcién del anticonmutador {T..T.}.




De modo que
oA, =8, (A°T,)-i [(ALT) (A°T,)].
= (0,4°)T, -[[Au PITTIHA LML ©)

La expresion (3) establece que el campo A debe expresarse no sélo en términos
de los generadores {T} sino también en funC|on del anticonmutador {Ta,T }.

Este hecho y el demandar que el conmutador de dos transformaciones cierren

en un algebra;
[6,,6,]A, = 6;A,
establece que los generadores pueden ser escritos como

1 1
TA = (Ta ’Z{Ta’Tb}’4{Ta’{Tb ’Tc}}v"j-

El rango del indice A depende de g y R.




Se verifica que los generadores {T,} satisfacen

[TA7TB]:ifABCTC 1{TA7TB}=dABCTC 1

donde

fABC :_fBAC y dABC = dBAC .

El algebra mas sencilla no trivial que cumple estas condiciones es U(N) en la
representacion dada por matrices N x N hermiticas.




Se verifica que los generadores {T,} satisfacen

[TA7TB]: ifABCTC ' {TA7TB}:dABCTC '

donde
C

y dABC:dBA .

C C
fAB - fBA

El algebra mas sencilla no trivial que cumple estas condiciones es U(N) en la

representacion dada por matrices N x N hermiticas.

Eligiendo que el generador T, sea [Bonora-Salizzoni]
1 ,
Ty = 2N (N ,—é
y el resto de los N2-1 generadores como en SU(N) es entonces i —— !
posible emplearla condicion de normalizacion {W_
1
Tr(T, T, )= 25AB . .




Ahora podemos escribir explicitamente

~

A A
A, =AM, .

Los generadores {T,} cumplen

1 :
Tr(T,Tg) :26AB d [TA’TB]: IfABCTC AT Ted= dABCTC
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Hoy en dia, la geometria no conmutativa ha ido ampliando cada vez mas su
dominio en las matematicas dado que parece ser ofrecer un marco prometedor
para laresolucion de problemas que se presentan en la fisica moderna.

La existencia del problema de ... parece ser uno de las cuestiones mas dificiles en
la Fisica moderna. Hasta el momento se conocen pocas propuestas de solucion
de este problema. Uno de los mas destacados es el que nos ofrece la geometria
no conmutativa.

La geometria no conmutativa es un nuevo tema en las matematicas que reune a
diversas areas de la Fisica y las Matematicas. Se origino en la Mecanica Cuantica
cuando esta trata de describir a nivel microscopico las leyes de la naturaleza.

En la actualidad se ha incrementado el interés en la
geometria no conmutativa debido a la relacion que
establece, como en muchas otras ocasiones, entre la Fisica y
las Matematicas ademas de sus diversas aplicaciones.




Todos los experimentos en Fisica apoyan la idea que el espacio-tiempo debe ser
descrito por una variedad diferencial y que todas las teorias exitosas deben ser
formuladas como teorias de campo definidas en estas variedades. Sin embargo,
en Teoria Cuantica de Campos existen algunas dificultades a altas energias o
distancias cortas que no han podido ser resueltas y los experimentos no nos han
proporcionado alguna pista de como poder resolver estas dificultades. No
obstante, existen otras formulaciones como Geometria No Conmutativa que
parecen proporcionar una solucion a algunos de estos problemas.

El procedimiento para definir teorias de campo no conmutativas consiste en
reescribir a la accion de la teoria en cuestion reemplazando el producto usual
(ordinario) por el producto deformado (producto Moyal).

El espacio Moyal parece ofrecer una posibiidad para
estudiar al espacio-tiempo cuantico, de manera que las
teorias de campo definidas en espacios de este tipo resulten
ser de interés.




