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1. Diferentes lagrangianos y hamiltonianos para un OA2D

L(qi, q̇i), H(qi, Pi) = Piq̇
i(qj, Pj)− L(qi, q̇i(qj, Pj)), Pi ≡

∂L

∂q̇i
. (1)

h(qi, q̇i) = Pi(q
i, q̇i)q̇i − L(qi, q̇i),

dh

dt
= 0. (2)

Para un oscilador armónico isótropo en dos dimensiones (OA2D),

ẍ+ ω̄2x = 0, ÿ + ω̄2y = 0, (3)

es sabido que

S0 ≡ m

2
(ẋ2 + ẏ2) +

1

2
mω̄2(x2 + y2) (4)

S1 ≡ mẋẏ +mω̄2xy, (5)

S2 ≡ m

2
(ẏ2 − ẋ2) +

1

2
mω̄2(y2 − x2), (6)

S3 ≡ mω̄(xẏ − yẋ) (7)

son constantes de movimiento.

Entonces, dadas S0, S1, S2 y S3, pueden hallarse diferentes lagrangianos reproduciendo las mismas

ecuaciones de movimiento (3)? .

0):

Si Px = mẋ y Py = mẏ,

L0 =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2)− 1

2
mω̄2(x2 + y2) (8)

1):

Si Px = mẏ y Py = mẋ

L1 = mẋẏ −mω̄2xy (9)

1



2):

Si Px = −mẋ y Py = mẏ,

L2 =
1

2
m(ẏ2 − ẋ2)− 1

2
mω̄2(y2 − x2) (10)

3): No existe un lagrangiano.

Los lagrangianos L0, L1 y L2 reproducen las ecuaciones de movimiento (3) y cumplen con la

definición

Px ≡
∂L

∂ẋ
, Py ≡

∂L

∂ẏ
. (11)

Además,

0):

H0 =
P 2

x + P 2
y

2m
+

1

2
mω̄2(x2 + y2), (12)

1):

H1 =
PxPy

m
+mω̄2xy, (13)

2):

H2 =
P 2

y − P 2
x

2m
+

1

2
mω̄2(y2 − x2), (14)

los cuales, usando las ecuaciones de Hamilton

q̇i =
∂H

∂Pi

, −Ṗi =
∂H

∂qi
, (15)

reproducen

0) : Px = mẋ, Py = mẏ

Ṗx = −mω̄2x, Ṗy = −mω̄2y, (16)

1) : Px = mẏ, Py = mẋ

Ṗx = −mω̄2y, Ṗy = −mω̄2x, (17)

2) : Px = −mẋ, Py = mẏ

Ṗx = mω̄2x, Ṗy = −mω̄2y, (18)

las cuales equivalen a las ecuaciones de movimiento (3).

Por qué la misma definición (11)?

La definición (11),

Px ≡
∂L

∂ẋ
, Py ≡

∂L

∂ẏ
.
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equivale a que

(x, y, Px, Py) ⇐⇒ ω = dPx ∧ dx+ dPy ∧ dy. (19)

Qué pasa si no se cumple la definición (11)?

Por ejemplo, si

Px ≡
∂L

∂ẏ
, Py ≡

∂L

∂ẋ
(20)

se tendŕıa que

(x, y, Py, Px), ⇐⇒ ω = dPy ∧ dx+ dPx ∧ dy. (21)

Entonces, el cumplimiento de la definición (11) equivale a que espacio fase Γ sea el mismo y a que la

estructura simpléctica sea la estándar (19).

RESUMIENDO:

Las anteriores descripciones hamiltonianas para un OA2D son tales que, usando

ẋ =
∂H

∂Px

, −Ṗx =
∂H

∂x
, ẏ =

∂H

∂Py

, −Ṗy =
∂H

∂y
, (22)

si el hamiltoniano es H0,

0) : Px = mẋ, Py = mẏ

Ṗx = −mω̄2x, Ṗy = −mω̄2y, (23)

si el hamiltoniano es H1,

1) : Px = mẏ, Py = mẋ

Ṗx = −mω̄2y, Ṗy = −mω̄2x, (24)

si el hamiltoniano es H2,

2) : Px = −mẋ, Py = mẏ

Ṗx = mω̄2x, Ṗy = −mω̄2y. (25)

Además, en todos los casos, las variables x, y, Px y Py son tales que

{x, Px} = 1, {y, Py} = 1. (26)

Nótese que las expresiones de Px y Py como funciones de x, y, ẋ, ẏ no es única.
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2. Cuantización hamiltoniana de un OA2D

Aplicando la cuantización de Dirac a los corchetes (26),

[x̂0, P̂x0] = i~, [ŷ0, P̂y0] = i~. (27)

Sea el espacio de Hilbert el espacio de las funciones de cuadrado integrable en R2, entonces

x̂0 = x P̂x0 = −i~ ∂

∂x
,

ŷ0 = y P̂y0 = −i~ ∂

∂y
. (28)

0) Usando (27), (28) y

Â(t) = eiĤ0t/~Â(t = 0)e−iĤ0t/~, (29)

en donde

Ĥ0 =
P̂ 2

x + P̂ 2
y

2m
+

1

2
mω̄2(x̂2 + ŷ2), (30)

se obtiene

x̂(t) = x cos ω̄t− i~
mω̄

senω̄t
∂

∂x

P̂x(t) = −mω̄x senω̄t− i~ cos ω̄t
∂

∂x

ŷ(t) = y cos ω̄t− i~
mω̄

senω̄t
∂

∂y

P̂y(t) = −mω̄y senω̄t− i~ cos ω̄t
∂

∂y
. (31)

Luego, una representación para p̂x(t) ≡ m ˙̂x(t) y p̂y(t) ≡ m ˙̂y(t) vendrá dada por

p̂x(t) = −mω̄x senω̄t− i~ cos ω̄t
∂

∂x

p̂y(t) = −mω̄y senω̄t− i~ cos ω̄t
∂

∂y
. (32)

Nótese que P̂x(t) = p̂x(t) y P̂y(t) = p̂y(t). Entonces,

x̂0|x, y〉 = x|x, y〉

ŷ0|x, y〉 = y|x, y〉

P̂x0|Px, Py〉 = px|Px, Py〉

P̂y0|Px, Py〉 = py|Px, Py〉. (33)
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1) Similarmente, usando (27), (28) y

Â(t) = eiĤ1t/~Â(t = 0)e−iĤ1t/~, (34)

en donde

Ĥ1 =
P̂xP̂y

m
+mω̄2x̂ŷ, (35)

se obtiene que

x̂(t) = x cos ω̄t− i~
mω̄

senω̄t
∂

∂y

P̂x(t) = −mω̄y senω̄t− i~ cos ω̄t
∂

∂x

ŷ(t) = y cos ω̄t− i~
mω̄

senω̄t
∂

∂x

P̂y(t) = −mω̄x senω̄t− i~ cos ω̄t
∂

∂y
. (36)

Luego, una representación para p̂x ≡ m ˙̂x y p̂y ≡ m ˙̂y vendrá dada por

p̂x(t) = −mω̄x senω̄t− i~ cos ω̄t
∂

∂y

p̂y(t) = −mω̄y senω̄t− i~ cos ω̄t
∂

∂x
(37)

Nótese que P̂x(t) = p̂y(t) y P̂y(t) = p̂x(t). Entonces,

x̂0|x, y〉 = x|x, y〉

ŷ0|x, y〉 = y|x, y〉

P̂x0|Px, Py〉 = py|Px, Py〉

P̂y0|Px, Py〉 = px|Px, Py〉. (38)

2) Similarmente, usando (27), (28) y

Â(t) = eiĤ2t/~Â(t = 0)e−iĤ2t/~, (39)

en donde

Ĥ2 =
P̂ 2

y − P̂ 2
x

2m
+

1

2
mω̄2(ŷ2 − x̂2), (40)

se obtiene

x̂(t) = x cos ω̄t+
i~
mω̄

senω̄t
∂

∂x

P̂x(t) = mω̄x senω̄t− i~ cos ω̄t
∂

∂x

ŷ(t) = y cos ω̄t− i~
mω̄

senω̄t
∂

∂y

P̂y(t) = −mω̄y senω̄t− i~ cos ω̄t
∂

∂y
. (41)
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Luego, una representación para p̂x ≡ m ˙̂x y p̂y ≡ m ˙̂y vendrá dada por

p̂x(t) = −mω̄x senω̄t+ i~ cos ω̄t
∂

∂x

p̂y(t) = −mω̄y senω̄t− i~ cos ω̄t
∂

∂y
(42)

Note que P̂x(t) = −p̂x(t) y P̂y(t) = p̂y(t). Entonces,

x̂0|x, y〉 = x|x, y〉

ŷ0|x, y〉 = y|x, y〉

−P̂x0|Px, Py〉 = px|Px, Py〉

P̂y0|Px, Py〉 = py|Px, Py〉. (43)

2.1 Valores esperados

Respecto a un mismo estado |ψ; t = 0〉, usando las ecuaciones (33), (38) y (43), los valores esperados

0) : 〈P̂x〉 =

∫
|ψ(~p)|2pxdpxdpy = 〈p̂x〉,

1) : 〈P̂x〉 =

∫
|ψ(~p)|2pydpxdpy = 〈p̂y〉,

2) : 〈P̂x〉 =

∫
|ψ(~p)|2(−px)dpxdpy = 〈−p̂x〉. (44)

no son iguales. Pero

0) : 〈P̂x〉 =

∫
|ψ(~p)|2pxdpxdpy = 〈p̂x〉,

1) : 〈P̂y〉 =

∫
|ψ(~p)|2pxdpxdpy = 〈p̂x〉,

2) : 〈−P̂x〉 =

∫
|ψ(~p)|2pxdpxdpy = 〈p̂x〉. (45)

Aśı, el valor esperado con respecto al mismo estado asociado a una misma observable f́ısica Ô(t) =

x̂(t), ŷ(t), p̂x(t), p̂y(t) es el mismo en todas las teoŕıas.

2.2 Relaciones de incertidumbre

Dado que en todos los casos se cumple que

[x̂, P̂x] = i~, [ŷ, P̂y] = i~, (46)

en todos los casos se satisface

∆x∆Px ≥
~
2
, ∆y∆Py ≥

~
2
. (47)
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No obstante,

0) : ∆Px = ∆px, ∆Py = ∆py =⇒ ∆x∆px ≥
~
2
, ∆y∆py ≥

~
2

1) : ∆Px = ∆py, ∆Py = ∆px =⇒ ∆x∆py ≥
~
2
, ∆y∆px ≥

~
2

2) : ∆Px = ∆px, ∆Py = ∆py =⇒ ∆x∆px ≥
~
2
, ∆y∆py ≥

~
2
. (48)

Las ecuaciones (47) y (48) predicen que para un OA2D la observable f́ısica que no puede medirse

simultáneamente con completa precisión junto con la posición x no es única.
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Nota. Las ecuaciones de movimiento

P̂x = p̂x, P̂x = p̂y, P̂x = −p̂x (49)

están generadas por Ĥx, Ĥ1 y −Ĥx, y se cumple que

[Ĥx, Ĥy] = 0, [Ĥx, Ĥ
1] = i~ω̄2L̂z, [Ĥy, Ĥ

1] = −i~ω̄2L̂z, (50)

en donde L̂z ≡ x̂P̂y − ŷP̂x.
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